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Geometria € a arte de pensar bem desenhando mal.

Henri Poincaré ,



Resumo

Cardenas Mendez, Milton Javier. Hipersuperficies de tipo Ribaucour . Goia-
nia, 2022. 72p. Tese de Doutorado Relatorio de Graduacdo. Programa de Pos-
Graduacgdo Matemadtica, Instituto de matemadtica e estatistica, Universidade Fe-
deral de Goias.

Neste trabalho definimos as superficies do tipo Ribaucour (abreviadamente, superficies-
TR). Essas superficies satisfazem uma relacdo semelhante as superficies de Ribaucour
que estdo relacionadas ao problema de Elie Cartan. Esta classe fornece o que parece
ser o primeiro exemplo de pares de superficies ndo congruentes no espaco euclidiano
tal que, sob um difeomorfismo, as linhas de curvatura sdao preservadas e as curvaturas
principais sdo trocadas. Mostramos que toda superficies-TR compacta e conexa € a
esfera com centro na origem. Obtemos uma representacdo do tipo Weierstrass para
superficies-TR com aplicacdo normal de Gauss prescrito que depende de duas funcdes
holomorfas. Apresentamos exemplos explicitos de superficies-TR. Além disso, usamos
essa representacao para classificar as superficies-TR de rota¢do. Definimos as superficies-
TRG que € uma generalizacdo das superficies-TR, mostramos uma parametrizac¢do local
desta classe de superficies e classificamos no caso em que sao de rotagdo e generalizamos
as superficies-TR para o caso de hipersuperficies em R"*!, exibimos uma parametrizacio
para os casos rotacionais € analisamos o comportamento geral das curvas geratrizes

quando as hipersuperficies de rotagdo sao 3-dimensionais.

Palavras—chave
Superficies de Ribaucour, superficie Weingarten Generalizada, representacao de

Weierstrass, funcao holomorfa , fun¢do harmonica.



Abstract

Cardenas Mendez, Milton Javier. Ribaucour-type hypersurfaces . Goiania,
2022. 72p. PhD. Thesis Relatério de Graduacdo. Programa de Pos-Graduacio
Matematica, Instituto de matematica e estatistica, Universidade Federal de
Goids.

In this work we define the Ribaucour-type surfaces (in short, RT-surfaces),These surfaces
satisfy a relationship similar to the Ribaucour surfaces that are related to the Elie
Cartan problem. This class furnishes what seems to be the first examples of pairs of
noncongruent surfaces in Euclidean space such that, under a diffeomorphism, lines of
curvatures are preserved and principal curvatures are switched. We show that every
compact and connected RT-surface is the sphere with center at the origin. We obtain
present a Weierstrass type representation for RT-surfaces with prescribed Gauss map
which depends on two holomorphic functions. We give explicit examples of RT-surfaces.
Also, we use this representation to classify the RT-surfaces of rotation.

We define the GRT-surfaces which are a generalization of the RT-surfaces, show a local
parameterization of this class of surfaces and classify them in the in which case they are
of rotation and generalize as RT-surfaces for the case of hypersurfaces in R"*!, display a
parameterizationgao for the rotational cases and analyze the general of generatrix curves

when hypersurfaces and rotation behavior are 3-dimensional.

Keywords
Ribaucour surfaces, generalized Weingarten surfaces, Weierstrass type represen-

tation,holomorphic function, harmonic function.
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Introducao

Uma superficie orientada ¥ C R? é dita uma superficie Weingarten se existe
uma relacdo diferencidvel W entre as curvaturas média H e Gaussiana K de X tal que
W(H,K) = 0. A classificagdo geral das superficies Weingarten é ainda uma questio
aberta. No caso em que o funcional W € linear, isto €, a +bH + cK = 0 para a,b e ¢

constantes, as superficies sdo chamadas de superficies Weingarten linear.

Exemplos simples de superficies Weingarten linear sdo as superficies de curva-
tura Gaussiana constante (¢ # 0 e b = 0) e as superficies de curvatura média constante
(b#0ec=0).

Schief [16], estudou duas classes de superficies £ C R? que satisfazem uma
relacio de Weingarten da forma (u? 4 p?)K +2uH +1 = 0, onde u,p : £ — R sio fungdes
harmonicas segundo uma certa métrica e mostra que tais superficies sdo integraveis.
Essas classes incluem as superficies cldssicas de Bianchi, as superficies de Bianchi de

curvatura positiva e as superficies com curvatura média inversa harmonica (veja [3]).

Em [5], Corro apresentou uma maneira de parametrizar superficies como enve-
lopes de congruéncia de esferas na qual o outro envelope estd contido em um plano e com
funcdo raio associada a um sistema de tipo hidrodindmico. Como aplica¢do, ele estuda
superficies X : M — H? no espaco hiperbélico H?>, no modelo do semi-espago positivo,
tal que a aplicacdo hiperbolica de Gauss G define uma congruéncia de esferas para a qual
X (M) e G(X(M)) sao envelopes e o raio de cada esfera define a fungdo raio A. Entdo
X ¢é dita uma superficie Weingarten generalizada do tipo Bryant (superficies-BGM) se a

curvatura média H, a curvatura Gaussiana K; e a fungdo raio / satisfazem a relagdo

2(c—1) 2(c=1)

(H—=1)+(a+b—ach

2ach )K; = 0.

Para a,b,c € R,a+ b # 0,c # 0. Esta classe de superficies incluem as superficies de

Bryant e as superficies flat do H3 (veja [4] e [12]).

Seja ¥ C R uma superficie orientada pela normal de Gauss N, as fungdes
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y,A : X — R dadas por y(p) = (p,N(p)), A(p) = (p,p), p € £, onde (,) denota o
produto escalar euclidiano em R>, sdo chamadas de funcio suporte e funcio distancia
quadritica, respectivamente. Geometricamente, y(p) mede a distdncia da origem ao

plano tangente 7,X de X em p e A(p) calcula a distancia quadratica de p a origem.

Em 1888 Appell [2] estudou uma classe de superficies orientadas em R associ-
adas a transformacdes na esfera que preservam area. Mais tarde Ferreira e Roitman [11]

constataram que estas superficies satisfazem a relacdo de Weingarten
H+vyK =0.

Em 1907, Tzitzéica [17] estudou superficies hiperbélicas orientadas ¥ C R tais

que existe uma constante ndo nula ¢ € R para a qual se cumpre a seguinte relagao
K+ czl|!4 =0

Martinez e Roitman, em [14], exibem o que parece ser o primeiro exemplo en-
contrado para o segundo caso do problema proposto por Elie Cartan em seu classico livro
a respeito de sistemas diferenciais exterior e suas aplicacdes a Geometria Diferencial. Tais

exemplos sdo dados por uma classe de superficies Weingarten que satisfazem a relagdo

Estas superficies sdo chamadas de superficies de Ribaucour.

Seja ¥ uma hipersuperficie com ¥ # 0, para cada p € X, existe uma esfera que
tangencia X em p e passa pela origem. Esta esfera tem raio dado por R = —%, que
chamaremos de fun¢do raio. Seja ¥ uma superficie com aplicagdo normal de Gauss N,
para cada p € X a esfera de centro p + %N (p) e raio % € chamada de esfera média. Uma

superficie é chamada de tipo esférico se as esferas medias tangenciam um plano fixo.

As superficies Weingarten generalizada do tipo suporte distancia (ou, por abre-
viacdo, superficies-WGSD) sdo superficies Weingarten que satisfazem uma relacdo da
forma A+ BH +CK =0, onde A,B,C : S — R sdo funcdes diferenciaveis que dependem
da funcdo suporte Y e da funcdo distancia quadritica A, a partir delas, Dias em [9] in-
troduz novas classes de superficies-WGSD, aplicando inversodes e dilatacdes. Para uma

classe especial de superficies-WGSD, que € invariante por dilatacdes e inversdes, chama-
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das superficies-EDSGW. As superficies-EDSGW satisfazem uma relacido da forma
2yH +AK =0.

Esta classe de superficies tem a propriedade geométrica de que todas as esferas médias
passam por um ponto fixo. Em [7] os autores apresentam uma representa¢cdo do tipo Wei-
erstrass para superficies-EDSGW com aplicagdo normal de Gauss prescrito que depende
de duas funcdes holomorfas. Também classificam as superficies-EDSGW isotérmicas em

relacdo a terceira forma fundamental parametrizada por linhas planas de curvatura.

Pereira [15] introduz as superficies Weingarten generalizadas do tipo suporte
radial ou, abreviadamente, superficies WGSR. Elas sdo definidas por estarem localmente
associadas a uma esfera unitdria de centro C por uma congruéncia de esferas e que

satisfazem a relacdo de Weingarten dada por

AAW—1)2— (1 =AY H+[(A=1)(y—2A+AW)K+2(y—1)(1—A) +4y(y—1)>=0.

Motivados pelos trabalhos [7], [9], [11] e [14], , introduzimos as superficies
de tipo Ribaucour ou, abreviadamente, superficies-TR. Seja ¥ uma superficie com

aplicacdo normal de Gauss N tal que para cada p € ¥ a esfera de centro p + (% +

@)N (p) e raio ;% + @ passa pela origem, em este caso X € chamada de superficie-

TR e satisfaz a seguinte relacdo de Weingarten generalizada com fungdo suporte W e a

funcdo distancia quadrética A

Dada uma hipersuperficie £ em R"*! com curvaturas principais k;, 1 <i < n,
definimos as curvaturas radiais R; e a curvatura média radial Hg como
1 1 &

Ri=—, Hp=-) R,

i k,’7 R n 1:21 i
O problema de Christoffel: Dados F : S" - R e N: U C R" — S" encontrar uma hi-
persuperficie ¥ em R”T!, com aplicagdo normal de Gauss N e F prescrita como F = Hp.
Para o cason =2 e F dado por F = —% — %, temos que as superficies-TR sdo solucdes

do problema de Christoffel.

Encontramos uma representacao do tipo Weierstrass para essas superficies de-
pendendo de duas fun¢des holomorfas e as classificamos no caso em que sdo de rotacao,

também introduzimos uma classe mais geral de superficies-TR que dependem de uma
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funcdo real C. Em outras palavras, seja ¥ uma superficie com aplicagdao de Gauss N,
existe uma aplicacdo harmonica u com respeito a terceira forma fundamental e uma fun-

¢do C: R — R tal que para todo p € X a esfera com centro p + (C(ZI)K + T(;;(i()#))) N(p)e
Y(2—C(y)

raio ( C(IZ)K + 2C(n) ) , tangenciam uma esfera fixa, chamada de Superficie de tipo Ri-

baucour generalizada ou abreviadamente Superficie-TRG, estas superficies satisfazem

a seguinte relacdo de Weingarten generalizada

%:C(y) (%+%> .

Mostramos uma parametrizacdo local e classificamos as superficies-TRG no caso de
rotacdo.

Finalmente generalizamos a nocao de superficies-TR para o caso de hipersuper-
ficies em R"*!. Dizemos que uma hipersuperficie orientiavel £ C R"*! é uma hipersu-
perficie de tipo Ribaucour ou por abrevia¢do, uma hipersuperficie-TR, se a curvatura de
Gauss-Kronecker H, # 0, a (n — 1)-ésima curvatura média H,_, a fun¢do suporte y e a

funcdo distancia quadrética A, satisfazem

H,1 -A ¥
=c|—+—|-Y¥
H, C(n‘P+n)

aqui ¢ é uma constante. Exibimos uma parametrizagdo para tais hipersuperficies quando
sdo de rotacao.
Nosso trabalho esté estruturado da seguinte forma: No Capitulo 1, apresentamos

defini¢des e fatos basicos que serdo utilizado do decorrer do texto.

No Capitulo 2, definimos as superficies do tipo Ribaucour. Essas superficies
satisfazem uma relacdo semelhante as superficies de Ribaucour que estdo relacionadas
ao problema de Elie Cartan. Esta classe fornece o que parece ser o primeiro exemplo de
pares de superficies ndo congruentes no espaco euclidiano tal que, sob um difeomorfismo,
as linhas de curvatura sdo preservadas e as curvaturas principais sao trocadas. Mostramos
que todas superficie-RT compacta e conexa é uma esfera com centro na origem. Apre-
sentaremos uma representagao tipo Weierstrass para essas superficies que dependem de

duas fun¢des holomorfas e classificamos os casos rotacionais.

No Capitulo 3, definimos classes de superficies-TRG que é uma generalizacdo
das superficies-TR. Quando a fung¢do C depende de uma funcio real /, estas superficies
dependem de duas fung¢des holomorfas. Mostramos uma parametrizagdo local desta

classe de superficies e classificamos as superficies -TRG de rotag¢do contidas nesta classe.
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No Capitulo 4, generalizamos o conceito de superficies-TR para o caso de
hipersuperficies em R"*!. Exibimos uma parametrizacio para os casos rotacionais e
analisamos o comportamento geral das curvas geratrizes quando as hipersuperficies sdo

3-dimensionais.



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo introduziremos algumas defini¢cdes e alguns resultados basicos

que serdo usados neste trabalho, encontrados em [10].

1.1 Hipersuperficies no Espaco Euclidiano

Ao longo do trabalho denotamos por R” o espaco euclidiano n-dimensional. Para
uma fung¢do diferencidvel f: R" — R, indicamos sua derivada parcial em relagdo a i-ésima

variavel x; por f;.

Definicdo 1.1 Seja ¥ um subconjunto ndo vazio de R"' . n > 2. Dizemos que ¥ é uma
hipersuperficie de R"*! se, para cada p € ¥, existem uma vizinhanga V.C R de p, um
aberto U C R" e um homeomorfismo diferencidvel X : U — V NX, tal que a diferencial
dX,:R" — R+ ¢ injetora para todo g € U.

A aplicag¢do X é chamada uma parametrizacdo de X. Se X1, X>, ..., X;,+1 indicarem
suas fungdes componentes, entdo X é diferencidvel se, e somente se, X; for diferencidvel
para todo i = 1,...,n+ 1. Além disso, a diferencial dX, € injetora se, e somente se, 0s
vetores 5

Xia) =G, (@) 1<i<n,
sao linearmente independentes.

Um vetor tangente a ¥ em um ponto p € ¥ é um vetor tangente a uma curva
parametrizada diferencidvel o : (—€,€) C R — X, com o (0) = p. O hiperplano tangente
a X em p, denotado por T,X, € o conjunto de todos os vetores tangentes a X em p. Seja
Y. uma hipersuperficie no espaco euclidiano e X uma parametrizacdo de X entdo T,X

coincide com o espago vetorial gerado por {X ;(u);1 <i <n}, onde p =X (u).

Seja X : U C R" — X, n > 3, uma parametrizacdo de uma hipersuperficie
YeN:UCR'— R ym campo vetorial unitdrio normal a X, isto é, N satisfaz

(N,X;)(u) =0,1<i<n,paratodo u € U. Dessa forma, o campo N é normal a 7%, para
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cada p = X (u) € X. Dizemos que N ¢ a aplicacdo normal de Gauss de X e que tal campo

determina uma orienta¢do em X.

Considerando {X,...,X,,N} como uma base de R"*!, podemos escrever o
vetor X;; ,1 < i, j <n, como
" ok
Xij= Y THXx+DbijN. (1-1)
k=1

Os coeficientes Ffj sdo chamados de simbolos de Christoffel. Se tomarmos a
parametrizacdo X de X tal que a métrica g;; = (X;,X ;) seja conforme a euclidiana, isto &,

gi 7 0egij=0,parai# j, O seguinte lema mostra como sdo os simbolos de Christoffel

Lema 1.2 Os simbolos de de Christoffel da métrica g;; sdo dados por

F?} =0 parai,jk distintos,

l]j = —Z] jj; para todo i, j,
j_ _8ij _ _ 8ii i .
A =—22T% parai#j.

Prova. As fungdes Fﬁ-‘j definidas em U por Vx X ; = Zkl“ijJ( sdo os coeficientes da

conexdo V em U ou os simbolos de Christoffel da conexdo, temos que

St g D 0
- ijgfk — 2 axig]k axjgkl axkglj )

onde g;; = (X;,X ;).

Como a matriz (gx,,) admite uma inversa (gk), teremos que

m 1 d 0 0 \ ko
Fij_E;{a_xigjk"'—gjgkl_a_xkglj}g . (1-2)

A equacio (1-2) € a expressao cldssica dos simbolos de Christoffel da conexdo Rieman-
niana em termos dos g;; dados pelas métrica. Como a parametrizardo X € ortogonal entao
g/ =0, paratodoi# je g = g;', entio

mm

| =
—

— o (jm,i + Lmi,j — 8ijm)
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e se i, j,m distintos entdao

1
Iij= 28mm (8jm,i +8mi,j — 8ijm) = 0.

2mm

e Se m = j e para todo i, j entdo

‘ | giii
i _ &jj
T = g, (1785 =8i1)) = 5.
e Parai#j
;o1 gij _ 8l
= % (gij,i+gji,i_gii7j) - _28“ - 8jj '

OJ
Se X € uma parametrizacao de uma hipersuperficie X, dizemos que X estd parametrizada
por linhas de curvatura se
N;=—-kX; 1<i<n,

onde —k; s@o as curvaturas principais de X. Neste caso, os coeficientes b;; em (1-1) sdo

tais que b;; = 0, i # j, e b;; = —k;gii, quando a métrica L;; é conforme a euclidiana.

De fato, derivando a equacdo (N,X ;) = 0 em relagdo i-ésima varidvel, obtemos
(Ni,X ;) =—(N,X ), por um lado

<N7i,X7l'> = <—kl‘X7i,X7i> = _kigii-

Por outro lado
n
—(N, X i) = — <N, ) FgX,k+biiN> = —bij,
k=1

de modo que b;; = —k;gi.

Agora derivando (N,X;) = 0 em relagdo j-ésima varidvel com i # j, obtemos
<N,j7X,i> = —<N,X,ij>, por um lado

<N7J7X,l> = <_k.]X7J7X7l> = O'

por outro lado

n
(N.Xij)= (N, Y Fijk +bijN) = b;;.
k=1

Portanto b;; = 0.
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A primeira forma fundamental / de X € a restri¢do do produto interno candnico

de R"*! aos hiperplanos tangentes T,X, isto €, para cada p € X,
Ip(wl,wz) = <W1,W2>, wi,wp € TPZ.

As segunda e terceira formas fundamentais de ¥, denotadas por /1 e /1] respectivamente,

sao definidas por
II,(wi,w2) = (—dNp(w1),w2), wi,wa € T,L;

II,(wi,w2) = (—dN,(w1),—dN,(w2)), wi,wr € T)X,

onde p € X e dN,, € a diferencial da aplica¢do normal de Gauss em p.

As curvaturas principais ki, ...,k, de ¥, em um ponto p, sdo os autovalores de
—dN,,. Dessa forma, define-se a curvatura média H e a curvatura de Gauss-Kronecker K
por

1 n n
:—Zkl:—n Ny) e K=]]ki=det(—dN,)

:

respectivamente, onde ¢r e det indicam o traco e o determinante de —dN,,. Por outro lado,

a r-ésima curvatura média H, de X, 1 < r < n, é definida por

n\ &
() £ e

Note que H =H; e K = H,,.

1.2 Funcoes Holomorfas

Denotaremos por C o corpo dos nimeros complexos. Além disso, identificare-
mos C com R? pelo isomorfismo z = x +iy € C — (x,y) € R2. Considere uma funcio

f:U — C, onde U € um subconjunto aberto do plano complexo C. Denotando por

(Lf) =Re(f) e (i,f)=1Im(f)

como partes real Re(f) e imaginaria Im(f) de f, diremos que f é R-diferencidvel em
20 =x0+iyo € U se (1,f) e (i, f) forem diferencidveis em (xo,yp). Por outro lado, f é

dita holomorfa em z = x4 iy € U se existe o limite

)= i LN =@

h—0
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O ndmero complexo f'(zg) é chamado de derivada de f em zo. Se f for holomorfa
em todos os pontos de U, diremos que f € uma funcdo holomorfa. Uma consequéncia
importante das definicdes acima € o seguinte Teorema, cuja demonstracdo pode ser vista
em [13].

Teorema 1.3 Dada a funcdo f : U — C, onde U é um subconjunto aberto de C, as

seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

1. f é holomorfa em zo € U.
2. fédiferencidvel em zo € U e as partes real e imagindria de f respectivamente (1, f)

e (i, f) satisfazem as equacdes de Cauchy-Riemann

<17f>,1:<i7f>,27 <1af>,2:_<iaf>,l (1'3)

em 2.
3. f possui derivada real em zg e esta transformacdo linear corresponde a uma

multiplicacdo por um niimero complexo.

Observacao 1.1 Segue do Teorema acima que a derivada de uma funcdo holomorfa
f:U — C édada por
f=Ff1=—ifa

Dizemos que uma funcéo real h: U C R?> — R, é harménica se /\h é identicamente nulo,
isto é,

Ah(x,y) = hﬁ]l +h722 =0.
para todo (x,y) € U. Observe que pelas equagdes de Cauchy-Riemann (1-3), a parte real

(1, f) de uma fungcdo holomorfa f é sempre harménica.

Como consequéncia das equacgdes de Cauchy-Riemann, pode-se mostrar que
a parte real de uma funcdo holomorfa é harmoénica. A reciproca é vilida sob certas

condig¢des conforme estabelece o proximo teorema, cuja demonstracao pode ser vista em

[1].

Teorema 1.4 Se hh: U C R? — R é uma fungdo harmonica, onde U é um aberto simples-

mente conexo, entdo h é parte real de uma funcdo holomorfa.

A identificacdo de C com R? induz de maneira natural a nogo de produto interno de
funcdes holomorfas. Com efeito, dadas as fun¢des holomorfas f,g: U C C — C, o

produto interno (f,g) é uma fungao real definida em U e dada por

(f,8) = (LN {1,8) + (i, £) (i, 8)- (1-4)
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Observe que a defini¢do acima estd de acordo com a notago ja utilizada para representar
as partes real e imagindria da fungdo f . Caso g = 1, (f,g) resulta na parte real de f e,
caso g =1, (f,g) resulta na parte imaginaria de f.

Ao longo do trabalho usaremos as propriedades abaixo para produto interno de

func¢des holomorfas.

Proposicao 1.5 Sejam f,g,h: U C C — C fungées holomorfas. Sdo vdlidas as seguintes

propriedades
1 {f.8)1=(f"8+(f.8)
2. (f.8)a=(if',8) +(f.ig)).
3. (fh,g) = (f,hg).
4. fg=(/, > i(if,8).
5. f2) =
6. A((f, >)— (f'.8")

Prova.

1. Usando a Observagdo 1.1 para uma fungéo holomorfa f, temos que f’ = f. Desta
igualdade obtemos que (1,f) 1 = (1,f') e (i,f)1 = (i,f). Portanto, para f, g
holomorfas, tem-se

<f7g>,1 = (<17f><1=g> + <i’f><iag>)-,1
(L f)(Lg)+ (1, £)(1,8") + (i, f1) (i, &) + (i, f) (i, &)
(f',&)+(f.&)

2. Usando a Observagdo 1.1, uma fungdo holomorfa f, vale que ' = —if,» entdo

if' = f,» . Desta igualdade obtemos (1, ) » = (1,if") e (i, f) 2 = (i,if’). Para f, g
holomorfas, obtemos

(f:8) 2= (L1)(1,8) + (i, £)(i,8)) 2
(Lif)(1,8)+ (1, f)(L,ig) + (i,if ) (i,8) + (i, ) (i, ig")

(if,g)+(f,ig).

+
+

3. Usando (1-4) temos

fh= (LA R) = (@ )G R) + (L F) G R + G ) (1L R)

hg = (1,h)(1,g) + (i,h){i,g) +i({1,h)(i,g) — (i, h)(1,8)).
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assim,

4. Usando (1-4), temos

(f,8) +ilif,g) = ((L,A)(1,8) + (i, /){i,8)) +i(= (0, /) {1,8) +(1,£) (i, )

((1
(1, ) =i, ) ((1,8)i(i,8))
fs.

5. Como f é holomorfa tem-se f = f' e fo =if’, de modo que (f1, f2) = (f',if’).
Entretanto, da propriedade (3) temos (f’,if") = —(if’, ). Portanto, (f’,if’) =0
6. Das propriedades (1) e (2) obtemos

A((f,8) = (f,g>11+(f»>

((f8)+(f.8")  + ((if.8) +(f.ig) ,

(" >+2<f’ g)+(f.8") —(f".g)+2(if',ig) — (f.&")
2(f',¢") +2(if"ig")

A(f.8).

Lema 1.6 Sejam f = f1 +if; e g = g1 +ig2 funcdes holomorfas na varidvel 7 = x + iy,
onde f ndo se anula em nenhum ponto. Entdo (f,g) = 0 se, e somente se, g = ikf , onde

k é uma constante real.

Prova. Temos que (f,g) = 0, sendo f # 0 em todo ponto e usando as propriedades da

proposi¢do anterior, temos

_ Je\ _ /.7 8\ _ 2< §>
) =t = (£ 18) = (77.8) =P (1.5),
Entﬁo<l,]—c> 0, logo existe um k € R tal que f—zk, portanto g = ikf.

Reciprocamente, se g = ik f , para alguma constante real k, entdo g = —kf> + ik fi
e, assim,

(f,g)=—kfifa+kfifa=0
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0
O seguinte resultado pode ser encontrado em [6].
Proposicao 1.7 Sejam f,g,h funcdes holomorfas. Entdo a igualdade

évdlida se, e somente se, existem constantes reais ci, cy e uma constante complexa 7, tais
que

h=icig+z1

f=-zig+ic.
Prova. Aplicando o laplaciano na equacdo (1-5) e utilizando a propriedade (4), da

Proposi¢do 1.5, obtemos
4(g'" W'y =0.

Do Lema 1.6 temos que &' = ic1g’, para uma constante real cy. Integrando esta udltima
equagdo, ficamos com

h=icig+z1, z1€C.

Substituindo agora & em (1-5), encontramos (1, f +Z1g) = 0. Novamente usando Lema

1.6 existe uma constante real ¢, tal que f +2z1g = icp, de onde segue a expressao para f. []

Definiciio 1.8 Considere uma hipersuperficie ¥ de R"T! com aplicagdo de Gauss N. Se

X é uma parametrizagdo local de ¥, a matriz W = (W;;) tal que
n
Ni=Y WijX;, 1<i<n
=1

é chamada a matriz de Weingarten de X.

A prova completa do seguinte teorema pode ser encontrada [11].

Teorema 1.9 Seja ¥ C R"! uma hipersuperficie orientdvel e N : ¥ — S" a aplicacdo
normal de Gauss com curvatura de Gauss-kronecker ndo nula em todo ponto.

Seja U C X uma vizinhanca de pg tal que N : U — N(U) =V C S" seja invertivel
e h(q) =(q,N"'(q)),q € V. Entdo

X(q) = VLh(q) +h(q)N(q).
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Prova. Sejam {ey,...,e,} uma base ortonormal de TN e N aplicagdo normal de Gauss,

{ey,...,en, N} referencial ortonormal de R"*!, assim
X =aie1+---+aye, +hN,

entao
(X,N) = {(ajey +---+ane, +hN,N) = h.

portanto,
dhg(ei) = (dXq(ei),N(q)) + (X(q),dNg(ei)) = (X(q),ei(q)) = ai(q).
Assim, obtemos

X =ae1+---+ane, +hN
=dhy(e)er +---+dhy(en)en+h(q)N(q)

n

dhg(ei)ei +h(q)N(q) = Virh(q) +h(g)N(q).
i=1



CAPITULO 2

Superficies de tipo Ribaucour

Neste capitulo iniciaremos o estudo das superficies de tipo Ribaucour. Além de
apresentarmos alguns exemplos, fornecemos uma representacio de Weierstrass depen-
dendo de duas funcdes holomorfas para superficies nesta classe e caracterizamos o caso

em que tais superficies sdo de rotacao.

Teorema 2.1 Seja ¥ C R3 uma superficie orientdvel com curvatura Gauss-Kronecker
ndo nula. Entdo existe uma fungdo diferencidvel h: U — R e g uma fung¢do holomorfa tal
que a aplica¢cdo normal de Gauss é dada por
2
(2g(u), 1 —|g(u)]7)

N = , 2-1
L+ Jg(u) P @D

os coeficientes da 1l forma fundamental sdo

4lg'*8y;
Lj=—21 00 (2-2)
b1+ 1gP)?
e X é localmente parametrizada por
2
h(u) ;
X(u) = Z 2).’]N(u),j +h(u)N(u). (2-3)
j=1 "=ii

Neste caso h(u) = (X (u),N(u)) é a fungdo suporte. Além disso a matriz de Weingarten é
dada por W =V~ onde

1 2
\% :Vij e Vij = l; (h,,-j—Zh,ka-‘j+hL,~j6,~j> , 2-4)
k

onde Ffj sdo os simbolos de Christoffel de N. A condicdo de regularidade de X é dada
por

detV # 0. (2-5)
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As formas fundamentais I e Il de X, em coordenadas locais, sdo dadas por :

2
I=(XiX;)=Y VaViLi,
k=1

II=(X;,N ;) = ViLj;.

Mais ainda,

Ah -~
_ 2H,
Lii K
= |VLh)* + K%

Prova. Primeiramente vamos mostrar que

2
X;=Y ViN;.
=1

2
SejaX =Y h—/N .+ hN derivando temos,
jzl L./] ]

X, = L”(hij +h le) h,jN,ijjvi +h,;N+hN;
: 12 ’ ’
j=1 Jji

2
-y hji h,,-sz,-,i N+ h N ji
j=1 Ljj ij Ljj

JJ

+h;N+hN,

usando ” L — ZFZJ i» obtemos
J

ho ho h N
2NN 4+ 2L 4 h N+ AN
. ij ij 2] ij ) >

hii _h h iN
+ZK’—J’—2 ’]FJ)N]+ = ”’}+h N +hN,;
I T Ljj

hii  h;

— _7_2_’1"1 1" —L;N
(Lii Li ' ) (Z ! >
2

)

Ji WJ
LJJ

hji _h h; .
Ly [(7_]1.‘2L--F >N,+ i iy +1"’jiN7,~)} +hN+hN;.
= jij

(2-6)

2-7)
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Como I';; = I'; podemos concluir que

hii hi
X, =22 21 1"
! (Lii Li; ”) Z

llk
2 2
hi hj h
+ <’—’——’fr!.) N;— TN
j—Zl Ljj Ly Y ,—ZlL' N
j;éi J#i

>] J 7] i

+Z FJ,N,] Z r iNi+hN-+hN,.
ﬁél ﬁél

Reescrevendo o primeiro somatdrio na expressao acima como

2

h
Zr er +L Y TN,
Li; k= i j=1
Vil
conseguimos
X;= (=22 -2 )Ny — 20N + 20N+ = Y YN
, (Lii Lii u> 51 Lii il 7l+L +Llljzl ity
J#
z h7 ji hv] ] 7.] )
+Y — L) )N+ Z F iN i+ hN s
=1 \Ljj Ljj "
Jj#i Hél
Xp= | i _hip +Z ”F’ +h | N,
Y| Li La

Hél

: LJJ Lii 124 3J?
?é
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pela relacao F{l =— ” F’ ; para i # j, temos que
hii hj 2 hj
Xi=|-"2-2T-Y 2Tl+n N
! Li; L " ]Z'I Lj;
J#
2
+ Z <h7jl _ h?] l"] h_r‘l )N
=1 \Ljj Ljj Y L’
J#i
hi & hj i h,
=|-2-Y IV +h|N;+ ( — ’]FJ——F’)N
(Lii jz’l L " ) Z Ljj Lj; :
J#l
Considerando a matriz V = (V;;), 1 <1, j <2 dada por
Vij= ' ( thl“k +hL,J5,‘j>
Ljj
conseguimos
2
Xi=Y ViN,;. (2-8)
j=1

Por (2-8) obtemos que a matriz de Weingarten é dada por W = V1,

Para obter os coeficientes das formas fundamentais, usamos (2-8) e temos

I=(X;X) Z VikN k., Z VimN m)

m=1

Z ViV jm (N kN ) Z VikVjiLicks

k,m=1
IT=(X;,N, ZVszk, ZVzk (N> N.j) = VijLjj.
k=1 k=1

Finalmente, como W =V 1, sejam G; os autovalores de V e A; os autovalores de W, entdo
C; = }% assim
1 1 A+

trV =V Voo =014+0
11+ V2 1+02 = k+k2 M
) 2H
Vo =——. (2-9)
K
1 _ L _ Loy Lup _ Lo
Pelo Lema 1.2 temos, '}, = A T 2y F 1 € F21 L 2— Fzz’ usando essas

expressoes e (2-4) obtemos,
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tr(V) =Vi1+Va

= %_%F” —h—rzl +h+lz—22—f—22r‘ —h—F22+h
= % % le (T — Flz)_L_;Z(F22_F21)+2h
h h Ah
Lllll + Lzzz +2h= o+ 2k
usando (2-9) temos,
fl}f von="H

Por outro lado, usando (2-3) obtemos

OJ

O seguinte resultado vale para superficies e serd usado para classificar as super-
ficies de rotacao.

Lema 2.2 Seja ¥ C R*™' uma hipersuperficie orientdvel com curvatura Gauss-
Kronecker ndo-nula. Entdo existe uma funcdo diferencidvel h: U — R tal que a aplicagdo
normal de Gauss é dada por (2-1) e X é localmente parametrizada por (2-3). Entdo X (U)

é de rotacdo se, e somente se, h é funcdo radial.

Prova. Se X(U) é de rotagdo, sem perda de generalidade, podemos supor que o eixo de
rotacdo € o eixo x,1. Dessa forma, as se¢des ortogonais ao eixo de rotacdo determinam
em X (U) esferas (n — 1) dimensionais centradas neste eixo. Note que ao longo dessas

esferas tanto |X | quanto o dngulo entre X e N é constante. J4 que
(X.N)=h, (X,X)=|VLh]*+1* Lij=(N;N;).

Concluimos que % e |V1h|? sdo constantes ao longo dessas esferas. Tomando N como a
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inversa da projecao estereogréfica obtemos,

48,'1'

Li:i—— Y
(U [u?)?

de modo que,
14 a2
i = (255

o que diz que |u|? é constante a medida que se percorre as secdes ortogonais, portanto /4
¢ constante ao longo das esferas (n — 1) dimensional centradas na origem, portanto h é

fungdo radial.

Seja h uma fungio radial, escrevemos A(u) = J(|u|?), u € U para J uma fungio
diferenciavel. Seja |u|?> =t e denotemos a derivada de J em relago a t como J’(¢). Assim,

h; = 2J'u; e tomando N como a inversa da proje¢do estereografica temos,

2J I—t
X=(1-t)+—")u,-2t] +J(—) ).
(a-0+Zw-2ra6 7))

Se —21J' +J({5%) € constante entdo

2

‘(J/(l —1)+ 1_H)u

= ((J’(l —1)+ lz—jt))zt.

O que significa que as segdes ortogonais ao eixo x,; determinam em X (U) esferas

(n— 1) dimensional centradas neste eixo, de modo que X (U) é de rotacao. O

Definicao 2.3 Seja uma superficie ¥ com aplicacdo normal de Gauss N, tal que para

cada p € ¥ a esfera de centro p + (% -+ @)N(p) e raio % + @ passa pela
origem. Neste caso ¥ é chamada de superficie de tipo Ribaucour ou por abreviacdo,
uma superficie-TR e satisfaz a seguinte relacdo de Weingarten generalizada com fun¢do

suporte ¥ e a fungdo distancia quadrdtica A

Para superficies-TR com curvatura Gaussiana K # 0 apresentaremos uma completa ca-
racterizacdo por meio de pares de funcdes holomorfas. Essa representacdo de tipo Wei-
erstrass permitird classificar todas superficies-TR de rotacdo. Antes disso, precisaremos

do seguinte Lema.

Lema 2.4 Considere fungoes holomorfas g:C — Co e f: L — C, com g’ #0, onde L. é

uma superficie de Riemann. Tomando os parametros locais 7z = u; +iup € X e h = etLS)
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e considere a métrica dada por (2-2), temos a matriz

T?h

= 1 —(1 h
Vi 4’g/’2[< >f> < 7§>]+
T2h 12
Vi =Va 4|g/|2<i7 f2 );
T%h 1\2
V22_ 4’g/|2[<17lf> +<17§>]+h7

onde

Temos ainda que
P2
4lg'|?

trV = +2h

h2T?
16|g’|*

2T2| 112
detV = 7]

Prova. Seja h = L) temos que

h1=€<l’f><1 f)

hay =D (1) 4+ (1, 7))

hy = el ’f< if')

hoy = e ((Lif") = (1, 7))

haz =ML (1) + (Lif").

2
= — h,ij—Zh7ka~‘j+hL,~j8,~j , 1<, j<2.
Ljj =

(6.1 = 8]+ =g+ 4

(2-10)

A fim de encontrar os simbolos de Christoffel para a métrica, calculemos as derivadas das

fungdes reais T2 e |g|*.

Uma vez que T = 1+ |g|> = 1 + (g, g), derivando e usando a Proposicio 1.5,

obtemos
T;l :2<g7g/>7 € T,2:2<g7ig/>7

entao

(T?) 1 =2TT, =4T(g,8"), e (T%)o=2TT,=4T(g,ig').

Similarmente temos,

112

g 1=

(¢.8)1=2(g"¢") Ig1h=1(g.¢)1=2(gig"
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usando as expressdes acima temos

4lg'|?
L =
11,1 < ),

)

_ 87(g',8") — 16/¢'*(g.8")

T3 ’
4g'|?
Loy = [ 2L
22,2 <T2 )

_ 8T(g,ig") —16]|g'|*(g.ig)
_ —

Pelo Lema 1.2 temos Fljj = ;i—’“’ para todo i, j. Logo,

Ly 8T(¢.g")—16|g'[*(g,g) T?

rh = =
SERTT T3 8lg'|2’

_T(s' 8" —2lg'P(s.8)
Tlg']? ’

> _ T{g,ig") —2|g'|(s,ig")

F22 - )
T|g']?
[y =I%, e I'L=TI}.
Analogamente se Fl]l = _Z_l,jj para i # j, temos

2|g'|*(g,ig"y — T (g,ig")
T|g'|? ’

2 _
1—‘11_

r_ 2lgPe8) ~Tig' ")
2 Tlg'|? '
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Usando as expressdes anteriores e usando as propriedades da Proposi¢cdo 1.5 temos

2
Y THhe =T h+T5 k)
k=1
_ g 188" — 208 e, 8')
€ < ’f> 2
T|g'|

2 ./ AESN//
g e 2181 (s ig") — T (g ig")
‘ <l’f>[ T|g'|?

/ P /7 ! 2 ! : ) ! 2 o
:e<1’f><<1,f>+l<l,f>»<g‘ ,f2>—;<g,g>+z< ,g,lﬁ>—;<g,zg>)>

2
Y Toh = —eM(i e+ f7).
k=1

Entdo, podemos escrever

1 2
Vii = I <h711 - Z F]flh,k+hL11>
11 k=1

T2
T algp
2
|Tf|2[<1 £~ (LE)] +h

[B((1, )+ (L") = h(LE+ £")] +

1

2
Voo=1— hoo— Y Thhy+hLy
k=1

22
T2
4¢P

2
= Sl P LB+

[A((L,if")? = (1, f")) = (=h(LE+ f")] +h
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T2

= LI (L) = ) = (i)

Dessa maneira,

T2 h f/2

o KL (L) +(,8)] = P ,|2[< 1,6 =)l

trV=Vi1+Va

Portanto,

Desta forma,

T2
~4gP
T2

[A((1, f'

2

2= (L] e g (L P+ (L8] +

= g UL+ (Lif )]+ 20

detV =V 1V — V122

g

2 2
- (Gl + o))
h2T4 . o\ 2 /\2 . pI\2 2
= T6lg |4[< S+ (LE) (1, )7 = (1,if")?) = (1,€)°]
h2T?
+4‘g—,|2[< S = (L&) + (Lif") >+ (1,8)] + 1
n2T*
16 ,|4[< S 200, ) (i) (0,6) + (6,€))
T4
= T6i¢ |4[< B (L )2 = (1,if")?) = (1,8)% = 2(1, f)(1,if )i, &) —
hsz 1 . o\ 2 h2
+4|g,|2[< S+ (L) +
_ T 2y 4 i o e PTAS s
= 16|g,|4[<1,§><1,f )4 (5,E) (1, f) — €] + g T
Portanto, - e iy
_ T ) T f']
detV = 1¢ ,|4[<§f2> €17+ e +h1

hT?

hlf'PT?

1V =
’ 41"

+2h.

2
Sl = 8 en) (Gl 1.8 0)

(i,8)°]
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No préximo teorema fornecemos uma representacdo do tipo Weierstrass para as

superficies-TR a partir de um par de fun¢des holomorfas.

Teorema 2.5 Sejam ¥ uma superficie de Riemann e X : ¥ — R uma imersdo tal que a
curvatura Gauss-kronecker é ndo nula. Entdo X (X) é uma superficie-TR se, e somente se,
existem funcoes holomorfas f,g: U C C — C, onde U é um aberto simplesmente conexo

e g #0, tal que X (X) é parametrizado localmente por

X= |/|2(Tgf’ 28(g’,8f"),—2(¢",af") + — 2-11)

com a aplicagdo normal de Gauss N dada por (2-1). Com a condicdo de regularidade
(2-5) dada por
THE, 2 = &) +4T?|f'PIg'|* + 16]¢'* #0,

onde & é dado por (2-10), além disso, os coeficientes da primeira e segunda formas

fundamentais de X tem expressoes

212 12
B = (1 Xa) = g (1= 01807+ 8- 502
20 .72
rar( - gy + 2D
T2h2|f/|2 5 ‘ f/2
F:(X71,X,2):(W+2h)<l, - (2-12)
212 /2
G — (X2,X2) — j’f,z<<<1,if’>2+<1,a>> <a——>),
2 . 2|g|2
2R((Lif P+ (LE) +
/2
o= (X0N) = ({12 - (1,8) + 8T
12
f=(X1,N2) =h(i,§— 7), (2-13)
4h|g|2

g = (X2,N2) = h((L,if')* +(1,€)) +

Prova. Pela hipéteses X € uma superficie de Riemann, isto € , existe uma fung¢do holomorfa
g:C—>Cueg #0talque N: U CR3 — S? dada por N(u) = (n 'og)(u)en ' éa
inversa da projecdo estereografica. Dessa maneira, temos (2-1) e pelo Teorema 1.9 temos

que X € parametrizada localmente por (2-3). Usando (2-6) e (2-7) temos
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Ah —2H
= oh= 2
In K

—2Hh
TN } A
T K
Ah—|Vh[? 2 —
PR |Vh|? +|Vh| o 2Hh
L K
hAR—|Vh]> |VR?>  ,  , -
& + +h = ———
Ly Ly K
(:)hAh—WhFJrA+ B
Li; V= K
h/Ah — |Vh|? A ¥ H
2¢¥ 2 K

Portanto X (X) é uma superficie-TR se, e somente se
hAh—|Vh|* =0. (2-14)

Seja h uma solucdo de (2-14), sem perda de generalidade podemos assumir que

h = €% onde @ : ¥ — R é uma funcéo diferencidvel, neste caso temos,
hi=e1 e hpy=e%,

hii=e®(@1+0.11) e hxn=e®(93+02).

Usando os resultados anteriores e (2-14), obtemos que A@ = 0. Pelo Teorema 1.4 ¢ é a
parte real de uma fun¢@o holomorfa, tal que ¢ = (1, f), portanto h = e,
Considerando L;; = (N;,N;),1 <i<2eT =1+|g|% temos T =2(g,&') e T» =2(g,ig'),

e usando as propriedades das fun¢des holomorfas dadas na Proposi¢do 1.5, obtemos,

(281,—T1)T —T1(28,2—T)

N;|=

) T2
= %[T@g,l ,—2(g,¢')) —2(¢,8) (28,2 = T)]
= 2 (Tey —28(e ). ~Tlg.1.8) ~20¢8) + Tlg.2)

2
= ﬁ(Tg,l —2g(¢',8),—2(¢',8)).
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2 2
(N1N) = (75(Tg1 = 2g(g',8),—2(¢,8), (T —2g(¢’,8),—2(¢,8))

= 44(T (8.1,8.1) —4T(g.8.1)(8.8") +4(3,8)(g'.8)* +4(g.¢")?)

T
4

= T4(T (g.1.81) —4T(g,81)(g.8) +4T(g.¢")?)
) 41¢')?

_FT <g,7gl> T2 )

onde usamos a fato de que g’ = g 1, uma vez que g é holomorfa. Analogamente temos
(2g2,—T2)T —T2(2g,2—T)
T2
1 . .
= 7517 (282, —21(g,ig")) — 2(g,ig") (28,2~ T)]

2 . ) ) )
= ﬁ(Tg,z —2g(g,ig'),—T(g.ig') —2(g.ig') + T (g.ig'))

Ny =

2 . .
= 72(T82—28(s, ig'),—2(g,ig")).

2 ) . 2 ) .
(N2,Np) = <ﬁ(Tg,z —2g(g,ig'),—2(g,ig’)), ﬁ(Tg,z —2g(g,ig'),—2(g,ig’)))

4 ) ) .
= —(T*(g2,82) —4T(g,82)(8.ig') +4(g.8)(g.ig')* +4(g,ig')?)

T
4 . .
T4 (T2<g 2,8 2> 4T<g7g,2><g71g/> +4T<galgl>2)
4 4lg')?

= FT2< gig) = 7

onde usamos a igualdade ig’ = g, ja que g é holomorfa. Finalmente temos

5(Tg2—2¢(g,ig'), —2(g,ig")))

2T<gag,2><g7g/>

(N1N2) = (5 (T 1~ 2808’2, 20 .)),

4
= F(T2<g,1,g,z> —2T{g,g.1)(g,ig’

+4(g.8)(8.8")(g.ig") +4(g.4') (g,ig"))

= 2 (T2(g1,82) 4T (5.8 ){8.82) +4T{5,¢')(8,2.2))

T
4 4

Assim, ficamos com

4lg'|?

Lij= 72

218, T=1+|g? 1<i<2
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Logo, podemos escrever (2-3) como

2
; L_J = Lin[h’lN’l +h,oNo|+hN
T2 1 ! !
T { &L, f> (Tg1 2g<g,g>,—2<g,g>)}
TP [e (Lif") 7 (Tg2—2g<g,lg> 2<g>ig’>)}

+e<1,f>@L{T)
(L)
(1, /) (Tg' —2g(g'.8),—2(g.4))]

T 2P

elLf) .
2| /|2 [( lf>(Tlg/_2g<1g/’g>7_2<g’lgl>)} +e<]’f>%
el

=3 ,|2[(Tg<1 ) —28(1, f1)(g,8), —2(1, /) (g,¢"))
a5 (282-T)

+(Tg'i(1,if") —2g(1,if")(ig', ), —2(1,if ) (g,ig'))] + €' -
oL
= W[(Tg’(ﬂ,ﬂ +i(Lif") —2g((1, f)(g",8) +(1,if")(ig'.8)),
—2((1, )28} + (1,if ) g,ig))] mmw
el (2¢,2—T)

Zm(Tg’f’—Zg@’,gf) —2(g 8f) el =

Para obtermos os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais, usamos (2-8).

Logo,

E=(X1,X1) = (ViIN1+ViaN2,Vi1N 1 +ViaN2) = VH L1 + Vil

T2h "2 P 2\ 4e
(o= 1.8) 1) +(W<z,a—7>)] ¢

412 2p? (s
— | (1 = (L8 = 1.8 4]
N e
+ {W<lvé_7> :| T2
272 2
o (I A R WA L)
an’|g'|®
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= (X1,X2) = (ViIN1 +Vi2N2,V2IN1 +VuN>)

ViiVaiLi1 + Vi2Vaa Lo

[(472/72 (1 §>)+h> (%(gg_%’zm 4|7<g;|2
(oo (G )]

<1£Th/2|4 —(1,E))(i,& - f/2>+4T|2fl|22< £ %2>) 4%2
*(127 2|4 +{1,E)(i& f/2>+4T‘2fl|22(§ f?ﬁ) 4!73;12
=<Tf’éfg’ﬁ4'2 & '2>+§ffl|i< ()

212 £12 12

4| /|2

G = (X2,X2) = <V21N1+V22N2,V21N1+V22N2) VaiLit + VLo

_ T_Zhi _f_lz T?h P2 2 4’g/|2
_ T4h2 f/2 4|g/‘2
g5
41,2 272 2
[ (L P (8 (s P+ 1.8+ | 2L
T2h? 2 e [P0 )
= g (L4 (L8P 8= 002 ) 2 4 01.8)
an’lg|®
T2

e=(X1,N1)=(ViiIN1+Vi2No,N1) = V1L
T2h 41g'|?
= (1. \?*- h
[4|g,|2<< S (L8 + ] <

12
= (1, - (1,8 + 8L

f={(X1,N2) =(ViiN1+ViaN2,N2) = Vi2L»

Tzh f/2 4|g/|2
- (srtia- )

T2

/12
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g§=(X2,N2) = (VoIN1+V2uN2,N2o) = VoLl

T?h 41g'|?
— (g irP+1.8) +4)

T2

112
= ((Lif)+ (1,8) + TET

Exemplo 2.1 Uma esfera de centro na origem e raio r > 0 é uma superficie-TR. De
fato, usando o Teorema 2.5 e tomando h(u) = r, pelas equagdes (2-3) e (2-14) segue o

resultado.

Corolario 2.6 Uma superficie-TR estd parametrizada por linhas de curvatura se, e
12
somente se, (i,§— %} =0, onde & é dado por (2-10).

Prova. Seja ¥ uma superficie-TR entdo X estd parametrizada por linhas de curvatura

se, e somente se, F' = f = (. Portanto, das equacdes (2-12) e (2-13) segue que ¥ estd
12

parametrizada por linhas de curvatura se, e somente se, (i,& — fT> =0. 0

Corolario 2.7 Uma superficie-TR ¥ estd parametrizada por linhas de curvatura se, e

somente se, existem constantes ci, ¢3 € R e z; € C tais que

12 -/
(f”+f )—ifg‘ﬁ' = —Zig+ici,

2

12 N/
g<i(f”+f—> 18 -|-2lf >:iC2g+Z1.
2 g g

onde f,g sdo os dados holomorfos da superficie X.

Prova. Seja X uma superficie-TR, pelo Coroldrio anterior, X estd parametrizada por linhas

12
de curvatura se, € somente se, <i, E— fT> = 0. Por outro lado, usando as propriedade da
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Proposi¢do 1.5, obtemos
12 " /
(1822 <0 (1 (5-248) -1 17
g T
N/ 2 12
<:>< 1 > 2 (i, f'g') <f”+f> 0
! I 12
a1 (il s E)-atirgm - (i) =0
& T< I8 ”> 2<zgfg)+T<1,i(f’ f—>>=o
g 2
N/ /] 2
& T< S& —2|g |2< /s >+T<1 (f”+f—)>:o
g 8 2
” f/2 f/ "
o (uilre) -4
/// 12
i [ Qo a2 (il )+ (i 5 ) ) -
8 4 2
12 I/ 12 /] ! !
@< <f”+f )—if, >+|g|2< (f”+f >—if% +2if—g>:0
8 8 8
12 ./ 12 ./ /!
<1 t(f”+f )—if‘f >+< ( (f”+f )—if‘f +2if—g>>:O.
8 8 8

Desse modo, o resultado segue pela Proposicao 1.7. 0

Teorema 2.8 Seja ¥ uma superficie-TR compacta e conexa entdo ¥ é uma esfera.

Prova. Seja ¥ um compacto entio existe uma esfera £ com centro na origem e raio r > 0,
tal que X estd contida na bola fechada de centro na origem e raio r, B[0, r] e seja p € (ENX)
tal que 7,E = T,X. Seja h: ¥ — R, onde A ¢ a funcdo suporte de X, entdo h(p) = r. Além
disso, temos que (q) < |q|, para todo g € X. Entdo

h(q) <|q|<r, paratodo ge€X.

Y € uma superficie-TR, logo pelo Teorema 2.5 e (2-3) pode ser parametrizada localmente
em torno de p tal que a funcio suporte 1 : U C R?> — R, dada por h(u) = et yeu,
existe ug € U, tal que X (up) = p, como u é harménica entao

') < r= p(u)<In(r)

Além disso h(p) = r, entdo e!0) = r, logo u(uo) = In(r) assim pu(u)<u(ug). Como u é
harmdnica aplicando principio do maximo, u(u) = In(r) em U,logo h(u) = r em U, pela

compacidade e conexidade de X temos /(q) = r, para todo g € X, portanto X é uma esfera
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com centro na origem € raio r. U

Os seguintes sdao exemplos de superficies-TR para algunas fun¢des holomorfas

fegcomz=u;+iup € C,usando (2-11) temos

e

Figura 2.1: f(z) = g(z) =z

7Y =<

Figura 2.2: f(z) =2, g(z) =z
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Figura 2.3: f(z) =z, g(z) =2°

O teorema a seguir classifica as superficies-TR de rotacgao.

Teorema 2.9 Seja X uma superficie-TR conexa. Entdo ¥ é de rotacdo se, e somente se,

existem constantes a,b € R, tais que ¥ pode ser localmente parametrizada por

Xab(ul,uz) = (M(ul) COS(uz),M(ul) sin(uz),N(ul)) s

M(uy) = e“1+h {“(1—62’”) 2e" ]

2 + 14 e2u

1 4 2

Prova. Do Teorema 2.5 temos que X € localmente parametrizada por

2
N(I/t]) _ eau1+b |:1 — et _ae“1:|

€<1’f> < 7f> (2g,2—T)

X — 7 (Tg'f'—2¢(d . ef"),—2(¢" ")) + T

(28_%—”, T =1+ |g|? e onde f,g sdo funcdes holo-

com aplicagdo normal de Gauss N =
morfas. Além disso, pelo Lema 2.2 temos que X é de rotac@o se, e somente se, g(w) =w

e h(w) = J(|w|?), w € C, para alguma funcio diferencidvel J.

Fazendo a mudanga de parametros

w=e, e z=u+iuecC,
obtemos g( ) = e e h(z) = J(e**1). Consequentemente, 4,5 = 0, lembrando que /1 = e{!-/)
e ho= e (1,if") = 0. Logo (1,if") =0, mas (1,if") = (I,f),o= 0 e assim pelas
equagdes de Cauchy-Riemann, (i, f),; = 0. Por outro lado, a parte real de uma fungio

holomorfa é harmodnica

<1af>>11+<1,f>,22:()
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Como (1, f),»=0, entdo (1, f),2o=0. Temos (1, f),11=0, logo, (1, f),;=acoma € R,
o que mostra que (1, f) = au; +b, a,b € R.

Dessa forma, temos
f(2) =az+z0, g(z) =€, h(z) =™ z=uj+iuy,z0=b+iceC.

De modo que f'(z) =a, g'(z) =g(z) e T = 14 |g|* = 14 |e"' (cosuy + isenus ) |> = 1 + 1.
Nestas condicdes temos que

X::j;ﬁ(Tyf“—Zg@Cngf—Zwﬁgf3%+JL”E%Q%:ZQ
— e;’:’:b ((1 e Jeta —2e* (", e*ay, —2 (e, eza>) | gaui+b (1 jZZZul 7 i ;Zz: )
= eaz':,:b ((a +ae)et — 2ae? ¢, —2a62u1) 1 g th ( 7 ie:zul ’ 1 122: >
::e;:;Tb((a——ae2m)ezf—2ae2u1)%_emu+b (1-ii;un’i;:Z§Zj)
_ b (aez(e_l;l —e“1)7_aeul) |t th (1 _ie:zul , i;zz:i)
() )

1_ 2141 2 u 1_ 2u1
:eau1+b(<a( € )+ ¢ )(cos(uz)—l—isin(uz)) < —aeul)-

2 1 42 "1 4 e2m

Portanto, ¥ pode ser parametrizada localmente por

Xap(ur,u2) = (M(uy)cos(uz), M(uy)sin(uz),N(uy)),

A“m):ﬂmw{ﬂl_gm) 2 ]

2 + 1 + e2u

1— 2ug
M) = 0% | [ et

Usando os coeficientes da primeira forma fundamental do Teorema 2.5, temos

(a1 (e® —4) —a)*(ae* (a+1) +2¢*1 (a®> +2) +a(a—1))?
16(62u1+1)4e—4u1(a—1)—4b ’

EG—F?=

Deste modo, X, € regular se, e somente se, a = 0. Se a # 0 a expressdo anterior anula-se
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para
( T n(FRLHa ”;Haz) se  a>0.
Tn(2=vHe ”;’L“Z) se  a<O.

up = 9

%ln( —(2+a*)+V4+54%

e ) se O0<a<]l.

1 ln( —(2+a2)—\/m

[ 2 el ) se —1<a<O.

As seguintes figuras sdo exemplos de superficies-TR de rotag¢do, consideramos o caso em

que b = 0.

Figura2.4:a=—1

Figura2.5:a=0

Figura 2.6: a = %



CAPITULO 3

Superficies de tipo Ribaucour generalizadas

Neste capitulo, introduzimos uma classe de superficies chamadas de superficies
de tipo Ribaucour generalizada e a denominamos por superficies-TRG, mostramos uma
parametrizacdo local desta classe de superficies e caracterizamos o caso em que tais

superficies sdo de rotagao.

Definicao 3.1 Seja ¥ uma superficie com aplicagdo de Gauss N. Existe uma aplica¢do

harménica u com respeito a terceira forma fundamental e uma funcdo C : R — R

tal que para todo p € ¥ a esfera com centro p + (CH)K-I-\P(Z_C(“)))N(P) e raio

(u 2C(u)
( C(IZ)K—F\P%E& ()“ D), tangencia uma esfera fixa e é chamada de Superficie de tipo

Ribaucour generalizada ou abreviadamente Superficie-TRG e satisfaz a seguinte relacdo

de Weingarten generalizada

H -A ¥

Observacao 3.1 Exibimos casos particulares das superficies-TRG para diferentes valo-
res de C.

1. Se C(t) =0 entdao
H -A ¥
—=Ct)| ==+=< | -"¥Y=—-Y
K ct) (2‘P + 2)
H+YK =0.
Sdo as superficies de Appell associadas a transformagées na esfera que preservam

drea, estudadas por Ferreira e Roitman em [11].
2. Se C(t) =1 entdo

[ t [
K ) 2‘P+2

H A 4 -A ¥ A
Sdo superficies -TR dadas na Definigcdo 2.3.

Lema 3.2 Considere fungoes holomorfas g: C — Co e f: L — C, com g’ #0, onde L. é

uma superficie de Riemann. Tomando os pardmetros locais z = uj +iuy € X e u= (1, f)
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tal que h = {(u), a matriz

JJ

Vij= ( thr"+hL,,8,~j>, 1<i,j<2.

Usando a métrica dada por (2-2), temos

2

Vit = ol (1502 =€) (1.8)+ ),
2 12
Vip=Va = 4|T,|2 {Eﬂ( )<1 ]; >+€,( )i, ﬁ)],

2

Vi = g 1) (L) +- ) (1.8)) 4+ £,

Aqui & é dada por (2-10), mais ainda,

()l f1PT?

trV =
' 4lg'P

+20(u).

Prova. Seja h = {(u) = £((1, f)), as derivadas de h sdo dadas por:

ha= ()1, f)

har =" (@) (1, )2+ (u) (1, f")
ha =0 (w)(1,if")

hoo =" (u)

hix=¢"(u)

if')? = (w1, 1)

p) (1,
(Lif" YL f) + € () (1,if").

u

Usando os simbolos de Christoffel encontrados no Lema 2.4, podemos inferir que

T(g,g") —2|g'|*(g.8)

I = :
T|g')?

T(g,ig") —2|g'|*(s.ig)
T|g'|? ’

2
15, =
_ 2lg'*g,ig") ~T(e',ig")

T|g'|? ’

21¢'1*(g.8") —T{g.&")
T|g'|?

2
I

I}, =
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Usando as expressdes anteriores e a Proposi¢do 1.5 temos

P
Y Thhe =Tk +T5h)
=1

(g,8")—2lg'*(g,g)
T|g'|?

— ), [T

112 io) — ! o
_€/<‘Ll)<i,f/> |:2‘g‘ <g7 §|;/‘2T<g7 8 >:|

)

=) ( (1, f)+ili, f), %’,jgp - %<g,g’> +i(

onde § = f <gg—l,l - %g’g — f". Analogamente, sabendo que I'}, = I'3,,I3, =T}, obte-
2 k
Y Doohy ==/ (u)(1,E+ ),
k=1

2
Y Dhohg == (w)(i,&+ f").
k=1

Entdo, podemos escrever

1 2
Vit = I (h,n - Z F]f1h7k+hL11>
11 k=1

2

- 4;/|2 [E’/(y)<1,f'>2_|_£/(‘u)<17f//> — 0 (W {1,E+ £+ £(u)
2
— ol WL+ QL") ~ (LE+ 7]+

_ Z [0 (u) {1, )2 — € (u) {1,E)] + £(u)
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2
Vi = lez (h 20— §F§2h7k+hL22>
2
= 4|T/|2 [gl/(y)<1,l-f/>2 _el(:u)<17f//> - (—EI(IJ)U@JFJ‘”)] "‘E(:u)
2
4; il JfV 0 (@)= (1, ")+ (LE+ )]+ £(u)
TZ

= 3dP 1) (L, if")? + 0 (u)(1,€)] + £(u)
1 2
Vip = — (h 12— Z 12h,k>

2
_ 4|Z,|2 € @)L Y1)+ ) (Lif") = (=€ (. + 1)

2
= Gl L)1)+ WG ") + 8+ )]

= gl WL L)+ ) (.8))

— s [0 (1) g

Dessa maneira,

trV =Vi1+Vn

) 2
— Sl 0L ~ GO LD+ 00+ s L7+ (18] + 60
T2

= gp WL+ i)+ 260

portanto,
O (w)| f1PT?

1V =
’ 41g'|?

+20(u).

Teorema 3.3 Sejam X é dada por (2-3), C: R — R e u: R*> — R, u harménica com

respeito a terceira forma fundamental entdo X é uma superficie-TRG se, e somente se,
hAph—C(u)|Vih|> = 0. (3-2)

Prova. Usando a equagdo (2-6) temos

H 1
o= —5(Lrh+2h). (3-3)
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Usando (3-1) e (3-3), obtemos a seguinte equivaléncia

(ALh+2h) = C(u) (i\+3) —Y = %(—AP{’Z)—‘P

1
2 N ) 2P

& Arh+2h= —%(—A+‘P2)+2‘{’,

lembrando que & = W, chegamos em
hALh = C(u)(A—W?),
por (2-7) obtemos
hAph = C(u)(|Vih|> + W2 —w?),

logo hALh — C(u)|VLh|? = 0. O

O seguinte teorema permite obter uma classe de superficies-TRG.

Teorema 3.4 Seja ¥ uma superficie de Riemann e X : ¥ — R> uma imersdo tal que a

curvatura Gauss-kronecker é ndo-nula. Sejam 0 : R — R e uy= (1, f), com f uma funcdo

holomorfa e h = {(u). Entdo X é dada por (2-3) e é uma superficie-TRG com C = L

(5/)2’
onde U # 0. Além disso, seja g uma fungdo holomorfa e g' # 0, entdo X (¥) é localmente
parametrizada por

O (u - 2¢,2—T
X = ST 7 -2t o). -2 e + 00 P

comT =1+ |g|%.

Prova. Seja h(u) = ¢(u) onde ¢ uma fungdo real e u = (1, f), neste caso temos,
hy=0(wuy e hy=0(wuy

=" +un) e ho =" (1) (s +p2).

Substituindo as derivadas acima em (3-2) temos a seguinte equivaléncia

() (" (1) (13 + 1) + 0 () (11 + p.22)) — C() (€2 () (1 +15)) =0

S )" ()| ViLul* = Cu)e ()| Viul*.

Portanto
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Por outro lado, podemos escrever (2-3) como

iL_J Nj+ :—[h1N1+h2N2]+hN

4!g !2{ T81—2g<g g), 2<g’,g>)}

4g { —(Tg2—28(8,ig), 2<g7ig’>)}
(2821

_M[Uﬂ(T ~2¢(g.8),—2(g,g"))]

T g —2g8(g,8 2.8

* (zﬁr]?) [(Lif)(Tig' ~28(ig'. ). ~2(g.ig)] + (1) 282

= (1) 2600, 00,200, )

+(Tg'i(1,if") —2g(1,if")(ig', &), —2(L,if")(g,ig))] + L((1, f)) (2g’2T_ 2
= CCLD) (g (1, ) 4 i1, i87)) = 26((1, )5 8) + (L if") (i),

2lg'|?
21 e.g) + (Lif ) (g )]+ (1. ) 22T
(28,2=T)

€/<2<|(1g;|J;>)(Tgf’ 28(¢,8f"), =2(¢s8f") + (1 )=

Observacao 3.2 Os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais de X sdo

dados por:
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E=(X1,X1)=(ViIN1+Vi2N2,ViIN 1 +Vi2N)2)
= VAL +Visly = (Vi + V)L

2 2
~ (Gl 0L - 0.8+ 00 )
# (g o (15 ) + e &>Dz]4'ﬁ;'2

T " N2 gt 2 (r? 1" N2 gl 2
= [ () (1, 1) = £ (u)(1,8)] +2|g,|2[f () (L, )7 =€ (u)(1,8)] + £ (u)

16]¢'*
™ [, ?) R LT
g |00 (15 )+ £ i8] 12
4
= [16Tg/’4[€//2(y)<1 f/>4_2€//£/<17f/>2<17§>+€/2(u)<1’§>2]
4 12 i
+ 167|:g |4 [g//z( )<1 f7> +2£”E'<1,§>(i,§>+€/2(y)(i,§>2]
e Ig ?

+ gl () =€ G (18] ()

gl (<1,f’>4+ (1) ) 2 (P08 - (15 6.0)

2 112
FGRPI+ Sl W(1L — £(1.8]+ CO0l

=4§|2w”2<u>(<1,f'>4+<1,§>2)—W(< mrae-(1.5) )

2 112
PR+ 200 ) (1, £) - £ (1,8)] + U

F=(X1,X2)=(ViIN1+Vi2N2,Vo1N | +V2uN>)
=ViiVaiLi1 +ViaVaaLoo = (Vi1 + Va2 )ViaLii

2 2
— |Gl 000~ E GBI+ )+ s L+ 1.2+ G0

(4g,2 {e"( >< ”;2>+£’< 6] ) e
B w i) [ (125) +000.9)
- |2 4|'Jf|'fT2+2€ | [0 (1 55) + i)
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G =

(X2,X2) = (VaiN.1 +V2aN2,VaiN | +VaaN2) = Vi L1y + Vi Lao
= VLo + V3Lt = (Vi + V3 )Ly

T2 /! . o/ / ?
~ (Gl O + G 18+ )

T2 . 12 . ‘ 2 4 12

(Ealrwfo ) emis)
T 2 ) T* 2 2

[16\ ,|4[£”( w)(1,if")" + € (u)(1,8)] +2|g,|2[f/(/1)<17f/> — ' (u)(1,&)] + 07 (u)

4 9 2 112
(e e
4
- [@Wz(u)ﬂ i) 2070 (1) (1,E) + 02 (u)(1,€)?]
4 12 if
+ 1617 T [E”z(ﬂ)<1 f7> +2€”€’<1,§><i,§>+f'2(u)<i,§>2]

2 /12
+;T/|zw'< )1 ,if’>2+12’(u)<1,§>]+€2(“)]4|7€2|

:[16‘T;|4W’2(u)<<1,if’>4+<1,¥>2)+2W’(< reag+(15) )

2 /12
FEGRPI+ Sl (L4 £ (L8] + 2001

=4§|2w"2<u>(<1,if'>4+<1,§>2>+2M(< rrag+(1 ) 6g)

2 12
R4 2000 ) (1 + €y 1,8+ 2T

e=(X1,N1)=ViIN1+Vi2No,N1) = V1L
2 "o
— | = 8]+ ) |

41¢'|?
40(u )\g 2

= 0" (u) {1, f)? =€ () (1,8) +

<X1 N2 (V11N +V12N2,N2> Vialoo
/ . 4|g/’2
P + £ (u)(i,&) 72
12
_E// <1 f >+£/ .
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g=(X2,N2) = (VoiN1+VuN2,N2) = VaoLlop

T2
[ () (L if")> + 0 () (1,€)] + €(u)

~ [4lgP
/12
= ) (1 + 01, + T

4g'?
T2

Os seguintes exemplos sdo superficies-TRG para alguns fun¢des holomortas f e

g com z = uj +iup € C, usando (3-4) temos

Figura3.1: ((t) =2+t +1, f(z)=g(z) =z

o

Figura 3.2: (1) =cos(t), f(z)=g(z) =z=ui1+iuy
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Js

Figura 3.3: ((¢) =sinh(¢), f(z) =g(2) =z=ui +iup

e 8K

Figura3.4: ((t) =12+t +1, f(2)=2% g(2)=z

Figura 3.5: ((t) = cos(t), f(z)=2% g(2)=z

Figura 3.6: £(¢) =sinh(¢), f(z)=2>, g(2)=z
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vg-@

Figura 3.8: ((t) =cos(t), f(z)=2z g(z)=2°

= ¥ =

Figura 3.9: {(¢) =sinh(¢), f(z) =2z, g(z)=2°

O teorema a seguir classifica as superficies-TRG de rotagdo dadas por (3-4).

Teorema 3.5 Seja X uma superficie-TRG dada por (3-4), conexa, onde { uma funcdo real
e u=(1,f). Entdo X é de rotagdo se, e somente se, existem constantes a,b € R, tais que

Y pode ser localmente parametrizada por

Xab(”l , uz) = (M(ul) COS(uz),M(ul) sin(uz),N(ul)) ,

L [al'(w)(e™™ — &) +4b(u)e"
1+ €2 2

M(uy) =

1

N(ul) = 1—|—€2u1

(L) (1 =) —al (u) (1 +e)] .
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Prova. Do Teorema 3.4, temos que X é localmente parametrizada por

' (u)

X = LU Tg T 26l o206 )+ Ty 28270

T Y

onde f,g sdo fungdes holomorfas, ¢ ndo é constante e lembrando que h = £(u), h,p=
() (1,if"y =0e (1,if") = 0. As equagdes de Cauchy-Riemann (1-3) nos garantem que
f(z) = az+zo, com z = uj +iuy,z9 = b+ ic € C, dessa forma, pelo Lema 2.2 temos que
¥ € de rotagdo se, e somente se,

g(Z) = ¢, h(Z) = E(aul +b)7

de modo que f'(z) = a, g'(z) = g(z) e T = 1 +¢?*I. Nestas condigdes,

x= f[(ﬁ)z (T8 7'~ 28(e' 2f') 20/ ) + () P2
gibll) ((1+e*)efa—2e%(ef, e*a), —2(e, e%a)) + L (u) (1 je;ul : i ;Zi:i)
= 5;(25)1 ((a—Hlez“‘)eZ —2ae®"1 ¢, 2a62”') +0(u) (1 je;ul, 11231)
— ﬁle(é‘i)l ((a —aez'“)eZ? —2ae2u1) +0(u) <1_ie:2u1 , 1;22:)

- (< o) (2 )
_ (é’(#)aez(z —1) —E'(,u)a) . (zg(y)ez o(u)(1 _ezul))

L+e2’ 142
al () (e~ —e")  20(u)e lp(—e)
(( 2 e Ty W)

) (cos(uz) +isin(uy)),

Portanto X pode ser parametrizada localmente por

Xap(u1,u2) = (M(uy)cos(uz), M(uy)sin(uz),N(uy)),

1 al'(u)(e ™™ — e3) 4 40(u)ett
M) = { (u)( 4 ) +4£(u) }
e
N(up) = ﬁ [0(u)(1 — ) —al (u)(1 +e2”1)] )

As seguintes figuras sdo exemplos de superficies-TRG de rotagao.



Figura3.10: (1) =t +t+1, a=1, b=0

Figura3.11: ((t) =t>*+t+1, a=0, b=1

Figura 3.12: {(t) =cos(t), a=1, b=0
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Figura 3.13: {(t) =cos(t), a=0, b=1

PR

Figura 3.14: /(t) = sinh(z), a=1, b=0

Figura 3.15: {(t) =sinh(z), a=0, b=1



CAPiTULO 4

Hipersuperficies de tipo Ribaucour

Neste capitulo generalizaremos o conceito de superficies-TR para o caso de

hipersuperficies em R

Definiciio 4.1 Dizemos que uma hipersuperficie orientdvel ¥ C R"T! é uma hipersuper-
ficie de tipo Ribaucour ou por abreviacdo, uma hipersuperficie-TR, se a curvatura de
Gauss-Kronecker H, # 0, a (n — 1)-ésima curvatura média H,_1, a fungdo suporte ¥ e a

fungdo distancia quadrdtica A satisfazem

H, —-A ¥
Y i Y
H, C(n‘P n) ’

onde ¢ é uma constante.

O enunciado e a prova do seguinte teorema € andlogo ao Teorema 2.1.

Teorema 4.2 Seja ¥ C R, uma hipersuperficie com curvatura Gauss-Kronecker ndo
nula. Entdo existe uma funcdo diferencidvel h: U C R™ — R | tal que a aplicacdo

normal de Gauss é dada por

(2, 1 —|ul?)
Nu)=————- U. 4-1
(u) TP 0 “€ 4-1)
Os coeficientes da 111 forma fundamental sdo
4
Lij=———=9ij, 4-2
IR -
e X é localmente parametrizada por
" h(u)
X(u) = Z i')"]N(u),j—i—h(u)N(u). (4-3)
j=1 JJ

Neste caso, h(u) = (X (u),N(u)) é a fungdo suporte. Além disso a matriz de Weingarten é
dada por W =V~ onde
detV # 0. (4-4)
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As formas fundamentais I e Il de X, em coordenadas locais, sdo dadas por :

n
I=(XiX;)=Y VaViLik,
k=1

1= (X;,N;)=ViLjj,

Além disso,
—nH,|

Aph+nh =

n

A= |V + 1.

(4-5)

(4-6)

Teorema 4.3 Seja ¥ uma hipersuperficie orientdvel em R\ parametrizada por (4-3)

com curvatura de Gauss-Kronecker H,, # 0. Entdo, ¥ é hipersuperficie-TR se, e somente

se, existe uma fungdo diferencidvel h: U C R" — R satisfazendo
hALh—c|Vih|* =0,

onde c é uma constante e N é dado por (4-1)

Prova. Usando (4-3), (4-5) e (4-6) temos as seguintes equivaléncias,

—nH,_
Aph+nh = 2]
n
—nhH,_
o hALh+nh? = 2L
Hy,
—nhH,_
& hALh—c|Vih|[> +c|Vih|[> + nh?* = %
n
—nhH,_
& hAph—c|Vih|* + c(A—h?) +nh? = %
n
—nhH,_
& hALh—c|Vih* +cA+ (n—c)h* = %
n
hALh—c|Vih|>  cA+(n—c)h*  H, i
& — — =
nh nh H,
h/A\ph—c|Vih|? ~A h H, |
& — i) h=
nh te nh +n H, '’

onde ¢ é uma constante e lembrando que & = W¥. Portanto ¥ ¢ uma

hipersuperficie-TR se, e somente se,

hAph—c|Vih|* = 0.

(4-7)

O
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Outra classe importante de solu¢des da equacgdo (4-7), s@o as solugdes radiais.

Estas solugdes dao origem a hipersuperficies-TR de rotacgao.

Teorema 4.4 Seja ¥ uma hipersuperficie-TR orientdvel em R""', com curvatura de
Gauss-Kronecker K ndo nula e aplicacdo normal de Gauss dada por (4-1). Entdo X é
de rotacdo se, e somente se, a funcdo h: U C R"™! — R é dada por uma das formas

abaixo:

1. Se a fungdo h é constante entdo X é uma hiperesfera

2. Se a fungdo h ndo é constante entdo

(a) c =1 en-par

n

],

n— —n n—2
() e +<n;z>m<|u|2>+kz] s

M= L ;

onde ¢y = 1 ki ko, ky ks ER e U = {u € Ryu # 0}.

(b) ¢ =1 e n-impar

n—2
alx (n;Z)Z . 2l _ |u|2(k+1)—n+k3 +ks,
h(u)=e L=0 etz

onde ¢y = M ki k3, ky,ks ER e U = {u € Ryu # 0}.

(c) ¢ # 1 en-par

h(u)= [(1 —c) (ek4

onde ky, ks, ks € Re U = {u € R;u#0}
(d) ¢ +# 1 en-impar

n—2 n—
h(u) = [(1 —c) <ek4 [Z ( . 2) ﬁW‘Z(HI)ﬂ‘HQ

k=0

1
n-2 n2> 2 n—2 o
7|u|2(k+1)ﬂ1+ < o >ln(|u|2)—|—k2 + ks ’

)y < k )2(k+1)—n 2

—2
k#ty=

1

1-c

)

+k5>

onde k3,ks,ks € R e U = {u € R;u #0}.
Além disso, ¥ pode ser parametrizada localmente por

(2u,1—1)

X(w) =7 ((1 = 1), =20) +07

)

com h(u) =J(t), t = |u|*



61

Prova. Como X é uma hipersuperficie-TR em R+ pelo Teorema 4.3, existe uma funcao
diferencidvel & harmonica na métrica L, tal que X € localmente parametrizada por (4-3).
Dessa forma, pelo Lema 2.2 temos que X € de rotacao se, e somente se, & € solugao radial
de

hAph—c|Vih|* =

onde h(u) = J(t),t = |u|?. Logo, podemos escrever o laplaciano de 4 na métrica L como
L |
ALh_ZlLH thr ,
J

onde a métrica L é dada por (4-2), neste caso

L., — 16uk
PR (T ulP)

De modo que os simbolos de Christoffel da métrica L sdo dados por:

2Mk
K.=_——f k4
i T 7 Js
2l/tj
14 uf?

Dessa forma,

entao 5
Arh = # —(n—2) (ﬂ) (u,Vhy. (4-8)
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A expressao para o gradiente de 4 na métrica L é dada por

n n
=27 (u, 1) Y 5 +J (1+u*) Y uje;
=1 =1

= —2[ul2J (u, 1) + (1 + [u|*)J' (,0),

entao
Vih=J ((1- |u|?)u, —2\u|2) .
Usando as expressoes (4-8), (4-9) e
hi=2uJ', hi=4ui)" +2J, 1<i<n,
obtemos .
t
Aph = <2L)[J”(l +1)2t+J' (n+ (4 —n)t)]
e
Vih = (2 (1+1).
Assim,
2 (1+t) " ! 1\2 2
hAph—c|Vih|” = T[J J1+0)2t+JJ(n+ (4—n)t)]| —c(J) (1 +1)7t
1+¢
= (ZL)[J”J(I +0)2t+J'J(n+ (4—n)t) —2c(J) (1 41)].
Entao,
(1 +t> " / N2
T[J J(1+0)2t+JT(n+ (4—n)t) —2c(J)t(1+1)] =0
ST TA+0)24+TT(n+ (4—n)t) —2c¢(J)t(141) = 0.
Fazendo a=2(1+t) e b= (n+(4—n)t), temosque
aJ"J+bJ'T—ac(J) =0 J"T—c(J)+dJT=0
_ b _ (nt(4=—n))
onded = ¢ = 5175
.« J=((f)
° J/ — glf/

° J// — E” f/2 + 6’ f”~

(4-9)
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Logo,

J'T—c(J)?+dl'T =0,
= (" f2 4+ ) = f) +al fi(f) =0,
:>flz[wu_chz]_'_M/[f//_i_df/] —

e Se /0" —cl?=0entio f"+df =0« (In(f)) = —d
In(f /ddt:>f—e (~J dr)

/Ww:(2—n)ln(t+1)—|—gln(;)+kl

com kj € R, isso implica que
f/ — e(n—2)ln(t+1)—%ln(t)—K1 — t—% (t + 1)n—2e_k1 )

= f=eh /l_g(t—i—l)"_zdt.

Para n > 3, fazendo N = n — 2 e usando bindmio de Newton temos

f=e [ s nVar = et [/Z’()‘M‘”]
- [E ) [

Para N-par (n-par) e k = %’, temos

i N
N —(N+2) N
f:eikl Z <k> /tZk év+2 dt+ <N) /tldt ,
Es: 2
I N
N 2 %N N
S AW E =" 4]
e t 2 4+ |y | In()+k
_k;«é% k)2k—N 5

onde ki,ky,k3 € R



Substituindo N = n—2 e t = |u|* para n-par temos

n—2
n—2 2 n—2
=t | (") ey (L )+
. k )2k+1)—n
kA (k+1)

2

Para N-impar (n-impar)

n—2
ok n=2\_ 2 . ot)-n
f=e LZO( k )2(k+1)—n|”| ks

onde ky,kp, k3 € R assim,

b

f/2[£€//_cgl2]+€€/[f//+df/] :0
e Se f"+df =0entio /" —cl? =0 <

7 —c7 =0 () = c(in(0))' =0

El
SIn(l')—cIn(f) =ks < In (£—0> =ky
fl
= E_C = €k4.
Vamos considerar dois casos para £

L=k ky ks €R

e Caso ¢ =1, assim temos

/
7= ek o (In(0)) =M

& In(0) = kit + ks < £ = &1 Ths

e Caso ¢ # 1, assim temos

1—c

& =Mt ks < 017 = (1—c) (Mt +ks)
—C

& 0=[(1-c) (M +ks)| .
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Assim obtemos £ e f para os diferentes casos e lembramos que 4(u) = J(t), onde t = |ul?
eJ = (¢(f)), segue o resultado. O

Observacao 4.1 Do teorema anterior temos que uma hipersuperficie-TR de rotacdo é

localmente parametrizada por

X(u) = (p(t)u,q(t))

Onde p e q sdo fungdes reais de t = |u|>. De modo que a curva geratriz de X pode ser
dada por a(1) = (p(t)t'/%,4(1)),

A seguir, apresentamos o caso em que n = 3 e, sob andlise para vérios valores das
constantes, fornecemos o comportamento geral das curvas geratrizes das hipersuperficies

de rotacao nesta dimensao.

Exemplo 4.1 Para h ndo constante e n = 3 consideramos os casos 2(b) e 2(d) do

Teorema anterior, logo temos:
e Casoc=1en=3,

N 1 2 2(k+1)=3 1 k
) — L DT s

& [ﬁ+2\u\+k3] +ks

b [=2+2u|> ks ul]+ks

ul

e

‘1 2
el [2(\14\ 71)+k3|u|]+k5 .

De modo que,

hi—er [(4”j+k3uj\u\_1)!u! - (2(|2u\2— 1) + ke e e ||~ ()
Jul
Au® —2(|u|* — 1)
v 20
1+ [uf?
:201 {W ujh(u)
Lembrando nossa aplica¢do de Gauss dada por N = ﬁ(Zu,l —|u]?), ue U C R
Assim, obtemos 5
Nj=—— [—2ui(u, 1)+ (1+|u)e;] .
J (1+|u|2)2[ J j]
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Aqui, ej,1 < j < 4, é j-ésimo vetor candnico de R*. Além disso,

3 hj
Vih= ;L’ g
ji
3 2\2
1+ |ul?) (14 |ul7) 2 )
:];1 |:2C] | |3 Jh(u) 4 ' (1+|M|2)2 [—2uj(u,1)+(l+|u| )ej}
1 (1+
= {—20#1% ] Zu + [c h | |‘L;’ ] Zu]ej
1 2 1 2\2
=-2 1h( —‘H’u\ )(u,l)-l—clh%(uﬁ)
u

u2
:cﬂﬂlﬁﬁylzK—auwﬁf—ﬂuﬁ)+<u-+wﬁﬁhoﬂ

(1+ |u?)
Jul?

ul2
= clh% (u(1— lu)?), —2|u|2) .

_y [+l 2Juf?, ~2Ju)

A partir dessas expressoes, podemos reescrever X (u) = Vih+ hN. Assim,

1+ |ul? 1
X(w) = erht H' ) (u 1 = ). ~20uf) + h s e~ )

P slull+s | (. (L [u?) 2 n, | 2
}(m 0= ), ~20) s (2~ )

20 =1) s ] +ks}<(61+01u|2)(u—u|u2) (61+01|u2)(—2lu|2)>

- |

{ 2 P | P
+(1 5 2’:|Z:2)

- |

(i

-

(1) s ﬂ_(cm+clu|u|2+cluu|2—c1u|u4 —zc1|u2—zc1|u|4>

Jul? ’ Jul?
2u  1—| u|2)
T4 |u|?” 1+ |ul?
9 (P =1) sl H“} . <clu—c1u|u|4 2u  —2ct|ul> —2ci|ul* 11— |u|2>
Jul? L Juf? Jul? 14 uf?

+

_ {e o [2(juP- 1)+k3|ul]+k5} ,

cru— crulu|* + crulu)® — crulul® 4+ 2ulu® —2cq|ul? —2¢q|ul* —2¢1 |ul* —2c1|ul® + |ul? - |u|5)
Jul® + |u? ’ [ul? + |uf?

o AP =1) s ]+
- P>+ Juf® '

(clu Ferulul® + 2uful — cyulul* — crulul®, —2¢1 |ul? + |uf — der|ul* — uf® — 2¢; |u|6)
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De acordo com a Observacdo 4.1, a curva geratriz de X, quando n = 3, é dada por

a(t) = (p(1)i'2,q(1)).

Portanto,
eektﬁ;fl 20— 1)+kstV/2] ks
plr) = 13/2 +15/2 1 +ert +2677 —ert? — 1]
¢ ky—k
e
a(t) = 32 +13/2 [—2c1t + 8% —der® 172 — 2011

O comportamento geral das curvas geratrizes para hipersuperficies-TR, quando n = 3, é

dado por

Figura 4.1: k) = —2,k3 = 0,k4 = k5 =1
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Figura 4.2: kl =0= k3 = O,k4 = k5 =1

e Casoc#1len=3,

_i_ks)]l/(lfc)

1

k=0
~ (1= 0)(er [ 2+ 2l | k90
= (0= e) (o (=24 24 ]+ k5
= [(1= ) 2 = 1)+ ks k)] 0

De modo que,

1

1-+|uf? (2u,1—|ul?), u € U C R, obtemos

Com nossa aplica¢cdo de Gauss dada por N =

2
N;=

7 m [—2uj(u,1)+(1+\u|2)ej} ,

Onde e;,1 < j < 4, € j-€simo vetor candnico de R*. Mais ainda,

3 hj
Vih=) 7N,

j=1"%Ji
(1+[u*)

— c1h€
NP

(w1 — [u?), =2[u]?) .
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A partir dessas expressoes, podemos reescrever X (u) = Vph+hN. Assim,

h
m} [eth ™ erh 42032 — e kP — e k1

xw=(|

h
| (20 e 2 )

= (p(1)u,q(1)).

De acordo com a Observagdo 4.1, a curva geratriz de X, quando n = 3, com
h=[(1- c)('?l?l;zk4 [Z(t — 1) + kst /2| +ks)]1/(1=¢) ¢ dada por

a(r) = (p()t'?,q(1)).
Portanto,

h

p(t) = [—ts/z +t5/2] [clhc_1 t+eth 42632 — e 142 —c1hc_1t3]

N h
q(t) = 312 1 152

O comportamento geral das curvas geratrizes para hipersuperficies-TR, quando n = 3, é

} [—2c1h 432 — 4 h P =112 — 201k

dado por:

Figura 4.3: k1 =k3 :k4 :k5 =c=0
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Figura 4.4: k; :k3 = —1,k4 :ks :0,622
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