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Geometria é a arte de pensar bem desenhando mal.

Henri Poincaré ,

.



Resumo

Cárdenas Mendez, Milton Javier. Hipersuperfícies de tipo Ribaucour . Goiâ-
nia, 2022. 72p. Tese de Doutorado Relatório de Graduação. Programa de Pós-
Graduação Matemática, Instituto de matemática e estatística, Universidade Fe-
deral de Goiás.

Neste trabalho definimos as superfícies do tipo Ribaucour (abreviadamente, superfícies-
TR). Essas superfícies satisfazem uma relação semelhante as superfícies de Ribaucour
que estão relacionadas ao problema de Élie Cartan. Esta classe fornece o que parece
ser o primeiro exemplo de pares de superfícies não congruentes no espaço euclidiano
tal que, sob um difeomorfismo, as linhas de curvatura são preservadas e as curvaturas
principais são trocadas. Mostramos que toda superfícies-TR compacta e conexa é a
esfera com centro na origem. Obtemos uma representação do tipo Weierstrass para
superfícies-TR com aplicação normal de Gauss prescrito que depende de duas funções
holomorfas. Apresentamos exemplos explícitos de superfícies-TR. Além disso, usamos
essa representação para classificar as superfícies-TR de rotação. Definimos as superfícies-
TRG que é uma generalização das superfícies-TR, mostramos uma parametrização local
desta classe de superfícies e classificamos no caso em que são de rotação e generalizamos
as superfícies-TR para o caso de hipersuperfícies em Rn+1, exibimos uma parametrização
para os casos rotacionais e analisamos o comportamento geral das curvas geratrizes
quando as hipersuperfícies de rotação são 3-dimensionais.

Palavras–chave

Superfícies de Ribaucour, superfície Weingarten Generalizada, representação de
Weierstrass, função holomorfa , função harmônica.



Abstract

Cárdenas Mendez, Milton Javier. Ribaucour-type hypersurfaces . Goiânia,
2022. 72p. PhD. Thesis Relatório de Graduação. Programa de Pós-Graduação
Matemática, Instituto de matemática e estatística, Universidade Federal de
Goiás.

In this work we define the Ribaucour-type surfaces (in short, RT-surfaces),These surfaces
satisfy a relationship similar to the Ribaucour surfaces that are related to the Élie
Cartan problem. This class furnishes what seems to be the first examples of pairs of
noncongruent surfaces in Euclidean space such that, under a diffeomorphism, lines of
curvatures are preserved and principal curvatures are switched. We show that every
compact and connected RT-surface is the sphere with center at the origin. We obtain
present a Weierstrass type representation for RT-surfaces with prescribed Gauss map
which depends on two holomorphic functions. We give explicit examples of RT-surfaces.
Also, we use this representation to classify the RT-surfaces of rotation.
We define the GRT-surfaces which are a generalization of the RT-surfaces, show a local
parameterization of this class of surfaces and classify them in the in which case they are
of rotation and generalize as RT-surfaces for the case of hypersurfaces in Rn+1, display a
parameterizationção for the rotational cases and analyze the general of generatrix curves
when hypersurfaces and rotation behavior are 3-dimensional.

Keywords

Ribaucour surfaces, generalized Weingarten surfaces, Weierstrass type represen-
tation,holomorphic function, harmonic function.



Sumário

Lista de Figuras 8

1 Preliminares 14
1.1 Hipersuperfícies no Espaço Euclidiano 14
1.2 Funções Holomorfas 17

2 Superfícies de tipo Ribaucour 23

3 Superfícies de tipo Ribaucour generalizadas 44

4 Hipersuperfícies de tipo Ribaucour 58

Referências Bibliográficas 71



Lista de Figuras

2.1 f (z) = g(z) = z 40
2.2 f (z) = z2, g(z) = z 40
2.3 f (z) = z, g(z) = z2 41
2.4 a =−1 43
2.5 a = 0 43
2.6 a = 1

2 43

3.1 `(t) = t2 + t +1, f (z) = g(z) = z 52
3.2 `(t) = cos(t), f (z) = g(z) = z = u1 + iu2 52
3.3 `(t) = sinh(t), f (z) = g(z) = z = u1 + iu2 53
3.4 `(t) = t2 + t +1, f (z) = z2, g(z) = z 53
3.5 `(t) = cos(t), f (z) = z2, g(z) = z 53
3.6 `(t) = sinh(t), f (z) = z2, g(z) = z 53
3.7 `(t) = t2 + t +1, f (z) = z, g(z) = z2 54
3.8 `(t) = cos(t), f (z) = z, g(z) = z2 54
3.9 `(t) = sinh(t), f (z) = z, g(z) = z2 54
3.10 `(t) = t2 + t +1, a = 1, b = 0 56
3.11 `(t) = t2 + t +1, a = 0, b = 1 56
3.12 `(t) = cos(t), a = 1, b = 0 56
3.13 `(t) = cos(t), a = 0, b = 1 57
3.14 `(t) = sinh(t), a = 1, b = 0 57
3.15 `(t) = sinh(t), a = 0, b = 1 57

4.1 k1 =−2,k3 = 0,k4 = k5 = 1 67
4.2 k1 = 0 = k3 = 0,k4 = k5 = 1 68
4.3 k1 = k3 = k4 = k5 = c = 0 69
4.4 k1 = k3 =−1,k4 = k5 = 0,c = 2 70



Introdução

Uma superfície orientada Σ ⊆ R3 é dita uma superfície Weingarten se existe
uma relação diferenciável W entre as curvaturas média H e Gaussiana K de Σ tal que
W (H,K) = 0. A classificação geral das superfícies Weingarten é ainda uma questão
aberta. No caso em que o funcional W é linear, isto é, a+ bH + cK = 0 para a,b e c

constantes, as superfícies são chamadas de superfícies Weingarten linear.

Exemplos simples de superfícies Weingarten linear são as superfícies de curva-
tura Gaussiana constante (c 6= 0 e b = 0) e as superfícies de curvatura média constante
(b 6= 0 e c = 0).

Schief [16], estudou duas classes de superfícies Σ ⊆ R3 que satisfazem uma
relação de Weingarten da forma (µ2±ρ2)K+2µH+1 = 0, onde µ,ρ : Σ→R são funções
harmônicas segundo uma certa métrica e mostra que tais superfícies são integráveis.
Essas classes incluem as superfícies clássicas de Bianchi, as superfícies de Bianchi de
curvatura positiva e as superfícies com curvatura média inversa harmônica (veja [3]).

Em [5], Corro apresentou uma maneira de parametrizar superfícies como enve-
lopes de congruência de esferas na qual o outro envelope está contido em um plano e com
função raio associada a um sistema de tipo hidrodinâmico. Como aplicação, ele estuda
superfícies X : M→ H3 no espaço hiperbólico H3, no modelo do semi-espaço positivo,
tal que a aplicação hiperbólica de Gauss G define uma congruência de esferas para a qual
X(M) e G(X(M)) são envelopes e o raio de cada esfera define a função raio h. Então
X é dita uma superfície Weingarten generalizada do tipo Bryant (superfícies-BGM) se a
curvatura média H, a curvatura Gaussiana KI e a função raio h satisfazem a relação

2ach
2(c−1)

c (H−1)+(a+b−ach
2(c−1)

c )KI = 0.

Para a,b,c ∈ R,a + b 6= 0,c 6= 0. Esta classe de superfícies incluem as superfícies de
Bryant e as superfícies flat do H3 (veja [4] e [12]).

Seja Σ ⊂ R3 uma superfície orientada pela normal de Gauss N, as funções
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ψ,Λ : Σ → R dadas por ψ(p) = 〈p,N(p)〉, Λ(p) = 〈p, p〉, p ∈ Σ, onde 〈,〉 denota o
produto escalar euclidiano em R3, são chamadas de função suporte e função distância
quadrática, respectivamente. Geometricamente, ψ(p) mede a distância da origem ao
plano tangente TpΣ de Σ em p e Λ(p) calcula a distância quadrática de p à origem.

Em 1888 Appell [2] estudou uma classe de superfícies orientadas em R3 associ-
adas a transformações na esfera que preservam área. Mais tarde Ferreira e Roitman [11]
constataram que estas superfícies satisfazem a relação de Weingarten

H +ψK = 0.

Em 1907, Tzitzéica [17] estudou superfícies hiperbólicas orientadas Σ⊂ R3 tais
que existe uma constante não nula c ∈ R para a qual se cumpre a seguinte relação

K + c2
ψ

4 = 0

Martínez e Roitman, em [14], exibem o que parece ser o primeiro exemplo en-
contrado para o segundo caso do problema proposto por Élie Cartan em seu clássico livro
a respeito de sistemas diferenciais exterior e suas aplicações a Geometria Diferencial. Tais
exemplos são dados por uma classe de superfícies Weingarten que satisfazem a relação

H
K

=− Λ

2Ψ
− 1

2Ψ
.

Estas superficies são chamadas de superfícies de Ribaucour.

Seja Σ uma hipersuperfície com Ψ 6= 0, para cada p ∈ Σ, existe uma esfera que
tangencia Σ em p e passa pela origem. Esta esfera tem raio dado por R = − Λ

2Ψ
, que

chamaremos de função raio. Seja Σ uma superfície com aplicação normal de Gauss N,
para cada p ∈ Σ a esfera de centro p+ H

K N(p) e raio H
K é chamada de esfera média. Uma

superfície é chamada de tipo esférico se as esferas medias tangenciam um plano fixo.

As superfícies Weingarten generalizada do tipo suporte distância (ou, por abre-
viação, superfícies-WGSD) são superfícies Weingarten que satisfazem uma relação da
forma A+BH +CK = 0, onde A,B,C : S→ R são funções diferenciáveis que dependem
da função suporte ψ e da função distância quadrática Λ, a partir delas, Dias em [9] in-
troduz novas classes de superfícies-WGSD, aplicando inversões e dilatações. Para uma
classe especial de superfícies-WGSD, que é invariante por dilatações e inversões, chama-
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das superfícies-EDSGW. As superfícies-EDSGW satisfazem uma relação da forma

2ψH +ΛK = 0.

Está classe de superfícies tem a propriedade geométrica de que todas as esferas médias
passam por um ponto fixo. Em [7] os autores apresentam uma representação do tipo Wei-
erstrass para superfícies-EDSGW com aplicação normal de Gauss prescrito que depende
de duas funções holomorfas. Também classificam as superfícies-EDSGW isotérmicas em
relação à terceira forma fundamental parametrizada por linhas planas de curvatura.

Pereira [15] introduz as superfícies Weingarten generalizadas do tipo suporte
radial ou, abreviadamente, superfícies WGSR. Elas são definidas por estarem localmente
associadas a uma esfera unitária de centro C por uma congruência de esferas e que
satisfazem a relação de Weingarten dada por

[4Λ(ψ−1)2−(1−Λ)2]H+[(λ−1)(ψ−2Λ+Λψ)]K+2(ψ−1)(1−Λ)+4ψ(ψ−1)2 = 0.

Motivados pelos trabalhos [7], [9], [11] e [14], , introduzimos as superfícies
de tipo Ribaucour ou, abreviadamente, superfícies-TR. Seja Σ uma superfície com
aplicação normal de Gauss N tal que para cada p ∈ Σ a esfera de centro p+ (H(p)

K(p) +
Ψ(p)

2 )N(p) e raio H(p)
K(p) +

Ψ(p)
2 passa pela origem, em este caso Σ é chamada de superfície-

TR e satisfaz a seguinte relação de Weingarten generalizada com função suporte Ψ e a
função distância quadrática Λ

H
K

=− Λ

2Ψ
−Ψ

2
.

Dada uma hipersuperfície Σ em Rn+1 com curvaturas principais ki, 1 ≤ i ≤ n,
definimos as curvaturas radiais Ri e a curvatura média radial HR como

Ri =
1
ki
, HR =

1
n

n

∑
i=1

Ri.

O problema de Christoffel: Dados F : Sn → R e N : U ⊂ Rn → Sn encontrar uma hi-
persuperfície Σ em Rn+1, com aplicação normal de Gauss N e F prescrita como F = HR.
Para o caso n = 2 e F dado por F =− Λ

2Ψ
− Ψ

2 , temos que as superfícies-TR são soluções
do problema de Christoffel.

Encontramos uma representação do tipo Weierstrass para essas superfícies de-
pendendo de duas funções holomorfas e as classificamos no caso em que são de rotação,
também introduzimos uma classe mais geral de superfícies-TR que dependem de uma
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função real C. Em outras palavras, seja Σ uma superfície com aplicação de Gauss N,
existe uma aplicação harmônica µ com respeito a terceira forma fundamental e uma fun-
ção C :R→R tal que para todo p∈ Σ a esfera com centro p+

(
H

C(µ)K + Ψ(2−C(µ))
2C(µ)

)
N(p) e

raio
(

H
C(µ)K + Ψ(2−C(µ))

2C(µ)

)
, tangenciam uma esfera fixa, chamada de Superfície de tipo Ri-

baucour generalizada ou abreviadamente Superfície-TRG, estas superfícies satisfazem
a seguinte relação de Weingarten generalizada

H
K

=C(µ)
(
−Λ

2Ψ
+

Ψ

2

)
−Ψ.

Mostramos uma parametrização local e classificamos as superfícies-TRG no caso de
rotação.

Finalmente generalizamos a noção de superfícies-TR para o caso de hipersuper-
fícies em Rn+1. Dizemos que uma hipersuperfície orientável Σ ⊂ Rn+1 é uma hipersu-
perfície de tipo Ribaucour ou por abreviação, uma hipersuperfície-TR, se a curvatura de
Gauss-Kronecker Hn 6= 0, a (n−1)-ésima curvatura média Hn−1, a função suporte ψ e a
função distância quadrática Λ, satisfazem

Hn−1

Hn
= c
(
−Λ

nΨ
+

Ψ

n

)
−Ψ

aqui c é uma constante. Exibimos uma parametrização para tais hipersuperfícies quando
são de rotação.

Nosso trabalho está estruturado da seguinte forma: No Capítulo 1, apresentamos
definições e fatos básicos que serão utilizado do decorrer do texto.

No Capítulo 2, definimos as superfícies do tipo Ribaucour. Essas superfícies
satisfazem uma relação semelhante as superfícies de Ribaucour que estão relacionadas
ao problema de Élie Cartan. Esta classe fornece o que parece ser o primeiro exemplo de
pares de superfícies não congruentes no espaço euclidiano tal que, sob um difeomorfismo,
as linhas de curvatura são preservadas e as curvaturas principais são trocadas. Mostramos
que todas superfície-RT compacta e conexa é uma esfera com centro na origem. Apre-
sentaremos uma representação tipo Weierstrass para essas superfícies que dependem de
duas funções holomorfas e classificamos os casos rotacionais.

No Capítulo 3, definimos classes de superfícies-TRG que é uma generalização
das superfícies-TR. Quando a função C depende de uma função real `, estas superficies
dependem de duas funções holomorfas. Mostramos uma parametrização local desta
classe de superfícies e classificamos as superfícies -TRG de rotação contidas nesta classe.
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No Capítulo 4, generalizamos o conceito de superfícies-TR para o caso de
hipersuperfícies em Rn+1. Exibimos uma parametrização para os casos rotacionais e
analisamos o comportamento geral das curvas geratrizes quando as hipersuperfícies são
3-dimensionais.



CAPÍTULO 1
Preliminares

Neste capítulo introduziremos algumas definições e alguns resultados básicos
que serão usados neste trabalho, encontrados em [10].

1.1 Hipersuperfícies no Espaço Euclidiano

Ao longo do trabalho denotamos por Rn o espaço euclidiano n-dimensional. Para
uma função diferenciável f :Rn→R, indicamos sua derivada parcial em relação à i-ésima
variável xi por f,i.

Definição 1.1 Seja Σ um subconjunto não vazio de Rn+1,n ≥ 2. Dizemos que Σ é uma

hipersuperfície de Rn+1 se, para cada p ∈ Σ, existem uma vizinhança V ⊂Rn+1 de p, um

aberto U ⊂ Rn e um homeomorfismo diferenciável X : U → V ∩Σ, tal que a diferencial

dXq : Rn→ Rn+1 é injetora para todo q ∈U.

A aplicação X é chamada uma parametrização de Σ. Se X1,X2, ...,Xn+1 indicarem
suas funções componentes, então X é diferenciável se, e somente se, Xi for diferenciável
para todo i = 1, ...,n+ 1. Além disso, a diferencial dXq é injetora se, e somente se, os
vetores

X,i(q) =
∂X
∂ui

(q), 1≤ i≤ n,

são linearmente independentes.
Um vetor tangente a Σ em um ponto p ∈ Σ é um vetor tangente a uma curva

parametrizada diferenciável α : (−ε,ε) ⊂ R→ Σ, com α(0) = p. O hiperplano tangente
a Σ em p, denotado por TpΣ, é o conjunto de todos os vetores tangentes a Σ em p. Seja
Σ uma hipersuperfície no espaço euclidiano e X uma parametrização de Σ então TpΣ

coincide com o espaço vetorial gerado por {X,i(u);1≤ i≤ n}, onde p = X(u).

Seja X : U ⊂ Rn → Σ,n ≥ 3, uma parametrização de uma hipersuperfície
Σ e N : U ⊂ Rn → Rn+1 um campo vetorial unitário normal à X , isto é, N satisfaz
〈N,X,i〉(u) = 0, 1≤ i≤ n, para todo u ∈U . Dessa forma, o campo N é normal a TpΣ, para
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cada p = X(u) ∈ Σ. Dizemos que N é a aplicação normal de Gauss de Σ e que tal campo
determina uma orientação em Σ.

Considerando {X,1, ...,X,n,N} como uma base de Rn+1, podemos escrever o
vetor X,i j ,1≤ i, j ≤ n, como

X,i j =
n

∑
k=1

Γ
k
i jX,k +bi jN. (1-1)

Os coeficientes Γk
i j são chamados de símbolos de Christoffel. Se tomarmos a

parametrização X de Σ tal que a métrica gi j = 〈X,i,X, j〉 seja conforme a euclidiana, isto é,
gii 6= 0 e gi j = 0, para i 6= j, O seguinte lema mostra como são os símbolos de Christoffel

Lema 1.2 Os símbolos de de Christoffel da métrica gi j são dados por

Γ
m
i j = 0 para i, j,k distintos,

Γ
j
i j =

g j j,i

2g j j
para todo i, j,

Γ
j
ii =−

gii, j

2g j j
=− gii

L j j
Γ

i
ji para i 6= j.

Prova. As funções Γk
i j definidas em U por ∇X,iX, j = ∑k Γk

i jX,k são os coeficientes da
conexão ∇ em U ou os símbolos de Christoffel da conexão, temos que

∑
`

Γ
k
i jg`k =

1
2

{
∂

∂xi
g jk +

∂

∂x j
gki−

∂

∂xk
gi j

}
,

onde gi j = 〈X,i,X, j〉.
Como a matriz (gkm) admite uma inversa (gkm), teremos que

Γ
m
i j =

1
2 ∑

k

{
∂

∂xi
g jk +

∂

∂x j
gki−

∂

∂xk
gi j

}
gkm. (1-2)

A equação (1-2) é a expressão clássica dos símbolos de Christoffel da conexão Rieman-
niana em termos dos gi j dados pelas métrica. Como a parametrizarão X é ortogonal então
gi j = 0, para todo i 6= j e gii = g−1

ii , então

Γ
m
i j =

1
2
(
g jm,i +gmi, j−gi j,m

)
gmm

=
1

2gmm

(
g jm,i +Lmi, j−gi j,m

)
,
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• se i, j,m distintos então

Γ
m
i j =

1
2gmm

(
g jm,i +gmi, j−gi j,m

)
= 0.

• Se m = j e para todo i, j então

Γ
j
i j =

1
2g j j

(
g j j,i +g ji, j−gi j, j

)
=

g j j,i

2g j j
.

• Para i 6= j

Γ
j
ii =

1
2g j j

(
gi j,i +g ji,i−gii, j

)
=−

gii, j

2g j j
=−

giiΓ
i
ji

g j j
.

�

Se X é uma parametrização de uma hipersuperfície Σ, dizemos que Σ está parametrizada
por linhas de curvatura se

N,i =−kiX,i, 1≤ i≤ n,

onde −ki são as curvaturas principais de Σ. Neste caso, os coeficientes bi j em (1-1) são
tais que bi j = 0, i 6= j, e bii =−kigii, quando a métrica Li j é conforme à euclidiana.

De fato, derivando a equação 〈N,X,i〉 = 0 em relação i-ésima variável, obtemos
〈N,i,X,i〉=−〈N,X,ii〉, por um lado

〈N,i,X,i〉= 〈−kiX,i,X,i〉=−kigii.

Por outro lado

−〈N,X,ii〉=−

〈
N,

n

∑
k=1

Γ
k
iiX,k +biiN

〉
=−bii,

de modo que bii =−kigii.

Agora derivando 〈N,X,i〉 = 0 em relação j-ésima variável com i 6= j, obtemos
〈N, j,X,i〉=−〈N,X,i j〉, por um lado

〈N, j,X,i〉= 〈−k jX, j,X,i〉= 0.

por outro lado

〈N,X,i j〉= 〈N,
n

∑
k=1

Γ
k
i jX,k +bi jN〉= bi j.

Portanto bi j = 0.
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A primeira forma fundamental I de Σ é a restrição do produto interno canônico
de Rn+1 aos hiperplanos tangentes TpΣ, isto é, para cada p ∈ Σ,

Ip(w1,w2) = 〈w1,w2〉, w1,w2 ∈ TpΣ.

As segunda e terceira formas fundamentais de Σ, denotadas por II e III respectivamente,
são definidas por

IIp(w1,w2) = 〈−dNp(w1),w2〉, w1,w2 ∈ TpΣ;

IIIp(w1,w2) = 〈−dNp(w1),−dNp(w2)〉, w1,w2 ∈ TpΣ,

onde p ∈ Σ e dNp é a diferencial da aplicação normal de Gauss em p.
As curvaturas principais k1, ...,kn de Σ, em um ponto p, são os autovalores de

−dNp. Dessa forma, define-se a curvatura média H e a curvatura de Gauss-Kronecker K

por

H =
1
n

n

∑
i=1

ki =
1
n

tr(−dNp) e K =
n

∏
i=1

ki = det(−dNp)

respectivamente, onde tr e det indicam o traço e o determinante de−dNp. Por outro lado,
a r-ésima curvatura média Hr de Σ, 1≤ r ≤ n, é definida por

Hr =

(
n
r

)−1 n

∑
j1<...< jr

k j1 · · · k jr .

Note que H = H1 e K = Hn.

1.2 Funções Holomorfas

Denotaremos por C o corpo dos números complexos. Além disso, identificare-
mos C com R2 pelo isomorfismo z = x+ iy ∈ C→ (x,y) ∈ R2. Considere uma função
f : U → C, onde U é um subconjunto aberto do plano complexo C. Denotando por

〈1, f 〉= Re( f ) e 〈i, f 〉= Im( f )

como partes real Re( f ) e imaginaria Im( f ) de f , diremos que f é R-diferenciável em
z0 = x0 + iy0 ∈U se 〈1, f 〉 e 〈i, f 〉 forem diferenciáveis em (x0,y0). Por outro lado, f é
dita holomorfa em z = x+ iy ∈U se existe o limite

f ′(z) = lim
h→0

f (z+h)− f (z)
h

.
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O número complexo f ′(z0) é chamado de derivada de f em z0. Se f for holomorfa
em todos os pontos de U , diremos que f é uma função holomorfa. Uma consequência
importante das definições acima é o seguinte Teorema, cuja demonstração pode ser vista
em [13].

Teorema 1.3 Dada a função f : U → C, onde U é um subconjunto aberto de C, as

seguintes afirmações são equivalentes:

1. f é holomorfa em z0 ∈U.

2. f é diferenciável em z0 ∈U e as partes real e imaginária de f respectivamente 〈1, f 〉
e 〈i, f 〉 satisfazem as equações de Cauchy-Riemann

〈1, f 〉,1 = 〈i, f 〉,2, 〈1, f 〉,2 =−〈i, f 〉,1 (1-3)

em z0.

3. f possui derivada real em z0 e esta transformação linear corresponde à uma

multiplicação por um número complexo.

Observação 1.1 Segue do Teorema acima que a derivada de uma função holomorfa

f : U →C é dada por

f ′ = f,1 =−i f,2.

Dizemos que uma função real h : U ⊂R2→R, é harmônica se4h é identicamente nulo,

isto é,

4h(x,y) = h,11 +h,22 = 0.

para todo (x,y) ∈U. Observe que pelas equações de Cauchy-Riemann (1-3), a parte real

〈1, f 〉 de uma função holomorfa f é sempre harmônica.

Como consequência das equações de Cauchy-Riemann, pode-se mostrar que
a parte real de uma função holomorfa é harmônica. A recíproca é válida sob certas
condições conforme estabelece o próximo teorema, cuja demonstração pode ser vista em
[1].

Teorema 1.4 Se h : U ⊂R2→R é uma função harmônica, onde U é um aberto simples-

mente conexo, então h é parte real de uma função holomorfa.

A identificação de C com R2 induz de maneira natural a noção de produto interno de
funções holomorfas. Com efeito, dadas as funções holomorfas f ,g : U ⊂ C → C, o
produto interno 〈 f ,g〉 é uma função real definida em U e dada por

〈 f ,g〉= 〈1, f 〉〈1,g〉+ 〈i, f 〉〈i,g〉. (1-4)
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Observe que a definição acima está de acordo com a notação já utilizada para representar
as partes real e imaginária da função f . Caso g = 1, 〈 f ,g〉 resulta na parte real de f e,
caso g = i, 〈 f ,g〉 resulta na parte imaginária de f .

Ao longo do trabalho usaremos as propriedades abaixo para produto interno de
funções holomorfas.

Proposição 1.5 Sejam f ,g,h : U ⊂C→ C funções holomorfas. São válidas as seguintes

propriedades

1. 〈 f ,g〉,1 = 〈 f ′,g〉+ 〈 f ,g′〉.
2. 〈 f ,g〉,2 = 〈i f ′,g〉+ 〈 f , ig′〉.
3. 〈 f h,g〉= 〈 f ,hg〉.
4. f g = 〈 f ,g〉+ i〈i f ,g〉.
5. 〈 f,1, f,2〉= 0.

6. 4(〈 f ,g〉) = 4〈 f ′,g′〉.

Prova.

1. Usando a Observação 1.1 para uma função holomorfa f , temos que f ′ = f,1. Desta
igualdade obtemos que 〈1, f 〉,1 = 〈1, f ′〉 e 〈i, f 〉,1 = 〈i, f ′〉. Portanto, para f , g

holomorfas, tem-se

〈 f ,g〉,1 = (〈1, f 〉〈1,g〉+ 〈i, f 〉〈i,g〉),1
= 〈1, f ′〉〈1,g〉+ 〈1, f 〉〈1,g′〉+ 〈i, f ′〉〈i,g〉+ 〈i, f 〉〈i,g′〉

= 〈 f ′,g〉+ 〈 f ,g′〉.

2. Usando a Observação 1.1, uma função holomorfa f , vale que f ′ = −i f ,2 então
i f ′ = f ,2 . Desta igualdade obtemos 〈1, f 〉,2 = 〈1, i f ′〉 e 〈i, f 〉,2 = 〈i, i f ′〉. Para f , g

holomorfas, obtemos

〈 f ,g〉,2 = (〈1, f 〉〈1,g〉+ 〈i, f 〉〈i,g〉),2
= 〈1, i f ′〉〈1,g〉+ 〈1, f 〉〈1, ig′〉+ 〈i, i f ′〉〈i,g〉+ 〈i, f 〉〈i, ig′〉

= 〈i f ′,g〉+ 〈 f , ig′〉.

3. Usando (1-4) temos

f h = 〈1, f 〉〈1,h〉−〈i, f 〉〈i,h〉+ i(〈1, f 〉〈i,h〉+ 〈i, f 〉〈1,h〉) ,

hg = 〈1,h〉〈1,g〉+ 〈i,h〉〈i,g〉+ i(〈1,h〉〈i,g〉−〈i,h〉〈1,g〉) .
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assim,

〈 f h,g〉= (〈1, f 〉〈1,h〉−〈i, f 〉〈i,h〉)〈1,g〉+(〈1, f 〉〈i,h〉+ 〈i, f 〉〈1,h〉)〈i,g〉

= (〈1,h〉〈1,g〉+ 〈i,h〉〈i,g〉)〈1, f 〉+(〈1,h〉〈i,g〉−〈i,h〉〈1,g〉)〈i, f 〉

= 〈 f ,hg〉.

4. Usando (1-4), temos

〈 f ,g〉+ i〈i f ,g〉= (〈1, f 〉〈1,g〉+ 〈i, f 〉〈i,g〉)+ i(−〈i, f 〉〈1,g〉+ 〈1, f 〉〈i,g〉)

= (〈1, f 〉− i〈i, f 〉)(〈1,g〉i〈i,g〉)

= f g.

5. Como f é holomorfa tem-se f,1 = f ′ e f,2 = i f ′, de modo que 〈 f,1, f,2〉 = 〈 f ′, i f ′〉.
Entretanto, da propriedade (3) temos 〈 f ′, i f ′〉=−〈i f ′, f ′〉. Portanto, 〈 f ′, i f ′〉= 0.

6. Das propriedades (1) e (2) obtemos

4(〈 f ,g〉) = 〈 f ,g〉11 + 〈 f ,g〉22

=
(
〈 f ′,g〉+ 〈 f ,g′〉

)
,1 +

(
〈i f ′,g〉+ 〈 f , ig′〉

)
,2

= 〈 f ′′,g〉+2〈 f ′,g′〉+ 〈 f ,g′′〉−〈 f ′′,g〉+2〈i f ′, ig′〉−〈 f ,g′′〉

= 2〈 f ′,g′〉+2〈i f ′, ig′〉

= 4〈 f ′,g′〉.

�

Lema 1.6 Sejam f = f1 + i f2 e g = g1 + ig2 funções holomorfas na variável z = x+ iy,

onde f não se anula em nenhum ponto. Então 〈 f ,g〉= 0 se, e somente se, g = ik f , onde

k é uma constante real.

Prova. Temos que 〈 f ,g〉 = 0, sendo f 6= 0 em todo ponto e usando as propriedades da
proposição anterior, temos

〈 f ,g〉= 〈 f ,g〉=
〈

f ,
f g
f

〉
=

〈
f f ,

g
f

〉
= | f |2

〈
1,

g
f

〉
.

Então
〈

1, g
f

〉
= 0, logo existe um k ∈ R tal que g

f = ik, portanto g = ik f .

Reciprocamente, se g= ik f , para alguma constante real k, então g=−k f2+ ik f1

e, assim,
〈 f ,g〉=−k f1 f2 + k f1 f2 = 0.
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�

O seguinte resultado pode ser encontrado em [6].

Proposição 1.7 Sejam f ,g,h funções holomorfas. Então a igualdade

〈i, f 〉+ 〈g,h〉= 0 (1-5)

é válida se, e somente se, existem constantes reais c1, c2 e uma constante complexa z1 tais

que {
h = ic1g+ z1

f =−z1g+ ic2.

Prova. Aplicando o laplaciano na equação (1-5) e utilizando a propriedade (4), da
Proposição 1.5, obtemos

4〈g′,h′〉= 0.

Do Lema 1.6 temos que h′ = ic1g′, para uma constante real c1. Integrando esta última
equação, ficamos com

h = ic1g+ z1, z1 ∈ C.

Substituindo agora h em (1-5), encontramos 〈1, f + z1g〉 = 0. Novamente usando Lema
1.6 existe uma constante real c2 tal que f +z1g = ic2, de onde segue a expressão para f . �

Definição 1.8 Considere uma hipersuperfície Σ de Rn+1 com aplicação de Gauss N. Se

X é uma parametrização local de Σ, a matriz W = (Wi j) tal que

N,i =
n

∑
j=1

Wi jX j, 1≤ i≤ n

é chamada a matriz de Weingarten de Σ.

A prova completa do seguinte teorema pode ser encontrada [11].

Teorema 1.9 Seja Σ ⊂ Rn+1 uma hipersuperfície orientável e N : Σ→ Sn a aplicação

normal de Gauss com curvatura de Gauss-kronecker não nula em todo ponto.

Seja U ⊂ Σ uma vizinhança de p0 tal que N : U→N(U) =V ⊂ Sn seja invertível

e h(q) = 〈q,N−1(q)〉,q ∈V . Então

X(q) = ∇Lh(q)+h(q)N(q).
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Prova. Sejam {e1, ...,en} uma base ortonormal de T N e N aplicação normal de Gauss,
{e1, ...,en,N} referencial ortonormal de Rn+1, assim

X = a1e1 + · · ·+anen +hN,

então
〈X ,N〉= 〈a1e1 + · · ·+anen +hN,N〉= h.

portanto,

dhq(ei) = 〈dXq(ei),N(q)〉+ 〈X(q),dNq(ei)〉= 〈X(q),ei(q)〉= ai(q).

Assim, obtemos

X = a1e1 + · · ·+anen +hN

= dhq(e1)e1 + · · ·+dhq(en)en +h(q)N(q)

=
n

∑
i=1

dhq(ei)ei +h(q)N(q) = ∇Lh(q)+h(q)N(q).

�



CAPÍTULO 2
Superfícies de tipo Ribaucour

Neste capítulo iniciaremos o estudo das superfícies de tipo Ribaucour. Além de
apresentarmos alguns exemplos, fornecemos uma representação de Weierstrass depen-
dendo de duas funções holomorfas para superfícies nesta classe e caracterizamos o caso
em que tais superfícies são de rotação.

Teorema 2.1 Seja Σ ⊂ R3 uma superfície orientável com curvatura Gauss-Kronecker

não nula. Então existe uma função diferenciável h : U →R e g uma função holomorfa tal

que a aplicação normal de Gauss é dada por

N =
(2g(u),1−|g(u)|2)

1+ |g(u)|2
, (2-1)

os coeficientes da III forma fundamental são

Li j =
4|g′|2δi j

(1+ |g|2)2 , (2-2)

e Σ é localmente parametrizada por

X(u) =
2

∑
j=1

h(u), j
L j j

N(u), j +h(u)N(u). (2-3)

Neste caso h(u) = 〈X(u),N(u)〉 é a função suporte. Além disso a matriz de Weingarten é

dada por W =V−1 onde

V =Vi j e Vi j =
1

L j j

(
h,i j−

2

∑
k

h,kΓ
k
i j +hLi jδi j

)
, (2-4)

onde Γk
i j são os símbolos de Christoffel de N. A condição de regularidade de X é dada

por

detV 6= 0. (2-5)
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As formas fundamentais I e II de X, em coordenadas locais, são dadas por :

I = 〈X,i,X, j〉=
2

∑
k=1

VikVjkLkk,

II = 〈X,i,N, j〉=Vi jL j j.

Mais ainda,
4h
L11

+2h =
−2H

K
, (2-6)

Λ = |∇Lh|2 +h2. (2-7)

Prova. Primeiramente vamos mostrar que

X,i =
2

∑
j=1

Vi jN, j.

Seja X =
2
∑
j=1

h, j
L j j

N, j +hN derivando temos,

X,i =
2

∑
j=1

L j j(h, jiN, j +h, jN, ji)−h, jN, jL j j,i

L2
j j

+h,iN +hN,i

=
2

∑
j=1

[(
h, ji
L j j
−

h, jL j j,i

L2
j j

)
N, j +

h, jN, ji

L j j

]
+h,iN +hN,i

usando L j j,i
L j j

= 2Γ
j
i j, obtemos

X,i =
2

∑
j=1

[(
h, ji
L j j
−2

h, j
L j j

Γ
j
i j

)
N, j +

h, jN, ji

L j j

]
+h,iN +hN,i

=

(
h,ii
Lii
−2

h,i
Lii

Γ
i
ii

)
N,i +

h,iN,ii

Lii

+
2

∑
j=1
j 6=i

[(
h, ji
L j j
−2

h, j
L j j

Γ
j
i j

)
N, j +

h, jN, ji

L j j

]
+h,iN +hN,i

=

(
h,ii
Lii
−2

h,i
Lii

Γ
i
ii

)
N,i +

h,i
Lii

(
2

∑
k=1

Γ
k
iiN,k−LiiN

)

+
2

∑
j=1
j 6=i

[(
h, ji
L j j
−2

h, j
L j j

Γ
j
i j

)
N, j +

h, j
L j j

(Γ
j
jiN, j +Γ

i
jiN,i)

]
+h,iN +hN,i.
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Como Γ
j
i j = Γ

j
ji podemos concluir que

X,i =

(
h,ii
Lii
−2

h,i
Lii

Γ
i
ii

)
N,i +

h,i
Lii

2

∑
k=1

Γ
k
iiN,k−h,iN

+
2

∑
j=1
j 6=i

(
h, ji
L j j
−

h, j
L j j

Γ
j
i j

)
N, j−

2

∑
j=1
j 6=i

h, j
L j j

Γ
j
i jN, j

+
2

∑
j=1
j 6=i

h, j
L j j

Γ
j
jiN, j +

2

∑
j=1
j 6=i

h, j
L j j

Γ
i
jiN,i +h,iN +hN,i.

Reescrevendo o primeiro somatório na expressão acima como

h,i
Lii

2

∑
k=1

Γ
k
iiN,k =

h,i
Lii

Γ
i
iiN,i +

h,i
Lii

2

∑
j=1
j 6=i

,Γ
j
iiN, j,

conseguimos

X,i =

(
h,ii
Lii
−

h,i
Lii

Γ
i
ii

)
N,i−

h,i
Lii

Γ
i
iiN,i +

h,i
Lii

Γ
i
iiN,i +

h,i
Lii

2

∑
j=1
j 6=i

Γ
j
iiN, j

+
2

∑
j=1
j 6=i

(
h, ji
L j j
−

h, j
L j j

Γ
j
i j

)
N, j +

2

∑
j=1
j 6=i

h, j
L j j

Γ
i
jiN,i +hN,i;

X,i =

h,ii
Lii
−

h,i
Lii

Γ
i
ii +

2

∑
j=1
j 6=i

h, j
L j j

Γ
i
ji +h

N,i

+
2

∑
j=1
j 6=i

(
h, ji
L j j
−

h, j
L j j

Γ
j
i j +

h,i
Lii

Γ
j
ii

)
N, j,
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pela relação Γ
j
ii =−

Lii
L j j

Γi
ji para i 6= j, temos que

X,i =

h,ii
Lii
−

h,i
Lii

Γ
i
ii−

2

∑
j=1
j 6=i

h, j
Lii

Γ
j
ii +h

N,i

+
2

∑
j=1
j 6=i

(
h, ji
L j j
−

h, j
L j j

Γ
j
i j−

h,i
L j j

Γ
i
ji

)
N, j

=

(
h,ii
Lii
−

2

∑
j=1

h, j
Lii

Γ
j
ii +h

)
N,i +

2

∑
j=1
j 6=i

(
h,i j

L j j
−

h, j
L j j

Γ
j
i j−

h,i
L j j

Γ
i
i j

)
N, j.

Considerando a matriz V = (Vi j), 1≤ i, j ≤ 2 dada por

Vi j =
1

L j j

(
h,i j−

2

∑
k=1

h,kΓ
k
i j +hLi jδi j

)

conseguimos

X,i =
2

∑
j=1

Vi jN, j. (2-8)

Por (2-8) obtemos que a matriz de Weingarten é dada por W =V−1.

Para obter os coeficientes das formas fundamentais, usamos (2-8) e temos

I = 〈X,i,X, j〉= 〈
2

∑
k=1

VikN,k,
2

∑
m=1

VjmN,m〉

=
2

∑
k,m=1

VikVjm〈N,kN,m〉=
2

∑
k=1

VikVjkLkk;

II = 〈X,i,N, j〉= 〈
2

∑
k=1

VikN,k,N, j〉=
2

∑
k=1

Vik〈N,k,N, j〉=Vi jL j j.

Finalmente, como W =V−1, sejam σi os autovalores de V e λi os autovalores de W , então
σi =

1
λi

, assim

trV =V11 +V22 = σ1 +σ2 =
1
λ1

+
1
λ2

=
λ2 +λ1

λ1λ2
,

e
trV =

−2H
K

. (2-9)

Pelo Lema 1.2 temos, Γ1
11 =

L11,1
2L11

=
L22,1
2L22

= Γ2
12 e Γ1

21 =
L11,2
2L11

=
L22,2
2L22

= Γ2
22, usando essas

expressões e (2-4) obtemos,
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tr(V ) =V11 +V22

=
h,11

L11
−

h,1
L11

Γ
1
11−

h,2
L11

Γ
2
11 +h+

h,22

L22
−

h,1
L22

Γ
1
22−

h,2
L22

Γ
2
22 +h

=
h,11

L11
+

h,22

L22
−

h,1
L11

(Γ1
11−Γ

2
12)−

h,2
L22

(Γ2
22−Γ

1
21)+2h

=
h,11

L11
+

h,22

L22
+2h =

4h
L11

+2h

usando (2-9) temos,
4h
L11

+2h =
−2H

K
.

Por outro lado, usando (2-3) obtemos

Λ = 〈X ,X〉=

〈
2

∑
j=1

h, j
L j j

N, j +hN,
h, j
L j j

N, j +hN

〉
2

∑
j=1

(
h, j
L j j

)2

L j j +h2|N|2

=
2

∑
j=1

h2
, j

L j j
+h2 = |∇Lh|2 +h2.

�

O seguinte resultado vale para superfícies e será usado para classificar as super-
ficies de rotação.

Lema 2.2 Seja Σ ⊂ Rn+1 uma hipersuperfície orientável com curvatura Gauss-

Kronecker não-nula. Então existe uma função diferenciável h : U→R tal que a aplicação

normal de Gauss é dada por (2-1) e Σ é localmente parametrizada por (2-3). Então X(U)

é de rotação se, e somente se, h é função radial.

Prova. Se X(U) é de rotação, sem perda de generalidade, podemos supor que o eixo de
rotação é o eixo xn+1. Dessa forma, as seções ortogonais ao eixo de rotação determinam
em X(U) esferas (n− 1) dimensionais centradas neste eixo. Note que ao longo dessas
esferas tanto |X |2 quanto o ângulo entre X e N é constante. Já que

〈X ,N〉= h, 〈X ,X〉= |∇Lh|2 +h2, Li j = 〈N,i,N, j〉.

Concluimos que h e |∇Lh|2 são constantes ao longo dessas esferas. Tomando N como a
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inversa da projeção estereográfica obtemos,

Li j =
4δi j

(1+ |u|2)2 ,

de modo que,

|∇Lh|2 =
(

1+ |u|2

2

)2

|∇h|,

o que diz que |u|2 é constante a medida que se percorre as seções ortogonais, portanto h

é constante ao longo das esferas (n− 1) dimensional centradas na origem, portanto h é
função radial.

Seja h uma função radial, escrevemos h(u) = J(|u|2), u ∈U para J uma função
diferenciável. Seja |u|2 = t e denotemos a derivada de J em relação a t como J′(t). Assim,
h,i = 2J′ui e tomando N como a inversa da projeção estereográfica temos,

X =

(
(J′(1− t)+

2J
1+ t

)u,−2tJ′+ J(
1− t
1+ t

)

)
.

Se −2tJ′+ J(1−t
1+t ) é constante então

∣∣∣∣(J′(1− t)+
2J

1+ t
)u
∣∣∣∣2 = ((J′(1− t)+

2J
1+ t

)

)2

t.

O que significa que as seções ortogonais ao eixo xn+1 determinam em X(U) esferas
(n−1) dimensional centradas neste eixo, de modo que X(U) é de rotação. �

Definição 2.3 Seja uma superfície Σ com aplicação normal de Gauss N, tal que para

cada p ∈ Σ a esfera de centro p + (H(p)
K(p) +

Ψ(p)
2 )N(p) e raio H(p)

K(p) +
Ψ(p)

2 passa pela

origem. Neste caso Σ é chamada de superfície de tipo Ribaucour ou por abreviação,

uma superfície-TR e satisfaz a seguinte relação de Weingarten generalizada com função

suporte Ψ e a função distância quadrática Λ

H
K

=− Λ

2Ψ
−Ψ

2
.

Para superfícies-TR com curvatura Gaussiana K 6= 0 apresentaremos uma completa ca-
racterização por meio de pares de funções holomorfas. Essa representação de tipo Wei-
erstrass permitirá classificar todas superfícies-TR de rotação. Antes disso, precisaremos
do seguinte Lema.

Lema 2.4 Considere funções holomorfas g : C→ C∞ e f : Σ→ C, com g′ 6= 0, onde Σ é

uma superfície de Riemann. Tomando os parâmetros locais z = u1 + iu2 ∈ Σ e h = e〈1, f 〉
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e considere a métrica dada por (2-2), temos a matriz

Vi j =
1

L j j

(
h,i j−

2

∑
k=1

h,kΓ
k
i j +hLi jδi j

)
, 1≤ i, j ≤ 2.

V11 =
T 2h

4|g′|2
[〈1, f ′〉2−〈1,ξ〉]+h;

V12 =V21 =
T 2h

4|g′|2
〈i,ξ− f ′2

2
〉;

V22 =
T 2h

4|g′|2
[〈1, i f ′〉2 + 〈1,ξ〉]+h,

onde

T = 1+ |g|2 e ξ = f ′
(

g′′

g′
− 2

T
g′g
)
− f ′′. (2-10)

Temos ainda que

trV =
h| f ′|2T 2

4|g′|2
+2h

e

detV =
h2T 4

16|g′|4
[〈ξ, f ′2〉− |ξ|2]+ h2T 2| f ′|2

4|g′|2
+h2.

Prova. Seja h = e〈1, f 〉, temos que

h,1 = e〈1, f 〉〈1, f ′〉

h,11 = e〈1, f 〉(〈1, f ′〉2 + 〈1, f ′′〉)

h,2 = e〈1, f 〉〈1, i f ′〉

h,22 = e〈1, f 〉(〈1, i f ′〉2−〈1, f ′′〉)

h,12 = e〈1, f 〉(〈1, i f ′〉〈1, f ′〉+ 〈1, i f ′′〉).

A fim de encontrar os símbolos de Christoffel para a métrica, calculemos as derivadas das
funções reais T 2 e |g′|2.

Uma vez que T = 1+ |g|2 = 1+ 〈g,g〉, derivando e usando a Proposição 1.5,
obtemos

T,1 = 2〈g,g′〉, e T,2 = 2〈g, ig′〉,

então
(T 2),1 = 2T T,1 = 4T 〈g,g′〉, e (T 2),2 = 2T T,2 = 4T 〈g, ig′〉.

Similarmente temos,

|g′|2,1 = 〈g′,g′〉,1 = 2〈g′,g′′〉 |g′|2,2 = 〈g′,g′〉,1 = 2〈g′, ig′′〉,



30

usando as expressões acima temos

L11,1 =

(
4|g′|2

T 2

)
,1

=
8T 〈g′,g′′〉−16|g′|2〈g,g′〉

T 3 ,

L22,2 =

(
4|g′|2

T 2

)
,2

=
8T 〈g′, ig′′〉−16|g′|2〈g, ig′〉

T 3 .

Pelo Lema 1.2 temos Γ
j
i j =

L j j,i
2L j j

para todo i, j. Logo,

Γ
1
11 =

L11,1

2L11
=

8T 〈g′,g′′〉−16|g′|2〈g,g′〉
T 3

T 2

8|g′|2
,

=
T 〈g′,g′′〉−2|g′|2〈g,g′〉

T |g′|2
,

Γ
2
22 =

T 〈g′, ig′′〉−2|g′|2〈g, ig′〉
T |g′|2

,

Γ
1
21 = Γ

2
22, e Γ

2
12 = Γ

1
11.

Analogamente se Γ
j
ii =−

Lii, j
2L j j

para i 6= j, temos

Γ
2
11 =

2|g′|2〈g, ig′〉−T 〈g′, ig′′〉
T |g′|2

,

Γ
1
22 =

2|g′|2〈g,g′〉−T 〈g′,g′′〉
T |g′|2

.
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Usando as expressões anteriores e usando as propriedades da Proposição 1.5 temos

2

∑
k=1

Γ
k
11h,k = Γ

1
11h,1 +Γ

2
11h,2

= e〈1, f 〉〈1, f ′〉
[

T 〈g′,g′′〉−2|g′|2〈g,g′〉
T |g′|2

]
− e〈1, f 〉〈i, f ′〉

[
2|g′|2〈g, ig′〉−T 〈g′, ig′′〉

T |g′|2

]
= e〈1, f 〉

〈
〈1, f ′〉+ i〈i, f ′〉, 〈g

′,g′′〉
|g′|2

− 2
T
〈g,g′〉+ i

(
〈g′, ig′′〉
|g′|2

− 2
T
〈g, ig′〉

)〉
= e〈1, f 〉

〈
f ′,
〈g′,g′′〉
|g′|2

+ i
〈g′, ig′′〉
|g′|2

− 2
T
(〈g,g′〉+ i〈g, ig′〉)

〉
= e〈1, f 〉

〈
f ′,

ḡ′′g′

|g′|2
− 2

T
ḡ′g
〉
= e〈1, f 〉

〈
f ′,
(

g′′

g′

)
− 2

T
g′g

〉

= e〈1, f
′〉
〈

f ′,
g′′

g′
− 2

T
gg′
〉
= e〈1, f 〉

〈
1, f ′

(
g′′

g′
− 2

T
g′g
)〉

= e〈1, f 〉〈1,ξ+ f ′′〉.

Aqui ξ = f ′
(

g′′
g′ −

2
T g′g

)
− f ′′. Analogamente,

2

∑
k=1

Γ
k
22h,k =−e〈1, f 〉〈1,ξ+ f ′′〉,

2

∑
k=1

Γ
k
12h,k =−e〈1, f 〉〈i,ξ+ f ′′〉.

Então, podemos escrever

V11 =
1

L11

(
h,11−

2

∑
k=1

Γ
k
11h,k +hL11

)

=
T 2

4|g′|2
[h(〈1, f ′〉2 + 〈1, f ′′〉)−h〈1,ξ+ f ′′〉]+h

=
T 2h

4|g′|2
[〈1, f ′〉2−〈1,ξ〉]+h,

V22 =
1

L22

(
h,22−

2

∑
k=1

Γ
k
22h,k +hL22

)

=
T 2

4|g′|2
[h(〈1, i f ′〉2−〈1, f ′′〉)− (−h〈1,ξ+ f ′′〉)]+h

=
T 2h

4|g′|2
[〈1, i f ′〉2 + 〈1,ξ〉]+h,
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V12 =
1

L22

(
h,12−

2

∑
k=1

Γ
k
12h,k

)

=
T 2

4|g′|2
[h(〈1, i f ′〉〈1, f ′〉−〈i, f ′′〉)− (−h〈i,ξ+ f ′′〉)]

=
T 2h

4|g′|2
[〈1, i f ′〉〈1, f ′〉+ 〈i,ξ〉] = T 2h

4|g′|2
[〈i,ξ− f ′2

2
〉].

Dessa maneira,

trV =V11 +V22

=
T 2

4|g′|2
[h(〈1, f ′〉2−〈1,ξ〉)]+h+

T 2

4|g′|2
[h(〈1, i f ′〉2 + 〈1,ξ〉)]+h

=
T 2

4|g′|2
[h(〈1, f ′〉2 + 〈1, i f ′〉2)]+2h.

Portanto,

trV =
h| f ′|2T 2

4|g′|2
+2h.

Desta forma,

detV =V11V22−V 2
12

=

(
hT 2

4|g′|2
[〈1, f ′〉2−〈1,ξ〉]+h

)(
hT 2

4|g′|2
[〈1, i f ′〉2 + 〈1,ξ〉]+h

)
−
(

hT 2

4|g′|2
[〈1, i f ′〉〈1, f ′〉+ 〈i,ξ〉]

)2

=
h2T 4

16|g′|4
[〈1, f ′〉2〈1, i f ′〉2 + 〈1,ξ〉(〈1, f ′〉2−〈1, i f ′〉2)−〈1,ξ〉2]

+
h2T 2

4|g′|2
[〈1, f ′〉2−〈1,ξ〉+ 〈1, i f ′〉2 + 〈1,ξ〉]+h2

− h2T 4

16|g′|4
[〈1, f ′〉2〈1, i f ′〉2 +2〈1, f ′〉〈1, i f ′〉〈i,ξ〉+ 〈i,ξ〉2]

=
h2T 4

16|g′|4
[〈1,ξ〉(〈1, f ′〉2−〈1, i f ′〉2)−〈1,ξ〉2−2〈1, f ′〉〈1, i f ′〉〈i,ξ〉−〈i,ξ〉2]

+
h2T 2

4|g′|2
[〈1, f ′〉2 + 〈1, i f ′〉2]+h2

=
h2T 4

16|g′|4
[〈1,ξ〉〈1, f ′2〉+ 〈i,ξ〉〈1, f ′2〉− |ξ|2]+ h2T 2| f ′|2

4|g′|2
+h2.

Portanto,

detV =
h2T 4

16|g′|4
[〈ξ, f ′2〉− |ξ|2]+ h2T 2| f ′|2

4|g′|2
+h2.

�
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No próximo teorema fornecemos uma representação do tipo Weierstrass para as
superfícies-TR a partir de um par de funções holomorfas.

Teorema 2.5 Sejam Σ uma superfície de Riemann e X : Σ→ R3 uma imersão tal que a

curvatura Gauss-kronecker é não nula. Então X(Σ) é uma superfície-TR se, e somente se,

existem funções holomorfas f ,g : U ⊂ C→ C, onde U é um aberto simplesmente conexo

e g′ 6= 0, tal que X(Σ) é parametrizado localmente por

X =
e〈1, f 〉

2|g′|2
(T g′ f̄ ′−2g〈g′,g f ′〉,−2〈g′,g f ′〉)+ e〈1, f 〉

(2g,2−T )
T

, (2-11)

com a aplicação normal de Gauss N dada por (2-1). Com a condição de regularidade

(2-5) dada por

T 4〈ξ, f ′2−ξ〉+4T 2| f ′|2|g′|2 +16|g′|4 6= 0,

onde ξ é dado por (2-10), além disso, os coeficientes da primeira e segunda formas

fundamentais de X tem expressões

E = 〈X,1,X,1〉=
T 2h2

4|g′|2

(
(〈1, f ′〉2−〈1,ξ〉)2 + 〈i,ξ− f ′2

2
〉2
)

+2h2(〈1, f ′〉2−〈1,ξ〉)+ 4h2|g′|2

T 2 ,

F = 〈X,1,X,2〉=
(

T 2h2| f ′|2

4|g′|2
+2h2

)
〈i,ξ− f ′2

2
〉, (2-12)

G = 〈X,2,X,2〉=
T 2h2

4|g′|2

(
(〈1, i f ′〉2 + 〈1,ξ〉)2 + 〈i,ξ− f ′2

2
〉2
)
,

+2h2(〈1, i f ′〉2 + 〈1,ξ〉)+ 4h2|g′|2

T 2

e = 〈X,1,N,1〉= h(〈1, f ′〉2−〈1,ξ〉)+ 4h|g′|2

T 2 ,

f = 〈X,1,N,2〉= h〈i,ξ− f ′2

2
〉, (2-13)

g = 〈X,2,N,2〉= h(〈1, i f ′〉2 + 〈1,ξ〉)+ 4h|g′|2

T 2 .

Prova. Pela hipóteses Σ é uma superfície de Riemann, isto é , existe uma função holomorfa
g : C→ C∞ e g′ 6= 0 tal que N : U ⊂ R3 → S2 dada por N(u) = (π−1 ◦ g)(u) e π−1 é a
inversa da projeção estereográfica. Dessa maneira, temos (2-1) e pelo Teorema 1.9 temos
que X é parametrizada localmente por (2-3). Usando (2-6) e (2-7) temos
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4h
L11

+2h =
−2H

K

⇔ h4h
L11

+2h2 =
−2Hh

K

⇔ h4h−|∇h|2 + |∇h|2

L11
+2h2 =

−2Hh
K

⇔ h4h−|∇h|2

L11
+
|∇h|2

L11
+h2 +h2 =

−2Hh
K

⇔ h4h−|∇h|2

L11
+Λ+ψ

2 =
−2H〈X ,N〉

K

⇔
(
−h4h−|∇h|2

2ΨL11

)
− Λ

2Ψ
−Ψ

2
=

H
K
.

Portanto X(Σ) é uma superfície-TR se, e somente se

h4h−|∇h|2 = 0. (2-14)

Seja h uma solução de (2-14), sem perda de generalidade podemos assumir que
h = eϕ onde ϕ : Σ→ R é uma função diferenciável, neste caso temos,

h,1 = eϕ
ϕ,1 e h,2 = eϕ

ϕ,2

h,11 = eϕ(ϕ2
,1 +ϕ,11) e h,22 = eϕ(ϕ2

,2 +ϕ,22).

Usando os resultados anteriores e (2-14), obtemos que 4ϕ = 0. Pelo Teorema 1.4 ϕ é a
parte real de uma função holomorfa, tal que ϕ = 〈1, f 〉, portanto h = e〈1, f 〉.
Considerando Lii = 〈N,i,N,i〉,1≤ i≤ 2 e T = 1+ |g|2, temos T,1 = 2〈g,g′〉 e T,2 = 2〈g, ig′〉,
e usando as propriedades das funções holomorfas dadas na Proposição 1.5, obtemos,

N,1 =
(2g,1,−T,1)T −T,1(2g,2−T )

T 2

=
1

T 2 [T (2g,1,−2〈g,g′〉)−2〈g′,g〉(2g,2−T )]

=
2

T 2 (T g,1−2g〈g′,g〉,−T 〈g,1,g〉−2〈g′,g〉+T 〈g,1,g〉)

=
2

T 2 (T g,1−2g〈g′,g〉,−2〈g′,g〉).
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〈N,1,N,1〉= 〈
2

T 2 (T g,1−2g〈g′,g〉,−2〈g′,g〉, 2
T 2 (T g,1−2g〈g′,g〉,−2〈g′,g〉〉

=
4

T 4 (T
2〈g,1,g,1〉−4T 〈g,g,1〉〈g,g′〉+4〈g,g〉〈g′,g〉2 +4〈g,g′〉2)

=
4

T 4 (T
2〈g,1,g,1〉−4T 〈g,g,1〉〈g,g′〉+4T 〈g,g′〉2)

=
4

T 4 T 2〈g′,g′〉= 4|g′|2

T 2 ,

onde usamos a fato de que g′ = g,1, uma vez que g é holomorfa. Analogamente temos

N,2 =
(2g,2,−T,2)T −T,2(2g,2−T )

T 2

=
1

T 2 [T (2g,2,−2t〈g, ig′〉)−2〈g, ig′〉(2g,2−T )]

=
2

T 2 (T g,2−2g〈g, ig′〉,−T 〈g, ig′〉−2〈g, ig′〉+T 〈g, ig′〉)

=
2

T 2 (T g,2−2g〈g, ig′〉,−2〈g, ig′〉).

〈N,2,N,2〉= 〈
2

T 2 (T g,2−2g〈g, ig′〉,−2〈g, ig′〉), 2
T 2 (T g,2−2g〈g, ig′〉,−2〈g, ig′〉)〉

=
4

T 4 (T
2〈g,2,g,2〉−4T 〈g,g,2〉〈g, ig′〉+4〈g,g〉〈g, ig′〉2 +4〈g, ig′〉2)

=
4

T 4 (T
2〈g,2,g,2〉−4T 〈g,g,2〉〈g, ig′〉+4T 〈g, ig′〉2)

=
4

T 4 T 2〈ig′, ig′〉= 4|g′|2

T 2 ,

onde usamos a igualdade ig′ = g,2, já que g é holomorfa. Finalmente temos

〈N,1,N,2〉= 〈
2

T 2 (T g,1−2g〈g′,g〉,−2〈g′,g〉), 2
T 2 (T g,2−2g〈g, ig′〉,−2〈g, ig′〉)〉

=
4

T 4 (T
2〈g,1,g,2〉−2T 〈g,g,1〉〈g, ig′〉−2T 〈g,g,2〉〈g,g′〉

+4〈g,g〉〈g,g′〉〈g, ig′〉+4〈g,g′〉〈g, ig′〉)

=
4

T 4 (T
2〈g,1,g,2〉−4T 〈g,g′〉〈g,g,2〉+4T 〈g,g′〉〈g,g,2〉)

=
4

T 4 (T
2〈g,1,g,2〉) =

4
T 2 〈g,1,g,2〉= 0.

Assim, ficamos com

Li j =
4|g′|2

T 2 δi j, T = 1+ |g|2, 1≤ i≤ 2.
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Logo, podemos escrever (2-3) como

X(u) =
2

∑
j=1

h, j
L j j

N, j +hN =
1

L11
[h,1N,1 +h,2N,2]+hN

=
T 2

4|g′|2

[
e〈1, f 〉〈1, f ′〉 2

T 2 (T g,1−2g〈g′,g〉,−2〈g′,g〉)
]

+
T 2

4|g′|2

[
e〈1, f 〉〈1, i f ′〉 2

T 2 (T g,2−2g〈g, ig′〉,−2〈g, ig′〉)
]

+ e〈1, f 〉
(2g,2−T )

T

=
e〈1, f 〉

2|g′|2
[
〈1, f ′〉(T g′−2g〈g′,g〉,−2〈g,g′〉)

]
+

e〈1, f 〉

2|g′|2
[
〈1, i f ′〉(Tig′−2g〈ig′,g〉,−2〈g, ig′〉)

]
+ e〈1, f 〉

(2g,2−T )
T

=
e〈1, f 〉

2|g′|2
[(T g′〈1, f ′〉−2g〈1, f ′〉〈g′,g〉,−2〈1, f ′〉〈g,g′〉)

+(T g′i〈1, i f ′〉−2g〈1, i f ′〉〈ig′,g〉,−2〈1, i f ′〉〈g, ig′〉)]+ e〈1, f 〉
(2g,2−T )

T

=
e〈1, f 〉

2|g′|2
[(T g′(〈1, f ′〉+ i〈1, i f ′〉)−2g(〈1, f ′〉〈g′,g〉+ 〈1, i f ′〉〈ig′,g〉),

−2(〈1, f ′〉〈g,g′〉+ 〈1, i f ′〉〈g, ig′〉))]+ e〈1, f 〉
(2g,2−T )

T

=
e〈1, f 〉

2|g′|2
(T g′ f̄ ′−2g〈g′,g f ′〉,−2〈g′,g f ′〉)+ e〈1, f 〉

(2g,2−T )
T

.

Para obtermos os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais, usamos (2-8).
Logo,

E = 〈X,1,X,1〉= 〈V11N,1 +V12N,2,V11N,1 +V12N,2〉=V 2
11L11 +V 2

12L22

=

[(
T 2h

4|g′|2
(〈1, f ′〉2−〈1,ξ〉)+h

)2

+

(
T 2h

4|g′|2
〈i,ξ− f ′2

2
〉
)2
]

4|g′|2

T 2

=

[
T 4h2

16|g′|4
(〈1, f ′〉2−〈1,ξ〉)2 +

T 2h2

2|g′|2
(〈1, f ′〉2−〈1,ξ〉)+h2

]
4|g′|2

T 2

+

[
T 4h2

16|g′|4
〈i,ξ− f ′2

2
〉2
]

4|g′|2

T 2

=
T 2h2

4|g′|2

(
(〈1, f ′〉2−〈1,ξ〉)2 + 〈i,ξ− f ′2

2
〉2
)
+2h2(〈1, f ′〉2−〈1,ξ〉)

+
4h2|g′|2

T 2 ,
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F = 〈X,1,X,2〉= 〈V11N,1 +V12N,2,V21N,1 +V22N,2〉

=V11V21L11 +V12V22L22

=

[(
T 2h

4|g′|2
(〈1, f ′〉2−〈1,ξ〉)+h

)(
T 2h

4|g′|2
〈i,ξ− f ′2

2
〉
)]

4|g′|2

T 2

+

[(
T 2h

4|g′|2
(〈1, i f ′〉2 + 〈1,ξ〉)+h

)(
T 2h

4|g′|2
〈i,ξ− f ′2

2
〉
)]

4|g′|2

T 2

=

(
T 4h2

16|g′|4
(〈1, f ′〉2−〈1,ξ〉)〈i,ξ− f ′2

2
〉+ T 2h2

4|g′|2
〈i,ξ− f ′2

2
〉
)

4|g′|2

T 2

+

(
T 4h2

16|g′|4
(〈1, i f ′〉2 + 〈1,ξ〉)〈i,ξ− f ′2

2
〉+ T 2h2

4|g′|2
〈i,ξ− f ′2

2
〉
)

4|g′|2

T 2

=

(
T 4h2| f ′|2

16|g′|4
〈i,ξ− f ′2

2
〉+ T 2h2

2|g′|2
〈i,ξ− f ′2

2
〉
)

4|g′|2

T 2

=

(
T 2h2| f ′|2

4|g′|2
+2h2

)
〈i,ξ− f ′2

2
〉,

G = 〈X,2,X,2〉= 〈V21N,1 +V22N,2,V21N,1 +V22N,2〉=V 2
21L11 +V 2

22L22

=

[(
T 2h

4|g′|2
〈i,ξ− f ′2

2
〉
)2

+

(
T 2h

4|g′|2
(〈1, i f ′〉2 + 〈1,ξ〉)+h

)2
]

4|g′|2

T 2

=

[
T 4h2

16|g′|4
〈i,ξ− f ′2

2
〉2
]

4|g′|2

T 2

+

[
T 4h2

16|g′|4
(〈1, i f ′〉2 + 〈1,ξ〉)2 +

T 2h2

2|g′|2
(〈1, i f ′〉2 + 〈1,ξ〉)+h2

]
4|g′|2

T 2

=
T 2h2

4|g′|2

(
(〈1, i f ′〉2 + 〈1,ξ〉)2 + 〈i,ξ− f ′2

2
〉2
)
+2h2(〈1, i f ′〉2 + 〈1,ξ〉)

+
4h2|g′|2

T 2 ,

e = 〈X,1,N,1〉= 〈V11N,1 +V12N,2,N,1〉=V11L11

=

[
T 2h

4|g′|2
(〈1, f ′〉2−〈1,ξ〉)+h

]
4|g′|2

T 2

= h(〈1, f ′〉2−〈1,ξ〉)+ 4h|g′|2

T 2 ,

f = 〈X,1,N,2〉= 〈V11N,1 +V12N,2,N,2〉=V12L22

=

(
T 2h

4|g′|2
〈i,ξ− f ′2

2
〉
)

4|g′|2

T 2

= h〈i,ξ− f ′2

2
〉,
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g = 〈X,2,N,2〉= 〈V21N,1 +V22N,2,N,2〉=V22L22

=

(
T 2h

4|g′|2
(〈1, i f ′〉2 + 〈1,ξ〉)+h

)
4|g′|2

T 2

= h(〈1, i f ′〉2 + 〈1,ξ〉)+ 4h|g′|2

T 2 .

�

Exemplo 2.1 Uma esfera de centro na origem e raio r > 0 é uma superfície-TR. De

fato, usando o Teorema 2.5 e tomando h(u) = r, pelas equações (2-3) e (2-14) segue o

resultado.

Corolário 2.6 Uma superfície-TR está parametrizada por linhas de curvatura se, e

somente se, 〈i,ξ− f ′2
2 〉= 0, onde ξ é dado por (2-10).

Prova. Seja Σ uma superfície-TR então Σ está parametrizada por linhas de curvatura
se, e somente se, F = f = 0. Portanto, das equações (2-12) e (2-13) segue que Σ está
parametrizada por linhas de curvatura se, e somente se, 〈i,ξ− f ′2

2 〉= 0. �

Corolário 2.7 Uma superfície-TR Σ está parametrizada por linhas de curvatura se, e

somente se, existem constantes c1, c2 ∈ R e z1 ∈ C tais que
i
(

f ′′+
f ′2

2

)
− i

f ′g′′

g′
=−z1g+ ic1,

g
(

i
(

f ′′+
f ′2

2

)
− i

f ′g′′

g′
+2i

f ′g′

g

)
= ic2g+ z1.

onde f ,g são os dados holomorfos da superfície Σ.

Prova. Seja Σ uma superfície-TR, pelo Corolário anterior, Σ está parametrizada por linhas
de curvatura se, e somente se,

〈
i,ξ− f ′2

2

〉
= 0. Por outro lado, usando as propriedade da
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Proposição 1.5, obtemos〈
i,ξ− f ′2

2

〉
= 0⇔

〈
i, f ′

(
g′′

g′
− 2

T
g′g
)
− f ′′− f ′2

2

〉
= 0

⇔
〈

i,
f ′g′′

g′

〉
− 2

T
〈i, f ′g′g〉−

〈
i, f ′′+

f ′2

2

〉
= 0

⇔ T
〈

i,
f ′g′′

g′

〉
−2〈i, f ′g′g〉−T

〈
i, f ′′+

f ′2

2

〉
= 0

⇔−T
〈

1, i
f ′g′′

g′

〉
−2〈ig, f ′g′〉+T

〈
1, i
(

f ′′+
f ′2

2

)〉
= 0

⇔−T
〈

1, i
f ′g′′

g′

〉
−2|g|2

〈
i,

f ′g′

g

〉
+T

〈
1, i
(

f ′′+
f ′2

2

)〉
= 0

⇔
〈

1, i
(

f ′′+
f ′2

2

)
− i

f ′g′′

g′

〉
+ |g|2

[〈
1,−i

f ′g′′

g′

〉
+2
〈

1, i
f ′g′

g

〉
+

〈
1, i
(

f ′′+
f ′2

2

)〉]
= 0

⇔
〈

1, i
(

f ′′+
f ′2

2

)
− i

f ′g′′

g′

〉
+ |g|2

〈
1, i
(

f ′′+
f ′2

2

)
− i

f ′g′′

g′
+2i

f ′g′

g

〉
= 0

⇔
〈

1, i
(

f ′′+
f ′2

2

)
− i

f ′g′′

g′

〉
+

〈
g,g
(

i
(

f ′′+
f ′2

2

)
− i

f ′g′′

g′
+2i

f ′g′

g

)〉
= 0.

Desse modo, o resultado segue pela Proposição 1.7. �

Teorema 2.8 Seja Σ uma superfície-TR compacta e conexa então Σ é uma esfera.

Prova. Seja Σ um compacto então existe uma esfera E com centro na origem e raio r > 0,
tal que Σ está contida na bola fechada de centro na origem e raio r, B[0,r] e seja p∈ (E∩Σ)

tal que TpE = TpΣ. Seja h : Σ→R, onde h é a função suporte de Σ, então h(p) = r. Além
disso, temos que h(q)≤ |q|, para todo q ∈ Σ. Então

h(q)≤ |q| ≤ r, para todo q ∈ Σ.

Σ é uma superfície-TR, logo pelo Teorema 2.5 e (2-3) pode ser parametrizada localmente
em torno de p tal que a função suporte h : U ⊂ R2 → R, dada por h(u) = eµ(u), u ∈U ,
existe u0 ∈U , tal que X(u0) = p, como µ é harmônica então

eµ(u) ≤ r⇒ µ(u)≤ ln(r)

Além disso h(p) = r, então eµ(u0) = r, logo µ(u0) = ln(r) assim µ(u)≤µ(u0). Como µ é
harmônica aplicando principio do máximo, µ(u) = ln(r) em U ,logo h(u) = r em U , pela
compacidade e conexidade de Σ temos h(q) = r, para todo q ∈ Σ, portanto Σ é uma esfera
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com centro na origem e raio r. �

Os seguintes são exemplos de superfícies-TR para algunas funções holomorfas
f e g com z = u1 + iu2 ∈ C, usando (2-11) temos

Figura 2.1: f (z) = g(z) = z

Figura 2.2: f (z) = z2, g(z) = z
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Figura 2.3: f (z) = z, g(z) = z2

O teorema a seguir classifica as superfícies-TR de rotação.

Teorema 2.9 Seja Σ uma superfície-TR conexa. Então Σ é de rotação se, e somente se,

existem constantes a,b ∈ R, tais que Σ pode ser localmente parametrizada por

Xab(u1,u2) = (M(u1)cos(u2),M(u1)sin(u2),N(u1)) ,

M(u1) = eau1+b
[

a(1− e2u1)

2
+

2eu1

1+ e2u1

]
e

N(u1) = eau1+b
[

1− e2u1

1+ e2u1
−aeu1

]
Prova. Do Teorema 2.5 temos que Σ é localmente parametrizada por

X =
e〈1, f 〉

2|g′|
(T g′ f̄ ′−2g〈g′,g f ′〉,−2〈g′,g f ′〉)+ e〈1, f 〉

(2g,2−T )
T

,

com aplicação normal de Gauss N = (2g,2−T )
T , T = 1+ |g|2 e onde f ,g são funções holo-

morfas. Além disso, pelo Lema 2.2 temos que Σ é de rotação se, e somente se, g(w) = w

e h(w) = J(|w|2), w ∈ C, para alguma função diferenciável J.

Fazendo a mudança de parâmetros

w = ez, e z = u1 + iu2 ∈ C,

obtemos g(z) = ez e h(z) = J(e2u1). Consequentemente, h,2= 0, lembrando que h = e〈1, f 〉

e h,2= e〈1, f 〉〈1, i f ′〉 = 0. Logo 〈1, i f ′〉 = 0, mas 〈1, i f ′〉 = 〈1, f 〉,2= 0 e assim pelas
equações de Cauchy-Riemann, 〈i, f 〉,1= 0. Por outro lado, a parte real de uma função
holomorfa é harmônica

〈1, f 〉,11+〈1, f 〉,22= 0.
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Como 〈1, f 〉,2= 0, então 〈1, f 〉,22= 0. Temos 〈1, f 〉,11= 0, logo, 〈1, f 〉,1= a com a ∈ R,
o que mostra que 〈1, f 〉= au1 +b, a,b ∈ R.

Dessa forma, temos

f (z) = az+ z0, g(z) = ez, h(z) = eau1+b, z = u1 + iu2,z0 = b+ ic ∈ C.

De modo que f ′(z) = a, g′(z) = g(z) e T = 1+ |g|2 = 1+ |eu1(cosu2+ isenu2)|2 = 1+e2u1 .
Nestas condições temos que

X =
e〈1, f 〉

2|g′|
(T g′ f̄ ′−2g〈g′,g f ′〉,−2〈g′,g f ′〉)+ e〈1, f 〉

(2g,2−T )
T

=
eau1+b

2eu1

(
(1+ e2u1)eza−2ez〈ez,eza〉,−2〈ez,eza〉

)
+ eau1+b

(
2ez

1+ e2u1
,
1− e2u1

1+ e2u1

)
=

eau1+b

2eu1

(
(a+ae2u1)ez−2ae2u1ez,−2ae2u1

)
+ eau1+b

(
2ez

1+ e2u1
,
1− e2u1

1+ e2u1

)
=

eau1+b

2eu1

(
(a−ae2u1)ez,−2ae2u1

)
+ eau1+b

(
2ez

1+ e2u1
,
1− e2u1

1+ e2u1

)
= eau1+b

(
aez(e−u1− eu1)

2
,−aeu1

)
+ eau1+b

(
2ez

1+ e2u1
,
1− e2u1

1+ e2u1

)
= eau1+b

((
a(e−u1− eu1)

2
+

2
1+ e2u1

)
ez,

1− e2u1

1+ e2u1
−aeu1

)
= eau1+b

((
a(1− e2u1)

2
+

2eu1

1+ e2u1

)
(cos(u2)+ isin(u2)),

1− e2u1

1+ e2u1
−aeu1

)
.

Portanto, Σ pode ser parametrizada localmente por

Xab(u1,u2) = (M(u1)cos(u2),M(u1)sin(u2),N(u1)) ,

M(u1) = eau1+b
[

a(1− e2u1)

2
+

2eu1

1+ e2u1

]
e

N(u1) = eau1+b
[

1− e2u1

1+ e2u1
−aeu1

]
.

�

Usando os coeficientes da primeira forma fundamental do Teorema 2.5, temos

EG−F2 =
(ae2u1(e2u1−4)−a)2(ae4u1(a+1)+2e2u1(a2 +2)+a(a−1))2

16(e2u1+1)4e−4u1(a−1)−4b
.

Deste modo, Xab é regular se, e somente se, a = 0. Se a 6= 0 a expressão anterior anula-se
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para

u1 =



1
2 ln(2+

√
4+a2

a ) se a > 0.

1
2 ln(2−

√
4+a2

a ) se a < 0.

1
2 ln(−(2+a2)+

√
4+5a2

a2+a ) se 0 < a < 1.

1
2 ln(−(2+a2)−

√
4+5a2

a2+a ) se −1 < a < 0.

As seguintes figuras são exemplos de superfícies-TR de rotação, consideramos o caso em
que b = 0.

Figura 2.4: a =−1

Figura 2.5: a = 0

Figura 2.6: a = 1
2



CAPÍTULO 3
Superfícies de tipo Ribaucour generalizadas

Neste capítulo, introduzimos uma classe de superfícies chamadas de superfícies
de tipo Ribaucour generalizada e a denominamos por superfícies-TRG, mostramos uma
parametrização local desta classe de superfícies e caracterizamos o caso em que tais
superfícies são de rotação.

Definição 3.1 Seja Σ uma superfície com aplicação de Gauss N. Existe uma aplicação

harmônica µ com respeito a terceira forma fundamental e uma função C : R → R
tal que para todo p ∈ Σ a esfera com centro p +

(
H

C(µ)K + Ψ(2−C(µ))
2C(µ)

)
N(p) e raio(

H
C(µ)K + Ψ(2−C(µ))

2C(µ)

)
, tangencia uma esfera fixa e é chamada de Superfície de tipo

Ribaucour generalizada ou abreviadamente Superfície-TRG e satisfaz a seguinte relação

de Weingarten generalizada

H
K

=C(µ)
(
−Λ

2Ψ
+

Ψ

2

)
−Ψ. (3-1)

Observação 3.1 Exibimos casos particulares das superfícies-TRG para diferentes valo-

res de C.

1. Se C(t) = 0 então
H
K

=C(t)
(
−Λ

2Ψ
+

Ψ

2

)
−Ψ =−Ψ

H +ΨK = 0.

São as superfícies de Appell associadas a transformações na esfera que preservam

área, estudadas por Ferreira e Roitman em [11].

2. Se C(t) = 1 então

H
K

=C(t)
(
−Λ

2Ψ
+

Ψ

2

)
−Ψ =

−Λ

2Ψ
+

Ψ

2
−Ψ =− Λ

2Ψ
−Ψ

2
.

São superficies -TR dadas na Definição 2.3.

Lema 3.2 Considere funções holomorfas g : C→ C∞ e f : Σ→ C, com g′ 6= 0, onde Σ é

uma superfície de Riemann. Tomando os parâmetros locais z = u1 + iu2 ∈ Σ e µ = 〈1, f 〉
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tal que h = `(µ), a matriz

Vi j =
1

L j j

(
h,i j−

2

∑
k=1

h,kΓ
k
i j +hLi jδi j

)
, 1≤ i, j ≤ 2.

Usando a métrica dada por (2-2), temos

V11 =
T 2

4|g′|2
[`′′(µ)〈1, f ′〉2− `′(µ)〈1,ξ〉]+ `(µ),

V12 =V21 =
T 2

4|g′|2

[
`′′(µ)

〈
1,

i f ′2

2

〉
+ `′(µ)〈i,ξ〉

]
,

V22 =
T 2

4|g′|2
[`′′(µ)〈1, i f ′〉2 + `′(µ)〈1,ξ〉]+ `(µ).

Aqui ξ é dada por (2-10), mais ainda,

trV =
`′′(µ)| f ′|2T 2

4|g′|2
+2`(µ).

Prova. Seja h = `(µ) = `(〈1, f 〉), as derivadas de h são dadas por:

h,1 = `′(µ)〈1, f ′〉

h,11 = `′′(µ)〈1, f ′〉2 + `′(µ)〈1, f ′′〉

h,2 = `′(µ)〈1, i f ′〉

h,22 = `′′(µ)〈1, i f ′〉2− `′(µ)〈1, f ′′〉

h,12 = `′′(µ)〈1, i f ′〉〈1, f ′〉+ `′(µ)〈1, i f ′′〉.

Usando os símbolos de Christoffel encontrados no Lema 2.4, podemos inferir que

Γ
1
11 =

T 〈g′,g′′〉−2|g′|2〈g,g′〉
T |g′|2

,

Γ
2
22 =

T 〈g′, ig′′〉−2|g′|2〈g, ig′〉
T |g′|2

,

Γ
2
11 =

2|g′|2〈g, ig′〉−T 〈g′, ig′′〉
T |g′|2

,

Γ
1
22 =

2|g′|2〈g,g′〉−T 〈g′,g′′〉
T |g′|2

.
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Usando as expressões anteriores e a Proposição 1.5 temos

2

∑
k=1

Γ
k
11h,k = Γ

1
11h,1 +Γ

2
11h,2

= `′(µ)〈1, f ′〉
[

T 〈g′,g′′〉−2|g′|2〈g,g′〉
T |g′|2

]
− `′(µ)〈i, f ′〉

[
2|g′|2〈g, ig′〉−T 〈g′, ig′′〉

T |g′|2

]
= `′(µ)

〈
〈1, f ′〉+ i〈i, f ′〉, 〈g

′,g′′〉
|g′|2

− 2
T
〈g,g′〉+ i

(
〈g′, ig′′〉
|g′|2

− 2
T
〈g, ig′〉

)〉
= `′(µ)

〈
f ′,
〈g′,g′′〉
|g′|2

+ i
〈g′, ig′′〉
|g′|2

− 2
T
(〈g,g′〉+ i〈g, ig′〉)

〉
= `′(µ)

〈
f ′,

ḡ′′g′

|g′|2
− 2

T
ḡ′g
〉
= `′(µ)

〈
f ′,
(

g′′

g′

)
− 2

T
g′g

〉

= `′(µ)
〈

f ′,
g′′

g′
− 2

T
gg′
〉
= `′(µ)

〈
1, f ′

(
g′′

g′
− 2

T
g′g
)〉

= `′(µ)〈1,ξ+ f ′′〉,

onde ξ = f ′
(

g′′
g′ −

2
T g′g

)
− f ′′. Analogamente, sabendo que Γ1

21 = Γ2
22,Γ

2
12 = Γ1

11, obte-
mos

2

∑
k=1

Γ
k
22h,k =−`′(µ)〈1,ξ+ f ′′〉,

e
2

∑
k=1

Γ
k
12h,k =−`′(µ)〈i,ξ+ f ′′〉.

Então, podemos escrever

V11 =
1

L11

(
h,11−

2

∑
k=1

Γ
k
11h,k +hL11

)

=
T 2

4|g′|2
[`′′(µ)〈1, f ′〉2 + `′(µ)〈1, f ′′〉− `′(µ)〈1,ξ+ f ′′〉]+ `(µ)

=
T 2

4|g′|2
[`′′(µ)〈1, f ′〉2 + `′(µ)[〈1, f ′′〉−〈1,ξ+ f ′′〉]]+ `(µ)

=
T 2

4|g′|2
[`′′(µ)〈1, f ′〉2− `′(µ)〈1,ξ〉]+ `(µ)
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V22 =
1

L22

(
h,22−

2

∑
k=1

Γ
k
22h,k +hL22

)

=
T 2

4|g′|2
[`′′(µ)〈1, i f ′〉2− `′(µ)〈1, f ′′〉− (−`′(µ)〈1,ξ+ f ′′〉]+ `(µ)

=
T 2

4|g′|2
[`′′(µ)〈1, i f ′〉2 + `′(µ)[−〈1, f ′′〉+ 〈1,ξ+ f ′′〉]]+ `(µ)

=
T 2

4|g′|2
[`′′(µ)〈1, i f ′〉2 + `′(µ)〈1,ξ〉]+ `(µ)

V12 =
1

L22

(
h,12−

2

∑
k=1

Γ
k
12h,k

)

=
T 2

4|g′|2
[`′′(µ)〈1, i f ′〉〈1, f ′〉+ `′(µ)〈1, i f ′′〉− (−`′(µ)〈i,ξ+ f ′′〉)]

=
T 2

4|g′|2
[`′′(µ)〈1, i f ′〉〈1, f ′〉+ `′(µ)[−〈i, f ′′〉+ 〈i,ξ+ f ′′〉]]

=
T 2

4|g′|2
[`′′(µ)〈1, i f ′〉〈1, f ′〉+ `′(µ)〈i,ξ〉]

=
T 2

4|g′|2

[
`′′(µ)

〈
1,

i f ′2

2

〉
+ `′(µ)〈i,ξ〉

]
.

Dessa maneira,

trV =V11 +V22

=
T 2

4|g′|2
[`′′(µ)〈1, f ′〉2− `′(µ)〈1,ξ〉]+ `(µ)+

T 2

4|g′|2
[`′′(µ)〈1, i f ′〉2 + `′(µ)〈1,ξ〉]+ `(µ)

=
T 2

4|g′|2
[`′′(µ)(〈1, f ′〉2 + 〈1, i f ′〉2)]+2`(µ)

portanto,

trV =
`′′(µ)| f ′|2T 2

4|g′|2
+2`(µ).

�

Teorema 3.3 Sejam X é dada por (2-3), C : R→ R e µ : R2 → R, µ harmônica com

respeito a terceira forma fundamental então X é uma superfície-TRG se, e somente se,

h4Lh−C(µ)|∇Lh|2 = 0. (3-2)

Prova. Usando a equação (2-6) temos

H
K

=−1
2
(4Lh+2h). (3-3)
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Usando (3-1) e (3-3), obtemos a seguinte equivalência

−1
2
(4Lh+2h) =C(µ)

(
−Λ

2Ψ
+

Ψ

2

)
−Ψ =

C(µ)
2Ψ

(−Λ+Ψ
2)−Ψ

⇔4Lh+2h =−C(µ)
Ψ

(−Λ+Ψ
2)+2Ψ,

lembrando que h = Ψ, chegamos em

h4Lh =C(µ)(Λ−Ψ
2),

por (2-7) obtemos
h4Lh =C(µ)(|∇Lh|2 +Ψ

2−Ψ
2),

logo h4Lh−C(µ)|∇Lh|2 = 0. �

O seguinte teorema permite obter uma classe de superficies-TRG.

Teorema 3.4 Seja Σ uma superfície de Riemann e X : Σ→ R3 uma imersão tal que a

curvatura Gauss-kronecker é não-nula. Sejam ` : R→ R e µ = 〈1, f 〉, com f uma função

holomorfa e h = `(µ). Então X é dada por (2-3) e é uma superfície-TRG com C = ``′′

(`′)2 ,

onde `′ 6= 0. Além disso, seja g uma função holomorfa e g′ 6= 0, então X(Σ) é localmente

parametrizada por

X =
`′(µ)
2|g′|2

(T g′ f̄ ′−2g〈g′,g f ′〉,−2〈g′,g f ′〉)+ `(µ)
(2g,2−T )

T
, (3-4)

com T = 1+ |g|2.

Prova. Seja h(µ) = `(µ) onde ` uma função real e µ = 〈1, f 〉, neste caso temos,

h,1 = `′(µ)µ,1 e h,2 = `′(µ)µ,2

h,11 = `′′(µ)(µ2
,1 +µ,11) e h,22 = `′′(µ)(µ2

,2 +µ,22).

Substituindo as derivadas acima em (3-2) temos a seguinte equivalência

`(µ)(`′′(µ)(µ2
,1 +µ2

,2)+ `′(µ)(µ,11 +µ,22))−C(µ)(`′2(µ)(µ2
,1 +µ2

,2)) = 0

⇔ `(µ)`′′(µ)|∇Lµ|2 =C(µ)`′2(µ)|∇Lµ|2.

Portanto
C(µ) =

`(µ)`′′(µ)
`′2(µ)

.
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Por outro lado, podemos escrever (2-3) como

X(u) =
2

∑
j=1

h, j
L j j

N, j +hN =
1

L11
[h,1N,1 +h,2N,2]+hN

=
T 2

4|g′|2

[
`′(〈1, f 〉)〈1, f ′〉 2

T 2 (T g,1−2g〈g′,g〉,−2〈g′,g〉)
]

+
T 2

4|g′|2

[
`′(〈1, f 〉)〈1, i f ′〉 2

T 2 (T g,2−2g〈g, ig′〉,−2〈g, ig′〉)
]

+ `(〈1, f 〉)(2g,2−T )
T

=
`′(〈1, f 〉)

2|g′|2
[
〈1, f ′〉(T g′−2g〈g′,g〉,−2〈g,g′〉)

]
+

`′(〈1, f 〉)
2|g′|2

[
〈1, i f ′〉(Tig′−2g〈ig′,g〉,−2〈g, ig′〉)

]
+ `(〈1, f 〉)(2g,2−T )

T

=
`′(〈1, f 〉)

2|g′|2
[(T g′〈1, f ′〉−2g〈1, f ′〉〈g′,g〉,−2〈1, f ′〉〈g,g′〉)

+(T g′i〈1, i f ′〉−2g〈1, i f ′〉〈ig′,g〉,−2〈1, i f ′〉〈g, ig′〉)]+ `(〈1, f 〉)(2g,2−T )
T

=
`′(〈1, f 〉)

2|g′|2
[(T g′(〈1, f ′〉+ i〈1, i f ′〉)−2g(〈1, f ′〉〈g′,g〉+ 〈1, i f ′〉〈ig′,g〉),

−2(〈1, f ′〉〈g,g′〉+ 〈1, i f ′〉〈g, ig′〉))]+ `(〈1, f 〉)(2g,2−T )
T

=
`′(〈1, f 〉)

2|g′|2
(T g′ f̄ ′−2g〈g′,g f ′〉,−2〈g′,g f ′〉)+ `(〈1, f 〉)(2g,2−T )

T
.

�

Observação 3.2 Os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais de X são

dados por:
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E = 〈X,1,X,1〉= 〈V11N,1 +V12N,2,V11N,1 +V12N,2〉

=V 2
11L11 +V 2

12L22 = (V 2
11 +V 2

12)L11

= [

(
T 2

4|g′|2
[`′′(µ)〈1, f ′〉2− `′(µ)〈1,ξ〉]+ `(µ)

)2

+

(
T 2

4|g′|2

[
`′′(µ)

〈
1,

i f ′2

2

〉
+ `′(µ)〈i,ξ〉

])2

]
4|g′|2

T 2

= [
T 4

16|g′|4
[`′′(µ)〈1, f ′〉2− `′(µ)〈1,ξ〉]2 + `T 2

2|g′|2
[`′′(µ)〈1, f ′〉2− `′(µ)〈1,ξ〉]+ `2(µ)

+
T 4

16|g′|4

[
`′′(µ)

〈
1,

i f ′2

2

〉
+ `′(µ)〈i,ξ〉

]2

]
4|g′|2

T 2

= [
T 4

16|g′|4
[`′′2(µ)〈1, f ′〉4−2`′′`′〈1, f ′〉2〈1,ξ〉+ `′2(µ)〈1,ξ〉2]

+
T 4

16|g′|4

[
`′′2(µ)

〈
1,

i f ′2

2

〉2

+2`′′`′
〈

1,
i f ′

2

〉
〈i,ξ〉+ `′2(µ)〈i,ξ〉2

]

+
`T 2

2|g′|2
[`′′(µ)〈1, f ′〉2− `′(µ)〈1,ξ〉]+ `2(µ)]

4|g′|2

T 2

= [
T 4

16|g′|4
[`′′2(µ)

(
〈1, f ′〉4 +

〈
1,

i f ′2

2

〉2
)
−2`′′`′

(
〈1, f ′〉2〈1,ξ〉−

〈
1,

i f ′

2

〉
〈i,ξ〉

)
+ `′2(µ)|ξ|2]+ `T 2

2|g′|2
[`′′(µ)〈1, f ′〉2− `′(µ)〈1,ξ〉]+ `2(µ)]

4|g′|2

T 2

=
T 2

4|g′|2
[`′′2(µ)

(
〈1, f ′〉4 +

〈
1,

i f ′2

2

〉2
)
−2`′′`′

(
〈1, f ′〉2〈1,ξ〉−

〈
1,

i f ′

2

〉
〈i,ξ〉

)
+ `′2(µ)|ξ|2]+2`[`′′(µ)〈1, f ′〉2− `′(µ)〈1,ξ〉]+ 4`2(µ)|g′|2

T 2 ,

F = 〈X,1,X,2〉= 〈V11N,1 +V12N,2,V21N,1 +V22N,2〉

=V11V21L11 +V12V22L22 = (V11 +V22)V12L11

=

[
T 2

4|g′|2
[`′′(µ)〈1, f ′〉2− `′(µ)〈1,ξ〉]+ `(µ)+

T 2

4|g′|2
[`′′(µ)〈1, i f ′〉2 + `′(µ)〈1,ξ〉]+ `(µ)

]
·
(

T 2

4|g′|2

[
`′′(µ)

〈
1,

i f ′2

2

〉
+ `′(µ)〈i,ξ〉

])
4|g′|2

T 2

=

[
T 2

4|g′|2
[`′′(µ)(〈1, f ′〉2 + 〈1, i f ′〉2)]+2`(µ)]

][
`′′(µ)

〈
1,

i f ′2

2

〉
+ `′(µ)〈i,ξ〉

]
=

[
`′′(µ)| f ′|2T 2

4|g′|2
+2`(µ)]

][
`′′(µ)

〈
1,

i f ′2

2

〉
+ `′(µ)〈i,ξ〉

]
,
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G = 〈X,2,X,2〉= 〈V21N,1 +V22N,2,V21N,1 +V22N,2〉=V 2
21L11 +V 2

22L22

=V 2
22L22 +V 2

21L11 = (V 2
22 +V 2

21)L11

= [

(
T 2

4|g′|2
[`′′(µ)〈1, i f ′〉2 + `′(µ)〈1,ξ〉]+ `(µ)

)2

+

(
T 2

4|g′|2

[
`′′(µ)

〈
1,

i f ′2

2

〉
+ `′(µ)〈i,ξ〉

])2

]
4|g′|2

T 2

= [
T 4

16|g′|4
[`′′(µ)〈1, i f ′〉2 + `′(µ)〈1,ξ〉]2 + `T 2

2|g′|2
[`′′(µ)〈1, f ′〉2− `′(µ)〈1,ξ〉]+ `2(µ)

+
T 4

16|g′|4

[
`′′(µ)

〈
1,

i f ′2

2

〉
+ `′(µ)〈i,ξ〉

]2

]
4|g′|2

T 2

= [
T 4

16|g′|4
[`′′2(µ)〈1, i f ′〉4 +2`′′`′〈1, i f ′〉2〈1,ξ〉+ `′2(µ)〈1,ξ〉2]

+
T 4

16|g′|4

[
`′′2(µ)

〈
1,

i f ′2

2

〉2

+2`′′`′
〈

1,
i f ′

2

〉
〈i,ξ〉+ `′2(µ)〈i,ξ〉2

]

+
`T 2

2|g′|2
[`′′(µ)〈1, i f ′〉2 + `′(µ)〈1,ξ〉]+ `2(µ)]

4|g′|2

T 2

= [
T 4

16|g′|4
[`′′2(µ)

(
〈1, i f ′〉4 +

〈
1,

i f ′2

2

〉2
)
+2`′′`′

(
〈1, i f ′〉2〈1,ξ〉+

〈
1,

i f ′2

2

〉
〈i,ξ〉

)
+ `′2(µ)|ξ|2]+ `T 2

2|g′|2
[`′′(µ)〈1, i f ′〉2 + `′(µ)〈1,ξ〉]+ `2(µ)]

4|g′|2

T 2

=
T 2

4|g′|2
[`′′2(µ)

(
〈1, i f ′〉4 +

〈
1,

i f ′2

2

〉2
)
+2`′′`′

(
〈1, i f ′〉2〈1,ξ〉+

〈
1,

i f ′2

2

〉
〈i,ξ〉

)
+ `′2(µ)|ξ|2]+2`[`′′(µ)〈1, i f ′〉2 + `′(µ)〈1,ξ〉]+ 4`2(µ)|g′|2

T 2 ,

e = 〈X,1,N,1〉= 〈V11N,1 +V12N,2,N,1〉=V11L11

=

[
T 2

4|g′|2
[`′′(µ)〈1, f ′〉2− `′(µ)〈1,ξ〉]+ `(µ)

]
4|g′|2

T 2

= `′′(µ)〈1, f ′〉2− `′(µ)〈1,ξ〉+ 4`(µ)|g′|2

T 2 ,

f = 〈X,1,N,2〉= 〈V11N,1 +V12N,2,N,2〉=V12L22

=

[
T 2

4|g′|2

[
`′′(µ)

〈
1,

i f ′2

2

〉
+ `′(µ)〈i,ξ〉

]]
4|g′|2

T 2

= `′′(µ)
〈

1,
i f ′2

2

〉
+ `′(µ)〈i,ξ〉,
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g = 〈X,2,N,2〉= 〈V21N,1 +V22N,2,N,2〉=V22L22

=

[
T 2

4|g′|2
[`′′(µ)〈1, i f ′〉2 + `′(µ)〈1,ξ〉]+ `(µ)

]
4|g′|2

T 2

= `′′(µ)〈1, i f ′〉2 + `′(µ)〈1,ξ〉+ 4`(µ)|g′|2

T 2 .

Os seguintes exemplos são superfícies-TRG para alguns funções holomorfas f e
g com z = u1 + iu2 ∈ C, usando (3-4) temos

Figura 3.1: `(t) = t2 + t +1, f (z) = g(z) = z

Figura 3.2: `(t) = cos(t), f (z) = g(z) = z = u1 + iu2
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Figura 3.3: `(t) = sinh(t), f (z) = g(z) = z = u1 + iu2

Figura 3.4: `(t) = t2 + t +1, f (z) = z2, g(z) = z

Figura 3.5: `(t) = cos(t), f (z) = z2, g(z) = z

Figura 3.6: `(t) = sinh(t), f (z) = z2, g(z) = z
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Figura 3.7: `(t) = t2 + t +1, f (z) = z, g(z) = z2

Figura 3.8: `(t) = cos(t), f (z) = z, g(z) = z2

Figura 3.9: `(t) = sinh(t), f (z) = z, g(z) = z2

O teorema a seguir classifica as superfícies-TRG de rotação dadas por (3-4).

Teorema 3.5 Seja Σ uma superfície-TRG dada por (3-4), conexa, onde ` uma função real

e µ = 〈1, f 〉. Então Σ é de rotação se, e somente se, existem constantes a,b ∈ R, tais que

Σ pode ser localmente parametrizada por

Xab(u1,u2) = (M(u1)cos(u2),M(u1)sin(u2),N(u1)) ,

M(u1) =
1

1+ e2u1

[
a`′(µ)(e−u1− e3u1)+4`(µ)eu1

2

]
e

N(u1) =
1

1+ e2u1

[
`(µ)(1− e2u1)−a`′(µ)(1+ e2u1)

]
.
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Prova. Do Teorema 3.4, temos que Σ é localmente parametrizada por

X =
`′(µ)
2|g′|2

(T g′ f̄ ′−2g〈g′,g f ′〉,−2〈g′,g f ′〉)+ `(µ)
(2g,2−T )

T
,

onde f ,g são funções holomorfas, ` não é constante e lembrando que h = `(µ), h,2=

`′(µ)〈1, i f ′〉= 0 e 〈1, i f ′〉= 0. As equações de Cauchy-Riemann (1-3) nos garantem que
f (z) = az+ z0, com z = u1 + iu2,z0 = b+ ic ∈ C, dessa forma, pelo Lema 2.2 temos que
Σ é de rotação se, e somente se,

g(z) = ez, h(z) = `(au1 +b),

de modo que f ′(z) = a, g′(z) = g(z) e T = 1+ e2u1 . Nestas condições,

X =
`′(µ)
2|g′|2

(T g′ f̄ ′−2g〈g′,g f ′〉,−2〈g′,g f ′〉)+ `(µ)
(2g,2−T )

T

=
`′(µ)
2eu1

(
(1+ e2u1)eza−2ez〈ez,eza〉,−2〈ez,eza〉

)
+ `(µ)

(
2ez

1+ e2u1
,
1− e2u1

1+ e2u1

)
=

`′(µ)
2e2u1

(
(a+ae2u1)ez−2ae2u1ez,−2ae2u1

)
+ `(µ)

(
2ez

1+ e2u1
,
1− e2u1

1+ e2u1

)
=

`′(µ)
2e2u1

(
(a−ae2u1)ez,−2ae2u1

)
+ `(µ)

(
2ez

1+ e2u1
,
1− e2u1

1+ e2u1

)
= `′(µ)

(
aez(e−2u1−1)

2
,−a

)
+ `(µ)

(
2ez

1+ e2u1
,
1− e2u1

1+ e2u1

)
=

(
`′(µ)aez(e−2u1−1)

2
,−`′(µ)a

)
+

(
2`(µ)ez

1+ e2u1
,
`(µ)(1− e2u1)

1+ e2u1

)
=

((
a`′(µ)(e−u1− eu1)

2
+

2`(µ)eu1

1+ e2u1

)
(cos(u2)+ isin(u2)),

`(µ)(1− e2u1)

1+ e2u1
−a`′(µ)

)
.

Portanto Σ pode ser parametrizada localmente por

Xab(u1,u2) = (M(u1)cos(u2),M(u1)sin(u2),N(u1)) ,

M(u1) =
1

1+ e2u1

[
a`′(µ)(e−u1− e3u1)+4`(µ)eu1

2

]
e

N(u1) =
1

1+ e2u1

[
`(µ)(1− e2u1)−a`′(µ)(1+ e2u1)

]
.

�

As seguintes figuras são exemplos de superfícies-TRG de rotação.
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Figura 3.10: `(t) = t2 + t +1, a = 1, b = 0

Figura 3.11: `(t) = t2 + t +1, a = 0, b = 1

Figura 3.12: `(t) = cos(t), a = 1, b = 0
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Figura 3.13: `(t) = cos(t), a = 0, b = 1

Figura 3.14: `(t) = sinh(t), a = 1, b = 0

Figura 3.15: `(t) = sinh(t), a = 0, b = 1



CAPÍTULO 4
Hipersuperfícies de tipo Ribaucour

Neste capítulo generalizaremos o conceito de superfícies-TR para o caso de
hipersuperfícies em Rn+1.

Definição 4.1 Dizemos que uma hipersuperfície orientável Σ⊂ Rn+1 é uma hipersuper-
fície de tipo Ribaucour ou por abreviação, uma hipersuperfície-TR, se a curvatura de

Gauss-Kronecker Hn 6= 0, a (n−1)-ésima curvatura média Hn−1, a função suporte ψ e a

função distância quadrática Λ satisfazem

Hn−1

Hn
= c
(
−Λ

nΨ
+

Ψ

n

)
−Ψ,

onde c é uma constante.

O enunciado e a prova do seguinte teorema é análogo ao Teorema 2.1.

Teorema 4.2 Seja Σ ⊂ Rn+1, uma hipersuperfície com curvatura Gauss-Kronecker não

nula. Então existe uma função diferenciável h : U ⊂ Rn+1 → R , tal que a aplicação

normal de Gauss é dada por

N(u) =
(2u,1−|u|2)

1+ |u|2
, u ∈U. (4-1)

Os coeficientes da III forma fundamental são

Li j =
4

(1+ |u|2)2 δi j, (4-2)

e Σ é localmente parametrizada por

X(u) =
n

∑
j=1

h(u), j
L j j

N(u), j +h(u)N(u). (4-3)

Neste caso, h(u) = 〈X(u),N(u)〉 é a função suporte. Além disso a matriz de Weingarten é

dada por W =V−1 onde

detV 6= 0. (4-4)
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As formas fundamentais I e II de X, em coordenadas locais, são dadas por :

I = 〈X,i,X, j〉=
n

∑
k=1

VikVjkLkk,

II = 〈X,i,N, j〉=Vi jL j j,

Além disso,

4Lh+nh =
−nHn−1

Hn
(4-5)

e

Λ = |∇Lh|2 +h2. (4-6)

Teorema 4.3 Seja Σ uma hipersuperfície orientável em Rn+1 parametrizada por (4-3)

com curvatura de Gauss-Kronecker Hn 6= 0. Então, Σ é hipersuperfície-TR se, e somente

se, existe uma função diferenciável h : U ⊂ Rn→ R satisfazendo

h4Lh− c|∇Lh|2 = 0,

onde c é uma constante e N é dado por (4-1)

Prova. Usando (4-3), (4-5) e (4-6) temos as seguintes equivalências,

4Lh+nh =
−nHn−1

Hn

⇔ h4Lh+nh2 =
−nhHn−1

Hn

⇔ h4Lh− c|∇Lh|2 + c|∇Lh|2 +nh2 =
−nhHn−1

Hn

⇔ h4Lh− c|∇Lh|2 + c(Λ−h2)+nh2 =
−nhHn−1

Hn

⇔ h4Lh− c|∇Lh|2 + cΛ+(n− c)h2 =
−nhHn−1

Hn

⇔−h4Lh− c|∇Lh|2

nh
− cΛ+(n− c)h2

nh
=

Hn−1

Hn

⇔−h4Lh− c|∇Lh|2

nh
+ c
(
−Λ

nh
+

h
n

)
−h =

Hn−1

Hn
,

onde c é uma constante e lembrando que h = Ψ. Portanto Σ é uma
hipersuperfície-TR se, e somente se,

h4Lh− c|∇Lh|2 = 0. (4-7)

�
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Outra classe importante de soluções da equação (4-7), são as soluções radiais.
Estas soluções dão origem à hipersuperfícies-TR de rotação.

Teorema 4.4 Seja Σ uma hipersuperfície-TR orientável em Rn+1, com curvatura de

Gauss-Kronecker K não nula e aplicação normal de Gauss dada por (4-1). Então Σ é

de rotação se, e somente se, a função h : U ⊂ Rn+1 → R é dada por uma das formas

abaixo:

1. Se a função h é constante então Σ é uma hiperesfera

2. Se a função h não é constante então

(a) c = 1 e n-par

h(u) = e
c1

 n−2
∑

k 6= n−2
2

(n−2
k )

2
2(k+1)−n |u|

2(k+1)−n+( n−2
n−2

2
) ln(|u|2)+k2

+k5,

onde c1 = ek4−k1 ,k1,k2,k4,k5 ∈ R e U = {u ∈ R;u 6= 0}.
(b) c = 1 e n-impar

h(u) = e
c1

[
n−2
∑

k=0
(n−2

k )
2

2(k+1)−n |u|
2(k+1)−n+k3

]
+k5,

onde c1 = ek4−k1,k1,k3,k4,k5 ∈ R e U = {u ∈ R;u 6= 0}.

(c) c 6= 1 e n-par

h(u)=

(1− c)

ek4

 n−2

∑
k 6= n−2

2

(
n−2

k

)
2

2(k+1)−n
|u|2(k+1)−n +

(
n−2
n−2

2

)
ln(|u|2)+ k2

+ k5

 1
1−c

,

onde k2,k4,k5 ∈ R e U = {u ∈ R;u 6= 0}
(d) c 6= 1 e n-impar

h(u) =

[
(1− c)

(
ek4

[
n−2

∑
k=0

(
n−2

k

)
2

2(k+1)−n
|u|2(k+1)−n + k3

]
+ k5

)] 1
1−c

,

onde k3,k4,k5 ∈ R e U = {u ∈ R;u 6= 0}.

Além disso, Σ pode ser parametrizada localmente por

X(u) = J′((1− t)u,−2t)+ J
(2u,1− t)

1+ t
,

com h(u) = J(t), t = |u|2.
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Prova. Como Σ é uma hipersuperfície-TR em Rn+1, pelo Teorema 4.3, existe uma função
diferenciável h harmônica na métrica L, tal que Σ é localmente parametrizada por (4-3).
Dessa forma, pelo Lema 2.2 temos que Σ é de rotação se, e somente se, h é solução radial
de

h4Lh− c|∇Lh|2 = 0,

onde h(u) = J(t), t = |u|2. Logo, podemos escrever o laplaciano de h na métrica L como

4Lh =
n

∑
j=1

1
L j j

(
h, j j−

n

∑
k=1

h,kΓ
k
j j

)
,

onde a métrica L é dada por (4-2), neste caso

L j j,k =
16uk

(1+ |u|2)3 .

De modo que os símbolos de Christoffel da métrica L são dados por:

Γ
k
j j =

2uk

1+ |u|2
, k 6= j,

Γ
j
j j =−

2u j

1+ |u|2
.

Dessa forma,

4Lh =

(
1+ |u|2

2

)2

∑
j

[
h, j j−

(
2

1+ |u|2

)
∑
k 6= j

h,kuk +

(
2

1+ |u|2

)
h, ju j

]

=

(
1+ |u|2

2

)2

4h−
(

1+ |u|2

2

)
∑

j

[
∑
k 6= j

h,kuk−h, ju j

]

=

(
1+ |u|2

2

)
4h−

(
1+ |u|2

2

)
(n−2)〈u,∇h〉

=

(
1+ |u|2

2

)[(
1+ |u|2

2

)
4h− (n−2)〈u,∇h〉

]
,

então

4Lh =
4h
L11
− (n−2)

(
1+ |u|2

2

)
〈u,∇h〉. (4-8)
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A expressão para o gradiente de h na métrica L é dada por

∇Lh =
n

∑
j=1

h, j
L j j

N, j

=
n

∑
j=1

u jJ′[−2u j(u,1)+(1+ |u|2)e j]

=−2J′(u,1)
n

∑
j=1

u2
j + J′(1+ |u|2)

n

∑
j=1

u je j

=−2|u|2J′(u,1)+(1+ |u|2)J′(u,0),

então
∇Lh = J′

(
(1−|u|2)u,−2|u|2

)
. (4-9)

Usando as expressões (4-8), (4-9) e

hi = 2uiJ′, h,ii = 4u2
i J′′+2J′, 1≤ i≤ n,

obtemos
4Lh =

(1+ t)
2

[J′′(1+ t)2t + J′(n+(4−n)t)]

e
|∇Lh|2 = (J′)2(1+ t)2t.

Assim,

h4Lh− c|∇Lh|2 = (1+ t)
2

[J′′J(1+ t)2t + J′J(n+(4−n)t)]− c(J′)2(1+ t)2t

=
(1+ t)

2
[J′′J(1+ t)2t + J′J(n+(4−n)t)−2c(J′)2t(1+ t)].

Então,

(1+ t)
2

[J′′J(1+ t)2t + J′J(n+(4−n)t)−2c(J′)2t(1+ t)] = 0

⇔ J′′J(1+ t)2t + J′J(n+(4−n)t)−2c(J′)2t(1+ t) = 0.

Fazendo a = 2t(1+ t) e b = (n+(4−n)t), temos que

aJ′′J+bJ′J−ac(J′)2 = 0⇔ J′′J− c(J′)2 +dJ′J = 0

onde d = b
a = (n+(4−n)t)

2t(1+t)

• J = `( f )

• J′ = `′ f ′

• J′′ = `′′ f ′2 + `′ f ′′.
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Logo,

J′′J− c(J′)2 +dJ′J = 0,

⇒ (`′′ f ′2 + `′ f ′′)`( f )− c(`′ f ′)2 +d`′ f ′`( f ) = 0,

⇒ f ′2[``′′− c`′2]+ ``′[ f ′′+d f ′] = 0.

• Se ``′′− c`′2 = 0 então f ′′+d f ′ = 0⇔ (ln( f ′))′ =−d

ln( f ′) =−
∫

ddt⇒ f ′ = e(−
∫

ddt)

Como d = (n+(4−n)t)
2t(1+t) então

∫
(n+(4−n)t)

2t(1+ t)
dt = (2−n) ln(t +1)+

n
2

ln(t)+ k1

com k1 ∈ R, isso implica que

f ′ = e(n−2) ln(t+1)− n
2 ln(t)−K1 = t−

n
2 (t +1)n−2e−k1.

⇒ f = e−k1

∫
t−

n
2 (t +1)n−2dt.

Para n≥ 3, fazendo N = n−2 e usando binômio de Newton temos

f = e−k1

∫
t−

N+2
2 (t +1)Ndt = e−k1

[∫ N

∑
k=0

tk
(

N
k

)
t−

N+2
2 dt

]

= e−k1

[
N

∑
k=0

(
N
k

)∫
t

2k−(N+2)
2 dt

]

Para N-par (n-par) e k = N
2 , temos

f = e−k1

 N

∑
k 6=N

2

(
N
k

)∫
t

2k−(N+2)
2 dt +

(
N
N
2

)∫
t−1dt

 ,
= e−k1

 N

∑
k 6=N

2

(
N
k

)
2

2k−N
t

2k−N
2 +

(
N
N
2

)
ln(t)+ k2

 .
Para N-impar (n-impar)

f = e−k1

[
N

∑
k=0

(
N
k

)
2

2k−N
t

2k−N
2 + k3

]
,

onde k1,k2,k3 ∈ R
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Substituindo N = n−2 e t = |u|2 para n-par temos

f = e−k1

 n−2

∑
k 6= n−2

2

(
n−2

k

)
2

2(k+1)−n
|u|2(k+1)−n +

(
n−2
n−2

2

)
ln(|u|2)+ k2

 .
Para N-impar (n-impar)

f = e−k1

[
n−2

∑
k=0

(
n−2

k

)
2

2(k+1)−n
|u|2(k+1)−n + k3

]
,

onde k1,k2,k3 ∈ R assim,

f ′2[``′′− c`′2]+ ``′[ f ′′+d f ′] = 0.

• Se f ′′+d f ′ = 0 então ``′′− c`′2 = 0⇔

`′′

`′
− c

`′

`
= 0⇔ (ln(`′))′− c(ln(`))′ = 0

⇔ ln(`′)− c ln(`) = k4⇔ ln
(
`′

`c

)
= k4

⇔ `′

`c = ek4.

Vamos considerar dois casos para `′

`c = ek4 , k4,k5 ∈ R

• Caso c = 1, assim temos

`′

`
= ek4 ⇔ (ln(`))′ = ek4

⇔ ln(`) = ek4t + k5⇔ `= eek4 t+k5

• Caso c 6= 1, assim temos

`′

`c = ek4 ⇔
(
`1−c

1− c

)′
= ek4

⇔ `1−c

1− c
= ek4t + k5⇔ `1−c = (1− c)(ek4t + k5)

⇔ `= [(1− c)(ek4t + k5)]
1

1−c .
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Assim obtemos ` e f para os diferentes casos e lembramos que h(u) = J(t), onde t = |u|2

e J = (`( f )), segue o resultado. �

Observação 4.1 Do teorema anterior temos que uma hipersuperfície-TR de rotação é

localmente parametrizada por

X(u) = (p(t)u,q(t))

Onde p e q são funções reais de t = |u|2. De modo que a curva geratriz de X pode ser

dada por α(t) = (p(t)t1/2,q(t)).

A seguir, apresentamos o caso em que n= 3 e, sob análise para vários valores das
constantes, fornecemos o comportamento geral das curvas geratrizes das hipersuperfícies
de rotação nesta dimensão.

Exemplo 4.1 Para h não constante e n = 3 consideramos os casos 2(b) e 2(d) do

Teorema anterior, logo temos:

• Caso c = 1 e n = 3,

h(u) = e
c1

[
1
∑

k=0
(1

k)
2

2(k+1)−3 |u|
2(k+1)−3+k3

]
+k5

= ec1

[
−2
|u|+2|u|+k3

]
+k5

= e
c1
|u| [−2+2|u|2+k3|u|]+k5

= e
c1
|u| [2(|u|

2−1)+k3|u|]+k5.

De modo que,

h, j = c1

[
(4u j + k3u j|u|−1)|u|− (2(|u|2−1)+ k3|u|)u j|u|−1

|u|2

]
h(u)

= c1

[
4|u|2−2(|u|2−1)

|u|3

]
u jh(u)

= 2c1

[
1+ |u|2

|u|3

]
u jh(u).

Lembrando nossa aplicação de Gauss dada por N = 1
1+|u|2 (2u,1− |u|2), u ∈ U ⊂ R.

Assim, obtemos

N, j =
2

(1+ |u|2)2

[
−2u j(u,1)+(1+ |u|2)e j

]
.
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Aqui, e j,1≤ j ≤ 4, é j-ésimo vetor canônico de R4. Além disso,

∇Lh =
3

∑
j=1

h, j
L j j

N, j

=
3

∑
j=1

[
2c1

(1+ |u|2)
|u|3

u jh(u) ·
(1+ |u|2)2

4
· 2
(1+ |u|2)2

[
−2u j(u,1)+(1+ |u|2)e j

]]

=

[
−2c1h

(1+ |u|2)
|u|3

(u,1)
] 3

∑
j=1

u2
j +

[
c1h

(1+ |u|2)2

|u|3

] 3

∑
j=1

u je j

=−2c1h
(1+ |u|2)
|u|

(u,1)+ c1h
(1+ |u|2)2

|u|3
(u,0)

= c1h
(1+ |u|2)
|u|3

[
(−2u|u|2,−2|u|2)+((1+ |u|2)u,0)

]
= c1h

(1+ |u|2)
|u|3

[
(u+u|u|2−2|u|2,−2|u|2)

]
= c1h

(1+ |u|2)
|u|3

(
u(1−|u|2),−2|u|2

)
.

A partir dessas expressões, podemos reescrever X(u) = ∇Lh+hN. Assim,

X(u) = c1h
(1+ |u|2)
|u|3

(
u(1−|u|2),−2|u|2

)
+h

1
1+ |u|2

(2u,1−|u|2)

=

[
e

c1
|u| [2(|u|

2−1)+k3|u|]+k5

]
·
(

c1
(1+ |u|2)
|u|3

(
u(1−|u|2),−2|u|2

)
+

1
1+ |u|2

(2u,1−|u|2)
)

=

[
e

c1
|u| [2(|u|

2−1)+k3|u|]+k5

]
·
(
(c1 + c1|u|2)(u−u|u|2)

|u|3
,
(c1 + c1|u|2)(−2|u|2)

|u|3

)
+

(
2u

1+ |u|2
,

1−|u|2

1+ |u|2

)
=

[
e

c1
|u| [2(|u|

2−1)+k3|u|]+k5

]
·
(

c1u+ c1u|u|2 + c1u|u|2− c1u|u|4

|u|3
,
−2c1|u|2−2c1|u|4

|u|3

)
+

(
2u

1+ |u|2
,

1−|u|2

1+ |u|2

)
=

[
e

c1
|u| [2(|u|

2−1)+k3|u|]+k5

]
·
(

c1u− c1u|u|4

|u|3
+

2u
1+ |u|2

,
−2c1|u|2−2c1|u|4

|u|3
+

1−|u|2

1+ |u|2

)
=

[
e

c1
|u| [2(|u|

2−1)+k3|u|]+k5

]
·(

c1u− c1u|u|4 + c1u|u|2− c1u|u|6 +2u|u|3

|u|3 + |u|5
,
−2c1|u|2−2c1|u|4−2c1|u|4−2c1|u|6 + |u|3−|u|5

|u|3 + |u|5

)

=

e
c1
|u| [2(|u|

2−1)+k3|u|]+k5

|u|3 + |u|5

 ·
(

c1u+ c1u|u|2 +2u|u|3− c1u|u|4− c1u|u|6,−2c1|u|2 + |u|3−4c1|u|4−|u|5−2c1|u|6
)
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De acordo com a Observação 4.1, a curva geratriz de X , quando n = 3, é dada por

α(t) = (p(t)t1/2,q(t)).

Portanto,

p(t) =

e
ek4−k1

t1/2 [2(t−1)+k3t1/2]+k5

t3/2 + t5/2

 [c1 + c1t +2t3/2− c1t2− c1t3]

e

q(t) =

e
ek4−k1

t1/2 [2(t−1)+k3t1/2]+k5

t3/2 + t5/2

 [−2c1t + t3/2−4c1t2− t5/2−2c1t3]

O comportamento geral das curvas geratrizes para hipersuperfícies-TR, quando n = 3, é
dado por

Figura 4.1: k1 =−2,k3 = 0,k4 = k5 = 1



68

Figura 4.2: k1 = 0 = k3 = 0,k4 = k5 = 1

• Caso c 6= 1 e n = 3,

h(u) = [(1− c)(c1

[
1

∑
k=0

(
1
k

)
2

2(k+1)−3
|u|2(k+1)−3 + k3

]
+ k5)]

1/(1−c)

= [(1− c)(c1

[
−2
|u|

+2|u|+ k3

]
+ k5)]

1/(1−c)

= [(1− c)(
c1

|u|
[
−2+2|u|2 + k3|u|

]
+ k5)]

1/(1−c)

= [(1− c)(
c1

|u|
[
2(|u|2−1)+ k3|u|

]
+ k5)]

1/(1−c)

De modo que,

h, j = 2c1

[
1+ |u|2

|u|3

]
u jhc.

Com nossa aplicação de Gauss dada por N = 1
1+|u|2 (2u,1−|u|2), u ∈U ⊂ R, obtemos

N, j =
2

(1+ |u|2)2

[
−2u j(u,1)+(1+ |u|2)e j

]
,

Onde e j,1≤ j ≤ 4, é j-ésimo vetor canônico de R4. Mais ainda,

∇Lh =
3

∑
j=1

h, j
L j j

N, j

= c1hc (1+ |u|2)
|u|3

(
u(1−|u|2),−2|u|2

)
.
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A partir dessas expressões, podemos reescrever X(u) = ∇Lh+hN. Assim,

X(u) = (

[
h

t3/2 + t5/2

]
[c1hc−1 + c1hc−1t +2t3/2− c1hc−1t2− c1hc−1t3] ·u,[

h
t3/2 + t5/2

]
[−2c1hc−1t + t3/2−4c1hc−1t2− t5/2−2c1hc−1t3])

= (p(t)u,q(t)).

De acordo com a Observação 4.1, a curva geratriz de X , quando n = 3, com
h = [(1− c)(ek1−k4

t1/2

[
2(t−1)+ k3t1/2

]
+ k5)]

1/(1−c) é dada por

α(t) = (p(t)t1/2,q(t)).

Portanto,

p(t) =
[

h
t3/2 + t5/2

]
[c1hc−1 + c1hc−1t +2t3/2− c1hc−1t2− c1hc−1t3]

e
q(t) =

[
h

t3/2 + t5/2

]
[−2c1hc−1t + t3/2−4c1hc−1t2− t5/2−2c1hc−1t3]

O comportamento geral das curvas geratrizes para hipersuperfícies-TR, quando n = 3, é
dado por:

Figura 4.3: k1 = k3 = k4 = k5 = c = 0
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Figura 4.4: k1 = k3 =−1,k4 = k5 = 0,c = 2
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