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Resumo

Flugge de Souza, Danillo. Superficies Helicoidais no Espaco Euclidiano e
de Minkowski. Goiania, 2012. 78p. Dissertacio de Mestrado. Instituto de
Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Neste trabalho, baseado nos artigos [2] e [6] estudamos superficies helicoidais no Espaco
Euclidiano e no Espaco de Minkowski R? com curvatura média ou Gaussiana dada por
fungdes diferencidveis. No Espaco de Minkowski R3, consideramos trés tipos especiais
de superficies helicoidais, correspondendo aos eixos de revolucdo space-like, time-like
ou light-like e apresentamos alguns significados geométricos de superficies helicoidais
do tipo space-like. Também definimos superficies (tubulares) solen6ides em torno de uma

hélice hiperbdlica em R% e estudamos algumas de suas propriedades geométricas.

Palavras—chave

Espaco de Minkowski R?, Movimento helicoidal, Superficies helicoidais.



Abstract

Flugge de Souza, Danillo. Helicoidal surfaces in Euclidean space and Min-
kowski space. Goiania, 2012. 78p. MSc. Dissertation. Instituto de Matematica
e Estatistica, Universidade Federal de Goiéas.

In this work, based in [2] and [6] we studies helicoidal surfaces of the Euclidean space
and Minkowski space R% with prescribed Gaussian or mean curvature given by smooth
functions. In the Minkowski space we consider three especial kinds of helicoidal surfaces,
corresponding to the space-like, time-like or light-like axes of revolution and show some
geometric meanings of the helicoidal surfaces of the space-like type. We also define
certain solinoid (tubular) surfaces around a hyperbolic helix in R% and we study some

of their geometric properties.

Keywords

Minkowski space R3, Helicoidal motion, Helicoidal surfaces.



Introducao

Problemas de classificagdo de variedades em Geometria Diferencial sdo muito
comuns € nem sempre triviais.

Por exemplo, Delaunay [4], por volta de 1841, classificou todas as superficies
de revolug¢do com curvatura média constante e ainda deu um método geométrico para
construilas. 140 anos depois Kenmotsu [11] apresentou o seguinte: dada uma funcdo
H(u) continua, ele construiu uma familia a trés parAmetros de superficies de revolugido
que admitia esta funcdo como curvatura média. No entanto, este resultado € apenas local,
uma vez que resultados globais ndo s@o simples de obter.

Como uma superficie helicoidal generaliza o conceito de superficie de revolugao,
em 1982, Do Carmo e Dajczer [14] estudaram as superficies helicoidais em R? com cur-
vatura média constante. Em 1998, Baikoussis e Koufogiorgos [6] consideraram o mesmo
problema para o caso onde as curvaturas média e Gaussiana sdo funcdes diferencid-
veis quaisquer. Neste trabalho, eles mostraram que dadas fun¢des K (u)(respectivamente
H(u)), existe uma familia de superficies helicoidais com curvatura Gaussiana dada por
K (u)(respectivamente curvatura média dada por H(u)). C. Beneki,G. Kaimakamis,B.
Papantoniou [1], em 1998, consideraram uma superficie contida em um espaco nao-
euclidiano, isto €, munido de um produto interno ndo positivo definido e sim por uma
forma bilinear simétrica semi-definida, a saber o espago euclidiano R3, dotado com a
forma (x,x) = —x7 +x3 +x3, onde x = (x1,x2,x3) € R>. Este espaco é conhecido como o
espaco de Minkowski R?. Eles deram uma classificacio para as superficies de revolugdao
em R? com curvaturas média e Gaussiana constante. Em 2002, os mesmos autores C.
Beneki,G. Kaimakamis,B. Papantoniou [2] generalizaram o trabalho anterior, estudando
superficies helicéidais em R% com curvaturas média ou Gaussiana dadas por fungdes di-
ferencidveis quaisquer.

No capitulo 1 enunciaremos alguns tépicos preliminares. Definimos curvas em
IR3, superficies regulares e enunciamos um resultado importante, conhecido como mu-
danca de pardmetros. Relembramos o conceito orientagdo de uma superficie regular, o
qual esta ligado a existéncia de um campo diferencidvel de vetores normais globalmente
definido sobre a superficie. Definimos curvatura média e curvatura Gaussiana, explici-

7z

tamos estas em coordenadas locais, isto €, em termos da primeira e segunda formas



fundamentais. Ainda neste capitulo definimos formas bilineares simétricas, grupos semi-
ortogonais e o espaco de Minkowski R3, que estara presente principalmente no capitulo
3.

No capitulo 2, definimos curva helicoidal e superficie helicoidal em R3. Neste
capitulo estamos interessados em determinar superficies com curvaturas média ou Gaus-
siana dada. Isto é, resolvemos o seguinte problema: dada uma funcio real C2, definida
num intervalo aberto I C R, serd que existe uma superficie helicoidal em R3 com cur-
vaturas média ou Gaussiana dada justamente por esta func@o? Resolver este problema,
consiste em resolvermos equacdes diferencidis ordindrias de segunda ordem ndo-linear.

No capitulo 3, definimos superficie helicoidais no espaco de Minkowski R3, que
podem ser obtidas através de um movimento helicoidal g; : R% — R? ou através de uma
transformacao linear A : ]R% — ]R? que fixa um vetor x numa dada direcéo &.

Como no capitulo 2, estamos interessados em resolver o problema de determinar
se existe uma superficie helicoidal com curvatura média ou Gaussiana dada por uma
fungdo C2, s6 que agora no espaco de Minkowski. Isto &, como a métrica do espaco
ambiente ndo € positiva definida vamos considerar superficies helicoidais em torno
de eixos space-like ou time-like(eixos onde a forma bilinear simétrica assume valores
positivos ou negativos, respectivamente), e na direcao de um eixo light-like(eixo onde a
forma bilinear simétrica € nula). Finalmente provamos dois resultados interessantes para o
helicoide e o catendide. Mostraremos que a curvatura Gaussiana € auto-valor do operador

laplaciano destas duas superficies.
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CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos algumas definicdes e resultados que serdo tteis
ao longo do trabalho. Muitos dos resultados, que serdo utilizados posteriormente, sao
apresentados de forma superficial, o que nio prejudica o entendimento do trabalho. No

entanto, os conceitos apresentados aqui podem ser conferidos com mais detalhes em [3].

1.1 Curvas Regulares

Definicao 1.1 Uma curva parametrizada diferencidvel é uma aplicacdo diferencidvel

¥:1— R3 de um intervalo aberto I = (a,b) da reta real R em R>.

Definiciio 1.2 Uma curva diferencidvel parametrizada y: I — R3 é chamada regular se
Y (t) #0paratodort € I.

Se o parAmetro s é tal que ||y (s)|| = 1, onde Y (s) = Z—Z, entdo dizemos que a curva r estd

t
parametrizada pelo comprimento de arco s, o qual é definido como s(z) = / 1Y (¢)]|dt.
Io

Definiciio 1.3 Sejay: I — R> uma curva parametrizada pelo comprimento de arco s € I.

O niimero ||Y'(s)|| = k(s) chama-se curvatura de y em s.

Nos pontos onde k(s) # 0, fica bem definido pela equagédo Y'(s) = k(s)n(s), um
vetor unitdrio n(s) na diregéo de Y’ (s). Além disso, ¥’(s) é normal a Y (s), pois derivando
(Y (s),Y(s)) = 1 obtemos (Y'(s),Y(s)) = 0. Assim n(s) é normal a y(s) e é chamado o
vetor normal em s.

No que se segue, nos restringimos as curvas parametrizadas pelo comprimento
de arco sem pontos singulares de ordem 1, isto &, ¥ (s) # 0. Indicaremos por #(s) = Y (s)
o vetor unitério de Y em s. Temos entdo ¢’ (s) = k(s)n(s).

O vetor unitdrio b(s) =t(s) An(s) é normal ao plano determinado por #(s) e n(s)
e serd chamado vetor binormal em s. Como b(s) é unitdrio, o médulo ||'(s)|| indica quéo
rapidamente a curva se afasta, em uma vizinhanga de s, do plano determinado por 7(s) e

n(s) em s. Observemos que b'(s) = t(s) An'(s), isto é, b'(s) é normal a (s). Decorre dai
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que b'(s) é paralelo a n(s) e podemos escrever b'(s) = t(s)n(s) para alguma fungdo t(s).
Muitos autores escrevem —1(s) ao invés de t(s). Com isto temos a seguinte relacdo, as

quais sdo chamadas de equacdes de Frenet:

$)t(s) +7T(s)b(s) (1-1)

Definicdo 1.4 Um subconjunto S C R é uma superficie regular se, para cada p € S,
existe uma vizinhanca 'V de p € R® e uma aplicacio x : U C R? — VNS de abertos U
de R* em V NS tais que

i) x é diferencidvel. Isto significa que se escrevemos

X(”? V) = (x(ua V)v)’(”? V) ) Z(”? V))a

(u,v) € U, as funcées x(u,v), y(u,v), z(u,v) tém derivadas parciais continuas de

todas as ordens em U.

ii) X é um homeomorfismo. Como X é continua pela primeira condicdo, isto significa

que X tem inversa X~ : VNS — U que é continua.
iii) (Condigdo de regularidade)Para todo q € U, a diferencial dx, : R? — R3 é injetiva.

A defini¢do acima merece alguns comentdrios. Primeiramente, em contraste com
0 nosso tratamento das curvas na secdo anterior, definimos uma superficie como um
subconjunto S de R>, e ndo como uma aplicacdo. Conseguimos isso cobrindo S com
imagens de parametrizagdes satisfazendo as condicdes 1,2 e 3.

A condicao 1 € bastante natural se esperamos fazer alguma geometria diferencial
sobre S. A injetividade na condic¢do 2 tem como objetivo excluir a possibilidade de auto-
intersecdes em superficies regulares. Evidentemente isso € necessério se queremos falar,
digamos, sobre o plano tangente em um ponto p de S. Finalmente, a condic@o 3 garante a

existéncia de um plano tangente em todos os pontos de S.

Proposicio 1.5 Mudanca de Pardametros Seja p € S, e sejamx:U CR?> - Sey:V C
R? — S duas parametrizacdes de S, tais que p € x(U)Ny(v) = W. Entdo a mudanca de
padmetros h=x"1oy:y Y (W) — x~ 1 (W) é um difeomorfismo, ou seja, h é diferencidvel

e tem uma inversa diferencidvel h™!.

Em seguida, definiremos funcao diferencidvel em uma superficie regular.
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Definicdo 1.6 Seja f :V C § — R uma funcdo definida em um subconjunto aberto
V de uma superficie regular S. Entdo, f é diferencidvel em p € V se, para alguma
parametrizagcdo X : U — S, com p € Xx(U) CV, a composta fox:U — R é diferencidvel
emx~1(p).

Entendemos por vetor tangente a S, em um ponto p € S, o vetor tangente Y (0)

de uma curva parametrizada diferencidvel y: (—€,€) — S, com y(0) = p.

Proposicio 1.7 Seja x:U C R?> — S uma parametrizacio de uma superficie regular S e
seja q € U. O subespaco vetorial de dimensdo 2, dxq(]R2) C R3, coincide com o conjunto

de vetores tangentes a S em X(q).

Pela proposigdo acima, o plano dx,(IR?), que passa por x(g) = p, ndo depende da
parametrizacdo x. Este plano serd chamado de plano tangente a S em p, e serd denotado
por T),S.

A escolha de uma parametrizag¢do x determina uma base {g—’;(q), %(q)} de 7,5,
chamada de base associada a x. Convém, as vezes, escrever % =X, € % =X,.

O produto interno natural do R3 O S, induz em cada plano tangente T,S de uma
superficie regular S um produto interno, que indicaremos por (,),. Se wi, wa € TS C R3,
entdo (,), € igual ao produto interno de wj e wy como vetores de R3. A este produto
interno, que € uma forma bilinear e simétrica, corresponde uma forma quadratica I, :
T,S — R dada por

(W) = (w.w), = [w]]? > 0. (1-2)

Definicao 1.8 A forma quadrdtica I, em T,S definida por (1-2), é chamada a primeira
forma fundamental da superficie regular S C R3 em p € S.

Portanto, a primeira forma fundamental ¢ meramente a expressdo de como a
superficie S herda o produto interno natural do R. Geometricamente, a primeira forma
fundamental nos possibilita fazer medidas sobre a superficie(comprimentos de curvas,
angulos de vetores tangentes, dreas de regides), sem fazer mencdo ao espaco ambiente
R3, onde est4 a superficie.

Vamos agora expressar a primeira forma fundamental na base {x,,x, } associada
a uma parametrizagio X(u,v) em p. Como um vetor tangente w € o vetor tangente a
uma curva parametrizada y(r) = x(u(t),v(t)), onde t € (—¢,€),com p =y(0) = x(ug, o),

obtemos
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¥(0),7(0))p

(
= (xuu +xV , x0 +x,V'),
(s Xuu) p ()2 2(%0, %) pttV + (X, %) p (V)

= EW)*+2FuvV +G(V)?,
onde os valores das func¢des envolvidas sdo calculados emt =0, e
E(MO,VO) = <XM7XM>P7

F(M(),V()) = <XM7XV>[77
G(“Oa"O) = <XV7XV>p

sdo os coeficientes da primeira forma fundamental na base {x,,x,} de 7,,S. Fazendo p
variar na vizinhanga coordenada a x(u,v), obtemos fungdes E (u,v), F(u,v), G(u,v), que
sao diferencidveis nessa vizinhanca.

De agora em diante, omitiremos o indice p na indicagdo do produto interno (,),
ou da forma quadrética /,,, quando for claro o contexto a que ponto nos referimos.

Introduziremos em seguida a nog¢ao de orientacdo para superficies.

Definicao 1.9 Uma superficie regular S é orientdvel se for possivel cobri-la com uma
familia de vizinhancas coordenadas, de tal modo que se um ponto p € S pertence a
duas vizinhangas dessa familia, entdo a mudanga de coordenadas tem Jacobiano positivo
em p. A escolha de uma tal familia é chamada uma orientagcdo de S, e S, neste caso,
diz-se orientada. Se uma tal escolha ndo é possivel, a superficie é ndo-orientdvel. Se
S é orientada, uma parametrizacdo (local) x é compativel com a orientagcdo de S se,
juntanto X a familia de parametrizagoes dada pela orientacdo, obtém-se ainda uma (logo,

a mesma) orientacdo de S.

Dada uma parametrizacio x : U C R?> — § C R? de uma superficie regular S em
um ponto p € S, podemos escolher, para cada ponto de x(U), um vetor normal unitério
dado por
X, A Xy,

N(q) = (@),

1% AXy ||

g € x(U). Assim temos uma aplicacio diferenciavel N : x(U) — R? que associa a cada
g € x(U) um vetor normal unitdrio N(g).

De maneira geral, se V C S é um conjunto aberto em S e N : V — R3 é uma
aplicacdo diferencidvel que associa a cada ¢ € V um vetor normal unitario em ¢, dizemos

que N é um campo diferencidvel de vetores normais unitdrios em V.
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Proposicio 1.10 Uma superficie regular S C R3 é orientdvel se e somente se existe um

campo diferencidvel N : S — R3 de vetores normais em S.

Definiciio 1.11 Seja S C R? uma superficie com uma orientacdo N. A aplicacdo N : S —
R3 toma seu valores na esfera unitdria S* = {(x,y,z) € R3;x*> +y> + 7% = 1}. A aplicagdo

N : S — 8%, assim definida, é chamada a aplicacdo normal de Gauss de S.

E imediato verificar que a aplicacio de Gauss é diferencidvel. A diferencial dN,
de N em p € § € uma aplicagdo linear de 7,5 em TN([,)SZ. Como T,S e TN(p)S2 sd0 oS
mesmo espagos vetoriais, dN, pode ser olhada como uma aplica¢do linear em 7,S.

A aplicagdo linear dN), : T),S — T,S opera da seguinte forma. Para cada curva
parametrizada Y(r) em S, com (0) = p, consideremos a curva parametrizada N oy(t) =
N(t) na esfera 2, isto equivale a restringir o vetor normal N a curva y(z). O vetor tangente
N'(0) = dN,(y(0)) é um vetor de 7,S. Ele mede a taxa de varia¢do do vetor normal
N, restrito a curva (), t = 0. Assim dN, mede quanto N se afasta de N(p) em uma
vizinhanca de p. No casos de curvas, esta medida é dada por um ndmero, a curvatura. No
caso das superficies, esta medida € caracterizada por uma aplicagdo linear.

O vetor tangente a Y(z) em p € ¥ = u'x, +V'x, € AN(Y) = N'(u(t),v(t)) =
u'N, +V'N,. Como N, e N, pertencem a T,S, podemos escrever

N, = anxy, +axx,,
Ny, = appx, +axnx,,

IN u _ [ an an u .
Vv ar| an v

Isto mostra que, na base {X,,X,}, dN é dada pela matriz (a;;), i, j = 1,2.

€ portanto,

E importante ressaltar que a diferencial dN, » TS — TS da aplicagdo de Gauss
€ uma aplicagdo linear auto-adjunta. Com isto permite-nos associar a dN, uma forma
quadrética Q em 7),S, dada por Q(v) = (dN,(v),v), v € T,,S.

Definiciio 1.12 A forma quadrdtica II,, definida em T,S por I, = —(dN,(v),v) é cha-

mada a segunda forma fundamental de S em p.

Por outro lado, a expressdo da segunda forma fundamental na base {x,,x, } pode

Ser expressa por:
IL,(Y) = —{dN,(Y),Y) = edu® + 2 fdudv + gdv?,

jd que (N,x,) = (N,x,) =0,
€= _<Nu7Xu> = <N7XW>7
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f==N,Xu) = (N, Xu) = (N, Xuw) = — (N, Xy),
g = —(N,,x,) = (N,x,,). Neste caso e, f ¢ g s3o chamados os coeficientes da segunda

forma fundamental.

Definicao 1.13 Seja p € S e dN, : T,S — T,S a diferencial da aplicagdo de Gauss. O
determinante de dN, é chamado a curvatura Gaussiana K de S em p. O negativo da

metade do trago de dN), é chamado a curvatura média de S em p.

Em termos dos coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais temos:

eg— f*
K = det(dN,) = 25— __ 13
dNy) = g2 (-
1 1eG—2fF +gE
H: —_—— = — 1—4
2trag0(de) > EC 2 (1-4)

Considere uma superficie regular S imersa em R3, dada pela parametrizacio
x = x(u,v), de classe C* definida em um dominio limitado e simplesmente conexo D C R2,

Sejam E, F e G os coeficientes da primeira forma fundamental de S. Com isto temos:

Definicao 1.14 Seja S uma superficie regular. Dada f : S — R, definimos o laplaciano
de f com respeito a primeira forma fundamental de S, como sendo o operador A definido
por

Af:§S— R,

tal que p — Af(p). Em coordenadas locais temos

_ 1 Gfu_Ffv . Ffu_Efv _
Ar= \/EG—FzK\/EG—Fz)u (\/EG—Fz)j' (>

Para ver mais detalhes a respeito do operador laplaciano A, consulte [7].

1.2 Formas Bilineares Simétricas

Nesta se¢do, iremos definir formas bilineares simétricas. Vimos que uma super-
ficie em R> herda o produto interno, o qual é uma forma bilinear simétrica, contudo
definido positivo. Mas o nosso objetivo é dotar o R3(consequentemente uma superficie
neste espaco) de uma forma bilinear simétrica que pode ser também definida negativa.
Sendo assim, seja V um espaco vetorial real(dimensdo finita). Uma forma bilinear em
V € uma funcdo R-bilinear b : V x V — R. Consideremos somente o caso simétrico:

b(v,w) = b(w,v) para todo v,w.

Definicao 1.15 Uma forma bilinear simétrica b em M é
(i) positiva[negativa] definida se para v # 0 temos b(v,v) > 0 [< 0],
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(ii) positiva[negativa] semi-definida se para v # 0 temos b(v,v) > 0 [< 0] para todov €V,
(iii) nao-degenerada se b(v,w) = 0 para todo w € W, entdo v = 0.
Também b é definida[semi-definida] se a alternativa (i) [(ii)] se verifica. Se b é definida
entdo obviamente ela é semi-definida e ndo-degenerada.

Se b é uma forma bilinear simétrica em 'V, entdo para qualquer subespaco W de
V a restri¢do blw xw, denotada por bly, é novamente bilinear simétrica. Se b é [semi-]

definida, o mesmo também ocorre para b|y.

Definigdo 1.16 O indice v de uma forma bilinear simétrica b em 'V é a dimensdo de um

subespaco W C 'V em que by é negativa definida.

Consequentemente 0 < v < dim(V), v =0 se e somente se b ¢é positiva semi-definida. A
fungdo q:V — R dada por q(v) = b(v,v) € a forma quadrdtica associada a forma b. Com

isto temos que vale a identidade de polarizacdo

bw) = 3la(v+w) —a(v) —a(w)]

Se ey, ...,ey € uma base para V, a matrizn x n (b;;) = b(e;,e;) é chamada a matriz de b

relativaaey,...,e,. Como b é simétrica, esta matriz é simétrica. Claramente ela determina

b(Zviei,ijej) = Zbijv,-vj.

Lema 1.17 Uma forma bilinear simétrica é ndo-degenerada se e somente se, sua matriz

b pois

relativa a uma(portanto toda) base é invertivel.

Demonstragdo. Seja ey, ...,e, uma base para V. Se v € V, entdo b(v,w) = 0 para todo

w €V se e somente se, b(v,e;) =0 parai=1,...,n. Como (b;;) é simétrica,

b(ver) = b(Y vjejer) = Y bijv.

Consequentemente b € ndo-degenerada se € somente se, existe ndmeros vi,...,v, nem
todos nulos tais que ) b;;v; = 0 para i = 1,...,n. Mas isto € equivalente a dependéncia

linear das colunas de (b;;), isto é, (b;;) € singular. O

Definicdo 1.18 Um produto escalar (,) em um espago vetorial V é uma forma bilinear

simétrica ndo-degenerada em 'V .

Usaremos a notagao (,) para representarmos uma forma bilinear e simétrica b
definidaem V.

Um produto interno é um produto escalar positivo definido. Um exemplo cand-
nico € o produto escalar em R”, tal que v-w =Y viw;, v= (v1,...,vn) e w = (W1, ..., wy)

pertencentes a V.
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1.3 Espaco de Minkowski

Para um inteiro v com 0 < v < n, tomando os primeiros Vv sinais sendo negativos,

\4 n
obtemos uma forma bilinear simétrica (, ) tal que (v,w) = — Z viw;j+ Z v;w; de indice
i=1 j=v+1
V. Munindo R” com esta forma temos um espaco semi-Euclidiano R{, o qual se reduz ao

espago euclidiano usual se v = 0. Para n > 0, R} € chamado n—espac¢o de Minkowski; se
n =4 ¢é um simples exemplo de um espago-tempo relativistico.

Considerando

_{—1 para 1 <i<v,
t +1 para v+1<i<n,

E a forma bilinear simétrica de Ry}, pode ser escrita como

(,) =Y ebi®b;,

onde b; € um elemento da base dual de RY.
O significado geométrico do indice de um espago semi-Euclidiano deriva da

seguinte tricotomia.

Definicao 1.19 Um vetor w € Ry é
space —like se (w,w)>0 ou w=0,
light —like se (wyw)=0 e w#0,

time —like se (w,w) <O.

O conjunto de todos os vetores light-like em w € R{ é chamado o cone de
luz. Esta terminologia deriva da teoria da relatividade e particularmente no caso Lo-
rentz(Minkowski), isto €, R.

A norma de um vetor w € R? é definido como |w|| = |(w,w)|'/2. Vetores
unitdrios, ortogonalidade e ortonormalidade sdo definidas como no caso que sdo definidos
em R”.

Agora conectando a defini¢io de curvas em R? com um caso particular de um
espaco Semi-Euclidiano, a saber, ]R%, o qual citamos anteriormente.

Sejay: I CR— R}, y(t) = (Yo(t),v1(¢),Y2(¢)) uma curva regular em R} (isto &,
Y (t) # 0 para todo ¢ € I), onde I é um intervalo aberto. A curva y € chamada space-like
se (Y,Y) > 0 e time-like (Y,Y) < 0 e light-like se (Y,Y) = 0. O comprimento de arco de

uma curva space-like ou time-like y, medido de Y(ty), tp € I é

0= [ I¥0lar



1.4 Grupos Semi-ortogonais 19

Se o pardmetro s é determinado tal que ||Y(s)|| = 1, onde Y (s) = Z—Z, entdo

dizemos que a curva space-like ou time-like y estd parametrizada pelo comprimento de
arco s. Vamos denotar #(s) = ¥ (s) um vetor tangente unitdrio de y em s. Definimos a

curvatura de Y por
k(s) = V1Y (5), ¥ (). (1-6)

Se k(s) # 0 entdo o vetor normal unitdrio principal n de uma curva time-like Y em s é dado

por Y'(s) = k(s)n(s).
Para quaisquer vetores v = (vo,v1,v2), w = (wo, w1, w2) € R3, o pseudo-produto

vetorial de v e w € definido como segue:

VAW = —(vyw3 — V3W2)a_x0 + (vawy — V1W3)8_x1 + (viwz — Vle)a—xz (1-7)

d d 0 4 3
Onde {%, o E} € uma base ortonormal para Ry.

O vetor unitdrio b(s) = t(s) An(s) é chamado um vetor binormal unitario da
curva yem s.

Seja y uma curva space-like ou time-like em R3 e denotando #(s) = ¥ (s). Ento

temos a férmula de Frenet-Serret dada por
+1(s)b(s) (1-8)

onde 1(s) é a tor¢do da curva yem s.

Para mais informacdes sobre o que detalhamos ver [10].

1.4 Grupos Semi-ortogonais

Usamos a convec¢do vetor coluna, onde uma matriz n X n com entradas reais é

identificada com um operador linear g : R" — R”" tal que

(8%)i =Y. 8ijx)

para todo 1 < i < n. Com esta identificagdo, a composi¢ao de operadores € vista como

multiplicacdo de matrizes gh. Usando a notacdo matricial identificando uma n—upla x
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com uma matriz n X 1(vetor coluna), gx pode ser dada pela multiplicacdo das matrizes:
gl - &n X1 Y 81jXj

&l - &m Xn Y 8njXj

Para 0 < v < n, a matriz assinatura € é a matriz diagonal (9;;€;), cujas entradas
na diagonal sfio & = ... =&y =—legy =..=¢,=+1. Daie ! =e=¢, onde ¢
denota a transposta de g.

Pela identificag@o acima, o conjunto de todas isometrias R, — Ry é o conjunto
O(v,n—V) de todas as matrizes g € GL(n,R) que preservam o produto escalar (v,w) =
ev-w de Ry, O(v,n—vV) é um subgrupo fechado de GL(n,RR), chamado de grupo semi-
ortogonal.

Observacao 1.20 Denotaremos O(v,n—V) por apenas Oy(n).

Lema 1.21 As seguintes condi¢des sdo equivalentes, g € GL(n,R):

(i) g € Ov(n);

(i) g =eg e

(iii) As colunas [linhas] de g formam uma base ortonormal de R} (primeiros v vetores
time-like);

(iv) g leva uma base ortonormal de R, e uma base ortonormal.

Demonstragdo. (i) < (ii). A transposta de uma matriz n X n é sua adjunta relativa ao
produto escalar. Consequentemente, (i) < (gv,gw) = (v,w) para todo v,w < €gv-gw =
ev-w paratodo v,w < g'egv-w =¢€v-wparatodo v,w < g'egv = evparatodo v < gleg =¢€
o g =¢ggle.

(i) & (iv). Vejalema 2.27 em [15].

A implica¢do (iv) e (iii)(para colunas) é direta, ji que as colunas de g sdo
guy,...,8uy, onde uy,...,u, € uma base para R”(ortonormal relativa ao produto escalar de
RY para todo v). A equivaléncia de (iv) e (iii)(para linhas) segue da manipulacdo de (if)

mostrando que g € Oy (n) se e somente se, g' € Oy(n). O
Neste contexto, por exemplo, (0,1) e (1,0) sdo vetores ortogonais unitdrios de

R? mas 01 ndo pertence a O1(2), pois (if) ndo se verifica
! 10 P neep '

Quando v € 0 ou n, o grupo O(v,n — V) é o grupo ortogonal O(n) de todas
isometrias lineares do espaco Euclidiano R". Paran > 2, O1(n) = O(1,n— 1) é o grupo

de Lorentz de todas isometrias lineares do espago de Minkowski R7.

Exemplo 1.22
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O(2). Para cada nimero ¥ € R, a matriz ortogonal

cosY —sind
Ry = .
sind cosV

é uma rotagio(orientada) de dngulo ® de R? em torno da origem. A fungio & — Ry
¢ um homomorfismo diferencidvel de R sobre a adigdo em O(2). Seu nicleo ¢ 2nZ
e sua imagem € o grupo de rotagdo O (2), a componenente da identidade em O(2).

Consequentemente O™ (2) e sua outra classe O~ (2) sdo difeomorfos a circulos.
Exemplo 1.23

01(2). Para cada @ € R, a matriz semi-ortogonal

cosh@ sinh¢@
sinh@ cosh@

¢ chamada um impulso de Lorentz R%(orientado) em torno da origem de angulo ¢. Como
acima, @ — By é um homomorfismo, mas neste caso ele € injetivo. Qualquer a € O1(2)
leva cada hipérbole (p,p) =1 e (p,p) = —1 sobre si mesmo, contudo inverte o ramo
de cada hipérbole. Estas duas escolhas decompde O;(2) em quatro subconjuntos abertos
disjuntos. O que preserva todos os ramos € exatamente o conjunto B de todos impulsos.
B € um subgrupo difeomorfo a R e consequentemente a componente da identidade em
01(2). Os outros trés conjuntos sdo classes de B, dai O;(2) tem quatro componentes,
cada uma difeomorfa a R.
A partir da equivaléncia (ii) do lema 1.21, temos que para A € O1(2)

gA=A"leg,

e o fato de que A ¢ invertivel (pois detA = +1) tem-se,

-1 00 X1 X21 X31 —X11 —X21 —X3]
0 10 X12 X2 x32 | = X12 X2 X32
0 01 X13 X3 X33 X13 X3 X33

. —(X22X33 —X23X32)  —X21X33 —X31X23 X21X32 — X31X22
= Al X12X33 — X32X13 x11x33 —x31x13 - —(xn1x32 —xz1x12) |

—(x12x23 —Xx20x13)  —(X11X23 —X21X13)  X11X22 —X21X12

onde |A| é o determinante da matriz A. Portanto, obtemos as seguintes relacdes entre as
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entradas de uma matriz A € 0;(2),
1
X = Al — (x20X33 — X23X32) (1-9)
x21 = — (%21X33 + X31x23) (1-10)
Al
1
—X31 = Al — (x21X32 — X31x22) (1-11)
1
X1 = Al — (x12X33 — X32X13) (1-12)
1
X2 = Al — (X11X33 — X31X13) (1-13)
1
X3 = Al — (x11X32 — X31X12) (1-14)
1
X3 = —m(xlz)% — X20X13) (1-15)
1
X3 = ry — (X11X23 — X21X13) (1-16)
X33 = Al — (x11X22 — X21X12) (1-17)

Estas relacdes serdo importantes no capitulo 3, pois ao determinar as parametrizagdes de

algumas superficies helicéidais em R3, devemos saber como se relaciona as entradas de

uma matriz A € 01(2).



CAPITULO 2

Superficies Helicoidais com Curvatura Média

ou Gaussiana Dada no Espaco Euclidiano

Uma superficie M no Espaco Euclidiano R parametrizada por
X (u,v) = (ucosv,usinv,AM(u) + hv),

onde h = cte e A é uma fungio C?, é dita ser uma superficie helicoidal com eixo Oz
e inclinacdo h. Se h = 0, entdo a superficie helicoidal € justamente uma superficie de
revolugao.

Uma curva y é chamada curva helicoidal se as retas tangentes de y fazem um
angulo constante com uma dire¢do fixa. Supondo que t(s) # 0, s € I, entdo y é uma curva
helicoidal se, e somente se, k/T = const., onde k e T sdo0 a curvatura e tor¢do da curva y
respectivamente.

A superficie dada por X (u,v) pode ser construida pelo movimento sobre uma

curva helicoidal, isto é, um movimento rigido g; : R* — R? dado por
g:(x,y,z) = (xcost — ysint,xsinz + ycost,z+ ht),

t € R. Portanto uma superficie helicoidal é invariante sobre g; para todo z. A curvatura
média H e a curvatura Gaussiana K de X (u,v) dependem somente de u e sdo dadas por
equagoes diferenciais nao-lineares de segunda ordem. A proposta deste capitulo € estudar
estas equagdes. Mostraremos que dada uma funcgdo diferenciavel H : I C R\{0} — R e
h € R, entdo para qualquer up € I podemos encontrar uma familia a dois-parametros de
curvas Y(u,H, h,cy,c) definidas em uma vizinhanga de ug. Aplicando um movimento
helicoidal em Yy obtemos uma familia a dois-parametros de superficies helicoidais com
curvatura média H e inclinacdo h. Analogamente podemos construir uma familia a dois-

parametros de superficies helicoidais com curvatura Gaussiana K dada e inclinagao h.
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2.1 Resultados Principais

Seja y(u) = (u,0,M(u)), u € I uma curva C? definida em I C R\{0}. Aplicando

um movimento helicoidal g, em 7y definimos a superficie helic6idal

X(u,v) =gu(¥(w)) = gv(u,0,A(u))

= (ucosv—0sinv,usinv+0cosv,A(u)+ hv)

= (ucosv,usinv,AM(u) + hv).

2-1)

Provaremos em seguida um resultado o qual diz que, dada uma fungio C?

podemos encontrar uma familia de superficies helicoidais que possuem esta fun¢do como

sua curvatura média.

Teorema 2.1 Seja (u,0,AM(u)), u € I uma curva que gera a superficie helicoidal dada

por (2-1), cuja curvatura média no ponto (u,0,Mu)) é dada por H. Entdo temos que

H = (u,y(u),h). Reciprocamente dadas constantes ci,cp, h e uma fung¢do diferencidvel

H = H(u), u € I existe uma familia de curvas (u,0,\(u))

— Y(u, H(u), s 1, ¢2) que gera

uma familia a dois-pardmetros de superficies helicoidais em R® com curvatura média

H = H(u), u € I e inclinagdo h.

Demonstragdo. Como X (u,v) = (ucosv,usinv,A(u) + hv) temos que:

X, = (cosv,sinv,\)

X, = (—usinv,ucosv,h)

Xy = (—sinv,cosv,0)

Xuw = (0,0,1)

Xy = (—ucosv, —usinv,0)

Xy ANX, = (hsinv— N ucosv, —hcosv — Nusinv, u)

’Xu /\le = [h2—|—7\,/2u2—|—u2]1/2 _ [u2(1 +7\-/2) +h2]1/2 —a

N = % =1 = (hsiny — X ucosv, —hcosv — Ausinv, u)
= (X, X,) = N2+1
— (X, X,) = hN
= (X,,X,) = u®> +h?

e=(N,Xu) = &”M

f= <N XuV> =

g=(N,X,y) = auzk'.

Portanto temos que:

1= (N2 4 1)du® + 20N dudv + (u* + h?)dv?
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1
e &(uk//duz — 2hdudv + u* N dv?)

Segue que a curvatura média H e curvatura Gaussiana K siao dadas por

_leG—fF+gE 1 éu?y'/(uz—i—hZ) + éhzk/—I— éuzkl(l +A'2)
2 EG-F* 2 (1+X2)(u? + h2) — h2\2 ’

que € equivalente a

e (U + B2 Ul + (1 4+ N2 u?N 4 202N 2-2)
h 2[u2(1+N2) +h2P3/2 ' )

B €g—f2 B éu%’k”—éhz
EG—F?  W2(1+N2)+h2’

ou seja,
Ko M3}\/7\,N _ hZ (2-3)
- [u2(1+k’2)+h2]2'

Se A = 0, a superficie (2-1) é um helicéide.

Agora estudando a equacao (2-2) provaremos que dada qualquer fungio H (u) di-
ferencidvel é possivel encontrar A(u«) localmente em fungdo de H(u) e consequentemente
vai existir uma superficie helicoidal com curvatura média H. A equacdo (2-2) pode ser
escrita como

2H =2A+uA’, (2-4)

onde
A=N[P(A+N?)+r2 (2-5)

Entdo para u # 0, temos de (2-4) que

2 H
A+ZA=2—. (2-6)
u u

Multiplicando por u? em (2-6), obtemos que (Au?)' = 2uH. Integrando esta expressio
temos que:
Auzz/ZHdLH—cl,

ou seja,
A= u2(2/quu—|—c1), (2-7)

onde ¢; é uma constante de integragdo. Segue de (2-5) e (2-7) que u~ (2 [uHdu+c1) =
[t?(14+X2) + h?]~1/2. Isolando A/ obtemos,

7\,/:M_Z(Z/MHdu—l-C])}\./[Mz(l+}\./2)+h2]1/2.
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Elevando a expressdo acima ao quadrado segue que

V2= W4Q/ﬁHdw+qu%l+N%+%ﬂ

= u_4(2/quu+cl)2(u2+h2)+(2/quu+c1)2u_27»/2.
Subtraindo (2 [uHdu + c1)?u~>A"> na expressdo acima, temos que
- (2/quu+cl)2u_2k/2 = u_4(2/quu+cl)2(u2+h2),

dai
u47u’2—u2(2/quu+cl)27h,2 = (”2+h2)(2/”Hd”+C1)2

que é equivalente a

uz[uz—(Z/quu—i—cl)z]klz = (u2+h2)(2/quu—|—cl)2. (2-8)
Donde
—2(,,2 h2 2 (uHd 2
oty — U
“2(u? +1?)(2 fuHdu+c1)?

u=*(2 fuHdu+ c1)*[u?(1+N?2) + h?]
= W@+ (1+12) + 17" >0,

para u # 0. Entdo, integrando (2-8) temos a solu¢do geral

24 1 2\129 [ uH
Mu):i/(|u|+h) 12 [u du+cl|dudu+62’
u

[u? — (2 [uHdu+ c1)?]'/?

onde ¢, é uma constante de integra¢do. Agora, considerando 4 € R e H(«) uma fung@o real
diferencidvel definida em uma intervalo aberto I C R\ {0}, para qualquer ug € I, existe
um intervalo aberto I’ em torno de ug (I’ C I) e um intervalo aberto U de R contendo

—(2 [uHdu)(up), tal que a fungdo continua F(u,c) = u*> — (2 [uHdu+c)? > 0 para
qualquer (u,c1) € I' x U. De fato, como F (ug,c}) = uj > 0, entdo pela continuidade de F,
ela é positiva em um subconjunto de R? da forma I’ x U. Daf para qualquer (u,c1) €I’ x U,
c2 € R, h € R e dada uma fungido diferenciavel H(u) podemos definir uma familia a dois-

parametros de curvas

2+ 1) 1/2‘2qudu+c1]dud +C2)

— (2 fuHdu+c)?]\/2 (2-9)

Y(u,H(u),h;cy,c2) <u 0 i/ I

Aplicando um movimento helicéidal de inclinacdo 4 nestas curvas temos entdo uma
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familia a dois-parAmetros de superficies helicéidais com curvatura média H(u), u € I' e

inclinacao 4. 0

De maneira anédloga ao que fizemos para a curvatura média faremos para curva-
tura Gaussiana. Isto é, dada uma fungao C? podemos encontrar uma familia de superficies

helicoidais que possuem esta fungdo como sua curvatura Gaussiana.

Teorema 2.2 Seja (u,0,A(u)), u € I uma curva que gera a superficie helicoidal dada por
(2-1), cuja curvatura Gaussiana no ponto (u,0,AM(u)) é dada por K. Entdo temos que
K = K(u,M(u),h). Reciprocamente dadas constantes ci,cy, h e uma funcdo diferencidvel
K = K(u), u € I existe uma familia de curvas (u,0,Mu)) = B(u,K(u),h;c1,c2) que gera
uma familia a dois-pardmetros de superficies helicoidais em R> com curvatura Gaussiana
K = K(u), u € I e inclinagdo h.

Demonstracdo. Agora, para mostrar que dada qualquer fungdo diferencidvel K existe uma
superficie helicoidal com curvatura Gaussiana K, consideremos a equagdo (2-3), a qual

pode ser escrita por:

(B?) = 2Ku, (2-10)
onde .
B = A ;rh - 2-11)
u?(1+MN?)+h
Integrando (2-10) temos
B> = 2/Kudu+c1, (2-12)

onde c¢; é uma constante. Combinando (2-11) com (2-12) temos que:

M2k/2+h2
u?(1+N?)+h?

:2/Kudu+c‘1

e isolando u?A’? obtemos,

uP\? = (2/Kudu+cl)(u2 +h?) —h* + (2/Kudu+cl)u27u/2,
ou seja,

u\? — (2/Kudu—|— e )uPN? = (Z/Kudu +c1)(u? +h?) — R,
que € equivalente a

(1—cy— 2/Kudu)u2x’2 = (u? —|—h2)(2/Kudu+c1) —h. (2-13)
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Observe que

uZ}\‘Q +h2
Yy
N2 4 R2 202 — 2
u?(1+N?)+h?
= (1 +N?)+r*71 >0,

1—01—2/Kudu =

para u # 0, com isto em (2-13) vemos que (u? 4 1?)(2 [ Kudu+c1) — h?* > 0. Integrando

(2-13) obtemos a solugdo geral

Mu) =

2, 12 2112
/[(u +h7)(2 [ Kudu+cy) — h*] dut o,

lu|(1—cy —2 [ Kudu)'/?

onde c¢; é uma constante de integracao.

Entdo considerando 4 € R e K(u) uma fungdo real diferencidvel definida em uma
intervalo aberto / C R\{0} para qualquer ug € I, existe um intervalo aberto I’ em torno
de uo (I’ C I) e um intervalo aberto U de R contendo ¢} = —(2 [ Kudu)(up), tal que a
fungdo continua 1 — ¢y — 2 [ Kudu > 0 para qualquer u € I' e ¢; € U. Dai para qualquer
(u,c1) €' x U, ¢ € R, h € R e dada uma fungéo diferencidvel K(u) podemos definir

uma familia a dois-parametros de curvas

u? + 1) (2 [ Kudu+ cy) — h?)'/?
lu|(1 —c1 —2 [ Kudu)'/2

B(u,K(u),h;cy,c2) (u 0 j:/ du-l—cz). (2-14)

Aplicando um movimento helicoidal de inclinacdo 4 nestas curvas temos entdo uma
familia a dois-pardmetros de superficies helicoidais com curvatura Gaussiana K (u), u € I
e inclinagdo hA.

OJ



CAPITULO 3

Superficies Helicoidais no Espaco de Minkowski

3.1 Definicao e Parametrizacao de Superficies Helicoi-

dais em R}

Neste capitulo, estudaremos superficies helicoidais no espago de Minkowski
R? = (R3,{(,)), onde
(x,x) = —xG +x7 +23. (3-1)

Para ver mais detalhes sobre defini¢des de superficies em R3, consulte [12]. Seja
v:I=(a,b) CR — [] uma curva num plano [] em R% e seja & um segmento de reta em
I que ndo intercepta a curva Y. Uma superficie helicoidal M em R? € definida como uma
superficie ndo degenerada que € gerada pelo movimento rigido g; : R? — R%, t € Rem
torno do eixo §. Em outras palavras, uma superficie helicoidal M com eixo § em R% é
invariante sobre um subgrupo de pardmetros de movimentos rigidos em R?.

A partir desta definicdo obtemos quatro tipos de superficies helicéidais em R?.
Se o eixo § € space-like (respectivamente, time-like) entdo existe uma transformagio de
Lorentz, isto é, A : R? — R?, tal que o eixo § é transformado no eixo x;, onde Oxpxix;
¢ considerado como sistema de coordenadas. Entdo, podemos assumir que o eixo de
revolucdo € o eixo x» (respectivamente eixo xp). Como a superficie é nao degenerada
¢ suficiente considerar o caso em que o plano [] € space-like ou time-like. Dai sem perda
de generalidade, podemos assumir que [] é o plano x1x; ou o plano xpx;. Se o eixo de
revolucdo € light-like entdo podemos assumir que esta é a reta gerada pelo vetor (1,1,0).

Aqui nio definiremos superficies no espaco de Minkowski R, para ver defini-
coes e detalhes ver [12].

No resto deste capitulo, identificaremos um vetor (a,b,c) com seu transposto

(a,b,c)". Portanto, distinguimos os seguintes trés casos:
I-Primeiro caso:

Suponha que o eixo de revolug@o é uma reta space-like e sem perda de generalidade,

podemos assumir que a curva Y estd contida no plano xj;x; ou no plano—xpx,. Entdo, a
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curva Y ¢é parametrizada por y(u) = (0, f(u),g(u)) ouy(u) = (f(u),0,g(u)), onde f = f(u)
é uma funcdo positiva de classe C! e g = g(u) é uma fungdo de classe C> em I = (a,b).

Observemos que o subgrupo do grupo de Lorentz que fixa o vetor (0,0,1) consiste das

matrizes
coshv sinhv 0
A(v) = sinhv coshv 0 |,veR.
0 0 1

De fato, fazendo x = (0,0, 1) queremos encontrar A € O1(2) tal que Ax = x, ou seja, se

X1l X12 X13 0 0
X21 X22 X23 0Of=1]201,
X31 X32 X33 1 1

entdo, x13 = 0, xp3 = 0 e x33 = 1. Agora usando as relacdes (1-9)-(1-17), isto &,

1
X1 = W(Xzzx% — X23%32)
1
X1 = W(X21X33 +x31%23)
1
x31 = _W(XZ1X32 —X31%22)
1
X12 = W(X12X33 — X32X13)
1
X2 = W(Xn?éss — X31X13)
1
X3 = —W(xnxn —X31X12)
1
x13 = —W(xuxz_% — X20X13)
1
X3 = —m(xnxzs —X21X13)
1
X33 = W(anzz —X21X12)
segue que
X1 = ﬁxzz (3-2)
1
— X1 (3-3)
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1

X2 = Wxn (3-4)
X13 = 0 (3‘5)
x3=0 (3-6)
x33 = 1. (3-7)
Se |A| = —1, entdo, x12 = xp1 = 0 e x1] = —x2, dai |A| = x11x22 — X12X21 = —x%l =1,
que implica que x1; = £1. Portanto
+1 0 O
A= 0O 41 0 |,
0O 0 1

que ndo gera superficie helicéidal em R%. Logo, |A| = 1. Entdo xj; = xp2, x21 = x21,
x12 = x12. Tome x1p = x21, entdo |A| = x%l —x%z = 1, temos que xj; = xp3 = coshv e
X12 = Xx21 = sinhv é solug@o para |A| = 1. Agora, substituindo estes valores em (1-11) e
(1-14) obtemos

x31 = —sinhvx3p + coshvxz;
x3p = —coshvxsy + sinhvxsy,

que pode ser escrito como

x31 |\ [ coshv —sinhv X31
X372 ~ \ sinhv —coshv X372 ’
[1 B c?shv —sinhv } a3\ 0.
sinhv —coshv X320

Logo x31 = x3 = 0. Portanto A, € dada por:

isto €,

coshv sinhv 0
A(v)=| sinhv coshv 0 |,veR:.
0 0 1

Assim, a superficie helicéidal M pode ser parametrizada como

coshv sinhv 0 0 0
x(u,v) = | sinhv coshv 0 fw)y |+ 0 |,
0 0 1 g(u) cv
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ou seja,
x(u,v) = (f(u)sinhv, f(u) coshv,g(u) +cv), f(u) > 0,c € RT, (3-8)
ou como
coshv sinhv 0 f(u) 0
X(u,v)=| sinhv coshv 0 0 +| 0 |,
0 0 1 g(u) cv

que pode ser reescrita como
x(u,v) = (f(u)coshv, f(u) sinhv,g(u) +cv), f(u) > 0,c € R, (3-9)

As superficies helic6idais obtidas em (3-8) e (3-9), serdo chamadas superficies helicdidais

do tipo I e I1, respectivamente.
I1-Segundo caso:

Suponha que o eixo de revolucdo € uma reta time-like e sem perda de generalidade
assuma que a curva 7y estd contida no plano xpx;. Entdo, uma de suas parametrizacdes
é Y(u) = (g(u),f(u),0), onde f = f(u) é uma fungio positiva de classe C! e g = g(u)
uma funcdo de classe C? em I. Neste caso, o subgrupo do grupo de Lorentz, que fixa o

vetor (1,0,0), consiste de matrizes da forma:

1 0 0
A(v)=1| 0 cosv sinv ,0<v<2m.

0 sinv —cosv

De fato, como no caso anterior temos que

X1 X122 X13 1 1
X21 X2 X23 0O |1=|(0
X31 X3 X33 0 0
I x12 x13
Logo X11 = 1, X21 = 0, X31 = O, isto é, A= 0 X22  X23 , com |A‘ = X22X33 — X32X23.
0 x32 x33

Usando novamente as relagdes (1-9)-(1-17), obtemos:

— X33 (3-10)

—|x32 (3-11)
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1
Al
1

= —Xx7. 3-13
X33 |A|x22 ( )

X3 = X23 (3-12)

Note que |A| = +1, pois A € 01(2). Se |A| = 1, entdo x33 = x22 € xp3 = x32 = 0. Logo,
|A| = xpox33 — X30X03 = x%z = 1 que implica que x%z = +1 e, portanto x;p = 0. Dai

1 0 X13
A= 0 +1 0 que ndo gera superficie helicéidal em ]R?. Entdo, |[A| = —1, com
0 0 41
isto temos pelas relacdes anteriores, x3p = x23 bem como x>, = —x33. Substituindo em
|A| = x20x33 — x30X03 = —x%z —x%z = —1,1l0go x27 = cosv e x3p = sinv € solucdo. Voltando

nas relacoes (1-12) e (1-15) e escrevendo na forma matricial vem

X12 cosv  sinv X12
- . 9
X13 siny —cosv X13
que possui solucdo x12 = x;3 = 0. Portanto,

1 0 0
Av)=1] 0 cosv sinv ,0<v<2m.

0 sinv —cosv

Logo, a superficie helicdidal M em torno do eixo Oxp pode ser parametrizada como

1 0 0 g(u) cv
X(u,v)=| 0 cosv sinv flw) [+1 0
0 sinv —cosv 0 0
entao,
x(u,v) = (g(u) +cv, f(u)cosv, f(u)sinv), f(u) > 0,c € RT. (3-14)

Chamamos esta superficie helicéidal de tipo I11.
ITI-Terceiro caso:

Suponha que o eixo de revolucdo é uma reta light-like, ou equivalentemente a reta do
plano xgx; gerada pelo vetor (1,1,0). Como a superficie M é ndo degenerada, podemos
assumir sem perda de generalidade, que a curva 7y estd contida no plano xpx; e sua

parametrizacao é dada por Y(u) = (f(u),g(u),0), u € I, f, g sdo fungdes em I tal que
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f # g, qualquer u € I. Determinando A € O;(2) de modo que fixe o vetor (1, 1,0), temos

X111 X12 X13 1 1
X21 X2 X23 1 | =|1
X31 X32 X33 0 0
Logo,
x11+x12 =1 (3-15)
X1 +xp =1 (3-16)
x31+x32=0 (3-17)

|A| = x11(x22x33 — x32X23) — X12(X21%33 —X31X23) +X13(X21X32 —X31x22) = 1. (3-18)

2 2 » 2 2
Agora, observe que x1; = 1+ 5 e x;p = —% ésolugdo de (3-15); x21 =5 exp=1-%

de (3-16) e x31 = v e x3p = —v de (3-17). Pela equacao (1-17), temos:

= priuna—nane) =g | (145 )(l—%)—(%?(—%)}=Hl-(§)2+

2

2
(%) ] = ‘ | = 1. Suponha que |A| = 1. Por (3-18) temos |A| = 1——+vx23+

4 3 . .
U+ 5x3+ 4 — 5x23 —vxiz = 1 +v(x3 —x13) = 1, que implica que x23 = x13. Tome

x23 = x13 = v. Entdo, A € dada por
v

1-% v |,veR
1

Portanto, a superficie helicéidal M pode ser parametrizada como

2 2

1+V7 -5 v fu) 1
xwv)=| % 1=% v || gw |+ev| 1],
v —v 1 0 0

que pode ser reescrita como

v? v? v? v?
s = (145700 - St +en 0+ (1= Jotw) + @) — )
(3-19)
Esta superficie ¢ chamada supeficie helicéidal de tipo IV'.
Note que quando ¢ = 0, a superficie helicéidal em R? € justamente uma superfi-
cie de revolucao.
Dizemos que uma superficie helicoidal M em R{’ ¢ de tipo I ou
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I~ (respectivamente [IT ou 11—, III'" ou III—, IV* ou IV™) se o discriminante EG — F?
€ positivo ou negativo, onde E, F' e G s@o os coeficientes da primeira forma fundamental
em M.

Na préxima se¢@o iremos mostrar que a curvatura Gaussiana K(ou curvatura
média H) de uma superficie helicéidal de tipo I depende somente do pardmetro u. Bem
como se dermos uma fungdo diferencidvel K : I C R\{0} — R para qualquer g € I(ou
H = H(u)) podemos determinar superficies helicéidais com curvaturas Gaussiana ou
média com essas tais funcdes. Entdo o problema em cada caso, se reduz a integrar algumas
equagoes diferenciais ndo-lineares de segunda ordem.

As solugdes para estas superficies helicdidais em torno de um eixo space-like
ou time-like sdo dadas explicitamente na sec¢do 3.2. Para a superficie em torno do eixo
light-like correspondem a equacdes exploradas somente para alguns casos particulares
das curvaturas média ou Gaussiana e sao apresentadas na secdo 3.3.

Portanto, usando a dada fungdo diferencidvel K = K(u) e ¢ > 0 podemos
encontrar uma familia a dois-pardmetros de curvas a(u) = a(u,K(u),c;cy,c2) definidas
em uma vizinhanga de ug € I. Aplicando um movimento helicéidal na curva a, temos
uma familia a dois-pardmetros de superficies helicéidais em R% com curvatura Gaussiana
K = K(u) e inclinagdo c¢. Da mesma maneira, podemos construir uma familia a dois-
pardmetros de superficies helicéidais com curvatura média H = H(u) dada e inclinagio

c. Este estudo consiste na generalizacao de [6],[14],[16] e [13].

3.2 Movimentos helicoidais em torno de um eixo space-

like ou time-like

Seja a(u) = (0,u,g(u)), u € I uma curva C? definida em qualquer intervalo de
R\{0}. Como mencionamos anteriormente, aplicando um movimento helicéidal nesta
curva podemos obter uma superficie helicéidal M de R? que € descrita pela equacao(3-8)

ou equivalentemente por
x(u,v) = (usinhv,ucoshv, g(u) + cv). (3-20)
Provaremos o seguinte teorema.

Teorema 3.1 Sejaa(u) = (0,u,g(u)), u € 1= (a,b) C R uma curva geratriz da superficie
helicoidal M imersa em R% dada por (3-20). Entdo as curvaturas média e Gaussiana no
ponto (0,u, g(u)) sdo fungdes apenas da varidvel u,i.e., K = K(u), H = H(u). Além disso,
dadas constantes ¢ € R, c1,c2 € R e uma fungéo diferencidvel K = K(u) (respectiva-

mente H=H(u)), u € I existe uma familia de curvas a(u) = a(K(u),c;c1,c2) (respectiva-



3.2 Movimentos helicoidais em torno de um eixo space-like ou time-like 36

mente a(u) = a(H (u,c;c1,c))), de modo que as superficies helicéidais do tipo I'™ ou I~
geradas por estas curvas, imersas no espago de Minkowski R? tém curvatura Gaussiana

K = K(u), u € I (respectivamente curvatura média H =H(u), u € I} = (—c,c) CI).

Demonstragdo. Como x(u,v) = (usinhv,ucoshv, g(u) + cv) segue que:
x, = (sinhv,coshv,g'(u))

x, = (ucoshv,usinhv,c)

Xuu = (0,0,8" (u))

X,y = (coshv,sinhv,0)

X,y = (usinhv,ucoshv,0).

Portanto,

E = (x,,x,) = —sinh?v 4 cosh? v+ g% (u) = 1+ g"*(u)

F = (x,,%x,) = —usinhvcoshv+ ucoshvsinhv+cg'(u) = cg'(u)

G = (x,,x,) = —u?cosh?v+u?sinh?v 4 ¢ = —u*(cosh? v — sinh?v) + ¢? = ¢? — u?.
Dai,

I = Edu* + 2F dudv + Gdu? = (1 + g*)du* + 2cg'dudv + (¢* — u*)dv* (3-21)

A aplicag@o normal de Gauss é dada por

A
N(u,v) Xu Xy ,
% Ay |
onde
9 90 9
Do om0 23 32,0 13319 12 2109
Xy A Xy = rth I”,% r; :_(rurv_rurv)a_x() (rurv rurv>a_xl+(rurv_rurv)E'
nornon
Como ||x, AX,|| = | (X4 AX,, X, AX,)| /2, temos:
Ix¢ AXy|| = |—(—ccosh v+ug sinh v)?+ (ug'cosh v— csinh v)? 4 u?|'/?
= | —c*(cosh? v—sinh? v) +u’g"(cosh? v —sinh® v) +u?|'/? = |? — u?(1 + ¢")|'/?
= W,

temos
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€= <N7qu> = 7I:Vg ,
1 2 ! / : s k2
f=(N,xyy) = —(ccosh®v—ug sinhvcoshv+ ug’ coshvsinhv —csinh“v)

w
1

= —c(cosh? v —sinh?v)
W

o

Cow

1

g=(N,x,,) = —(ucoshvsinhv—u’g sinh?v+u’g'cosh?v — uccoshvsinhv)

w
1 2,/

= —u?g'(cosh?v—sinh?v) = .
w w

Logo a segunda forma fundamental € dada por:
2 21 "2 2.1 52
Il = edu” +2fdudv+ gdv- = —(—ug"du” + 2cdudv +u-g dv-). (3-22)
w

A curvatura Gaussiana de M é dada pela seguinte expressao:

_ e f*
EG—F?*
Dai,
K B %(_ug// _uzg/ —CZ) B _u3g//g/ —CZ
T 2—2(1+g?%) w2 —u2(1+g?))’
ou seja,
u3g”g/—cz

K =

12u2 (14 ¢2) (2 —u2(14¢7?)) (3-23)

Bem como a curvatura média €

1 ) 12 1.2 2

J(—ug’ (e —u”)) =258 + utg (14 87)
(@ = (1+87)

1 ) 2 2 2

sl(—ug’(c* —u?)) —2c°g +u'g' (14¢")]
(= (1+87) |

H— leG-2fF +Eg
2 EG-F?

isto €,

uzg/(l +g/2) _ ug”(c2 _ uz) _ 2czg/
2(c2—ur(1+g7))|e? —u*(1+g2)[V/2
Segue de (3-23) e (3-24) que as fungdes K e H s6 dependem da varidvel u. Suponha que
EG—F?>=c>—u*(1+g?) > 0.0 caso EG— F? < 0 pode ser tratado analogamente e

H= (3-24)

obter os resultados correspondentes. Entdo as equacoes (3-23) e (3-24) podem ser escritas
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por
RPN/
wgg —
K(u)=— 3-25
e (e o2
2/1 2\ _ ol 2,2 22/
2[c? —u?(1+g7)P2
respectivamente.

Agora estudando a equagdo (3-25) mostraremos que dada qualquer fungdo
K diferencidvel, existe uma fun¢do g que depende de K, obtendo assim superficies

helicéidais com curvatura Gaussiana dada. A equacdo (3-25) pode ser escrita por

W (u) = 2uK (u), (3-27)
onde
h(u) = (u?g? — A)[? —u?(1+ %)L (3-28)
A solugdo geral de (3-27) é
h(u) = ¢y +2/uK(u)du, c1 €R. (3-29)
De (3-28) e (3-29) obtemos
Cl+2/uKdu= (g =)~ (148 =g ? —u* (1+47)] 7 = [ —u?(1+87)] 7,

isolando g% temos:

n Cl+2qudu—|—c2[c2_u2(1_|_g/2)]71
¢ u2[c? —u(1+g2)] !
(c1+2f uKdu)[® —u?(1+¢7)] +¢

2
u
_ (a +2 [uKdu)c* — (c1 +2 [uKdu+ c*)u*(1 + g'?) + c?
- 2
u
(c1 +2 [uKdu)c® — (c1 +2 [uKdu)u® — (c1 +2 [ uKdu)u*g"* + c?

u? ’

colocando os termos onde aparecem g’> no primeiro membro da equagio acima obtemos

o (c14+2[uKdu)c® —(c1 +2 [uKdu)u® +c?
g = 2 Y

(c1 42 / uKdu)g"? +

u

ou seja,

[(c1 42 [uKdu) + 1]c¢* — (c1 +2 [ uKdu)u?
2

[(c1+2/ul(du—|—c2)—|—1]g'2: »
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2 PA-u*(A-1)
- u?A
Integrando g’ obtemos,

Portanto g’ ,u#0,onde A= 1+c;+2 [uHdu < 0, para qualquer u # 0.

B A —uP)A+u?|])'/?
=yt / e R (3-30)

onde ¢, é uma constante de integragdo. Agora suponha que ¢ € R™ e K = K(u) seja uma
fung¢do diferencidvel dada definida em um intervalo aberto I C R\{0}. Consequentemente
para qualquer ug € I podemos encontrar um sub-intervalo U 3 ug de I e um intervalo
aberto I' C R contendo ¢} = —(2 [uKdu)(up) tal que a fun¢do continua F : U x I' - R
dada por F(u,c1) = A —k,k > 1 é negativa para qualquer (u,c1) € U x I. De fato, temos
que F(ug,c}) = 1+c|+ (2 [uKdu)(ug) —k =1— (2 [ uKdu)(uo) + (2 [ uKdu)(up) —k =
1 —k < 0. Entio pela continuidade de F, ela é negativa em um subconjunto de R? da forma
U x I'. Dai, para qualquer (u,c1) € U xI',c; € R,c € R e para dada K = K (u) podemos

definir a familia a dois parametros de curvas

_ 211/2
¢ —u)A+ ] du) (3-31)

a(u) = a(K(u),c;c1,c2) <0 u CZ:E/ |ul|A[1/2

Aplicando um movimento helicéidal de inclinagdo c nestas curvas obtemos uma
familia a dois parAmetros de superficies helicéidais do tipo IT em ]R? com curvatura

Gaussiana K(u),u € I e inclinagéo c. Estas superficies sdo dadas por

2 2VA 4 2112
x(u,v) = (u sinh v,u cosh v,cv+czj:/ (" —w)A+u] du). (3-32)
jul|A]'/2

2 _ u2(1 + g’2) < 0, entdo concluimos

Observaciio 3.2 Se assumirmos que EG —F? = ¢
de maneira andloga que existe uma familia a dois parametros de superficies helicéidais

do tipo I imersas em R% com curvatura Gaussiana K (u) e inclinagdo c.

Estudaremos agora a equacgdo (3-26). Ela pode ser escrita como:

¢%o+§ww=2HyXu#o (3-33)
tal que /
O(u) =— g'w) . (3-34)

(T W)

Multiplicando (3-33) por u? obtemos
"W 4 2uf = 2uH

(ou?)' = 2uH,
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integrando esta expressdo segue que: u’ = 2 [uHdu + c1, ou seja,
1
o= 7[2/quu+cl],cl cR. (3-35)
u
Combinando as equagdes (3-34) e (3-35) obtem-se
g'(u)

Ly g e el

1
¢ =52 [ ubdut el — 1+ () 2,
elevando esta expressdo ao quadrado e somando (2 [ uHdu + cl)zul2 g%, resulta em

1 1
g/2+(2/quu—|—c1)2;g'2 = F[Z/quu—l—cl]z(cz—uz)

ou
utg? + ( 2/quu+c1)2 2g"2 = 2/quu+c1] (¢ —u?)

colocando g’ em evidéncia e isolando-o resulta em

n  2fuHdu+ci)*(c*—u?)  (*—u*)B?

B = I = (- 3-36
W@ futduray] @@y <o 639
onde
B(u) :Z/MHdu—i—cl. (3-37)
Integrando g’ obtemos
BV — 12
oW =t [BVE W 4 e (3-38)

Portanto, da mesma maneira podemos definir a familia a dois par@metros de curvas

|B|\/c2—u >
|lu|vu? + B2

Aplicando um movimento helicéidal de inclinag¢do ¢ nestas curvas, obtemos uma familia

a(u) =a(H(u),c;cq,c2) (0 u czj:/ (3-39)

a dois parAmetros de superficies helicéidais do tipo I (respectivamente /™) em R% com

curvatura média H = H (u),u € I;. Estas superficies sdo dadas por (ver Fig.3.1)

|B|V e —u? )
|ulVu? + B

x(u,v) = (u sinhv,ucoshv,cv+c; (3-40)

e isto completa a prova do teorema.
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Figura 3.1: Superficie Helicdidal de tipo I't, H(u) = 1/2u

Figura 3.2: Helicéide a direita de tipo I~
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Observacao 3.3 As superficies helicoidais dadas por (3-32) e (3-40) sdo superficies
space-like de tipo I".

Observacdo 3.4 Se assumirmos que F = 0 no teorema anterior, entdo g(u) = c e a
equagdo (3-20) se reduz a equagdo do helicéide em R?. Pelas equacoes (3-23) e (3-24)

as curvaturas Gaussianas e média destes helicéides de tipo I'" ou I~ sdo

C2
K(I/t) = —m < O,H(u) =0
ou 02

respectivamente. Dai as superficies helicdidais a direita de tipo I'™ ou I~, constituem
superficies minimas imersas em R? com curvaturas Gaussiana negativa ou positiva (ver
Fig.3.2). O caso onde a(u) = (u,0,g(u)) que corresponde superficies helicdidais do tipo

I (ou II™) sdo dadas por (3-9) ou equivalentemente por
x(u,v) = (ucoshv,usinhv, g(u) + cv)

sdo realmente similares ao caso anterior, doravante iremos omiti-los.

Estudando agora o segundo caso.
Seja a(u) = (g(u), f(u),0),u € I uma curva C? em R} onde f?+g"> #0elum
intervalo aberto ndo contendo o zero. Aplicando um movimento helicéidal nela com eixo

Oxp(eixo time-like), obtemos a superficie helicoidal M em R? dada pela parametrizacao
x(u,v) = (cv+ g(u),ucosv,usinv) (3-41)

onde estammos assumindo que f(#) = u. Provaremos entio o seguinte teorema:

Teorema 3.5 Seja a(u) = (g(u),u,0),u € I = (a,b) C R uma curga geratriz da su-
perficie helicoidal M imersa em R? dada por (3-41). Entdo as curvaturas Gaussia-
nas e média no ponto (g(u),u,0) sdo funcées apenas da varidvel u, i.e., K = K(u),
H = H(u). Além disso, dadas constantes ¢ € R™, ¢1,c0 € R e uma fungdo diferencid-
vel K = K(u)(respectivamente H = H(u)), u € I existe uma familia de curvas a(u) =
a(K(u),c;cy,c2)(respectivamente a(u) = a(H(u),c;c1,¢2)), de modo que as superficies
helicdidais do tipo III'" ou (111~ ) geradas por estas curvas, imersas no espago de Min-
kowski R% tém curvatura Gaussiana K = K(u),u € I(respectivamente curvatura média
H=H(u),ucl =(—c,c)ClI).

Demonstragdo. Como X(u,v) = (cv+ g(u),ucosv,usinv) temos que:

x, = (g’,cos v,sin v)
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X, = (¢, —usin v,ucos v)
Xyuy = (glla()uo)
X,y = (0, —ucos v, —usin v)
X,y = (0, —sin v,cos v)
Segue que
E = (x,,X,) = —g"> +cos? v+sin® v=1—g?
F = (x,,X,) = —cg' —ucos vsin v+usin vcos v = —cg’
G = (x,,%,) = =% +u?sin?v + u? cos?v = u*> — 2
Assim a primeira forma fundamental é dada por:
I = Edu?* + 2F dudv + Gdv* = (1 — g")du® — 2cg'dudv + (u® — ¢*)dv*. (3-42)
Como
9 9 9
0x, ox1 oxo
X, \X, = g cos v sin v
C —USINV Uucosvy
0 0 0
2 s 2 ! : ! o
= —(ucos“v+4usin“v)s— — (ug'cos v—csin v)=— 4 (—ug' sin v—ccos v)=—
( Jamg (18 J o, T8 )%,
= —u=— +(csin v—ug'cos v)=— — (ug’sin v+ ccos v)=—,
9x( ox1 0x>
E
X AXy|| = |—(u)*+ (esin v—ug' cos v)?+ (ug'sin v+ ccos v)?|'/?
_ | —u2—|—02+u2g’2|1/2

_ ’u2(1 _gl2)_c2’1/2 = w.

Entdo N = L (—u,csin v—ug'cos v,—(ug’sin v+ ccos v)).

v(ug'sin v+ ccos v)]

Neste caso

€= <N7qu> = —%(—ug") = %I/‘gﬂ,
L. . : /

f=(N,x,) = —[—sin v(csin v—ug cos v)—cos
w
1 ) ! / : 2
= —[—csin“v+4ug sin vcos v—ug cos vsin v — ccos” V]
w
1

= __C,
w
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1 . . .
g=(N,x,,) = —[—ucos v(csin v—ug'cos v)+usin v(ug'sin v+ ccos v)]

w

_ 1[ : 2./ 2 2 1 :n2 :

= —[—uccos vsin v+u-g cos“v+u-g sin“v+ucsin vcos v]
w
1

= —uzg/.
w

Dai, a segunda forma fundamental é dada por
2 2 1 "g. 2 2132
Il = edu” +2fdudv+ gdv- = —(ug"du” — 2cdudv +u°g dv”). (3-43)
w

Portanto as curvaturas Gaussiana e média sao dadas por

PO P S - SR
EG—F (- 2—c2> (e
3. 1.0 2
ugsg
K(u) = (3-44)
)= =g — (= gD =
e
2 EG-F? 2 [u?(1—g") —c?]
_ 1" (P =) - 2% + 12 (1 - ¢7)]
w 2[u*(1—g%) =] ’
ou seja,
1 2,/ 1— . _2 2,/
2[u(1-¢ )—cz]lu( —g’z)—czP/2
respectivamente.

Vamos examinar o caso quando EG — F? > (0. Da mesma maneira poderiamos
assumir que EG — F? < 0 e darmos os resultados correspondentes. As equagdes (3-44) e

(3-45) podem ser escritas como

3 1,0 2
—ugg +c
K(u) = 3-46
W E e P 40
© 2,/ 2 "e.2 2 2,/
— 1— — 2
H(u) = ug'(1—g7) fug’(c” —w)+2c¢ (3-47)
2[62 _ u2(1 _ glz)]3/2
respectivamente.

Novamente, mostraremos que dadas fun¢des K(u) e H(u) existem superficies
helicéidais com curvaturas Gaussiana K(u) e média H(u). A equacdo (3-46) pode ser
escrita por

W (u) = —2uK (u), (3-48)
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onde
h(u) = —(u?g*+*) [ —u*(1-g7)] . (3-49)

Integrando (3-48) obtemos,
h(u)=cy — Z/MKdu,cl eR. (3-50)
Substituindo (3-49) em (3-50) temos que
c1 —Z/MKdu = (g + A - (1-g?)] !,

ou
(—ci +2/uKdu)[c2—u2(1 ¢ =utg? + ¢,

(—c1+2/uKdu)(c2—u2)_|_(_cl+2/uKdu)u2g/2_u2g/2 =

[(—Cl+2/uKdu)u2—u2]g’2 = —(—cl+2/uKdu)(cz—u2)+c2,

isolando g'> obtemos,

n  —(—c1+2 [uKdu)(c* —u*) +c?
"~ [(—c1 +2 [ uKdu)u? — ]

Logo

n —C(—c1 +2 [uKdu) — 1]+ u*(—cy +2 [uKdu) —c*A+u*(A+1)

_ _ 0
8 u?[(—c1 +2 fuKdu) —1] u?A 70,

onde A= —1—c;+2 [uKdu > 0, para qualquer u # 0. Portanto g’ ¢ dada por

u? — A +u*A|l/?
_czi/’ i s e R, (3-51)

onde c¢; é uma constante de integracao.

Sejac € R™ e K = K(u) uma fungdo diferencidvel dada definida em um intervalo
aberto I C R\{0}. Portanto, para qualquer uy € I podemos encontrar um sub-intervalo
aberto U S ug e um sub-intervalo I’ de R contendo ¢} = (2 [ uKdu)(uo) tal que a fungao

continua F : U x I' — R dada por F(u,c1) = A+ k,k > 1 € positiva para qualquer
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(u,c1) € U x I'. De fato, temos que

F(ug,c}) = (—l—c'1+2/uKdu)(uo)+k

— 12 / uKdu) (o) + (2 / uKdu) (o)) +
= —1+k>0.

Além disso pela continuidade de F, ela é positiva em um subconjunto de R? da forma
U x I'. Dai para qualquer (u,c1) €U xI',c; € R,c € R" e dada fungiio K = K (1) podemos

definir uma familia a dois-parametros de curvas

w? —c A+u2A|1/2d 0) (3-52)

a(u) = a(K(u),cic1,02) (Qi/' u[A12

Aplicando agora um movimento helicéidal de inclinac@o ¢ nestas curvas, obtemos uma
familia a dois-parametros de superficies helicéidais de tipo /I~ em Rf com curvatura

Gaussiana K(u),u € I e inclinagéo c. Estas superficies sdo dadas por

— A 2411/2
= (czj:/| W c‘ |A]4/—2u | du—l—cv,ucosv,usinv). (3-53)
u

Estudaremos agora a equacgao (3-47). Ela pode ser escrita como

0w+ 2o =2 o (-54)

onde )
g (u)
[Cz _ u2(1 _ glz)]l/z'

Usando o mesmo argumento que usamos ha equagao (3-33) a solucao geral de (3-54) é

O(u) =

(3-55)

I
o(u) = ;[Z/MHdu—l—cl],cl eR. (3-56)

Substituindo (3-55) em (3-56) vem

g'(u)
[Cz _ u2(1 _ g/Z)] 1/2°

1
—2[2/uHchH—c1] =
u
Queremos isolar g’?, pois bem:
1
2 [ utdu ey Pl (1 - )] = ¢

2/quu—|—c1] (c —u? +u2[2/quu+c1]2 n_ 48/2
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uz[(Z/quu+cl)2—u2]g'2 = —[Z/MHdM—I—Cl]Z(CZ—uz),

logo
2 Hd 202 2 BZ 2_ .2
/2:_[ fu u+c1] (C u): (C u)7u611:(_c7c)’ (3_57)
u?[(2 f[uHdu+c1)> —u?]  u*(u®>—B?)
onde
B(u) = 2/quu—|—cl. (3-58)
Dai
|B|v/c? — u?
u)=crt | ————=du,cr € R. (3-59)
gw) e
Portanto da mesma maneira podemos definir a familia a dois-pardmetros de
curvas

B*/ 2 2
[Blve” —u a’u,u,O). (3-60)

|u|vu? — B2

Aplicando entdo um movimento helicéidal de inclinacdo ¢ nestas curvas obtemos uma

a(u) =a(H(u),c;c1,¢2) = (cz:t

familia a dois-parametros de superficies helic6idais de tipo /1™ (respectivamente de tipo

1IT7) em R} com curvatura média H = H(u),u € I,. Estas superficies sdo dadas por (ver
Fig. 3.3)

x(u,v) = (czi/M

| Vi~

e isto completa a demonstracdo do teorema. |

du+cv,ucosv,usinv> (3-61)

Observacao 3.6 As superficies helicoidais dadas por (3-53) e (3-61) sdo superficies
time-like de tipo 111~ .
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Figura 3.3: Superficie Helicdidal de tipo II11- ,H(u) = 1 /4u

3.3 Movimento Helicoidal em torno do eixo light-like

Neste pardgrafo iremos estudar o caso de superficies helicéidais M em R1 que
sdo obtidas por um movimento helicdidal de uma curva a(u) = (f(u,g(u),0)), f # g,
a € C? em torno do eixo light-like. Vamos assumir que o eixo de rotacio seja gerado
pelo vetor 7 = (1,1,0). Como foi mencionado anteriormente, a parametrizacdo destas

superficies sdo dadas por

V2 V2 V2 V2
() = (145070~ S+ en 3 70+ (1= S )elw)-+ov =gy ).
(3-62)

Sem perda de generalidade, fazendo f(u) = u, a equacdo (3-62) se reduz a

2 V2 2 2

x(u,v) = ((1 + %)u - Eg(u) + v, %u—f— (1— %)g(u) +cv, (u— g(u))v) . (3-63)

Teorema 3.7 Seja a(u) = (u,g(u),0)),u € I = (a,b) C R uma curva geratriz da superfi-
cie helicoidal M imersa em R% dada por (3-63). Entdo as curvaturas Gaussiana e média
no ponto (u,g(u),0) sdo fungcdes apenas de u, i.e., K = K(u), H = H(u). Além disso, da-
das constantes ¢ € RY, c¢1,¢p € R e uma fungdo diferencidvel K = K (u)(respectivamente
H = H(u)), u € I existe uma familia de curvas a(u) = a(K(u),c;cy,c2)(respectivamente

a(u) =a(H(u),c;c1,c2)) que sdo solugdes das seguintes equagdes diferenciais

g"(g—u)?—c*g'—1)°
(& =D[(g—u)?(g'+1)—c2(g - 1)?
¢ (g — 1) ~263(¢ — 1)+ (s~ wP(g + )&/~ 1) |
2(8' = D(g—u)(g'+1)—c(g = D]I(g' = D(g —u)*(g' +1) — (g’ — 1)]|1/?

Demonstragdo. Derivando x(u,v) em relagéio a u e v temos:
2 2 2 2
Xy = ((1+V7)_\/7g/,v7+(1_v7)g 7(1_g) )

V2

2
Xuu = (_ ng/la (1 - T)gﬂa _gllv)
X, = (vu—vg+c,vu—vg+c,u—g)

K(u) =

H(u) =
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Xypy = (u—g,u—g,O)
Xy = (v—vg',v—vg', 1-¢").
Neste caso temos que
2 2
E=(xx)=—[(14+5) = 5P+ 5 +(1-5)gP+[(1-g WP =g -1

[
S5}

F = (x4,Xy)

= [(1+%) — g u—g) +c]+[% +(1—5)g|V(u—g) +c|+(1—g)(u—g)
=c(¢' 1)

G = (x,%) = —[V(u—g) + P+ (u—g)+c2+(u—g)>= (u—g)>

Para obter N(u,v) vamos calcular X, A X,..

0 o 0

0x, ) ox1 oxo

A= | (145)=%¢ S +(1-%5) (1-g)
viu—g)+ec  vu—g)+c  u—g

{1 D=0 (1= )b g+ b {v(1 - b g+l

2 2

(145) =510} +{ (1~ vtu—g)+l .

Fazendo ||x, AX,|| = w. Logo N = 1x, Ax,.

Determinando e, f e g temos
e = (N,X,) = &84,
f=(Nxw) = %c(g/— 1)2
g = (N,Xyy) = %(g_@z(g,_ 1).

O discriminante da primeira forma fundamental correspondente é

EG-F* = (¢”-1)(u—g)*—c*(g'—1)
= @+ -Nu-g*—c(g—1(g-1)
= (g -Dig+D)u-g)?>-c*(g—1)]
= (&-D[(g—u?(g'+1)—c*g - 1] (3-64)
Dai a curvatura Gaussiana de M €
oo =S a8emwy(e—u)? (e — 1) — (g 1)
~ EG-F? (g —1(g—u)?(g+1)—c*(g'—1)]

g"(g—uP(¢' =) —c*(g'~ 1
w2(g' = 1)[(g—u)*(g'+1) —c*(g
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ou seja,

g (g—u)(g—1)—c*g —1)*

(&= Dl(g—u)3?(g+1)=c2(g' = D]I(g' = 1)[(g —u)*(g' +1) — (g’ = 1)]]
(3-65)

o qual concluimos que K € uma funcdo apenas de u. Como mencionado anteriormente,

K =

podemos estudar outras superficies de tipo IV ", ou as superficies de tipo IV .
A curvartura média da superficie helicéidal M dada por (3-19) no espago de

Minkowski R? ¢ dada por
_ 1eG—-2fF+gE
2 EG-F?

Substituindo os coeficientes da primeira e segunda forma fundamental temos que

158" (g—u)(u—g)* —25c(g' —1)’c(g' = 1) + (g —u)*(g' — (g’ —1)°
2 (= Dlg—u)3(g+1)—c*(g' —1)] ’

108" (g—u)’ —2¢2(¢' —1)° + (g —u)*(¢' + 1)(g' — 1)°]
2 (&' =Dig—w?(g+1)—c* ('~ 1)] ’

onde w=|(g'— 1)[(g —u)?(g'+ 1) —2(¢g' — 1)]|'/2. Portanto

g"(g—u)® =22 —1)* + (g —u)*(g' + 1) (g — 1)?

H(”) = )
2(' = Dl(g—uw)*(g' +1) —cX(g' = D]I(g' — D(g —u)*(g'+ 1) —c*(¢' — 1)]|1/2
(3-66)
onde concluimos que H € fun¢do somente da varidvel u. 0
Em seguida estudaremos alguns casos particulares destas equagdes.
Se assumirmos que
EG-F = (¢ -Dlg—uw(g+1)-c* (¢~ 1)]>0 (3-67)
entdo a equagdo (3-65) se reduz a
" 3 20,/ 3
—u)’ — -1
K(u) = g'(g—u)’—c*(g' 1) (3-68)

(&' —Dl(g—u)?(g'+1)—c2(g' = 1)

Consequetemente, o problema agora € reduzido a encontrar a solucdo desta equagdo
diferencial em g = g(u), onde a fungdo K = K(u) é uma fung¢@o diferencidvel dada.

Examinaremos a equagdo (3-68). Para isto faga g(u) —u = h(u), entdo g'(u) — 1 =
I (u) e g"(u) = I (u). Portanto a equag@o (3-68) toma a forma

h3h// . CZh/3
K(u) = .
(u) h’[hz(h’—l—Z)—Czh’]z

(3-69)
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Esta é uma equacgdo diferencial de segunda ordem ndo-linear com coeficientes ndo-
constantes, a qual é dificil de ser estudada para qualquer fun¢do K (u). Estudaremos esta

equacao para alguns casos particulares da curvatura Gaussiana.
Primeiro caso K(u) = 0.

A equacdo (3-69) se reduz a
mh —c*h? =0. (3-70)

Suponha que i’ = p, onde p = p(h), dai

h/dp _ d_p

W'=hn— = p—. 3-71
an ~ Vdn G-71
Portanto, a equacdo € escrita como
d
B — 203 = pP3 — 2pd = . (3-72)
dh
Ou seja,
dp  ,dh
Pow
para p # 0 e h # 0. Integrando esta equagdo temos
2n?
h) = 5—————,c1 €R. 3-73
p(h) cz—ZClhz’cl ( )
Da equacdo (3-71) obtemos
dh  2h?
du 2 —=2c1h*’
(2 —2c1h?)
2
c
(2_}12 — Cl) dh = dl/t,
dai —%% —cth=u+cy,cp € R.
Se ¢ =0 entdo h(u) = _Z(Micz) e
2
u)=u+h(lu)=u————,cp € R. 3-74
) =t h(w) == 5ot e (374

Portanto podemos definir a familia a um-parametro de curvas

C2
a(u) =a(K(u),c;cp) = <u, u— M,O) (3-75)
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com isto pela equagdo (3-63) a parametrizacao das superficies € dada por

2.2 2 2 2

cu c“(2—v7) cv
x(u,v)=\u+——"-7-+cvyu——m=F+cv, — | . 3-76
(,) ( 4(u+cy) 4(u+ca) 2(u+c2)) ( )
Se ¢ # 0 entdo —5—2—c1h =u+cy,co € R € tal que # = u+cp, logo

2c1h? +2(u+cy)h+c? = 0, portanto & é dada por

—2(u+c2)j:\/4(u—|—cz)2—8c% 1

h(u) = ae =% {—(u +c) £ \/(u+c2)2 - 2C1C2:|

e finalmente

gu)=u+h(u)=u+ 2%1 {—(u%—cz) + \/(u+c2)2 _ 2c1c21

g(u) = 2Lc1 [(2C1 —Du—cr+ \/(u+cz)2 —2C|C2:| . (3-77)

Portanto podemos definir a familia a dois-parametros de curvas

a(u) =a(K(u),c;c1,c2) = (u, % {(201 —Du—cr+ \/(u+c2)2 — 201c2] ,0
(3-78)

Figura 3.4: Superficie Helicdidal de tipo IV, K(u) =0
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Consequentemente pela equacdo (3-63) a parametrizacdo destas superficies é

dada por
_ v v 2 2
x(u,v) = (1+E)u—a[(201—1)u—czi (u+cp)? —2c1¢?] + v,
u 1 v?
7+2—q(1—3)[(2c1—1)u—02:l:\/(u+cz)2—2clc2]+cv,

uy — %[(2C1 —Du—cr £/ (u+c2)?— 2c1c2]> . (3-79)

A partir da andlise acima deduzimos que dada a fungdo K(u) = 0, podemos
determinar uma familia a um ou dois-parametros de curvas dadas por (3-75) ou (3-78)
respectivamente e definir as correspondentes equacdes (3-76) e (3-79) de superficies

helicoidais imersas em R% de tipo IV ", com curvatura Gaussiana nula.
Segundo caso.

(i) Considere

—c?a?
K(u) = <0 0 3-80
)= a2 —ap < %47 (3-80)
onde u # £|7|, /|55 — b ¢ b € R. Entdo a equagio (3-69) pode ser escrita como
K( ) h//h3 _ C2h/3 —C2612
u) = =

Wh2(W +2)—c2h']?2  [(au+b)%(a+2)— c%d]

onde h(u) =au+be g(u) =u+h(u) =(a+1)u+>b.
Dai, dada a fungdo K = K (u) por (3-80) e seguindo 0s mesmos processos, existe
uma familia de superficies helicéidais imersas em R? de tipo IV™" (ver Fig.3.5), pela

equagao(3-63) suas parametrizagdes sao dadas por

av? h? av? 2

x(u,v) = ((1 — T)u—T%—cv,u(cH—l— 7)4—(1 —%)b+cv,—(au—i—b)v>.

(ii) Agora considere

2¢1(c1u? +cou+c3)? = (2ciu+ )3

K(u) = , 3-81
(1) (2ciu+c2)[(c1u? 4+ cou+c3)?(2ciu+ca +2) — c2(2ciu+c3)? (3-81)
onde c;,i = 1,2,3. Entdo a equagdo (3-69) toma a forma
W' = c2h3 2¢1(c1u? +cau+c3)? — 2 (2ciu+ ;)3

K(u)

T HRE(W +2) = EH]E T (2cru+ co)[(crd + cau+c3)2(2ciu+ cr+2) — 2(2cru+c2) 2
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Figura 3.5: Superficie Helicdidal de tipo IVT, K(u) =

—2d?

[(au+b)?(a+2)—c2a]

Esta equacdo ¢ satisfeita pela funco h(u) = ciu? +cou+c3,c;i €R,i=1,2,3 e portanto
g(u) = u+h(u) =cu® + (ca + u+cs.

Consequentemente, dada a funcdo K = K(u) por (3-81), existe uma familia de
superficies helicéidais imersas em ]R? de tipo IV, pela equacdo (3-63) a parametrizagio

destas superficies é dada por

2 2 2
v v v
x(u,v) = (—clEuz—k (1 _Czi)u_C?)E + o,
2 2 2
c1(1— %)uz—i— (c2+1 —Cz%)u—l— (1— %)C3 +cv,
(—c1u2 — o — C3)V> ) (3-82)

Finalmente estudando a equagio h”h® — c*h'3 = a,a € R\{0}, fazendo a substi-

tui¢do 4’ = p(h) a equagdo se reduz a pz—ﬁh3 —c?p =a, como h # 0, fica

pdp dh

a+c2p3 "’
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multiplicando a igualdade por ¢? temos:

pdp _ 2dh

— 35
()

Usando o método de integrac@o por fracdes parciais no primeiro membro da equacdo

diferencial tem-se

by 1 p q
361{ p+q+((P—%)“r(ﬁCI)ZJF(P-%)“(@qy)}dp,

integrando esta equacdo obtemos

1 1 2 2 p—14
——1In|p+qg|+—1In + 1| + ——arctan 2),
3" g Kgg) } 3v3q <¢gq

que é igual a

()
ln{ éq 2 p—%)’

T + arctan(
Ip+q|% } 3v3q By

. 2
onde g = ¢/ C% Agora integrando o segundo membro temos —# +c1,c1 € R. Portanto a

solucdo da equacdo diferencial é dada pela equagdo implicita

2 1
() [
V3 2 p—1 c?
In 24 } + arctan (—2> =——+ci. 3-83
{ P+l 334 OV o

Da andlise acima, concluimos que para toda func¢do & = h(u) que é solugdo para
a equacdo diferencial #' = p, com p = p(u) uma solu¢ad da equacdo implicita (3-83),
podemos encontrar a curvatura K = K (u) (3-69) das superficies helicéidais de tipo IV
cuja parametrizacao é

2 2 V2 2

x(u,v) = ((1 + %)u — %g(u) + cv, Eu—l— (1 — %)g(u) ~+cv, (u—g(u))v> )

Terceiro caso.

Esté entendido que estamos interessados em fungdes g = g(u) tal que /' (u) = g’ (u) — 1 #0

para qualquer u € R\{0}.
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Portanto podemos considerar a funcéo inversa u = u(h). Consequentemente, a

equacao (3-69) pode ser escrita como

h//h3 . C2h13
K(u(h)) = . 3-84
(l/l( )) h/[hZ(h/+2) _Czh/]Z ( )
Seja h' = p,p = p(h), entdo
_ pz_gm 2P
plh*(p+2)—cp]*’
dai .
Kplh*(p+2) —c*p)* - pd—zh3 +cp* =0
d
Kplh*(p+2) =212 p(p+2) +c*p? — pd—Zh3 +c2pP =0.
Como p # 0, desenvolvendo a expressio e dividindo a mesma por p, obtemos
d
K (p* +4p+4) — 22K p? — 4P K2 p + Kc* p* — d—z;ﬁ +2p =0,
e finalmente
d
CPps [®+K(h* — ) p? —4Kh* (h? — *)p—4Kh* =0 (3-85)

dh

que € a equagdo diferencial de Ricatti, como € sabido, ndo temos sua solucdo geral caso

nao conhecamos alguma solugdo particular.
Quarto caso.

Se assumirmos que
EG—F?= (¢ —1[(g—u)?(g'+1)—c*(g’ —1)] > 0 entdo a equagio (3-66) se reduz a

g'(g—u) —2c%(g' = 1)*+ (g —w)*(g' + 1)(g' — 1)
2{(¢' = Dl(g—u?(g+1)—c2(g' = ]}/

O problema agora é encontrar a solugdo desta equagdo em g = g(u), onde a fungéo

H(u) = (3-86)

H = H(u) é uma funcio diferencidvel dada. Podemos encontrar uma superficie helicéidal

minima de tipo IV ', basta encontrar a solu¢do da equacio
g"(g—u) =2(¢' = 1)’ + (g —u)* (g +1)(¢' = 1)* =0 (3-87)
De fato, se fizermos g(u) —u = h(u) e substituirmos na equagio acima fica

h//h3_2C2h/3 +h2<h/+2)h/2:h3h//+(h2—26'2)h/3+2h2h/2:O
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Agora fazendo i’ = p, p = p(h), facilmente obtemos

d
h3p—p+(h2—c2)p3—|—2h2 20,
dh
dividindo por p? fica
_sdp 2h?
Wp2== 4 (h* —2c*)+—=0

tomando ® = %, temos o seguinte:

1 do
hg“’z(‘ @%) + (h* =2¢%) + 210 =0,

portanto

do 2 -2

Multiplicando esta expressdo por 42 e isolando as parcelas que possuem termos em / no

segundo membro da equagdo temos

dm h2 — 2C2
-2 -3 -2
h _h —2h"w=h 3 s

isto €,
(h20) =h=3 =200,

Integrando esta equag@o obtemos a solugdo

1 1 *h? e — 2c1h* — h? + 2

» 27 2 ek,

onde concluimos que a funcéo h = h(u) satisfaz a seguinte equacéo
2c1h* —3h* —6(u+c2)h—3c? =0,
¢2 € R, e portanto a fungdo g = g(u) satisfaz a equagio

2c18% — 8ciug® + 3(4ciu— l)g2 — 2(4c1u3 +3c2)g+ 2c1u* + 3u® + 6¢u — 3¢ = 0.
(3-89)
Consequentemente, para qualquer fungdo g = g(u) que satisfaz a equagdo (3-89)
existe uma superficie helicéidal minima de tipo IV em R? cuja representagdo paramé-
trica é dada por (3-63). Por exemplo, se ¢; = ¢ =0, temos que h(u) = —u+ Vi —c2ue
(—o0,—c)U(c,0) e g(u) = +vu? — 2.
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Portanto, podemos definir a curva
a(u)=a(Hu),c) = (u, =V u*—c2,0).

Dai, existe uma superficie helicéidal minima de tipo IV imersa em R% cuja parametri-
zacdo, pela equacido (3-63) é dada por

V2 V2 VZ VZ
X(u,v):<(l—|——) j:E uz—cz—i—cv,jui(l——) ur —c2+cv, (u+ uz—cz)v).

2 2
Nao conseguimos resolver a equag@o (3-86) para qualquer fung¢do H(u). Con-
tudo, poderiamos considerar valores especiais para fun¢do H = H (u) e entdo dar solucdes

para equacgdes correspondentes. Por exemplo, se

2u u 2
e +3é" —2¢ >
H(u)—2(e2u+2eu_cz>3/2,u7éln|\/1+c — 1, (3-90)

entdo a equacgdo (3-86) seria

e 43" —2c*  W'R =202 + W (W 4+ 2)h"
2 (e 4 2et — C2)3/2 B {h’[hz(h’ +2)— Czh/]}3/2

Esta equagdo ¢ satisfeita pela funcéo h(u) = " e portanto para g, tal que g(u) —u = h(u)
¢ dada por g(u) = u+ €.

Consequentemente, dada a fungdo H = H(u) por (3-90) existe uma superficie
helicéidal de tipo IV imersa em R? cuja parametrizagdo, pela equacdo (3-63) é dada por

2 2 2 2

r(u,v) = ((1 +%)u— %(u+e“)+cv,u% +(1— %)(u+e")—|—cv,—e“v).

Para os demais casos, ver o artigo [8]

3.4 Superficies solendides de tipo /™ e I~ e algumas pro-

priedades geométricas

Considere uma superficie regular M imersa em R? dada pela representacao
paramétrica x = x(u,v) de classe C* que estd definida em um dominio limitado e
simplesmente conexo D C R?. Seja N = N(u,v) o campo vetorial normal unitirio e
E = (x,,Xy), F = (x,,X,) ¢ G = (X,,X,) 0s coeficientes da primeira forma fundamental
em M.

O Laplaciano de uma fungdo ¢ = ¢(u,v)|p com respeito a primeira forma
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fundamental de M é o operador A o qual € definido por

A(I):— 1 |:(G¢M_F¢V> _(Fq)u_Eq)v) :| (3_91)
vVEG—-F? |\VEG-F?), \VEG-F?),
Seja F(u,v) = (fi(u,v), fo(u,v), f3(u,v)) uma funcdo vetorial definida em um dominio
D, entdo AF (u,v) é dado por

AF (u,v) = (Afi(u,v),Afo(u,v),Af3(u,v)). (3-92)

Considere agora o helicéide e o catendide em R% com parametriza¢des

x(u,v) = (usinhv,ucoshv,c; +cv),c > 0,c; € R, (3-93)
. u . u

X" (u,v) = (acosh —sinhv,acosh — coshv,u),a € R. (3-94)
a a

Podemos agora demonstrar um resultado o qual diz que a curvatura Gaussiana é
auto-valor para o operador laplaciano destas superficies, o interessante disto € que o auto-

vetor que encontramos ndo um vetor qualquer de R? e sim o campo normal de Gauss.

Teorema 3.8 O helicoide e o catenoide sdo ambos superficies harménicas. Além disso,

ANj, = 2Ky Ny, (3-95)

AN, = —=2K N, (3-96)

onde Ny, K;,,N.,K. sdo campos vetoriais normais unitdrios e as curvaturas Gaussianas

das superficies correspondentes.

Demonstracdo. Primeiro mostraremos que as tais superficies sdo superficies harmonicas.

Suponha que o helicoide a direita seja de tipo /. Neste caso usando (3-92) e (3-93) temos
Ax(u,v) = (A(usinhv),A(ucoshv),A(c; +cv)), (3-97)

onde fi(u,v) = usinhv, fo(u,v) = ucoshv e f3(u,v) = c¢1 + cv. Como utilizaremos a
relacdo (3-91) que estd em termos dos coeficientes da primeira forma fundamental, iremos
calculd-los. Temos

X, = (sinhv,coshv,0)

x, = (ucoshv,usinhv,c), segue que

E = (X4, X,) = —(sinhv)? + (coshv)? = 1,

F = (x,,X,) = —(usinhvcoshv) + (ucoshvsinhv) =0,

G = (Xy,X,) = —(ucoshv)? 4 (usinhv)? +¢? = ¢* — u?.
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Como estamos supondo I~ temos EG — F? < 0, isto é, —(EG — F?) = u*> — 2.
Dai

. 1 Gflu Fflv Fflu Eflv
Afi = Alusinhy) - = _\/EG—FZK\/EG F2>u ( VEG_F? FZH

1 [ (c—u <ucoshv>}
= ——|sinhy| —— | +| ———
u? —c? ur—c%/, ur—c2/,

_ —%[sinhv(_zu(uz A= (- 1 L_u )}

u?—c

— _ﬁ{ sinhv Kzz 023 \(/uu;fbg i \/uzu— cz] }

sinhv

= o=l

VEG—F2? |\ VEG—F? VEG —F?
L 1 {coshv( c? —u? ) +( usinhv ) ]
2 _c2 Vii—c2), WZ—c2),
1 ] 2 2\ (2 .2 1 h
_ coshy u(u®—c*)— (¢ —u)u . uooshy
u?—c? —c? (MZ—C2) u?—c?
1 (u? = c?) (u—2u) u
- ——— Jcosh
m{ "{<u2—c2> N N
coshv

- ——— _jo1=0.

(=)

Afo =A(ucoshv) = — ! {(sz"_FfZV> _(Ffzu—Ef2v> ]

Para mostrarmos que Af; = 0, faremos a seguinte mudanca de parametros:

= csinhv, ue€R ) ) .
{ ! V_ ! . Essa mudanga é possivel pois T(u,v) = (csinhv,u) é bije-

V= u
¢do, visto que

du Jdu nhv
9(u,v) | dm | 0 csinh = —ccoshv # 0.
omyv) | & o Lo

Portanto a reparametrizacao do helicéide é dada por
y(#,v) = (csinhvsinh#,csinhveoshu,cy + ci).

Calculando os coeficientes da primeira forma fundamental nesta parametrizacao obtemos:

E = (ya,yz) = —(csinhvcosh@)? + (csinhvsinh@)? + ¢? = ¢ — ¢?sinh* ¥
F = (yz,y7) = —(c?sinh¥cosh@coshvsinh) 4 (c?sinhvsinhzcoshvcosh) = 0
G = (yy,¥3) = —(ccosh¥sinh#)? 4 (ccoshvcosh@)? = ¢? cosh?v
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EG—F" = (c® — c*sinh?7)c? cosh?.
Portanto
— 1 [ (Gf3: —Ffs Ffy. —Efs
Af3(ﬁ,7) _ ( f3u f3v> _( f3u f3v)}
EG-F' '\ \JEG-F /" “\JEG-F /7

| ]
i =ilb-—= R
EG-F ' \\/EG_-F*/7

pois Ge EG — F~ s6 dependem de v. Dai Ax(u,v) = 0 e portanto o helicéide de tipo I~ é
uma superficie harmonica em ]R?. Andlogamente ocorre para o caso do helicoide de tipo
I".

Usando agora o mesmo processo podemos provar que Ax*(u,v) =
0. Neste caso veremos que o catendide é uma superficie de tipo IT. Pela
equacio (3-92) e (3-94) temos: Ax*(u,v) = (Ar'(u,v),Ar?(u,v),Ar’(u,v)) =
(A(acosh%sinhv),A(acosh “ coshv),A(u)).

Calculando E*, F* e G* para o catendide vem:

E* = (x},x;) = —(sinh ¥ sinhv)? + (sinh % coshv)? + 1% = sinh? cH+l= cosh? o
F* = (x;,X;) = —(asinh £ sinhvcosh £ coshv) + (asinh £ coshvcosh 2 sinhv) = 0,
G* = (x},x) = —(acosh  coshv)? + (acosh ¥ sinhv)? +0? = —a?cosh? “.

Usando a relag@o (3-91) para as fungdes coordenadas de x*(u,v) obteremos:

At = A(acoshgsinhv)
a

B 1 {( G*rl —F*rl > ( F*rl —E*r] ) 1
\/E*G* _ Fx2 \/E*G* _F*2 ), VE*G*—F*2/,
_ 1 [(—azcoshzgsinhgsinh\/) N (cosh2 gacoshgcoshv) }
u \%

VE*G* \/|a|? cosh? \/|a|?cosh* &

2
- L <sinh “ sinhv) + a (cosh 4 coshv)
|a| a u |al a v

21
= L coshZsinhv+ L cosh Lsinhy = 0,
la| a a |a| a
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Ar? = A(acosh “ cosh V)
a

B 1 K G'ra—F*r} ) ( F*ri—E*r} ) }
VEG —F2 \VEG—F2)u \VEG—F?2/,
1 —a?cosh? o sinh 7 coshy cosh? “acoshZ sinhvy
el ).+ ).
1 a1 u a u
= — {———cosh—coshv—l——cosh—coshv} =0,

VE*G*| |a|a a |a| a

2 2
la|cosh” & la|cosh” &

AP = Au)

B 1 G*'rl —F*r F*rl —E*r)

B _\/E*G*—F*ZK\/E*G*—F*Z)u_(W)v]

1 _<—azcosh2§) _(_ (cosh?£)0 >]
VEG | \/a*cosh* £/ u \/a*cosh* &/ v

B 1 (—azcoshzg) }
VE*G* | |a|cosh2§ "

- ()] o

Portanto o catendide também € uma superficie harmonica.
Agora provaremos as equacdes (3-95) e (3-96). Primeiro determinaremos o

campo vetorial normal unitdrio do helicéide de tipo ™.

o o o
0x, oxy 0x
X, AX,=| sinhv coshv 0 |= —ccoshv%{) — csinhv% — ua%,

ucoshv usinhv ¢
%0 AXy|| = | (X0 A Xy, X, AX) Y2 = 12 — ¢2|V/2. Como u? — ¢ = —(EG — F?) > 0 dai
ru A = u? — 2 I/Z.PortantoNh u,v) é dado por:
| = ( p

Np(u,v) (3-98)

Xy A Xy ( ccoshv  csinhv u )

B (1% AXy || o \/Mz—Cz,\/l/tz—cz’\/uz—c2

e como F = 0, podemos determinar a curvatura Gaussiana do helicéide pela seguinte

expressao:

<= 3vea(vea), " (v7a).)
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Kh:—; 0+ 2w N -t —u* 1 |
2Vu? — 2 u—c%/, u? —c? w2—c2 ur—c?

portanto

2
K=——F+——. 3-99
Como
ccoshv csinhv u
ANy (u,v) = — (Al —— | A — | A — ) |, (3-100)
e fazendo
ccoshv
Ni = ———,
ViZ — 2
csinhv
2=
ViZ —c2
e
u
Ny = ——.
ViZ — 2

Temos pela equacao (3-91) que

AN, — A( ccoshv)

2 _c2

B 1 KGNlu—Fva> <FN1M—ENIV)}
VEG—F2|\ VEG-F2 /, VEG—F2? /],

B 1 Kuccoshv) N < csinhv ) }
V=2 \Vie=¢2), 2—c2),
c Kcoshv(u2 —c?) —ucoshv(2u) N coshv )}

2 — 2 (W2 —c2)? 22
2 2 2
c (u*—c*)—2u 1
= T coshv{ =3 +u2—cz}

c (u? — c?) = 2u® + (u*> — c?)
= ———coshv
ViE—c CaraE
2c2 ccoshv
(uz _ c2)2 W2 — 2
= 2K;N;




3.4 Superficies solendides de tipo I e I~ e algumas propriedades geométricas 64

AN, — A( csinhv)
2 — 2

—C

. 1 [(GNZM FNzV) _<FN2M ENQV):|
VEG — F? vVEG—-F?* /, vVEG—F? ),

B 1 ucsinhv ccoshv
V2= K = c? )u+ (uz_cz)v]
B c sinhv(u? — c?) —usinhv(2u)  sinhv
| ()
u? — c?) — 2u? 1 B
(2 —c2)2 2 cz] -

u-—=c

C

= —sinhv{(
2 _c2

c , (u? — ) —2u® + (u®> — c?)
————sinhv
Viu? -2 (u? —c?)?
2¢2 csinhv
(uz_cz)z W2 — 2

_ 1 [(GN3M FN3V> _<FN3M EN3V)}
\/EG F? VEG—-F?* /, vVEG—F? ),

e |(#a).

el }

222
= 2KhN

Portanto
ANy, = —(AN1 ,AN>,AN3) = —2Kh(N1,N2,N3) = 2K;,Nj,.

O catendide em ]R? dado por (3-94) é uma superficie de revolugdo de tipo I, ver
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[1]. Determinando o campo vetorial normal unitdrio para o catendide temos:

9 9 9
0x, 0x1 0x
X, \X, = sinh Zsinhy  sinhZcoshv 1

acosh g coshv acosh g sinhv 0O

0 0
= (acosh Z sinhv) o + (acosh g coshv) Frn (acosh Z sinh Z) .

Assim

ks AX = [ AXE X A2

= [—(acosh - sinhv)® + (acosh - coshv)? + (acosh ¥ sinh Z)2|1/2
a a a a

= |a2 cosh? 2 [(cosh2 v — sinh? v)+ sinh? Z] | 12 — |a2 cosh* 2 | 1/2
a a a

u
= a*cosh’ -,
a

onde estamos supondo a > 0. Dai

X' AXE 1 ) . ou
N.(u,v) = ||XZ/\X?VjH = cosh @ (smhv,coshv,—smh;). (3-101)

Utilizando a mesma expressao da qual usamos para determinar a curvatura Gaussiana do

helicéide, agora para o catendide. Isto €,

s () () )

P 1 [(—azcoshzﬁ)u} 1 2 [2gsmhgcoshg] :l(sinhg)
’ 2\/612 cosh? & \/612 cosh*% Ju 2|a| cosh® § 2|acosh? ], a\coshg/,’
ou seja,
1 1
a-cosh™ 2
Agora aplicando o operador A em (3-101) temos
AN, — (A( sinh\;)’A(cosh:) A(—sink;v))
cosh ¢ cosh cosh ¢
onde .
. sinhv . coshy . sinhgv
! ~ cosh’ 2_COSh§ 3 cosh”
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Temos entdo que:

o= - 1 KG*NIM F*va) (F*Nlu—E*vaH

\/ E*G* —F*2 E*G* F*2

B 1 '<—a cosh? %(—1sinhvsinh %) ) (—cosh2 “coshv/cosh ) }
"~ acosh? oL acosh? z cosh? - acosh2 4 .
1 [a 1 Cosh3 = —2cosh? smh2 “ 1 sinhv
= ———>|> sinhv Y
acosh”% | a a cosh® % a COSh
B 1 [sinhv 2cosh g(cosh2 L - sinh? 3)1
B acosh? oL a cosh? -
1 sinhv
()
a?cosh™ % \ cosh
= —2K.Ny,
N 1 G'Nj, —F*N3,\  (F'N;,—E'Nj,
2 A /E*G*—F*z \ /E*G*_F*Z \ /E*G*_F*Z
B 1 '(—azcoshz%(—écoshvsinh%)) <—cosh2§sinhv/cosh§) }
~ acosh? oL acosh? % cosh? - " acosh? : .
1 [a 1 cosh3 a ZCoshgsinhzg 1 coshv
= ——|- coshv " + - y
acosh”% | a a cosh™ & acosh?
B 1 [coshv2cosh(cosh? % —sinh? %)]
B acosh? oL oa cosh* z
1 coshv
(5
a?cosh™ % \ cosh
= —2K.Nj,
ANF — 1 G*N;,— F*Nj3, F*N;,— E*Nj3,
3 = A /E*G*_F*Z \ /E*G*_F*Z \ /E*G*_F*Z

—a? 2u 1
a“cosh” ¢ -
acosh2 : acosh®“ cosh?% ),
a a

2 sinh“ }

acosh2 u [ a cosh’ g

sinh %
acosha cosh ¢

— —2K.Nj.
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Portanto
AN, = (ANf,AN;,AN;‘) = —2KC(NT,N§,N§) = —2K_.N,.

Dai a relacdo (3-96) se verifica e o teorema estd provado.
OJ
Um resultado que daremos mostra que uma classe especifica de superficie helicéidais sdao
minimas se, e somente se ela € harmonica, aqui escrevemos o laplaciano da superficie em

termos da curvatura média e do campo normal de Gauss.

Teorema 3.9 Para toda superficie helicéidal M? imersa em R% de tipo I dada pela

equagdo (3-40), com curvatura média H = H(u), a seguinte relagdo se verifica

—2uv/c? —u?

Ax(u,v) =
(1,) wvu?+ B2

H(u)N, (3-103)
onde w* = EG —F?, B(u) =2 [uHdu+c1 e N é o campo vetorial normal unitdrio de
M.

Demonstragdo. Primeiramente calculando N (u,v) para M? vem:

Blve ‘—u > (—csinhv—i—ucoshv
|u|v/u? + B2 ) 9xo |u|vu?+ B?

X, A\X, = (—ccoshv—i—usinhv

|B| Ve —

|ulVu®+ B2
BV — + 2 o2 [BE(E =)

Jul Vu 2+ Jul*(u* + B?)

IIx, AXy|| = ‘—[—ccoshv+usinhv } [—csinhv+ucoshv

= ‘ — [cz cosh?v — 2uccoshysinhy—~—

BIVeZ — BI2(2 12
+ {czsinh2v—2ucsinhvcoshv‘ Ve + 2cosh?v M]—l— 2
]u]\/u2+B |ul*(u*+ B?)
BI2(2 — 2 1/2
= | —c?cosh?v+¢?sinh” +u2% (cosh?v — sinh?v) + u?
W2+ )
_ |(C —u?)[|B] —u? _Bz]‘l/Z
u?+ B2
PV Kl v
u 21 B2

Y=
Ul —F—.
vu?+ B2

BlVe*—u*\ 9
0x1

|B|V/c? —uzr
|u|v/u?+ B2

1/2

d

u—
oxy’

1/2
2
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Logo
X, AX 1 ' ‘
— HX: /\X:H =——== (—ccoshv+ uksinhv, —ccoshv+ uksinhv, —u),
v
onde k= :BI‘J\/; Observe que |“|% = %| |2 temos entdo que

_ ( (uksinhv —ccoshv)|B| (ukcoshv—csinhv)|B|  u|B|
Jul?k ’ ju*k C [ulPk

Portanto o campo vetorial normal unitirio da familia a dois-parametros de
superficies helicéidais de tipo I imersas em R? com curvatura H = H(u), dada por
(3-40) ¢

[ —i(uksinhv —ccoshv)|B| —i(ukcoshv —csinhv)|B| |B|
N= ( o : e =3t (3-104)
_ BV —w .
onde k = VTR e B = B(u) é dada por (3-37).
Aplicando agora o operador de Laplace em (3-40) obtemos
Blv/c2 —
Ax(u,v) = (A(usinhv),A(ucoshv (cv+cz—|—/ BIVe )) (3-105)
|u|vu? + B2
Por outro lado usando a relacdo (3-91) tem-se
Alusinhv) 1 [/ (c*—u?)sinhv — cg'ucoshv cg'sinhv — (1 +g"?)ucoshv
usinhy) = —— —
w w " w ;
1 [ —2usinhv — h "+ g 1
- - { usinhy —ccoshv(ug”+¢) — [(¢* —u?) sinhv — cg'ucoshv]w’
w w w
1
—  —(cg' coshv — (14 g"?*)usinh v)]
w
1
= —5[(usinhv — ug'? sinhv + c(ug” +2g") coshv)w
w
+ w((c? —u?)sinhv — cg'ucoshv)], (3-106)

onde

. 2 2,05
W u(l+g~)—ug'g ' (3-107)

Ve —i(1+¢7)

Agora substituindo a relagdo (3-107) em (3-106), colocando (ccoshv — ug’sinhv) em
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evidéncia e usando o fato que EG — F? > 0 temos

, (ccoshv —ug’ sinhv)[ug” (c* — u?) + g'(2¢* — u* — u*g"?)]
A hv) = .
(usinhv) 3
Pela equagdo (3-38) g’ é dada por g’ = “B” \/7'23, substituindo g’ na expressdo acima e
manipulando o sinal dentro do colchete tem-se
A(usinhv)
u?g'(1+8") —ug"(c® —u?) — 2% 1 JBIVE —ui?
= inhv—c v|p.
[cz—u2(1+g’2)]3/2 |c2—u2(1+g’2)|1/2 |u|\/2—|—73
Portanto

2iu2kH —i(uksinhv — ccoshv)|B|

A(usinhv) = B (u) "y (3-108)
onde H = H (u) é dada por (3-26). De maneira andloga obtemos
2iu*k —i(ukcoshv — csinhv)|B
Alucoshv) = i:‘B () — LK €08 sz”’m V)|l (3-109)
B|Vc? — 2iu’k i|B
A(cv+cz+/| [Ver —w ): K gy ) 1B (3-110)
|u| v u? + B2 wB uk
Substituindo as equacdes (3-108) a (3-110) na relacao (3-105) e usando a relacao (3-104)
temos
2iu*k —i(uksinhv — ccoshv)|B| 2iu*k —i(ukcoshv — csinhv)|B]
A = H H
X(u,v) ( wB (1) u’k " wB (1) u’k ’
2iu*k i|B]|
H(u)— ).
wB (1) uk )
Logo
2iu*k —i(uksinhv — ccoshv)|B| —i(ukcoshv —csinhv)|B| i|B]
A = H hd i
x(u,) wB (u)( u?k ’ u?k " uk
Por fim
22 [ BV —w
2iu*k ul B2
Ax(u,v) = H(u)N = :
wB wB
portanto
2iuN/c2 — 12
Ax(u,v) = .

wVu? + B?

Com isto concluimos que a relagdo (3-103) se verifica e a prova do teorema esta completa.
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Defina agora em R? uma forma bilinear simétrica (x,x) = —x% +x? que trans-
forma um espacgo bidimensional em um espacgo pseudo-Euclidiano R%. O conjunto G de

todas as transformacdes lineares homogéneas que preservam esta forma é dada por

+cosh® =+£sinh6
. ,0 €R. (3-111)
+cosh® =+sinh6

Cada transformagdo A : R? — R? aplica o conjunto {—x? +y> = 1} U{—x* +y* = —1},
isto é, um par de pseudo-circulos de raio real e um imagindrio sobre este par. No caso
de um espaco Euclidiano R? cada rotagdo é descrita por um angulo ¢ de rotacdo de
um referencial ortogonal. Um pardmetro andlogo € introduzido por um plano pseudo-
Euclidiano ]R%. Entdo, ao invéz de uma rotacao ordindria Euclidiana de angulo ¢ podemos
intruduzir o angulo de rotacao hiperbdlica 0 e neste caso G torna-se um grupo hiperbdlico

de rotagcdes. Observe que este grupo consiste de quatro componentes conexas. Através

L cosh® sinh6 )
destas componentes somente uma, isto €, ) , € um subgrupo.
cosh® sinh©

Considere agora uma curva paramétrizada diferencidvel v, y=1(s),s € C Rem
R% de classe C3, onde s é parAmetro natural e seja {t,n,b} o referéncial de Frenet(triedro).
Seja p um numero real tal que 0 < p < min|—,1€‘, onde k € a curvatura da curva y. Considere
um ponto P de y e tome um plano normal de y em P em R%. Seja C: —x? 4+y? = p? um
pseudo-circulo deste plano de raio real p. Como o ponto P se move ao longo da curva y o
pseudo-circulo C produz uma superficie solendide. Uma representacao paramétrica deste
solendide é
X(s,0) =v(s) + (pcosh®)n+ (psinh0)b. (3-112)

Se supormos agora que a curva considerada y € a hélice hiperbdlica com representacao
paramétrica
v(s) = (asinhs, occoshs, cs) (3-113)

entdo a equacgdo (3-112) da solendide correspondente € dada por

X(s5,0) = ((ou+ pcosh0)sinhs+ cpsinhBcoshs,
(ot + pcosh®)coshs + cpsinhBsinhs,
cs + apsinh©). (3-114)

Um fato interessante que mostraremos agora, diz que o laplaciano de uma
superficie solendide com parametrizacdo dada acima, pode ser escrito no referencial de

Frenet {¢,n,b}. Para ser mais preciso, o laplaciano se encontra no plano gerado pelos
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vetores n e b, que sdo os vetores normal e binormal a hélice hiperbdlica.

Teorema 3.10 As superficies solenoides dadas por (3-114) sdo superficies imersas em

R? de tipo I~ cuja curvatura Gaussiana é funcdo de um tinico parametro 0 dada por
K(8) = A(8)cosh®. (3-115)

Além disso, AX(s,0) = B(0)n+C(0)b, onde A(0), B(8), C(8) sdo fungcdes conhecidas do

dangulo O de rotacoes hiperbdlicas e A é o operador de Laplace.

2 = 1 + o2, para as constantes da hélice

Y dada por (3-113), entio facilmente temos [|t[|> = ||Y(s)||> = [(Y(5),Y(s))| =
|((ousinhs, ocoshs, ¢), (ousinhs, ousinhs,c))| = | — o?sinh?s + aZcosh’s + 2| =

Demonstracdo. Se supusermos que c¢

|c? — 0| = 1. Dai, neste caso a curva estd parametrizada pelo seu comprimento de
arco s. Além disso, a curvatura k e tor¢do T desta hélice sdo dadas por k = o, T = c. De
fato, como 7y € p.c.a, temos que k(s) = ||Y’(s)]], Y(s) é uma expressdo local para a curva
v dada por Y(s) = (asinhs,acoshs,cs) € ¥ (s) um campo de vetores tangentes definido
ao longo de a, dai Y/ = Ocsinhs% + occoshsa%. E pela defini¢ao de curvatura k = k(s),
k(s) = IY'(s)|| = |(Y',¥Y)|V/? = ](asinhs% +acoshs%,0€sinhs% —i—Occoshs%H =

| —a|'/2 = a > 0. Calculando agora a tor¢io T = 1(s), pelas equacdes (1-8)
b(s) = —x(s)n(s), onde b(s) = t(s) An(s), com 1(s) = r'(s) e n(s) = hir. Te-
0 o2 9
0x, oxy ox
mos que b(s) = | acoshs asinhs ¢ | = ccoshsa%o + csinhs% - a%, logo

sinhs coshs O

b (s) = csinhs% +cc0shsa%. Usando b'(s) = —1(s)n(s) obtem-se

csinhsaixO + ccoshsaix1 = —1(s) (c sinhsaixO + ccoshsa%l) )

dai t(s) = —c.

Além disso, os coeficientes da primeira forma fundamental do solendide, dado
por (3-114) sdo:
E = (X;,X;) = —[(a + pcosh®)coshs + cpsinh@sinhs]? + [(o + pcosh®)sinhs +
cpsinh@coshs]? + ¢?
— —(0.+ pcosh®)[cosh? s — sinh® 5] + ¢?p? sinh? B(cosh? s — sinh? 5) 4 >
= —o2 —20p cosh® — p2cosh? 0 + ¢2p2 sinh? O + ¢?
=1 —20pcosh® — p%cosh? @ + p%sinh? 6 4+ o>p? sinh? O
=22 —p?(1+02)
=\ —p?c?> =M —1?p?, onde A = (1 —kpcosh®).
F = (X;,Xg) = —[(o + pcoshB)coshs + cpsinhOsinhs|[psinhBsinhs +
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cpcoshBcoshs]+ (o4 p cosh ) sinh s+ cp sinh O cosh s][p sinh B cosh s+ cp cosh O sinh 5] +
copcosh®

—= —cp(o+ pcosh®) coshB(cosh? s —sinh? s) + cp? sinh? O(cosh? s — sinh? 5) 4 coip cosh
= —cpoicosh® — cp? cosh? O + cp? sinh? 6 4 coip cosh

= —cp?(cosh?® —sinh?0) = —cp? = 1p>.

G = (Xg,Xp) = —(psinhBsinhs+cp coshBcoshs)? + (p sinh O cosh s+ cp cosh B sinh 5)% +-
a2p2cosh? O

= p?sinh?B(cosh® s — sinh? 5) — c¢2p? cosh? B(cosh? s — sinh? 5) + o>p? cosh ©

= p?sinh?0 — (14 o?)p2 cosh? 8 + a>p? cosh? O

— —p?(cosh?@ — sinh?0) — a’p? cosh? @ + a®p? cosh? B = —p?, isto &,

E=A—1p% F =1p%>,G=—p*A=1=kpcosh®. (3-116)

Portanto, EG — F? = —(A* — 12p?)p? — 1%p* = —(A?p?) < 0, que significa que este
solendide € uma superficie em R% de tipo 1.
Agora usando a férmula de Frobenious para a curvatura Gaussiana, ver [17] em

que E; = F; = G; = 0, temos

E F G
c 1 EE oG |- 1 {EGS—FG _iFs—Ee}
~ 4(EG-F?) ES Fs Gs 2VEG—F? | 9s\VEG—F? 08EG—F?
o e Go
E F G
B 1 0 0 0 1 {a 0 d —ZM’}
T T 4(—)2p2)2 9 /2202 | 9s . /—%2p2 98 ./ 2202
(—=A%p?) Es 0 0 24/ —=N2p? L9 \/—\p v —\p
o1 faaw
~ 2iAp | 08 iAp
B _L _kcoshe
7Y i
k
= _k_pCOShe’

provando que a curvatura Gaussiana € uma certa funcdo somente do parametro 6.
O operador de Laplace com respeito a primeira forma fundamental do solendide

dado por (3-114) conforme conforme [9],[15] é
1 0 .0
= —— E -— i — -
A V8T {axi (\/gg axj)}’ G-

onde ds* = Zg,-jdx"dxj, (89) = (gi)"!, g é o determinante de (g;;) e x! =5, x> =0. A
ij
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partir da equacgdo (3-112) obtemos

X; = (1 —kpcosh®)t — (tpsinh0)n + (tpcosh )b
Xg = (psinh®)n+ (pcoshB)b
X,s = (ktpsinh8) + (k — k*pcosh® — t°p cosh0)n — (t?psinh 6)b
X9 = —(kpsinh0)t — (tpcosh®)n + (tpsinh 6)b
Xogp = (pcosh®)n+ (psinh6)b, (3-118)

tal que k =, T= —c, 1’ = kn, ' = —kt +1b, b’ = —tn. Agora usando as relagdes (3-116)

e o fato que o solen6ide € uma superficie de tipo I~ o operador Laplaciano toma a forma

A:_L{a (£)3+£3_2_§(F)i_ii_i<i>ﬁ_i o’

V8 os\\/g)ds /gods> Ods\\/g) 00 /gdsd® 00 \,/g)ds /g000s
0 (E\OJ E &

*%(ﬁ)%*ﬁw}

o Lfpro? gt 59 (1\0 9 (M-Tpt\ 9 A-Tp?
Tkl g2 “gasoe P a8 \/_ 5 B\ vz )l g o0
2 32 2 2 / / 2 2~:2 32
[P, 0 WO N o a0 ATt 0f
_{xzpzasz 2029596 03 TapE ™ TP )3t T o
~13* _t # WwWao N ., ,, 0 A-1p?d
—{vw—zﬁmwaﬁw@ TPt T 392}

(3-119)

Aplicando o operador A em X(s,0) dada por (3-112) tem-se

o 2 2 /
AX(5,0) = {x—;%(xg,e))_2%8%(X(s,e))+%%(xu,e))

A B 7\.2—’52[)2 o2
b (=20 XG0 + P (X0 b G120
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usando as relacoes (3-118) fica:

1
AX(s,0) = {7@ [(ktpsinh0)z + (k — k*p cosh® — t>p cosh8)n — (t>p sinh §) 5]

— [ (kpsinh®)7 — (tp cosh®)n + (tpsinh 0)b]

7\,2
™ ‘
T F[(l — kpcosh®)t — (tpsinh8)n + (tp cosh0)b]
/
+ 352 = TP)((psinh®)n+ (pcosh)p]

2__ 1242
+ k;\z—rzp[(PCOShG)n%—(psinhG)b]}

/
= { k;ps he—l—zizpsmhe—l—}b—};( —kpcoshe)lt
2 2 29/

+ {—ﬁ(k kzpcoshﬂ—rzpcoshe)—l—%coshe—T;;psinhﬁ

/ 2 2.2
+ %pz(?@—rzpz)psinheJrkxz—;zppcoshe}n

2 2 2 / /
+ B&p sinh @ — 2;2[3 nh® + ;pcoshe—f—};pz(?uz—’czpz)pcoshe

A —12p?

+ Tfpaﬁ@}b.

Analisando separadamente em cada direcao vemos que:

Na direcdo de ¢ tem-se

( kp 4 2ktp) sinh® + %/(1 —kpcosh®), como A =1—kpcosh® e A’ = —kpsinh O esta

= ktp  kp
expressdo resulta em 57— — 57 0n = 0 = P(s,0).

Na direcdo de n,

1 27\‘/p 7\‘/
_ (k kzpcoshe 2pcosh @) + [ 3 + 7»3_[)2@2 _szz)P} sinh O
2p 1
+ [ kz 1 cosh6 — 2 [k(1 — kpcosh®) —t*p cosh 6]
2 2 242 2 243
+ r p k + 2;2[3} cosh© r ;[33 k_ k;»&p + t ;33 k} sinh? @

_ 2Tp 1 T N ,
e +{ A2 +p} COShe+x3[ k(p~+p”) —kpA~](1+cosh”0)

_ —%p{—(chzpz?u—ﬁ)coshG—k [—k(p® + p*) + kp?\2] sinh? 0 — kA2p )} = B(6).
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Na direcdo de b,
2 2 2242 207 /
TP 2Tp  AT—TpT] . “Np AN, 5,
{V_ 2 + Zp }smhe—l—[ e +Fp(k —1°p~) | cosh®

1 27%p] . ’p%ksinh® kpsinh® _, 5 ,
= |:E — 7] sinh O + |i— K - )\,3[) (7\, —T7p ):| cosh©6

1 .
= Fp{?ﬁ —21*Ap? — [v*p*k — kp(A* —t°p?)] cosh B} sinh ©
= [(272p*A — A% + kpA? cosh @) sinh 8] = C(8).
Consequentemente, AX(s,0) = B(0)n+ C(0)b e prova estd completa. O



Conclusao

Mostramos que no espaco Euclidiano, dada uma funcao diferencidvel, existe uma
superficie helicoidal com curvatura média ou Gaussiana dada por esta fun¢do. Com isto
classificamos localmente todas as supeficies helicoidais em R3 com curvatura média ou
Gaussiana dada.

Sabemos que formas bilineares simétricas em um dominio Euclidiano define
geometrias mais ricas no sentido métrico do que produtos internos positivos definidos
métricas Euclidianas. Por exemplo no espago de Minkowski, conseguimos classificar
localmente as superficies helicoidais com eixos revolugdo space-like e time-like com
curvatura média ou Gaussiana dada, uma vez que conseguimos explicitar solu¢des para
as equagoes diferenciais relacionadas com estes eixos.

Existem varias direcOes para trabalhos adicionais. Um exemplo interessante é
encontrar superficies helicoidais, nestes espacos com alguma hipétese sobre a curvatura,

onde a curva que gera a superficie esteja globalmente definida.
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