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RESUMO

O presente trabalho propde obter uma formulacdo numérica para a determinacdo do
fator de Carter em funcdo da geometria da ranhura de maquinas elétricas, utilizando o célculo
numérico da transformacdo de Schwarz-Christoffel. Com este objetivo, verifica-se a
necessidade do célculo da transformacdo inversa de Schwarz-Christoffel. Este problema
representa um problema de otimizacdo ndo linear. Desta forma, propde-se uma metodologia
gue implementa um algoritmo genético para resolver o problema de calculo dos parametros da
Transformacdo inversa de Schwarz-Christoffel, considerando dominios poligonais com
muitos vértices. Em seguida, obtém-se um dominio retangular para o qual o problema do
calculo do fator de Carter é resolvido. Desta forma, apresentam-se varios casos de estudos
onde a metodologia proposta é comparada com as formulagdes tradicionalmente utilizadas
para o célculo do fator de Carter. Os resultados obtidos pelas diferentes metodologias sdo

confrontados, mostrando certas disparidades.



ABSTRACT

The present work proposes a numeric formulation for the determination of Carter's
factor as a function of the geometry of the slot of electric machines. This task is made by the
use of the Schwarz-Christoffel transformation. In order to reach the objective, there is the
need to calculate the Schwarz-Christoffel inverse transformation. This represents a non-linear
optimization problem. Therefore, it is proposed a methodology to calculate the parameters of
the Schwarz-Christoffel inverse transformation using genetic algorithms. The assessment of
Carter’s factor is achieved considering polygonal domains with many vertices. The
transformation leads to a rectangular domain approach. Moreover, some case studies are
proposed and the methodology results are compared to traditional formulation results for the

Carter’s factor, yielding some disparities.
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1 INTRODUCAO

A presenca das ranhuras no entreferro de uma méaquina elétrica influencia na forma de
onda da inducdo magnética nesta regido. O primeiro autor a estudar esta influéncia foi F. W.
Carter [Car1900].

A metodologia de Carter consiste em uma transformacdo geométrica de dominios,
utilizando variaveis complexas. Esta transformacdo, denominada de transformacdo de
Schwarz-Christoffel ¢ baseada na teoria das transformacdes conformes, que na verdade
representam fungcbes complexas analiticas e foram estudadas por matematicos eminentes,
desde o século XVIII [Chul975].

O uso das transformagdes conformes permitiu a criagdo do chamado fator de Carter
[Liw1947], que representa uma ferramenta de projeto e analise de méaquinas elétricas. Este
fator determina a maneira pela qual o entreferro ranhurado influencia no desempenho de uma
maquina elétrica.

A idéia basica é transformar uma geometria complicada em uma geometria elementar,
como por exemplo, um retdngulo. Assim, as propriedades fisicas sdo calculadas na geometria
elementar e os resultados estendidos a geometria original. Isto € possivel, pois a
transformacéo ndo altera as propriedades fisicas do problema em estudo.

A Transformacdo de Schwarz-Christoffel é utilizada para a obtengdo da solucéo
analitica de problemas que envolvem a Equacdo de Laplace. Seu uso se da, principalmente,
em problemas com geometria poligonal. Seria o caso da aplicagédo direta da Transformacao de
Schwarz-Christoffel no entreferro ranhurado de uma maquina elétrica, contudo devido a
complexidade da geometria do entreferro, a forma analitica da transformacdo Schwarz-
Christoffel ndo é aplicAvel [Chul975]. Ainda que o desenvolvimento de ferramentas
computacionais tenha avancado nos anos recentes [BS1993], a transformacdo de Schwarz-

Christoffel tem encontrado pouco uso em problemas eletromagnéticos. Isto se deve ao
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crescente uso de métodos de solugbes numéricas de campos eletromagnéticos, como o
Método dos Elementos Finitos [SF1996].

O célculo do fator de Carter de uma maquina elétrica consiste em solucionar a
Equacdo de Laplace em duas dimensdes com uma geometria complicada. A aplicagdo da
transformacdo Schwarz-Christoffel a equacdo de Laplace ou a geometria em estudo encontra
um problema de determinacéo de parametros [Hen1986]. Este problema remete a uma solucgéo
por métodos de otimizacdo quando sdo necessarios mais que 4 (quatro) parametros para
obtencéo da transformacéo de Schwarz-Christoffel e sua inversa.

Neste sentido, este trabalho se destina especificamente a fornecer uma técnica de
otimizacdo evolucionaria capaz de estimar os parametros da transformacdo de Schwarz-
Christoffel, para o desenvolvimento de um método para o calculo numérico do fator de
Carter.

O Capitulo 2 apresenta uma revisao bibliografica acerca das principais formulagdes
realizadas sobre o fator de Carter, considerando métodos analiticos e empiricos. Neste
Capitulo sdo analisados dois casos de entreferros com o intuito de comparar as diferentes
formulagbes apresentadas. O primeiro analisa um entreferro com o estator liso e o rotor
ranhurado; o segundo com estator e rotor ranhurados.

No Capitulo 3 é feita uma revisdo da teoria dos numeros complexos e um breve estudo
das transformacbes conformes. Propde-se neste Capitulo uma introducdo e analise da
transformacdo de Schwarz-Christoffel de forma a entender o método utilizado por Carter, para
poder aplica-lo a geometrias de entreferro complicadas.

Propde-se, no Capitulo 4, uma técnica de otimizacao evolucionaria, com o intuito de
conduzir o estudo e a aplicacdo de um algoritmo genético (AG) de forma a estimar os
parametros da transformacdo inversa de Schwarz-Christoffel. Neste Capitulo é feita a
simulacdo de duas geometrias e é realizado o célculo da capacitdncia de uma geometria
poligonal de dezesseis lados, onde sdo mapeadas as linhas de campo e equipotenciais.

No Capitulo 5 sdo apresentados os resultados do trabalho.

No Capitulo 6 sdo apresentadas as conclusdes e sugestdes para trabalhos futuros.
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2 FATORDE CARTER

2.1 INTRODUCAO — APLICACAO DA LEI DE AMPERE EM GEOMETRIAS DE
ENTREFERRO RANHURADAS

Para que se possa ter uma idéia da utilizacdo pratica do fator de Carter, deve-se
estudar, inicialmente, o célculo da forca magnetomotriz no entreferro de uma maquina
elétrica.

Utilizando uma representacdo simplificada da maquina como sendo composta de um
cilindro rotérico e um cilindro estatorico, de acordo com a Figura 2.1 (a), retira-se desta
simplificacdo uma secdo transversal na qual se indicam os dois cilindros de rotor e de estator

com entreferro de comprimento & (m), como ilustrado na Figura 2.1 (b).

Cilindro

Cilindro
Rotorico

Estator

Estatérico

(a) (b)
FIGURA 2.1 — (a) REPRESENTACAO SIMPLIFICADA DA MAQUINA ELETRICA (b) SECAO TRANSVERSAL DA

MAQUINA ELETRICA.

Idealmente, representa-se uma unica bobina incrustada no estator como fonte para o

campo magnético, como apresentado na Figura 2.2.



Bobina de Estator

FIGURA 2.2 — SECAO TRANSVERSAL DA MAQUINA ELETRICA COM UMA BOBINA DE ESTATOR.
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Quando a bobina da Figura 2.2 é percorrida por uma corrente elétrica de intensidade

i (A), produz-se um fluxo magnético que define um percurso fechado. Este percurso esta

associado a um circuito magnético, no qual se podem representar trechos de percurso no ferro

e no entreferro, como ilustrado na Figura 2.3.

Entreferro

Nucleo do
Rotor

Entreferro

Nucleo do
Estator

(b)

FIGURA 2.3 — (a) FLUXO MAGNETICO PRODUZIDO PELA CORRENTE DA BOBINA (b) TRECHOS PERCORRIDOS

PELO FLUXO.

Para uma melhor compreensdo dos fendmenos no entreferro, admite-se que os trechos

ferromagneéticos de rotor e de estator ndo oferecem “resisténcia” a passagem das linhas de

fluxo. Neste caso, o circuito magnético [Clal938] pode ser representado como composto

apenas de uma fonte e de um percurso de ar.

Considerando a presenca da corrente de excitacdo na bobina e tomando um percurso

orientado e fechado C que envolve um dos lados da bobina, como ilustrado na Figura 2.4,

pode-se aplicar a lei de Ampere ao estudo.
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FIGURA 2.4 — PERCURSO ORIENTADO C.

Pela lei de Ampére [KC1986], a circuitacdo do vetor campo magnético H (A/m) no

percurso fechado C definido em uma posigdo angular 6 é dada por:

§Hﬁ-d*sCorrente Total Circundada por C (2.1)
C

Na qual dI (m) é o vetor infinitesimal de percurso em C .

Admitindo apenas o trecho do percurso de entreferro, o lado esquerdo de (2.1) é
denominado de “forca magnetomotriz” e representa o trabalho realizado pelo campo para que
as linhas de fluxo atravessem o entreferro.

Desta forma, tem-se:

(2.2)

Na qual H s (A/m) representa o vetor campo magnético no entreferro, cuja intensidade

é H,. Portanto:

H-dl =H,-25
i (2.3)
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No entreferro o campo magnético é proporcional a inducdo. Assim, a equacdo (2.3)

resulta em:

-~ - B.
i;H i :ﬂ—z-za (2.4)

Na qual B; (T) ¢ a indugdo no entreferro e u, = 4z-107" (H/m) é a permeabilidade do
ar.

O lado direito de (2.1) depende da corrente e do nimero de espiras N, da bobina

[KP1979]. Entdo:
Corrente Total Circundada por C=N

Combinando (2.4) e (2.5), tem-se:

-B; (2.6)

Conclui-se que, para estabelecer certa inducdo B; no entreferro, é necessario excitar o

enrolamento de estator com uma corrente i. O valor de i € influenciado pelo nimero de
espira, pela permeabilidade do ar e pelo comprimento do entreferro.

Até aqui, considera-se que 0 estator e o rotor representam cilindros de superficies
perfeitamente lisas. Na pratica, geralmente, as superficies de estator e de rotor no entreferro
apresentam ranhuras, nas quais sao alocadas as bobinas dos enrolamentos.

A titulo ilustrativo representa-se, na Figura 2.5, uma méaquina elétrica com uma unica

bobina de estator e com ranhuras de estator, cuja finalidade é a de alocar todo o enrolamento.
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FIGURA 2.5 — PERCURSO ORIENTADO C EM UMA MAQUINA DE ENTREFERRO RANHURADO.

Neste caso, a aplicacdo da lei de Ampére ao problema deve seguir 0 mesmo
procedimento descrito para o estator liso da Figura 2.4.

Na Figura 2.4, variar o angulo & no intervalo {—%%} ndo produz alteracdo no

resultado da lei de Ampere.

Observando a Figura 2.5, quando o angulo &, que define a posicdo do percurso
fechado C é variado, produz-se uma variagdo no comprimento do entreferro, devido a
presenca das ranhuras.

A questdo que se propde, portanto, é: como calcular a corrente de excitagdo i quando
o entreferro for ranhurado?

A proposta de Carter, [Car1900] e [Car1901], é a de incluir um fator de correcdo no
valor de 6 em (2.6). Esta proposta é utilizada por todos os autores de publicagdes sobre
projeto e analise de maquinas elétricas, cujos trabalhos foram publicados apos o trabalho de
Carter.

Desta forma, reescreve-se (2.6) na forma:

B, (2.7)

Na qual k. é denominado fator de Carter e é objeto do presente trabalho.
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2.2 A INFLUENCIA DAS RANHURAS NO DESEMPENHO DA MAQUINA

A presenca das ranhuras no entreferro das maquinas elétricas produz uma reducgéo na
inducdo magnética média, ou de forma equivalente, um aumento do comprimento efetivo do
entreferro, de acordo com o discutido no item 2.1. Por esta razdo, no estagio de projeto de
maquinas elétricas, a indu¢do média no entreferro deve ser corrigida para levar em conta o
efeito das ranhuras [Car1926].

Este efeito foi inicialmente estudado por F. W. Carter, que criou um coeficiente e o
denominou “coeficiente de correcdo para o efeito causado pela ranhura” [Wal1964]. Embora
muitos autores tenham estudado e abordado este assunto de diferentes formas, como € visto
neste texto, os projetistas de maquinas elétricas utilizam a nomenclatura “fator de Carter” para
expressar os diversos coeficientes que medem o efeito das ranhuras.

Os diferentes enfoques encontrados, basicamente se subdividem em calculo do fator
de Carter para entreferros com ranhuras opostas a uma superficie lisa e para entreferros com
duas superficies ranhuradas.

Este capitulo apresenta algumas formulagdes encontradas na literatura e que sdo de
uso comum no calculo do fator de Carter.

Basicamente, sdo estudadas as formulagdes que consideram 0s seguintes casos: (a)
entreferros com uma Unica ranhura oposta a uma superficie lisa (formulagbes 1 a 12); (b)
entreferros com ranhuras sucessivas (formulacdo 13), e (c) entreferros com ranhuras em

ambos os lados (estator e rotor — formulagdes 14 e 15).

2.3 RANHURA OPOSTA A UMA SUPERFICIE LISA

2.3.1 FORMULACAO 1 — DEFINICAO

O entreferro liso hipotético de uma maquina elétrica rotativa pode ser representado por
duas superficies paralelas, separadas entre si por um entreferro de comprimento 6 (m), como
ilustrado na Figura 2.6. O fluxo magnético representa uma analogia com as linhas de forca

existentes entre duas superficies equipotenciais [ACC2002].
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Estator

Rotor

FIGURA 2.6 — LINHAS DE FLUXO NO ENTREFERRO L1SO.

A distribuicdo do campo no entreferro, na presenca de ranhuras de abertura S. (m), é

irregular, sendo mais denso sobre os dentes e rarefeito sobre as ranhuras. Observa-se na

Figura 2.7 a distor¢éo de fluxo no entreferro.

h
YYYYYYYY %JJ ngr \rlrw\r\r\hrlr*#) L% YYYYYYYY 5
Y

> -
» -

S S

o c

FIGURA 2.7 — LINHAS DE FLUXO NO ENTREFERRO RANHURADO.

A distorcdo de fluxo no entreferro foi descrita matematicamente por Carter [Car1900]
e [Car1901]. Em seu trabalho, Carter considera o entreferro como sendo composto por duas
regides. A primeira delas com fluxo nulo, considerada sob a ranhura, a segunda, com fluxo

¢, (Whb), sob a face do dente, de acordo com o ilustrado na Figura 2.8.

Y 7= —

FIGURA 2.8 — REPRESENTACAO EQUIVALENTE DOS FLUXOS NO ENTREFERRO.
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Na Figura 2.8, D, (m) é a largura do dente, P, (m) o passo de ranhura e o € o valor

do coeficiente de correcdo do entreferro. Segundo Carter, o € obtido pela expressdo
(Apéndice A):

2 S S Y
.S =—.{S .arctan| =% |- 25-In| |1+ =<
it (25] (25) (2:8)

Na qual o <1. A Figura 2.9, produzida por Carter [Car1926], ilustra a relagdo entre as

grandezas o, S, e o.

FIGURA 2.9 — COEFICIENTE DE CORREGAO DO ENTREFERRO.

Utiliza-se o valor do coeficiente de correcdo o, no calculo do fator de Carter. Desta

forma define-se o fator de Carter k. pela expressao:

P

k,=——
P-o0-6

(2.9)

Para a formulacdo apresentada, um entreferro liso, representa k., =1. Fisicamente,

pode-se interpretar o Fator de Carter de varias formas. Por exemplo, um entreferro ranhurado

de comprimento & e fluxo médio ¢, , é equivalente a um entreferro liso com 0 mesmo fluxo

médio ¢, e comprimento &, , como indicado a seguir:
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O¢ =k -0 (2.10)

Em outras palavras, a presenca das ranhuras determina um aumento de (k, —1)-100%

no comprimento do entreferro. Isto representa um acréscimo equivalente na forca
magnetomotriz do entreferro e, conseqiientemente, um aumento da corrente de magnetizagao
da maquina elétrica [ACC2002].

2.3.2 FORMULAGCAO 2

Para o célculo do coeficiente de correcdo o, utiliza-se uma aproximagdo empirica que

depende apenas da relacéo % [Lan1959]. Esta aproximacéo é dada por:

(2.11)

2.3.3 FORMULACAO 3

Para Liwschitz [Liw1947], a inducdo tem um valor minimo medido no centro da

ranhura e um valor méximo medido no centro do dente, como ilustrado na Figura 2.10.
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A
B Pf .
bx] b‘)‘ b.\'l
o x ¢ * .
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o >
=3
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=
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Y o Angular
Se D,

FIGURA 2.10 — VARIACAO DA INDUCAO SOBRE A ABERTURA DA RANHURA.

Admitindo que a inducédo na regido da abertura da ranhura tenha distribuicdo senoidal,

na Figura 2.10 B, (T) e a amplitude da variacdo da inducéo medida no centro das ranhuras.

Uma definicdo para o fator de Carter pode ser obtida pela relacdo entre o valor

B,..x (T) e aindugdo média no entreferro B (T). Desta forma:

k, = —me (2.12)

O fator de Carter (2.12), pode ser representado pela relacéo entre o passo de ranhura e

um coeficiente de correcdo do passo de ranhura [Liw1947]. Desta forma, tem-se:

P
ke = ﬁ (2.13)
t S

S

Na qual:

B = (2.14)
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by =— (2.15)

2.3.4 FORMULACAO 4

Clayton [Cla1938] faz uma comparacdo entre maquinas elétricas de entreferro liso e

maquinas elétricas de entreferro ranhurado, chegando a seguinte relagéo:

(2.16)

Na qual Ry (H™) é a relutancia no entreferro ranhurado, Ry, (H™") é a relutancia do

entreferro liso. A equacdo (2.16) pode ser relacionada com a geometria da ranhura. Desta

forma obtém-se a seguinte expressao:

Ry = D, +S, 517
Rw D, +0-S, (2.17)
A partir de (2.16) e (2.17), define-se uma nova expressao para k_ :
P
Ke=——"7— (2.18)



34
2.3.5 FORMULACAOS5

Konigslow [Kon1957] e Bossio [Bos2005] consideram que a diminui¢do do fluxo
frente a uma ranhura é proporcional ao produto B,-S, e dependem da relagdo %f e %

Desta forma, a expressdo proposta pelos autores, para o fator de Carter é:

(2.19)

2.3.6 FORMULACAO 6

Kostenko [KP1979] estabelece que a relacdo entre o valor de pico da inducdo no

entreferro B, e a amplitude da componente fundamental da indugdo B, , determina o fator de

Carter. Estas grandezas sao ilustradas na Figura 2.11.

1.4

12}

08}
06}

P

0.4}

Total —_—
Fundamental ---------.

02F

0 : L L L I L A - Y L
0 05 1 15 2 25 3 35
FIGURA 2.11 — INDUCAO AO LONGO DE UM ENTREFERRO RANHURADO.

A .
y

Desta forma, tem-se:
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k, = =% (2.20)

Kostenko mostra outra forma de estimar o fator de Carter, através de uma expressao

empirica, dada a seguir.

 _ R+10

c m (2.21)

2.3.7 FORMULACAO7

Nasar [Nas1987] estabelece que o fator de Carter é funcdo da geometria da ranhura
e/ou do dente. O incremento no comprimento do entreferro, é apresentado como “entreferro
efetivo” e definido de forma idéntica a (2.10). A forma empirica utilizada por este autor para

o célculo do fator de Carter é dada por:

‘= P,(S, +55)
*~ .S, +556)-S, -(S, +050) (2.22)

2.3.8 FORMULACAO 8

Boldea [BN2002] e Wang [Wan2003] definem o fator de Carter como sendo a relagdo
entre a amplitude da inducdo no entreferro liso e a amplitude da indugdo no entreferro
ranhurado. Caso os dentes ndo estejam saturados, o fator de Carter pode ser definido como a
relagdo entre a permeéncia magnética do entreferro liso e a permeéncia magnética do

entreferro ranhurado. O fator de Carter para este autor é definido a seguir:

; o (2.23)
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Na qual:

2. (Sj
9/ (2.24)

2.3.9 FORMULACAO9

Freeman [Fre1962] separou o célculo do fator de Carter em duas maneiras distintas.

. . D :
Na primeira maneira, quando gt >33, a densidade de fluxo ao longo do entreferro

sobre o dente é praticamente constante. Desta forma, o passo de ranhura P, ndo influencia na

distribuicdo de fluxo na regido das ranhuras. Neste caso utiliza-se a expresséo (2.9) para o

calculo do fator de Carter e (2.8) para o célculo de o .
Na segunda maneira, quando % <33, 0 passo de ranhura interfere na distribuicdo de

fluxo no entreferro sob a ranhura. Define-se entdo o fator de Carter por (2.9) e o coeficiente

de correcdo o pela expressao [Frel973]:
a—g- arctan i]—i-ln 1+ Se 2 2.25
Vs 26) S, 20 (2.25)

2.3.10 FORMULACAO 10

Green [apud Alg1969] define expressbes para o calculo do fator de Carter que
utilizam metodologia semelhante a empregada por Carter.
De acordo com Green, o valor do fator de Carter é dado por:
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(D, +S,)

k =
c m (2.26)

Na qual f, € o coeficiente de “espraiamento”, que é obtido em funcdo das relagdes

%f e % de acordo com o gréafico da Figura 2.12.
t

FIGURA 2.12 — COEFICIENTE DE ESPRAIAMENTO NO ENTREFERRO.

2.3.11 FORMULACAO 11

Shaarbati [Sha2003] estabelece uma formulacdo baseada nas relutancias obtidas em
entreferros lisos e entreferros ranhurados.

A relutancia Ry, (H™) obtida para o entreferro liso é:

Rew = (2.27)
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Na qual A, (m?) é a area da secéo polar e ty =4-7-107" (H/m) é a permeabilidade do
VAcuo.

Considerando a presenca da ranhura, a superficie do entreferro sob cada poélo é
reduzida. Conseqlientemente a relutancia € aumentada. Usualmente, calcula-se a relutancia
para entreferro ranhurado como sendo obtida a partir de um valor novo de entreferro (6 i ) ao
invés de alterar a &rea polar. Desta forma, define-se a relutdncia do entreferro ranhurado

Ry (H™" naforma:

Re = (2.28)

JIARN
Shaarbati considera que, para 6 <<S_, pode-se calcular a relutancia do entreferro

ranhurado mantendo-se o valor do comprimento & do entreferro e corrigindo o valor da area

do entreferro sob um pdlo. Assim:

D
=A t
A=A 5. +D, (2.29)
Utiliza-se (2.17), desta forma, o fator de Carter resulta
S
k., =1+—+
¢ D (2.30)

2.3.12 FORMULACAO 12

Martin [Mar1982] estabelece uma forma gréfica empirica, para o célculo do fator de

. . . n S .
Carter. O autor determina que o fator de Carter é funcdo das relacGes Si e FC . O resultado é

c t

apresentado no gréfico da Figura 2.13.
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FIGURA 2.13 — GRAFICO DO FATOR DE CARTER.

2.4 RANHURAS SUCESSIVAS

As formulagdes apresentadas até aqui apenas consideram uma Unica ranhura oposta a

uma superficie lisa. Analisam-se a seguir os trabalhos de Binns e Neville, que se propdem a

inserir o efeito de ranhuras sucessivas no entreferro.

2.4.1 FORMULAGCAO 13

Neville [Nev1967] analisa o trabalho de Carter do ponto de vista da presenca de outras

ranhuras ao longo do entreferro. Segundo Neville, os resultados de Carter sdo precisos quando

S, < D,. Isto confirma os resultados de Freeman [Fre1973] e [Fre1962], formulagéo 9.

Assim, se o dente & mais largo que a abertura da ranhura (S, < D,), o efeito de uma

ranhura sobre a inducao no entreferro ndao alcanca a ranhura adjacente.



40

Quando S, > D,, ha uma superposi¢do de efeitos de ranhuras adjacentes na forma de

onda da indug&o no entreferro. Isto € ilustrado na Figura 2.14.

10 . B/Bn

0.9

0,8
Resultante -

Efeito da Ranhura """

0,7

FIGURA 2.14 — SINTESE DE CAMPO PARA SUCESSIVAS RANHURAS LARGAS.

Neville apresenta uma série de &bacos obtidos em fungdo do conteido harménico de

Fourier da inducdo resultante no entreferro.

2.5 RANHURAS NO ESTATOR E NO ROTOR

Se ambas as superficies do entreferro da maquina elétrica estiverem dotadas de
ranhuras, o fator de Carter é considerado como o produto entre o fator de Carter do rotor e 0
fator de Carter do estator. Isto vale para as formulacfes dos itens 2.3.1 & 2.3.12 [Ival982],
[Liw1947], [Clal938], [B0s2005], [Kon1957], [KP1979], [Nas1987], [Bn2002], [Wan2003],
[Fre1962], [Alg1969], [Sha2003] e [Mar1982].

Desta forma:

kC = kcr ’ kce (231)

S&o apresentadas a seguir duas formulacdes que consideram a presenca de ranhuras

em ambas as superficies do entreferro.
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25.1 FORMULACAO 14

Binns [Bin1964] observa que o formato geométrico da ranhura, também interfere nos
calculos do fator de Carter. Em outras palavras, nas formulagdes até aqui estudadas,

considera-se a ranhura com formato retangular. Exemplos de formas geométricas comumente

VA
386 000
[
mm

FIGURA 2.15 — Ti1POS DE RANHURAS COMUMENTE UTILIZADAS EM MAQUINAS ELETRICAS.

encontradas sdo apresentados na Figura 2.15.

Outra questdo diz respeito & consideragdo da profundidade da ranhura P, (m). As

formulacdes de 1 a 13 admitem ranhuras com profundidade infinita.
Desta forma, Binns propde que os fatores de Carter para cada uma das superficies do

estator e do rotor ranhurados sejam obtidos, respectivamente, por:

Pe
Kee =5 o st ~ (2.32)
te ce e
e
Pr
Ker = ﬁ (2.33)

" Ver
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Nas quais o, e o, sdo os coeficientes de corre¢do do entreferro calculado nas
superficies do estator e do rotor, respectivamente; k., e k., sdo os fatores de Carter do estator

e do rotor, respectivamente.
Binns propde que o fator de Carter para o entreferro duplamente ranhurado, com

ranhuras sucessivas seja calculado por:

kc :%' (kce ’ kcr + kce + kcr _1) (234)

2.5.2 FORMULACAO 15

Douglas [Dou1915] calcula o fluxo perdido para uma regido do entreferro com duas

ranhuras em superficies opostas. Para isso, Douglas considera o desalinhamento d, (m) entre
uma ranhura de abertura S_, no estator e uma ranhura de abertura S_ no rotor, de acordo com

a Figura 2.16.

Estator

Eixo da Ranhura Eixo da Ranhura
do Rotor do Estator

FIGURA 2.16 — RANHURAS NO ESTATOR E NO ROTOR.
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Segundo Douglas, o método é valido desde que d, s%-ce. O valor de ¢, (m)

corresponde ao desalinhamento mé&ximo que ocorre ao longo do entreferro, quando duas

outras ranhuras (uma no rotor, outra no estator) estdo alinhadas. ¢, é uma quantidade linear,

podendo ser extraida da relacdo entre a ranhura do estator e a ranhura do rotor da seguinte
forma [Doul915]:

c, =11-,/S. S, (2.35)

Para este problema, o coeficiente de corregdo o assume a forma apresentada na

expressao (2.36).
c-8= %{%-arctan(?fl +%) : arctan(&'fz)—gln[l+ (5”1)2] [1+ (%) ]} (2.36)
Na qual.
¥ = % (2.37)
¥, = % (2.38)

Utilizando (2.36), o fator de Carter pode ser expresso por (2.9).

2.6 COMPARACOES ENTRE AS FORMULACOES

Com o intuito de comparar as diferentes formulagdes aqui apresentadas, sdo analisados

dois casos de entreferros.



Caso 1: Superficie lisa oposta a superficie ranhurada.
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As dimensdes adotadas para este caso [Lip2004] sdo mostradas na Figura 2.17 e na

Tabela 2.1.

23,50

4

A

13,30

10,20

y

4

09'Ge

FIGURA 2.17 — DETALHE DA RANHURA DO ROTOR.

TABELA 2.1 — DIMENSOES DA GEOMETRIA DO CASO 1.

Grandeza Valor
Abertura da Ranhura S¢ (mm) | 10,20
Largura do Dente Dy (mm) | 13,30
Passo de ranhura Py (mm) | 23,50
Profundidade da Ranhura Ps (mm) | 35,60
Comprimento do Entreferro | §(mm) 2,50

Os resultados dos calculos do fator de

encontram-se dispostos na Tabela 2.2.

2,50

Carter para as formulacdes de 1 a 15



TABELA 2.2 — CALCULO COMPARATIVO DO FATOR DE CARTER (CASO 1).

Formulagdo Equacéo Valor de k.

1 Carter (2.9) 1,1352
2 Langsdorf (2.11) 1,2423
3 Liwschitz (2.13) 1,1352
4 Clayton (2.18) 1,2519
5 Konigslow (2.19) 1,2807
6 Kostenko (2.21) 1,2663
7 Nasar (2.22) 1,2803
8 Boldea (2.23) 1,1555
9 Freeman (2.25) 1,0167
10 Green (2.26) 1,2500
11 Shaarbati (2.30) 1,7669
12 Martin Figura 2.13 1,2300
13 Neville Abaco 1,1980
14 Binns (2.34) 1,9453
15 Douglas (2.36) —

Caso 2: Superficie duplamente ranhurada.

As dimensdes ficticias para este caso sdo mostradas na Figura 2.18 e na Tabela 2.3.

22,50
< >
17,40
le >
5,10
« >
A
J— ¥ 1,05
< >
9,50
ol »
6,50
« >
16,00

Figura 2.18 — Detalhe de um Rotor e Estator Ranhurado.
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TABELA 2.3 — DIMENSOES DA GEOMETRIA DO CASO 2.

Grandeza Valor
Abertura da Ranhura do Estator Sce (MM) 5,10
Largura do Dente do Estator D (mm) | 17,40
Passo de ranhura do Estator P (mm) 22,50
Profundidade da Ranhura do Estator | P, (mm) | 18,00
Abertura da Ranhura do Rotor Ser (mm) | 9,50
Largura do Dente do Rotor Dy (mm) | 6,50
Passo de ranhura do Rotor Py (mm) 16,00
Profundidade da Ranhura do Rotor Pg (mm) | 30,50
Comprimento do Entreferro o (mm) 1,05

Os resultados dos célculos do fator de Carter para as formulacdes de 1 a 15 para este
caso, encontram-se dispostos na Tabela 2.4.

TABELA 2.4 — CALCULO COMPARATIVO DO FATOR DE CARTER (CASO 2).

Formulacéo Equacéo Valor de k.. | Valordek, | Valor dek,
1 Carter (2.9 1,0609 1,1168 1,1848
2 Langsdorf (2.11) 1,1257 1,6192 1,8227
3 Liwschitz (2.13) 1,0609 1,1168 1,1848
4 Clayton (2.18) 1,1025 1,1815 1,3026
5 Konigsléw (2.19) 1,1407 1,6121 1,8389
6 Kostenko (2.21) 1,1828 1,5588 1,8438
7 Nasar (2.22) 1,1405 1,6766 19121
8 Boldea (2.23) 1,0809 1,3031 1,4085
9 Freeman (2.25) 1,0238 1,0443 1,0692
10 Green (2.26) 1,1119 1,7140 1,9058
11 Shaarbati (2.30) 1,2931 2,4615 3,1830
12 Martin Figura 2.13 1,1250 1,5600 1,7550
13 Neville Abaco 1,1470 1,1840 1,3580
14 Binns (2.34) 1,0609 1,1168 1,1813
15 Douglas (2.36) — — 1,5773
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2.7 CONSIDERACOES FINAIS

Carter utilizou a transformacdo de Schwarz-Christoffel para resolver o problema do
efeito causado pela ranhura considerando que a profundidade da ranhura e a proximidade de
outra ranhura ndo interferiam no resultado. Estas suposi¢fes ndo consideram o fluxo que
atravessa o fundo da ranhura [FF2000a]

Com excecdo de Kostenko [KP1979] (formulacdo 6), Nasar [Nasl1987]
(formulacdo 7), Shaarbati [Sha2003] (formulagdo 11) e Neville [Nev1967] (formulacdo 14),
todos 0s outros autores responsaveis pelas formulages apresentadas neste trabalho, seguiram
as mesmas suposicoes de Carter.

Os resultados apresentados na Tabela 2.2 e na Tabela 2.4, mostram as divergéncias
entre os valores das formulacdes apresentadas.

Para que se possa aplicar a metodologia de Carter, considerando a profundidade da
ranhura e a proximidade de outra ranhura, é necessaria a utilizagdo da transformacdo de
Schwarz-Christoffel em geometrias mais complicadas que as geometrias utilizadas por Carter.
Esta metodologia seria inviavel de ser aplicada a época de Carter, pois demandaria grande
capacidade de processamento computacional.

Propde-se conduzir entdo uma analise da transformagdo de Schwarz-Christoffel de
forma a entender o método utilizado por Carter e poder aplica-lo a geometrias de entreferro

complicadas.
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3 TRANSFORMACAO DE SCHWARZ-CHRISTOFFEL

Antes de definir a transformacéo de Schwarz-Christoffel é feito uma revisdo na teoria

dos numeros complexos e um estudo das transformacdes ditas conformes.

3.1 NUMEROS COMPLEXOS

3.1.1 HISTORICO

Os nameros complexos comecgaram a ser introduzidos para dar sentido a resolugéo de

equagdes polinomiais do tipo x> +1=0. Como os quadrados de niimeros reais sio sempre
maiores ou iguais a zero, esta equacdo nao tém solugdes reais. Resolvé-la corresponde a
introduzir nimeros que sejam raizes quadradas de nimeros reais negativos.

A primeira referéncia a esta possibilidade parece ser de Hieronimo Cardano (1501-
1576), em 1545 [Mag2004]. Foi seguida, em 1572, pela exposicdo das propriedades
algébricas destes numeros por Raffael Bombelli (1526-1572), que também introduziu o

simbolo /-1 [Mag2004]. Em 1748, Leonhard Euler (1707-1783) designou este simbolo, ao
qual chamou “unidade imaginaria”, por i [Mag2004]. Foi também Euler que introduziu em

1747 a expressdo e =cosg+i-sing, da qual obteve como caso particular a relagdo

e'™ =—1, que relaciona numa mesma expressdo os nimeros 1, e, z, i, que apareceram em
contextos muito diferentes.

A consideracdo de numeros complexos ndo sé se revelou necessaria para resolver
certas equacdes polinomiais de segunda ordem como forneceu todas as possiveis solucdes de
equacOes polinomiais de qualquer ordem, tanto de fatores reais como complexos. Este fato,
conhecido por “teorema fundamental da algebra”, foi estabelecido pela primeira vez por Carl



49

Friedrich Gauss (1777-1855), em 1816, na seqliéncia de tentativas de varios matematicos
precedentes [Mag2004].

Deve-se também a Gauss a designacdo “numero complexo” e a concepcao da relacdo
biunivoca entre niUmeros complexos e pontos de um plano, o que permitiu uma representacao
concreta destes nimeros e abriu caminho ao desenvolvimento do estudo dos nimeros
complexos e das funcdes complexas [Mag2004]. Entretanto, a representacdo geométrica dos
nameros complexos num plano apareceu também nos trabalhos de Caspar Wessel (1745-
1818), em 1799, e de Jean Robert Argand (1768-1822), em 1806, embora tenha passado
despercebida aos matematicos da época e nao tenha sido explorada para prosseguir o estudo
dos numeros complexos [Caj1919].

Gauss comunicou publicamente a identificacdo dos nimeros complexos com pontos
de um plano no seu artigo de 1831, onde prop6s definir os nimeros complexos como pares
ordenados de nimeros reais com certas propriedades especificas e explorou esta definicdo e a
sua identificacdo com pontos de um plano [Mag2004]. A notacdo para nimeros complexos foi

usada pela primeira vez por William Rowan Hamilton (1805-1865), em 1837 [Suz2002].

3.2 DEFINICAO

A partir deste ponto serd utilizado o simbolo j=+/—1 ao invés do simbolo i.

Define-se 0os nimeros complexos z e w, de acordo com:

Z=X+Jy

W=u+ jv (3.1)

Nas quais x, Yy, u e v sdo nUmeros reais. X e U Sa0 as partes reais de z e w,
respectivamente, e y e v sdo as partes imaginarias de z e w, respectivamente. Em notacéo

matematica:

x=Re(2z)
y=1Im(z)

(3.2)
u=Re(w)

v=Im(w)
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As partes real e imaginaria podem ser tomadas como coordenadas X e y num
referencial cartesiano, sendo z representado por pontos no plano complexo z. O mesmo se
da no plano complexo w, em relacdo as coordenadas u e v. Portanto existe uma
correspondéncia biunivoca entre o conjunto ¢ dos niimeros complexos, e o conjunto & dos

pares ordenados reais.

3.2.1 COORDENADAS POLARES

A distancia do ponto complexo z a origem, como na Figura 3.1, define o modulo p

do nimero complexo como:

p=lz|=yx*+y? (3.3)

FIGURA 3.1 — MODULO E ARGUMENTO DE UM NUMERO COMPLEXO.

Na Figura 3.1, 0 angulo do segmento Oz com o eixo das abscissas, no sentido positivo

(anti-horario), define o argumento do nimero complexo.

arctan(lj x>0

X

O=arg(z)= (3.4)
arctan(%j +7 x<0



Definem-se, a partir da Figura 3.1, as seguintes relacdes:

X = pcosé
y=psind

Substituindo (3.5) em (3.1) tem-se:

z=p(cos@+ jsind)=pe!’ = ps6

3.3 TRANSFORMACOES CONFORMES

3.3.1 DEFINICAO

51

(3.5)

(3.6)

Seja w= f(z) uma funcdo complexa que leva pontos do plano complexo z em pontos

do plano complexo w. f (z) pode ser considerada uma transformacao geomeétrica, pois curvas

no plano Z tém como imagens curvas no plano w. Seja C, uma curva suave no plano

complexo z, e seja S, sua imagem no plano complexo w, de acordo com a Figura 3.2. Diz-

se que w= f(z) é uma transformacdo que leva os pontos do plano z nos pontos do plano w.

N Plano z a Plano w

.-"-.' S‘l.'l

FIGURA 3.2 — CURVA NO PLANO Z E SUA IMAGEM NO PLANO W.

u
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Usando um sentido positivo de percurso ao longo de C,, o sentido positivo
correspondente ao longo de S, fica determinado pela funcdo de transformagéo f . Tomando

um ponto z, em C,, sua imagem no plano w é w, = f(z,) sobre S, (Figura 3.2).

Tomando um ponto z,+ Az sobre C, no sentido positivo a partir de z,, o limite do

argumento de Az quando Az tende a zero € o angulo de inclinagcdo « da reta tangente a C,

em z,, reta esta orientada de acordo com o ilustrado na Figura 3.3(a).

Plano z

~

Plano w

"“;.__}..-'
Y
B

oW, + Aw

X
(a)

i
(b)

FIGURA 3.3 — TRANSFORMACAO CONFORME.
Se w, + Aw € a imagem de z, + 4z, entdo o argumento de Aw tende para o angulo de

inclinagdo £ da tangente a S, em w,, quando Aw tende a zero, com orientacdo de acordo
com o ilustrado na Figura 3.3(b).

Admitindo que Aw = Az(%j , 0 valor do argumento de Aw é dado por:
z

arg Aw = arg Az + arg (j—\;vj (3.7)

Quando Az tende a zero, o argumento de Az tende ao &ngulo « e o argumento de
Aw tende ao angulo S . Entdo escreve-se:

p=a+ arg[%j (3.8)
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Definindo o limite do argumento de % na forma:
z

lim | arg| 2% _arg| lim | AW =argf'(z) =6 3.9
prald g Az ), =arg pradd Az ), —ar =z 0 (3.9)

Assim a tangente a curva C, em z, gira de um angulo ¢, sob a transformacédo

w = f(z). Portanto (3.8) reduz-se a:

p=a+b, (3.10)

O resultado (3.9) é obtido para uma transformagio w= f(z), desde que f seja
analiticaem z, e f'(z,)#0.

Como o angulo 6, é determinado pela funcdo transformadora f e pelo ponto z,, ele é
0 mesmo para todas as curvas passando por z,.

Sejam os arcos orientados C, e C,, que se cruzam em um ponto z, do plano
complexo z. Sejam «, e a, 0s angulos de inclinagdo dos arcos C, e C,, respectivamente,
em z,. A partir de uma fungio de transformacdo w= f(z), obtém-se os arcos S, e S,,
imagens de C, e C,, respectivamente, no plano w. S, e S, se cruzam em w, = f(z,). Os
angulos de inclinagdo dos arcos S, e S, em w, sédo S, e f3,, respectivamente. Esta situagdo é

ilustrada na Figura 3.4.
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FIGURA 3.4 — PRESERVACAO DOS ANGULOS.

De acordo com (3.10), f, =a, +6, e B, =a, +6,. Assim, conclui-se que:

BB =a-a, (3.11)

Portanto, o dngulo entre C, e C, é o mesmo angulo entre S, e S,. Na Figura 3.4.
Uma transformacgéo w = f(z), que preserva angulos em valor absoluto e sentido entre
pares de curvas para cada ponto do dominio e em cada ponto z do dominio onde f'(z)=0 ¢é

uma transformagéo conforme [Chul975].
A transformacdo aumenta o comprimento de pequenos segmentos em uma proporgao

de aproximadamente:

AW

R, =|f"(z,)|=lim =

Az—0

(3.12)

=1,

A imagem de cada figura pequena na proximidade do ponto € conforme a figura
original no sentido de que as duas figuras tém aproximadamente a mesma forma e conserva as

mesmas caracteristicas fisicas [Kre1969]. O coeficiente de acréscimo R,, e o angulo de
rotacéo 6,, variam de ponto a ponto. Grandes figuras podem ser transformadas em figuras

sem qualquer semelhanca com as originais.
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Podem ocorrer pontos nos quais f‘(z)zo. Estes pontos sdo chamados de pontos

criticos e neles a transformacdo ndo é conforme. Estes sdo utilizados de forma especial para
determinar a transformacéo de Schwarz-Christoffel no item 3.4.
Toda transformacao conforme deve transformar curvas ortogonais em um dominio em

curvas ortogonais em outro dominio.

3.3.2 TRANSFORMACOES POR FUNCOES ELEMENTARES

A titulo ilustrativo sdo apresentadas a seguir algumas transformacdes conformes

obtidas de funcGes elementares.
a. TRANSFORMAGAO POR TRANSLAGAO
w=z+Db (3.13)

Na qual b é uma constante complexa. Esta transformacdo mapeia imagens do plano z,

transladadas em direcéo ao vetor b do plano w, como ilustrado na Figura 3.5.

. .Planr’.' z . . Plang W
16 16

14+ 14

12 12

10 10

8 8

6 6

4 4 4} Ay

2 2

0 ]

FIGURA 3.5 — TRANSFORMACAO POR TRANSLAGAO.
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b. TRANSFORMACAO POR ROTACAO

w=e".z (3.14)

Na qual » € uma constante real. Para esta transformacéo, imagens no plano z séo
giradas de um angulo 7. Se >0, a rotacdo se dard no sentido anti-horéario; se <0, a

rotacdo se dara no sentido horario. A Figura 3.6 ilustra a transformacdo por rotacdo com

n>0.

Flano z Flano w

G 4 2 a 2 4 G &3 10 &3 10
FIGURA 3.6 — TRANSFORMACAO POR ROTACAO.
C. TRANSFORMACAO POR DILATACAO OU CONTRACAO
W=¢-Z (3.15)

Na qual ¢ é uma constante real. Se ¢ >1, as imagens serdo dilatadas, por outro lado
se 0<@<1, as imagens serdo contraidas. A Figura 3.7 mostra uma transformacdo por

dilatacdo com ¢=05.
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Plano z Plano w
10 10 T T T
=] =]
8 8
7 7
=1 ]

FIGURA 3.7 — TRANSFORMAGAO POR DILATACAO.

d. TRANSFORMAGAO POR INVERSAO

(3.16)

N |~

Esta transformacdo estabelece uma correspondéncia biunivoca entre os pontos do
plano z e os do plano w, exceto para os pontos z =0 que ndo tem imagem, e w=0 que ndo é

imagem de nenhum ponto. A Figura 3.8 ilustra a transformacéo por inverséo.

Plano z Plano w

FIGURA 3.8 — TRANSFORMAGAO POR INVERSAO.
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e. TRANSFORMAGCAO LINEAR

w=az+b (3.17)

Na qual a e b séo constantes complexas. Esta transformacé@o é uma combinacdo das

transformacoes de translacdo (3.13), rotacéo (3.14) e dilatagdo (3.15).

Plano z

10 10

8 g}

5 sl

ar 4

2 2

=% 2 ¢+ & & w0 0 5 10

FIGURA 3.9 — TRANSFORMAGCAO LINEAR.

3.3.3 TRANSFORMACAO BILINEAR

A transformag8o Bilinear ou Fracionéria, também conhecida como transformacéo de
Moebius [Hen1986], pode ser considerada como a combinacdo das transformacgdes de
translacéo (3.13), rotacdo (3.14), dilatacdo (3.15) e inversdo (3.16).

Considerando a, b, ¢ e d como constantes complexas, define-se a transformacao

bilinear como:

_az+b
cz+d

(3.18)

Na qual a condicdo ad —bc = 0 deve ser obedecida. A transformacéo bilinear tem a

propriedade de levar circulos e retas do plano z, em circulos e retas do plano w. A
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transformacédo (3.18) faz corresponder a cada ponto do plano z, exceto ao ponto z :—2
c

qguando ¢ # 0, um unico ponto do plano w.

A inversa da funcéo (3.18), também é uma funcéo bilinear.

—dw+b
I=——— (3.19)
cw-—a

Os pontos excepcionais, z:—% em (3.18), WZ% em (3.19), mapeiam w=owo e

Z = oo, respectivamente.
Existe uma férmula para uma transformacdo bilinear que leva trés pontos distintos

dados z,,z, e z, em trés pontos distintos dados w,,w, e w;, respectivamente [Chul975].

Esta formula é dada por:

ww,)-(w, ~w)  (z-2,)-(z,~2,) (320)

(W_Wl)'(wz -w,) _(z- 21)'(22 )
Por exemplo, se se deseja realizar uma transformacao bilinear que mapeia os pontos
z,=0; z,=1 e z;=c nos pontos w,=-1; w,=0 e w,=1, respectivamente, entdo,

segundo (3.20), obtém-se:

3.3.4 SUPLEMENTO

O primeiro estudo sistematico das fungdes complexas e das suas aplicacdes a
problemas de analise, hidrodinamica e cartografia deve-se a Euler, em 1776 [Boy1996].
Contudo, funcdes deste tipo tinham sido anteriormente consideradas por outros matematicos,
com destaque para Jean le Rond d’Alembert (1717-1783), que utilizou fungcdes complexas em
1752, no ambito do estudo do movimento de fluidos [Str1987].
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Euler obteve, as condicOes necessarias para a diferenciabilidade de uma funcéo
complexa, embora ndo as tenha explorado completamente [DD1996]. Estas condicdes
resultam da forma especial das func@es lineares complexas, dado que a diferenciabilidade de
uma funcdo num ponto corresponde a poder ser aproximada por uma funcéo linear numa
vizinhanca desse ponto [DD1996].

Por volta de 1825, Augustin Louis Cauchy (1789-1857) deu um sentido preciso a
nogdo de derivada de uma funcdo complexa, tornando rigorosa a nogéo de limite da sua razéo
incremental, na sequéncia de uma idéia de d’Alembert [BB1985]. Cauchy deu passos
decisivos no estudo das funcdes complexas com base nas condicdes necessarias de
diferenciabilidade obtidas por Euler, mas sé com o trabalho de Bernhard Riemann (1826-
1866), em 1851, é que estas condi¢cdes sdo plenamente exploradas. Estas condi¢Bes séo
conhecidas por “condigdes de Cauchy-Riemann” [Boy1996].

A derivada de uma funcdo complexa também €& uma transformagdo conforme
[Mag2004]. Euler chamava estas transformacdes com derivadas de “transformacdes
infinitesimalmente semelhantes” para traduzir a idéia de que, na vizinhanca de cada ponto,
tenderem a definir transformagdes de semelhanca no sentido da geometria elementar
[Boy1996]. Por exemplo, triangulos elementares semelhantes tém angulos correspondentes
iguais e lados correspondentes proporcionais com a mesma constante de proporcionalidade, o
que foi utilizado nos trabalhos de Euler de 1777 sobre cartas geogréficas da Russia, de cuja
elaboragdo foi encarregado pela Academia das Ciéncias de S&o Petersburgo [DT2002]
[Mag2004].

Um aspecto essencial para o uso pratico de mapas € que o “tracado de rumos”
definindo um angulo de direcdo de percurso no globo terrestre possa ser feito marcando o
mesmo angulo numa carta plana, o que exige a preservacdo de angulos na construcdo de
mapas [DT2002]. Portanto, a necessidade do uso das transformacbes conformes. A
designacdo “transformacgfes conformes”, utilizada para transformagdes do plano com as
propriedades geométricas referidas, foi introduzida apenas em 1789 por S. Schubert,
académico de Séo Petersburgo [Suz2002].

O conceito de transformacdo conforme tém varias aplicagdes em diferentes ramos da

fisica, matematica e engenharias, como teoria dos campos magnéticos, eletrostaticos e outros.
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3.4 TRANSFORMACAO DE SCHWARZ-CHRISTOFFEL

A presenca de pontos criticos nos quais a transformacdo nédo € aplicavel é (til, pois
permite transformar curvas regulares, por exemplo, o eixo real ou uma circunferéncia, em

curvas com arestas, como poligonos. Este € o conceito explorado no item seguinte.

3.4.1 BREVE HISTORICO

A transformacdo de Schwarz-Christoffel ¢ uma transformacdo conforme e, foi
desenvolvida logo ap6s Riemann ter publicado sua tese, primeiramente por Christoffel em
1867 e logo depois por Schwarz em 1869 [DT2002].

Apesar de Christoffel ter sido o primeiro a desenvolvé-la, Schwarz foi o primeiro a
publicar um esboco da transformacéo de Schwarz-Christoffel em 1869, reproduzido na Figura
3.10 [DT2002].

FIGURA 3.10 — ESBOCO DA TRANSFORMAGCAO DE UM QUADRADO EM UM DISCO.
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3.4.2 DEFINICAO

Uma transformacdo que leva o eixo real do plano z, na fronteira de um poligono do
plano w e a metade superior do plano z no interior deste poligono, é chamada de
transformacgéo de Schwarz-Christoffel [Spi1972].

Em outras palavras, considere um poligono com N lados no plano w com vértices

em w,,w,,...,w, € com correspondentes angulos interiores f,,p,,..., 3y , respectivamente. Os
pontos X,,X,,...,Xy Sobre o eixo real do plano z, utilizando a transformagéo de Schwarz-

Christoffel, sdo levados, respectivamente, nos vertices w,,w,,...,w, , conforme mostrado na

Figura 3.11.
Plano z Plano w
v v
W, 0+ Wy
3/ N
5,
gl
X i
= e L L L - > >
T X, X, X, X, X, X, v, x, T%
FIGURA 3.11 — TRANSFORMACAO DE SCHWARZ-CHRISTOFFEL.
A transformacdo de Schwarz-Christoffel é definida por:
dw L 1
—=A+C T e (3.21)
dz 1:1[ (z—x, )"

Nas quais as constantes complexas A e C determinam a forma, orientacdo e posi¢cdo
do poligono [Neh1952]. Poligonos com vértices no infinito podem ser considerados como
casos limites de poligonos fechados. Em (3.21), N é o numero de lados do poligono e

X, < X, < ...< X, » S0 as pré-imagens dos vertices w;,w, ,...,w,, , respectivamente.
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Os expoentes «, em (3.21), sdo nimeros reais, e seus valores estéo relacionados aos

angulos internos do poligono [Coh1967] [Haul973] [VLA1972]. Os angulos sdo medidos no
sentido anti-horario, [Gib1958], como ilustrado na Figura 3.12.

W,

el 4/ \4,

FIGURA 3.12 — EXPOENTES DA TRANSFORMACAO DE SCHWARZ-CHRISTOFFEL.

Portanto pode-se definir ¢, como:

a, = (3.22)

D> B=(N-2)-z (3.23)

Sabendo que a soma dos complementos dos angulos internos, de qualquer poligono

fechado € igual a 27, portanto, de (3.22) e (3.23) tém-se:

N N

d(z-p)=D ax=2x (3.24)

n=1 n=1
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A transformacdo de Schwarz-Christoffel é continua em todo o semiplano y>0 e é
conforme neste semiplano, exceto nos pontos X, , que sdo pontos criticos.

Para entender (3.21), deve-se considerar o ponto z movendo-se ao longo do eixo real,

da esquerda para a direita em dire¢do ao ponto x,. Neste caso admite-se que w se move ao
longo de um dos lados do poligono em dire¢do a w; [Ter1974] [LR1975], de acordo com a

ilustracdo da Figura 3.13.

Plano z Plano w

Y

- >
X, X =™ wy Ws

=9
=y
[

FIGURA 3.13 — MAPEAMENTO DE UM POLIGONO ATRAVES DA TRANSFORMACAO DE SCHWARZ-

CHRISTOFFEL.

Analisando os denominadores de (3.21), quando z passa da esquerda de x, para a
direita de x,, o argumento do nimero z-Xx,, muda de =z para zero. Nesta condi¢do 0s
argumentos de z—x,, Z—X,, ..., Z—X,, permanecem inalterados [Wen1992] [Kap1972].

No ponto x,, portanto, o argumento de w, de acordo com (3.21) e a Figura 3.13, altera
seu valor de 7 -, [Hen1986] [Gon2004].

Portanto, considerando A=0 e C =1, obtém-se uma forma de calcular os valores dos

vertices do poligono da seguinte maneira:
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X1 N
w, = Ig(z—xn ) -dz

X N
W, w[f“l(z—xn ye -dz]
n=
X

XN N
Wy =WN1+£ ~H_:Il(Z—Xn ) -dZJ

N-1

(3.25)

3.43 MAPEAMENTO DO SEMIPLANO SUPERIOR NO INTERIOR DO
RETANGULO

Para o caso do retangulo, a formula de Schwarz-Christoffel assume a forma (3.26).

f d
w(z)=[—— r— T (3.26)

Escolhem-se os pontos x, =-a, X,=-1, x,=1 e x,=a, com a>1, como as pré-

imagens dos vértices do poligono. Assim a integral (3.26) pode ser escrita na seguinte forma
[Chul975]:

jJ(z & ) Z-1) 3:27)

Utilizando de manipulagdo algébrica e, considerando z, =0, a equacdo (3.27) assume

a forma:

:j dz
> J(1-127)-(1-k%2%)

(3.28)
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Na qual k = 1 é 0 modulo da integral elipticae 0 <k <1. A integral (3.28) é chamada
a

de integral eliptica de primeira ordem [AS1968].
A magnitude k'=+1-k? é denominada mddulo complementar da integral eliptica.
Definem-se os niimeros: K(k)=K =w, e K(k')=K'=|w,—w,|. K e K' sdo os quartos de

periodo real e imaginario, respectivamente, da funcéo eliptica de Jacobi [RV1994]. Assim, K
e K' séo calculados como a seguir [Mor1968] [VLA1972]:

h dz
K =K(k)=
W=l e (529
h dz
K'=K(k)=
(k') lm_zz).(l_k,zzz) (3.30)

Assim o semiplano superior y>0 ¢ transformado em um retdngulo de vértices
[- K+ jK';—=K;K;K + jK'], cujas pré-imagens correspondentes sio [-a;-11;a]. A

transformacéo obtida é ilustrada na Figura 3.14.

Plano z Plano w

W, JK W,

—,
o
[ Ky
¥
I
=l

a 4+ o0 W, Wy

FIGURA 3.14 — MAPEAMENTO DE SCHWARZ-CHRISTOFFEL PARA UM RETANGULO.

A correspondéncia entre as pré-imagens e 0s vértices € mostrada na Tabela 3.1.
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TABELA 3.1 — PRE-IMAGENS E VERTICES DO MAPEAMENTO DO RETANGULO.

Plano z Plano w
xlz—a:—% w, =-K + jK'
X, =-1 w, =-K
X, =1 w, = K
x4:a:% w, =K+ jK'

A inversa da integral eliptica de primeira ordem é uma fungdo denominada Funcéo
Eliptica de Jacobi apresentada em (3.31).

z(w) = sn(w,k) (3.31)
Na qual sn designa a funcéo de Jacobi. Quando o ponto a € definido sobre o eixo X,

fixam-se os valores de k, k', K e K'.Observa-se que todos os parametros da integral
eliptica e da funcéo de Jacobi dependem de a.

3.44 EXEMPLO DE MAPEAMENTO DO SEMIPLANO SUPERIOR NO
INTERIOR DO RETANGULO

Utiliza-se (3.26) para mapear o semiplano superior Im(z)z 0 no interior de um
R 1 . x
retangulo. Dados o, =a, =, =@, =3 e a=13888, obtém-se a relacdo entre os pontos dos

planos z e w, de acordo com a Tabela 3.2.

TABELA 3.2 — DADOS DA CONSTRUCAO DO POLIGONO DE QUATRO LADOS.

Plano z Plano w
X, =—a=-13.888 w, =-K + jK'=-1.570+ j4
X, =—1.000 w, =—-K =-1.570
X, =1.000 w, =K =1.570
X, =a=13.888 w, =K + JK'=1.570+ j4
Dados: k =0.072, k'=0.997, K =1.570, K'=4.000
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A partir dos dados da Tabela 3.2, mapeiam-se linhas verticais e horizontais no interior
do retangulo, Figura 3.15, em linhas no plano z, Figura 3.16, usando a transformacéo inversa
(3.31).

Plano w
4r
35F
3t
25F
2 L
15}
1 L
05
D J
-2 1.5 1 0.5 0 05 1 15 2
FIGURA 3.15 — LINHAS MAPEADAS NO PLANO W.
. Plano z

FIGURA 3.16 — MAPEAMENTO PRODUZIDO PELA INTEGRAL ELIiPTICA DE PRIMEIRA ORDEM.
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3.5 CONSIDERACOES FINAIS

A solucéo para o mapeamento do poligono de quatro lados é feita de forma direta,
como mostrado no item 3.4.3. Para encontrar as pré-imagens de um poligono conhecido com
mais de 4 (quatro) vértices, ndo existe uma metodologia analitica.

A localizacdo das pré-imagens afeta os comprimentos dos lados da imagem do
poligono numa forma néo linear. Portanto, o problema da transformacéo inversa passa a ser

encontrar os parametros X,, X,, ..., Xy, A e C para um poligono dado, cujos vertices sao
W, W,, ..., W, e os coeficientes angulares séo «,, a,, ..., a.

Assim passa-se a um problema de otimizacdo que é descrito no Capitulo 4, cujo
objetivo é calcular a inversa da transformacdo de Schwarz-Christoffel para uma geometria

qualquer.
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4  INVERSA DA TRANSFORMACAO DE SCHWARZ-
CHRISTOFFEL

Alguns métodos foram usados na estimativa da solucdo dos parametros da inversa da
transformacéo de Schwarz-Christoffel.

O método de designio geral mais utilizado foi o proposto por L. N. Trefethen
[Tre1980]. Trefethen utilizou um método numérico baseado em equacdes obtidas de relagdes
entre os veértices do poligono.

L. N. Trefethen em seu artigo [Trer1980], propde duas formas para a inversao. No
primeiro, que utiliza o método de Newton, existe a dificuldade pratica em estabelecer o

pardmetro X, que inicia o algoritmo. No segundo, que utiliza equagdes diferenciais e, ao se
integrar as relagdes nos pontos x,, X,, ..., X, ha inconsisténcia numérica. Variagdes destas

técnicas permanecem sendo utilizadas no mapeamento numérico da inversa da transformagao
de Schwarz-Christoffel [DT2002].

Um método totalmente diferente, baseado em “razdes-cruzadas”, foi proposto por T.
A. Driscoll e S. A. Vavasis [DV1998].

E. Costamagna [Co0s1987], propds um algoritmo onde sdo introduzidas técnicas de
otimizacdo utilizando o método preditor-corretor, que resolve um sistema linear. Embora o
método estime os pardmetros com uma precisdo satisfatoria ele fica restrito a alguns poucos
vertices.

T. A. Driscoll [DT2002] apresenta um conjunto de procedimentos num sistema de
computacdo algébrica para a manipulacdo da transformacdo de Schwarz-Christoffel. O
problema de determinar a inversa é um trabalho que exige um esforco de natureza
computacional.

Propde-se gerir um estudo e a aplicacdo de uma técnica de otimizacdo de forma a
estimar os parametros da transformacéo inversa de Schwarz-Christoffel.
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4.1 TECNICA DE OTIMIZACAO

Otimizacdo ¢ a tentativa de melhora de um processo em torno de um ponto ou pontos
Otimos ou otimizados. Essencialmente, as variaveis de projeto sdo os parametros do problema
que podem ser alterados para otimizar o sistema. Matematicamente, otimizagdo consiste em
encontrar os minimos ou maximos de uma funcdo de vérias variaveis, com valores dentro de
uma determinada regido do espaco multidimensional. A adequacdo de um modelo matematico
a uma situacdo real também pode ser formulada como um problema matematico, quase
sempre de otimizagdo [MS1995].

Quando parte-se de um problema real, podem existir varios problemas matematicos de
otimizacdo associados, vinculados a diferentes formulacGes ou a diferentes técnicas de

resolucdo. O problema tratado neste capitulo é o de minimizar f(x), onde f é chamada de

funcéo de avaliacdo ou funcédo custo, para o problema aqui estudado, a funcdo de avaliacéo é
dada por (3.21).

Para o problema de otimizacdo dos parametros da transformacéo inversa de Schwarz-
Christoffel, é eleita uma técnica de otimizacdo evolucionéaria (algoritmo genético — AG),
dependente de fatores estocasticos e independentes de derivadas [Lin2006].

As técnicas de otimizacdo evolucionarias sdo técnicas heuristicas, usadas em
problemas onde técnicas utilizando algoritmos exatos sdo incapazes de obter solucdes
satisfatorias [Lin2006]. Por exemplo, problemas de otimizacdo combinatdria de complexidade
exponencial e/ou maximizacdo ou minimizacdo de fungbes multi-modais, como a que se

aplica ao problema proposto.

4.2 ALGORITMO GENETICO

Entre os quatro paradigmas da Computagdo Evolutiva, os algoritmos genéticos
ocupam o lugar principal, pois constituem o paradigma mais completo, isto &, relnem de
modo natural todas as idéias fundamentais da Computacdo Evolutiva [Ser1996]. Os
algoritmos genéticos sdo métodos estocasticos de busca aleatdria para solucdes otimizadas.
Nela se mantém uma populacdo de individuos (cromossomos) que representa possiveis

solucBes, onde esta populacdo é submetida a certas transformaces, obtendo novos candidatos



72

melhores e tendendo a melhorar o desempenho de algo em direcdo de algum ponto ou pontos
otimizados. [Ser1996].

Os algoritmos genéticos sdo flexiveis para trabalhar com restricdes arbitrarias e
otimizar multiplas fungdes com objetivos conflitantes. S&o também facilmente hibridizados
com outras técnicas e heuristicas.

O processo de evolugdo executado por um algoritmo genético, corresponde a um
processo de busca em um espaco de solucdes potenciais para o problema [MF1999]. Este
processo de busca requer um equilibrio entre dois objetivos aparentemente conflitantes, o
aproveitamento das melhores solucGes e a exploracdo do espaco de busca (exploration e
exploitation ).

A exploracdo (exploration) pode ser definida como o processo de visitar pontos
inteiramente novos no espaco de busca. Este objetivo pode ser simplificado como: gerar e
testar. Necessario para explorar regides desconhecidas do espaco de busca.

A prospeccdo (exploitation) pode ser definida como o processo de explorar o espaco
de busca utilizando informacgdes de pontos anteriormente visitados a fim de encontrar

melhores pontos.

4.2.1 HISTORICO

No meados do século XVIII, acreditava-se que cada espécie havia sido criada
separadamente. O trabalho do naturalista Carolus Linnaeus (1707-1778) sobre a classificagéo
bioldgica de organismo despertou o interesse pela similaridade entre certas espécies, levando
a acreditar na existéncia de alguma relacdo entre elas. Outros trabalhos da época
influenciaram os naturalistas na direcdo da teoria da selecdo natural. Jean Baptiste Lamark
(1744-1829) sugeriu uma teoria evolutiva baseada no “uso e desuso” de 6rgdo; Thomas
Robert Maltus (1766-1834) propds que fatores ambientais como doencas e caréncia de
alimentos, limitavam o crescimento da populacéo [Fut2003].

Charles Darwin (1809-1882) em 1858 apresenta sua teoria da evolugdo por meio da
selecdo natural, simultaneamente com outro naturalista inglés Alfred Russel Wallace (1823-
1913). Em sua teoria, Charles Darwin propds que 0s organismos sao produtos de uma histéria
de descendéncia com modificacao a partir de ancestrais comuns, e que o principal mecanismo

da evolucdo é o da selecdo natural das variagdes hereditarias [Fut2003]. O impacto mais
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imediato de “A Origem das Especies” foi fornecer uma estrutura conceitual para o estudo da
morfologia comparada, embriologia descritiva, paleontologia e biogeografia, porque as
relacbes entre organismos passaram a ser, entdo compreendidas como significando
ancestralidade comum, ao invés de afinidades no esquema da criagdo. Johann Gregor Mendel
(1822-1884) em 1866, apresenta uma nova teoria para explicar como ocorreriam 0S
fendmenos hereditarios, o que viria a se transformar no que hoje conhecemos como genética
[Fut2003].

Uma forte relagcdo entre a teoria de Darwin e 0 processo de evolugdo em diregcéo ao
6timo de um algoritmo genético é: 0 meio atua sobre os individuos for¢cando uma selecdo dos
mais aptos. Os algoritmos genéticos constituem-se de métodos de busca baseados em
mecanismos de selecdo e evolucdo natural. O primeiro trabalho foi proposto em 1962 por
John Holland, onde os objetivos eram reproduzir os processos utilizados pelos sistemas auto-
adaptativos em um contexto computacional [Rez2005].

Em meados do século XI1X, os cientistas descobriram no nucleo das células filamentos
enrolados denominados cromossomos. Thomas Hunt Morgan (1866-1945) descobriu que
esses filamentos eram constituidos por subgrupos que foram denominados de genes. Morgan
também descobriu que esses grupos eram divididos e recompostos formando um fenémeno
chamado de cruzamento (recombinacéo) ou reproducédo sexuada [Fut2003].

Partindo do modelo de Morgan, para representar 0 Cromossomo Nno processo evolutivo,
Holland utilizando simbolos binarios (0,1) para representar as cadeias de acido nucléico. O
objetivo do trabalho de Holland era fundamentar uma teoria geral de sistema de adaptacéo
robusta. Contudo, ele encontrou um caminho para aplicacdo pratica na determinacdo de
maximos e minimos de funcBes matematicas. Esta foi a caracteristica decisiva para que 0s

algoritmos genéticos fossem aceitos no meio académico [Lin2006].

4.2.2 MECANISMOS DOS ALGORITMOS GENETICOS

Pode-se entdo definir um algoritmo genético como sendo: um ramo dos Algoritmos
Evolucionarios, com uma técnica de busca baseada numa metafora do processo bioldgico de
evolugéo natural [Lin2006].

Nos algoritmos genéticos, populagdes de individuos sdo criadas e submetidas aos

operadores genéticos. Estes operadores utilizam caracteristicas mensuradas na qualidade de
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cada individuo (Aptiddo) em relacdo ao meio em que ele esta inserido, sendo cada individuo
uma possivel solucdo para o problema proposto.

A medida da gqualidade de cada individuo é chamada de avaliacdo, e gera um processo
de evolucéo natural destes individuos que eventualmente ir4 gerar um outro individuo melhor
adaptado ao meio onde ele esta inserido, combinando a sobrevivéncia entre os melhores com
uma forma estruturada de troca de informacgdes genéticas entre os individuos da populacéo,
formando uma heuristica de busca.

Ao executar um algoritmo genético uma populacdo de individuos, que representa um
conjunto de possiveis solu¢Bes do problema, é submetida a uma série de transformac6es. Cada
ciclo de avaliacdo constitui-se uma geracdo ¢, e espera-se que o algoritmo genético, ao fim
de um numero razoavel de gerages, apresente um candidato 6timo ou que o melhor individuo
seja uma solugéo otimizada.

A estrutura genérica de um algoritmo genético basico pode ser sintetizada como

ilustrado na Figura 4.1.
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QUALIDADE DO FITNESS)

®

v
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(O MELHOR INDIVIDUO E
INSERIDO NA NOVA POPULACAD)

h 4

# OPERADORES GENETICOS
+ MUTAGCAO

GENETICOS)

FIGURA 4.1 — ESQUEMA DE UM ALGORITMO GENETICO BAsICO.

4.2.3 REPRESENTACAO

Os algoritmos genéticos requerem que as variaveis dos problemas a serem otimizados
sejam codificadas em um cromossomo de comprimento finito. A representacdo mais simples e

mais utilizada na codificagdo de um algoritmo genético € a representacdo binaria.



75

No algoritmo genetico, cada individuo é representado de forma codificada por uma
sequéncia de codigos agrupados, chamado de cromossomo, devido a sua analogia com 0s
cromossomos nos sistemas bioldgicos. Nos seres vivos, 0S cromossomos sdo seqiiéncias de
DNA (Acido Desoxirribonucléico) que, s6s ou combinados, prescrevem geneticamente a
forma e o funcionamento do organismo. Os cromossomos por sua vez sao formados por
genes, uma combinacdo de proteinas. A disposicao, sequéncia e interacdo dos genes definem
cada caracteristica. Os possiveis valores assumidos pelas caracteristicas sdo chamados de
alelos. Cada gene tem sua propria posi¢cdo no cromossomo e essa posi¢do é denominada de
locus.

Na natureza, dois ou mais cromossomos se combinam para formar as caracteristicas
genéticas basicas dos individuos. Nos algoritmo genético, os termos cromossomo e individuo
s&o sinbnimos.

Na genética, os cromossomos sao formados por genes, que assumem Varios valores
possiveis. O gendtipo é a estrutura do cromossomo e o fendtipo corresponde a interagdo do
conteddo genético dentro do cromossomo com o0 ambiente. Os algoritmos genéticos sdo
técnicas probabilisticas (ndo técnicas deterministicas), assim sendo, um algoritmo genético
com a mesma populacdo inicial e 0 mesmo conjunto de variaveis pode encontrar solugdes
diferentes a cada vez que € executado [Mic1992]. A Tabela 4.1 relaciona as homenclaturas

usuais da Biologia aos algoritmos genéticos.

TABELA 4.1 — TERMINOLOGIA UTILIZADA NOS ALGORITMO GENETICO

Biologia Algoritmo Genético
Cromossomo Individuo
Gene Caracteristica
Alelo Valor de cada Gene
Locus Posicdo do Gene n
Genétipo Estrutura
Fendtipo Conjunto de Variaveis
- Solucéo Candidata de um
Individuo
Problema
~ Conjunto de Individuos de uma
Populagdo .
Geracgdo g
Geracio Ciclo de Criagéo e de
¢ Transformacgdo de um Problema
Adequabilidade | Funcéo de Avaliacdo

Os algoritmos genéticos sdo em geral programas simples que necessitam somente de
informagdes locais ao ponto avaliado (Aptiddo dos individuos), ndo necessitando de derivadas
ou qualquer outra informacdo adicional. Este fato torna os algoritmos genéticos excelentes

para otimizar problemas descontinuos.
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4.2.4 DEFINICAO DOS MECANISMOS DO ALGORITMO GENETICO

42.4.1 POPULACAO INICIAL

Na maioria dos algoritmos genéticos, a populagéo inicial é gerada aleatoriamente. Em
alguns casos particulares, pode-se iniciar o algoritmo genético com uma populacao inicial ja
evoluida ou uma populacdo inicial gerada por um algoritmo de inicializacdo em dire¢do ao
6timo. E imprescindivel saber previamente o tamanho da populacio inicial, que deve ser
grande o suficiente para criar diversidade, a0 mesmo tempo em que ndo seja grande demais

para tornar o programa excessivamente lento.

4242 FUNCAO DE AVALIACAO

Para que os algoritmos geneticos sejam executados € necessario ter definida uma
funcdo de avaliacdo, a qual ira mensurar a Aptidao de cada individuo [Hol1975]. A funcéo de
avaliacdo € uma das estruturas mais importante para o problema a ser resolvido pelo
algoritmo genético, uma vez que ela é especifica para cada aplicacdo e deve avaliar o
comportamento dos cromossomos no ambiente ao qual ele esta inserido [Hol1975]. Pode-se
entendé-la melhor se definida da seguinte maneira: a funcédo de avaliacdo é a nota dada para a
qualidade de cada individuo na resolugdo do problema.

Esta funcdo deve ter embutido todo o conhecimento que se possui sobre o problema a
ser resolvido; a funcédo de avaliacdo, também chamada de funcéo de custo, calcula entdo um
valor numérico que reflete qudo “bem” as variaveis representadas nos cromossomos resolvem
0 problema [Lin2006].

4.2.4.3 METODO DE SELECAO

O método de selecdo deve simular o mecanismo de selecdo natural que atua sobre as
espécies bioldgicas, fazendo com que depois de algumas gera¢es 0s pais mais aptos, gerem
mais filhos e filhos mais aptos. Os pais menos aptos também podem gerar descendentes,
porem deve-se privilegiar os individuos com melhor Aptiddo sem desprezar completamente os
individuos com Aptidao extremamente baixa.

Esta decisdo é de estrema importancia, pois até individuos com Aptiddo extremamente
baixas pode conter caracteristicas genéticas (genes) que sejam favoraveis a criagdo de um

individuo otimizado, caracteristicas estas que podem nao estar presentes em nenhum outro
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cromossomo da populagdo. Na natureza, existem caracteristicas em que os individuos mais
fracos também geram uma prole, apesar de ocorrer com menor freqliéncia do que os mais
aptos, logo, a importancia de implementar esta caracteristica no algoritmo genético.

Caso selecione apenas os melhores individuos, a populacéo tendera a ser composta de
individuos cada vez mais semelhantes e ndo havera diversidade a esta populacdo para que a
evolucgdo possa prosseguir de forma satisfatdria, produzindo assim superindividuo (individuo
com Aptidao muito melhor que a do seu proximo concorrente) ocasionando uma convergéncia
prematura deixando o algoritmo genético preso em algum Otimo local. Abaixo sao
apresentados alguns métodos de selegdo:

a. METODO DE SELECAO DA ROLETA
Os individuos de uma geragdo sdo selecionados para a proxima geracdo utilizando
uma roleta. Cada individuo da populacao é representado na roleta por uma fatia proporcional
a sua Aptiddo. Assim, individuos com melhor Aptiddo ocupam fatias maiores, enquanto

individuos de Aptiddo mais baixa ocupam fatias menores, como ilustrado na Figura 4.2.

(2

N

FIGURA 4.2 — METODO DE SELECAO POR ROLETA.

A Figura 4.2 ilustra a criacdo de uma roleta a partir da Aptidao de todos os individuos
de uma populacdo. Para a selecdo dos novos individuos, a roleta é girada m vezes, sendo ma
quantidade de individuos da populacdo.

A cada giro da roleta, o individuo apontado pela seta é selecionado, como ilustrado na
Figura 4.2. Os individuos selecionados sdo inseridos na populagédo intermediaria. Um mesmo

individuo pode ser selecionado mais de uma vez.
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b. METODO DE SELECAO POR TORNEIO

Consiste em selecionar uma serie de individuos da populacédo e fazer com que eles
entrem em competicdo, usando como critério sua Aptidao. Neste método é necessario definir
um parametro r denominado tamanho do torneio, que define quantos individuos serdo
selecionados dentro da populagéo corrente, para participar do torneio.

Uma vez definido o pardmetro 7, escolhem-se aleatoriamente dentro da populagéo os
participantes do torneio. Apds definido os competidores, escolhe-se dentre eles o que tiver a
melhor Aptidao para participar da populacdo intermediaria. O valor minimo de = é 2, no
entanto, ndo ha nenhum limite tedrico para o valor méximo deste pardmetro. Embora o valor
maximo ndo deva exceder a um valor muito proximo de m, pois se z=m, o vencedor serd
sempre 0 mesmo, ou seja, sera sempre o melhor individuo. Na literatura existem alguns
trabalhos que indicam valores que variam entre trés e cinco.

Neste método, os individuos sdo selecionados para participar do torneio de forma
completamente aleatdria e ndo existe favorecimento para individuos mais aptos como no caso
da roleta. A unica vantagem que os melhores individuos tém em relacdo aos outros individuos
da populacdo € que, se selecionados, vencerao o torneio.

Véarios métodos de selecdo sdo propostos na literatura como método da Amostragem
Universal Estocéstica, ou SUS, do inglés Stochastic Universal Sampling [Rez2005]. Em
[Mit1996] é utilizado uma selecdo por posto, onde € evitada a convergéncia prematura e a
dominancia do superindividuo. Este método ordena todos os elementos de acordo com a sua
funcéo de avaliacdo e utiliza a porcentagem deste posto como base da selecdo, e ndo o valor
da Aptiddo diretamente como alguns métodos de sele¢do. Outros métodos de selecdo podem
ser encontrados em [Bac1996], [BFM2000], [Gol1989] e [Ban1998].

4244 METODO DE ELITISMO

O método de elitismo previne que os melhores individuos ndo corram os riscos de
desaparecerem pela manipulacdo dos operadores genéticos ou, eventualmente, ndo sejam
selecionados pelo método de selecdo, haja vista que o método de selecdo é completamente
aleatorio [Gol1989].

Este método garante que o desempenho do algoritmo genético cresca no decorrer das
geracdes. Os melhores individuos de cada geracdo ndo devem ser substituidos junto a sua
geracdo, mas sim passar para a proxima geracdo visando garantir que seus genes sejam

preservados.
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A manutencdo do melhor individuo da geracdo g, na populacdo da geracdo g+1,
garante pelo menos uma avaliacdo igual ao melhor individuo da geracdo g, no pior caso em
que nenhum individuo melhor na geracdo g +1 seja criado.

Este método também divide a populacdo em dois grupos distintos, onde uma
porcentagem menor, com os melhores individuos, ird participar do grupo da elite, e o restante
do grupo da ndo elite. O processamento efetuado no elitismo é muito pequeno visto que ja se

tém determinado a avaliacdo de cada individuo na aplicacdo do método de selecdo.

4.2.4.5 OPERADOR DE RECOMBINACAO

O operador de recombinacdo (Crossover) combina os genes de dois ou mais
individuos, permitindo que os individuos das proximas geracdes herdem as caracteristicas dos
individuos das geracgdes anteriores.

A idéia intuitiva por tras deste operador é a troca de informacdo entre diferentes
solucBes candidatas. No algoritmo genético classico é atribuida uma taxa de recombinacgdo
Pr, para cada geracdo. O operador de recombinacdo tem um papel importante no algoritmo
genético, pode-se considera-lo como uma das estruturas que definem a eficiéncia do algoritmo
genético. Nos casos de algoritmo genético com codificacdo real, estes operadores influem
decisivamente sobre o nivel de diversidade da populagdo e sdo fatores determinantes para
evitar o problema de convergéncia prematura [HLS2003].

a. OPERADOR DE RECOMBINAGCAO DE UM PONTO
O operador de recombinagdo mais utilizado é o de um ponto. Para a aplicacdo deste
operador, sdo selecionados dois individuos que serdo chamados de Pai, e Pai,. A partir de
seus cromossomos sdo gerados dois novos individuos, filho, e filho,, que fardo parte da
nova geracdo. Para gerar os filhos, seleciona-se um ponto de corte aleatoriamente nos
cromossomos dos pais, e 0s segmentos de cromossomo criados a partir do ponto de corte sdo
trocados, sendo o Pai, um individuo escolhido aleatoriamente do grupo da elite e 0 Pai,, um

individuo escolhido aleatoriamente do grupo nao elite, como ilustrado na Figura 4.3.
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Ponto de
Corte
PairElite) [ 1[0 1|t|t]oftfo}
C rnsslm'cr
Pai(Nzo Elite) [0 [ 1[1[o]1]1]o]0]
Filho, [ 1 [ 0] 1 0|||||0|0|Dcmiﬁdn
Fitho, [0 [T 1|11 ]0]1]0]

FIGURA 4.3 — OPERADOR DE RECOMBINACAO DE UM PONTO.

Outros operadores de recombinacdo podem ser criados através da metodologia
proposta para o operador de recombinacdo de um ponto, exemplo disto é o operador de
recombinacdo multipontos. Selecionam-se mais de um ponto de corte aleatoriamente nos
cromossomos dos pais e procede-se da mesma maneira que no operador de recombinagédo de

um ponto.

b. OPERADOR DE RECOMBINACAO UNIFORME

Para cada gene é sorteado um numero g no intervalo [0; 1], caso q>05, o Filho,

recebe o gene G,, do Pai,e oFilho, recebe o geneG,, do Pai,, onde o indice 1 ou 2 indica

de qual grupo pertence o pai, elite ou néo elite, respectivamente, N=12,...,N indica qual a

posicdo do gene no cromossomo (locus). Caso q<05, o Filho, recebe o gene G, do Pai,
e o Filho, recebe o0 gene G,, do Pai,. Como apresentado na Figura 4.4 o funcionamento do

“crossover” uniforme.

0.3 0.9 0.2 0.4 0,603 0801 gomer

orteados
Pail (Ellte) G” G;g G‘J'j GM G;5 GM G;; Gm

Antes do

. . Crossover
Pai, (Nao Elite) |G2;|G2|Ga3|G24|Gas|Gas|G27|Gos
Filho, |G2/|G 2| G23|G24|G 15| G26|Gi7| Gos

Depois do

Crossover

Filho, [G1/]G.[G]G 1] Gs]Gu] GG

FIGURA 4.4 — CROSSOVER UNIFORME.
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Varios sdo os operadores de recombinacédo existentes na literatura. O desempenho dos
operadores de recombinagdo estd ligado ao modelo da codificacdo e ao problema a ser
solucionado. Outros métodos de implementacdo deste operador podem ser encontrados em
[Cha2000], [ES2003], [Mic1992] e [Lin2006].

4.2.4.6 OPERADOR DE MUTACAO

Este operador genético introduz variabilidade dentro da populacdo. Ele consiste em
arbitrariamente alterar o valor de determinados genes de um individuo. A idéia intuitiva por
tras do operador de mutacdo é criar uma diversidade extra na populacdo, sem destruir o
progresso ja obtido com a busca.

O operador de mutacdo garante a diversidade das caracteristicas dos individuos da
populacdo e permite que sejam introduzidas informacgdes que ndo estiveram presentes em
nenhum dos individuos. Proporciona uma busca aleatoria (exploration) no algoritmo genético,
oferecendo oportunidade para que mais pontos sejam avaliados.

A probabilidade de ocorréncia de mutacdo em uma determinada geracdo g €

denominada taxa de mutacdo Pm, (item 4.1.5 c). A Figura 4.5 ilustra a aplicacdo do operador

de mutacao.

Fitho [1[1TOToJo1T1]1] s

Fi]hol(;lll‘lrlfilllllolll Mg
|

Genes Mutados

FIGURA 4.5 — PROCESSO DE MUTAGCAO.

A utilizacdo de idéias da genética que ndo foram comentadas neste trabalho, pode ser
abstraida e implementada na forma de novos operadores, que podem ser poderosas fontes de
melhorias e robustez para os algoritmos genéticos. Existem outros operadores como 0s citados
em [Gol1989], que serdo listados a titulo de informacao:

— Dominagéo, Diploidade e Recessividade;

— Inverséo;

— Duplicacéo Intracromossémica;

— Apagamento e ou Remocéo;

— Translocacdo;

— Segregacéo.
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4.2.5 VARIAVEIS DOS ALGORITMOS GENETICOS

O desempenho dos algoritmos genéticos esta fortemente influenciado pela defini¢do
das variaveis a serem utilizadas. Portanto, é essencial uma analise para o0 ajustamento destas
variaveis que podem ser utilizadas diante das necessidades do problema e dos recursos
disponiveis [NAMZ2006].

Pode-se entdo, definir alguns critérios para a escolha das principais variaveis:

f.  POPULACAO INICIAL

O tamanho da populacdo inicial afeta o desempenho global e a eficiéncia dos
algoritmos genéticos. Em uma populacdo pequena, como ja dito no item 4.1.4, o desempenho
pode cair por ndo haver uma diversidade significativa para o problema a ser resolvido.

Uma populagdo muito pequena ndo fornece uma ampla cobertura no espacgo de busca
do problema. No entanto, uma populacdo inicial muito grande geralmente fornece uma
cobertura representativa do dominio do problema, além de prevenir convergéncias prematuras
para 6timos locais em vez de 6timos globais. Porém, para trabalhar com popula¢Ges muito
grandes, sd0 necessarios mais recursos computacionais, ou que o programa trabalhe por um
periodo muito maior. Portanto, ndo existe um numero padrdo para o tamanho da populacéo

inicial. E preciso analisar o problema que se esta tentando resolver para calibrar este valor.

g. TAXA DE RECOMBINAGAO

E o valor Pr que define qual a probabilidade de haver recombinacdo em uma
determinada geracdo. Quanto maior a taxa de recombinagdo, mais rapidamente novas
estruturas serdo inseridas na populacdo. Mas se for muito alta, estruturas com boas aptiddes
poderdo ser perdidas mais rapidamente que a capacidade da selecdo em criar melhores
estruturas. Se a taxa for muito baixa, a busca pode ficar estagnada.

Na literatura esta taxa é variavel podendo assumir um valor de Pr =085 na primeira
geracdo, diminuindo no decorrer das geracOes até assumir um valor Pr=0,60 na geracdo

final.

h. TAXA DE MUTACAO
E o valor Pm que define qual a probabilidade de haver mutagio em uma determinada

geracdo. Uma baixa taxa de mutacdo impede que a busca fique estagnada em sub-regifes do
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espaco de busca. Isto possibilita que qualquer ponto do espaco de busca seja atingido. Com
uma taxa de mutacdo muito alta, a busca se torna essencialmente aleatoria.

Na literatura, esta taxa ¢é variavel podendo assumir um valor de Pm=0,01 na primeira
geracdo, aumentando no decorrer das geracdes até assumir um valor Pm =05 na geragédo

final.

i. CRITERIO DE PARADA
Diferentes critérios de parada podem ser utilizados. Por exemplo, apdés um dado
numero de geracOes ou quando o valor da funcdo de avaliacdo for um valor otimizado. Outros
critérios de parada para o algoritmo genético utilizados na literatura sdo: quando a Aptidédo do
melhor individuo ndo melhorar apds um numero de geragdes; quando as Aptiddes dos

individuos de uma dada populacéo tornar-se muito parecida e outros.

4.3 PROBLEMA DIRETO E INVERSO

Um problema inverso determina as causas desconhecidas baseando-se na observagédo
dos seus efeitos. Nos problemas diretos, cuja solucdo pode ser obtida por métodos analiticos
ou numéricos, a solucdo do problema representa os efeitos baseados na descricdo completa de

suas causas [Lim2001], conforme ilustrado na Figura 4.6.

Problema Direto

Problema Inverso

FIGURA 4.6 — PROBLEMA DIRETO E INVERSO.

Os problemas inversos sdo classificados na maioria dos casos, como matematicamente
“mal-postos”, isto €, podem ter ou ndo solucado, e caso exista solucdo, esta pode ser Unica ou

estavel. Os problemas inversos podem ser aplicados sob diferentes formas.
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7

O problema direto da transformacdo de Schwarz-Christoffel & definido como
apresentado no item 3.4.4. Onde se tem os pontos sobre o eixo das abscissas do plano
complexo z e pretende-se mapeia-los nos vértices de um poligono no plano complexo w,
todos os parametros sdo conhecidos. No entanto, a inversdo da transformacdo de Schwarz-
Christoffel é definida como: tem-se o poligono desejado W, e pretende-se estimar as pre-

imagens dos vértices do poligono, conforme apresentado na Figura 4.7.

Problema Direto

Causa .
p Efeito
Onde os Par: tro: . . .
nde os Farametros So é Conhecido o
Poligono

sdo todos
Conhecidos

Problema Inverso

FIGURA 4.7 — PROBLEMA INVERSO DA TRANSFORMACAO DE SCHWARZ-CHRISTOFFEL.

Para um problema ser considerado bem-posto, trés requisitos essenciais deverao ser

satisfeitos:

a. EXISTENCIA: O problema devera apresentar solucéo.
b. UNICIDADE: A solugdo deverd ser Unica.
c. EsSTABILIDADE: A solucdo devera exibir dependéncia continua em relacdo aos

dados que a originou.

Pode-se obter matematicamente a existéncia e a unicidade de uma solugédo
delimitando-se o0 espaco de busca onde ela provavelmente se encontra. Se um problema exibe
multiplas soluc@es, as informacdes que definem o 6timo sdo insuficientes para descrevé-lo
corretamente. Neste caso, critérios adicionais, baseados em informacdes sobre o problema a
ser resolvido, a modelagem devem ser adotados.

Tem-se o atributo da estabilidade como o mais importante, ja que é praticamente

impossivel convergir para o espaco de solucdes sem considerar os efeitos degenerativos do
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ruido aditivo sobre os dados, o 6timo, ou ate mesmo as limitacbes impostas pelo carater
iterativo do processamento numérico.

Caso a solucdo ndo dependa continuamente dos dados, os valores computados
encontram-se, frequientemente, distantes da solucdo esperada [Kirl996]. Desta forma, nédo
haveria como superar esta dificuldade a menos que se pudessem fornecer mais informagoes
adicionais confiaveis acerca do problema. Portanto, a falta de informacdo ndo pode ser
remediada por artificios matematicos [Kirl996]. Dependendo do numero de equacdes e de
incognitas que formam o sistema de equagdes a resolver, procura-se 0 método apropriado que
ajude a resolvé-lo.

O problema direto, definido no item 3.4, utiliza em (3.21) o produtério que depende
das pré-imagens definidas sobre o eixo das abscissas. Portanto, a complexidade da resolucéo

do problema inverso esta diretamente ligada & quantidade de vértices do poligono desejado.

4.4 SIMETRIA DO PROBLEMA

Para diminuir a quantidade de pontos a ser otimizados, sugere-se utilizar a simetria do
problema em relacdo ao eixo das ordenadas e, ao contrario dos métodos tradicionais que

otimizam as pré-imagens, neste novo método otimizam-se as distancias L,, com n=1...,N,

entre as pré-imagens, como mostrado na Figura 4.8.

Plano z

Eixo de Simetria

L,

=3
=3
12
=
"
Rl
=
.
O\":
q_:‘:
-
@

)
|
1
)
Y

=
o~
13
—

FR U A SO R

FIGURA 4.8 — DISTANCIAS DAS PRE-IMAGENS.
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Necessita-se de um ponto inicial L, arbitrario, como a transformacéo de Schwarz-

Christoffel faculta o ponto inicial; define-se L, =1 como ponto de partida. As pré-imagens

seréo os somatorios das distancias, portanto, L, = x, =1 como apresentado na Tabela 4.2.

TABELA 4.2 — RELACAO ENTRE PRE-IMAGENS E DISTANCIAS.

(o Distancias entre
Pré-imagens L
Pré-imagens
X1 = 1,000 L, =1,0000
X, =1,3080 L, =Xy — X%, =0,3080
X3 = 1,5575 L3 =X, — X3 =0,2495
Xs =1,8420 Ly = X3 — x4 =0,2845
Xs = 1,8841 Ls = x4 — X5 = 0,0421
X = 2,1686 LG = X5 —Xg = 0,2845
X7 = 2,4180 L7 = Xg— X7 = 0,2495
Xs = 2,7260 | Lg = X, — Xg = 0,3080

Observa-se na Figura 4.8 e na Tabela 4.2 que:

(4.1)

Observa-se ainda na Tabela 4.2 que existe uma simetria do poligono ao longo do eixo

x do plano complexo z, pois as distancias L, =L, L, =L, e L, = L, e 0 eixo das ordenadas

(eixo de simetria) corta o centro do segmento L. As imagem dos pontos x, Sdo 0s vertices

w,. Logo, determinando-se as pré-imagens referentes a L,, L, e L,, ficam também

determinados as pré-imagens referentesa L, L, e L.

Portanto, pode-se definir que os pontos a serem otimizados serdo a metade da

quantidade de vértices do poligono, % , como ilustrado na Figura 4.9.

Ly

Ly

1,0000(0,30800,2495|0,2845

0,2845

o

FIGURA 4.9 — SIMETRIA ENTRE AS DISTANCIAS DAS PRE-IMAGENS.
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Logo, observa-se pela Tabela 4.2 e Figura 4.9 que a quantidade de pontos a serem

otimizados diminuindo pela metade. Sendo necessario otimizar L., para 2< ns(?ﬂj,

como indicado na Tabela 4.3, para um poligono de oito lados.

TABELA 4.3 —PONTOS OTIMIZADOS.
L, L L,y Ls
0,3080 | 0,2495 | 0,2845 | 0,0421

Portanto, usando a metodologia acima descrita, pode-se diminuir a complexidade da
resolucdo do problema inverso da transformacdo Schwarz-Christoffel. Para encontrar os

valores de x,, basta somar aos valores de x, os valores de L., como apresentado em (4.2).

%=k 4.2)
X =X +L '

n+l n n+1

A Figura 4.10 ilustra a relacéo entre as distancias dos veértices do poligono no

plano w. Por exemplo, I, =|w, —w,|, I, =|w, —w| e assim por diante.

Plano w

/

2

FIGURA 4.10 — DISTANCIAS ENTRE OS VERTICES DE UM POLIGONO.

A Tabela 4.4 apresenta as relagdes entre pré-imagens, as distancias entre pré-imagens,

0s Vértices e as distancias entre vértices.
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TABELA 4.4 — RELACAO ENTRE DISTANCIAS, PRE-IMAGENS E VERTICES.

- Distancias entre - Distancias entre
Pré-imagens - Vértices A
Pré-imagens Vértices
X1 =1,0000 L, =1,0000 w;=-1+ 4i Il =2
X, = 1,3080 L, = 0,3080 W, =-1+2i l,=2
X3 = 1,5575 L; =0,2495 wz3=-2+ 2i |3 =1
X4 =1,8420 L, =0,2845 wWy=- 2+ Oi |4 =2
X5 = 1,8841 Ls =0,0421 w5 =2 + Oi |5 =4
Xs = 2,1686 Le =0,2845 Wg =2+ 2i Ie =2
X7 =2,4180 L; =0,2495 w;=1+ 2i |7 =1
Xg = 2,7260 Lg = 0,3080 wg=1+4i lg=2

4.5 ALGORITMO GENETICO PROPOSTO

Os sistemas desenvolvidos atraves de principios heuristicos sdo utilizados para
procurar solucGes de problemas com varios 6timos locais ou com espaco de busca muito
grandes, como definido no item 4.3, o que tornam estes problemas dificeis de serem
modelados e solucionados, quando aplicado a eles métodos de otimizagcdo convencionais
[Sak2002].

Propde-se um algoritmo genético com codificacdo continua para estimativa dos
parametros da transformacao inversa de Schwarz-Christoffel, ilustrado esquematicamente na
Figura 4.11.

O desenvolvimento do algoritmo genético com codificacdo continua possibilita a
construcdo de uma larga variedade de operadores com precisdo numérica padrdo [IEEE754] e
[IEEE854], capazes de um maior desempenho que outros com codificagdo binaria,
produzindo um maior ajuste nas caracteristicas do problema a ser resolvido [HLV1993].
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FIGURA 4.11 — ESQUEMA DO ALGORITMO GENETICO COM CODIFICAGAO CONTINUA.

4.5.1 CODIFICACAO E POPULACAO INICIAL

Cada cromossomo gerado é um individuo da populacdo e representa uma possivel
solucdo para o problema da inversao da transformacdo de Schwarz-Christoffel. Cada gene do
cromossomo (Figura 4.12), representa a distancia entre as pré-imagens dos vértices do
poligono, como apresentado no item 4.4.

Ly Ly Ls Ly Ls e Linson
1° Gene|2° Gene|3° Gene|4° Gene|5° Gene (N/2)° Gene

o

FIGURA 4.12 — CODIFICACAO DO INDIVIDUO.
O primeiro individuo é gerado através da expressao:

Lnb = |Og (Inb) (43)
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Onde |, é a distancia entre os vértices do poligono, como ilustrado na Figura 4.10 e

b é o numero do individuo na populacdo, ou de outra forma, o indice da linha da matriz
populacéo, Figura 4.13.

O tamanho da populacdo inicial m, como apresentado no item 4.2.5, depende
exclusivamente do problema a ser resolvido, sendo este definido empiricamente.

Portanto, a populacdo inicial, como apresentado na Figura 4.13, € uma matriz

Gene 1|Gene 2| ... Gene L)
Individuo 1 | Ly L3 Lo
Individuo 2 ng ng s L(N,fg)g
Individuo m | Loy, Lim Lzm

FIGURA 4.13 — POPULACAO INICIAL.

45.2 AVALIACAO

A funcdo de avaliacdo deve mensurar o quanto o poligono gerado pelo algoritmo

genético W, , esta proximo do poligono desejado W . Para isto a fungdo de avaliagéo deve dar

nota aos individuos pela sua Aptidao.
Sendo o problema de minimizacdo, quanto menor a nota de avaliagdo, mais préximo o
individuo estard da resposta otimizada. A formulacdo matematica para o problema de

minimizacao sem restri¢fes é dada por:

min f(x)

X c R (4.4)

Onde f(x) ¢ a funcdo de avaliacdo, que é definida como:

f(X):NZ_l\/(unJrl_un) i(VnJrl_Vn) (45)
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Em (4.5), u+ jv=W ¢é o poligono esperado, o objetivo a ser atingido e u'+jv'=W, &

o0 poligono gerado pelo algoritmo genético.

453 CRITERIOS ADOTADOS

Os seguintes testes analisam os dados oriundos da avaliagdo, definindo o fluxo de

dados e determinando a proxima etapa a ser executada.

a. CRITERIO 1 — PRESSAO SELETIVA

Caso tenha passado certa quantidade g de geracBes do algoritmo genético e neste

intervalo a funcdo de avaliacdo ndo tenha tido uma melhora, este critério envia toda a

populacédo para a pressdo seletiva.

b. CRITERIO 2 — EVOLUCAO

Escolhe-se um nimero, para que toda a vez que g for multiplo deste numero, toda a

populacdo serd submetida ao operador de evolugo.

c. CRITERIO 3 — PARADA
Caso a funcdo de avaliacdo f(x)le“‘, ou 0 numero maximo de geragdo M,

(definido no inicio do programa) seja atingido, todos os parametros da transformacao inversa

de Schwarz-Christoffel sdo enviados para a estrutura critério de parada.

454 ESTRUTURA DOS OPERADORES

a. OPERADOR DE RECOMBINAGAO DIRIGIDO
Calcula a relacdo entre a distancia de cada lado do poligono W em relacdo ao

poligono W, . Desta forma, esta estrutura pode localizar qual gene gerou o lado I, do
poligono W, com a dimensdo mais proxima do lado L, do poligono W . Logo, o operador de

recombinacéo dirigido pode mensurar qual gene estd mais bem adaptado e ndo o cromossomo
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todo. Assim, sdo escolhidos os melhores genes para formar dois novos individuos. Estes serdo
rotacionados, gerando assim mais dois individuos, como ilustrado na Figura 4.14.

Individuos
Gerados pelo
Operador de
recombinagio |
Dirigids
@ Antes do irigico
Operador de
"= | Recombinaciio
Individuos da Dirigido
Geragio g | ), 1521 0, _ 10,4436 i Individuos ) . . .
0,5714 Rotacionados 1o 1310, 1055[0,5158|0.8415|0,7745 | 0,1856 [0.0521 |0,2825

0,322I|0,6545 0,2525|0,6836|0,6935)0,5654 |0,2155 ‘O,I?SG
0,??25'0,]235 0,292310,7745]0,8125]0,0725 10,0226 ‘0,252[
0,7265 |0,052[ 0,3332]0,2356 (0,9925)0,4349 O,I{)SS‘O,ISZI

0.6I26|0,9'r'4| 0,152110,0136(0,841510,5158 0,31I4]0,4-436

0,1856]0,2226 (0,1715)0,3465

Apos o
Operador de
Recombinagio
Dirigido

421410,5714

Individuos da
Geragiog + /

FIGURA 4.14 — OPERADOR DE RECOMBINAGCAO DIRIGIDO.

Portanto, o operador de recombinacéo dirigido ira inserir quatro novos individuos com

alta Aptidao na populacédo de cada geracdo g +1.

b. PRESSAO SELETIVA

Para controlar a qualidade das AptidGes e procurar melhores individuos, propde-se
uma estrutura capaz de gerar um individuo, utilizando o método de Quase-Newton, que é um
método intermediario entre a simplicidade do método do gradiente e a rapidez do método de
Newton [Ser1996] e [Cal2007].

Ao invés de calcular a inversa da matriz Hessiana, caso do método de Newton, 0s
metodos Quase-Newton aproximam esta inversa em um processo iterativo finito, utilizando
apenas derivadas de primeira ordem, como os métodos de gradiente [Mat1986]. Estes
métodos exigem um ponto inicial razoavelmente “bom”, o que pode ser fornecido pelo
algoritmo genético, reduzindo o trabalho computacional.

A pressao seletiva utiliza o individuo gerado pelo método de Quase-Newton, atraves
deste novo individuo é gerada uma sub-populacdo de individuos moderadamente aptos, que
sera inserida na nova populacdo para ser avaliada. Esta estrutura leva a perda da diversidade.
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Portanto € necessario um processo empirico para mensurar a quantidade de vezes que ele deve

ser aplicado.

c. METODO DE EVOLUCAO ORIENTADA

E guardado todo melhor individuo de cada geracio g. Apds uma determinada
guantidade de geracdes g-+1, observa-se a tendéncia de aumento ou diminuicdo do valor de

cada coluna de gene, como apresentado na Figura 4.15.

4{(‘ oluna Decrescente |
—| Coluna Crescente ]
4{ Coluna Crescente |

Avaliagio }—l l—{ Coluna Decrescente|

19.35 | 0.3348|0.1554]0,25940,1911

16.24 |0,3250]0,1805]0,2538(0,1010

10,52 10,3232(0,1997|0,2600|0,0908

8§42 10,3199]0,2015|0,2678 [ 0,0908

6.27 10,3155)0,2001{0,2750)0,0792

378 10,3105]0,2107)0,2792]0,0792

1.12 |0,3087]0,2394|0,2801(0,0554 | Individuo Otimizado

0.62 |0,3087(0,2390|0,2820|0,0422

0.01 10,3077(0,249210,28490,0422
FIGURA 4.15 — METODO DE EVOLUCAO ORIENTADA.

E feita uma extrapolac&o utilizando os valores obtidos na coluna das avaliacdes pelos
valores obtidos na coluna dos genes. Desta forma, extrapola-se um novo valor para cada
coluna de gene, resultando de um valor menor da avaliagdo. Assim determina-se um novo

individuo com alta aptidao.

d. METODO DE SELECAO
O método de selecdo utilizado neste trabalho é o método de selecdo por torneio.
Descrito no item 4.2.4.3. Onde 7 =3.

e. METoDo DE ELITISMO
O método de elitismo esta descrito no item 4.2.4.4. Onde 30% da populacdo € do

grupo da elite, o restante pertence ao grupo da nao elite.
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f. OPERADOR DE RECOMBINACAO FLAT DE MULTIPLOS DESCENDENTES
Utiliza-se uma taxa de recombinacdo linear Pr decorrente da seguinte expresséo:

Pr(max)— Pr(

min)

My, +1 (4.6)

Pr(Gcor) = Pr(Gcor—l)_

max min

Onde G, € o numero da geracdo corrente, Pr,,=0.9 e Prg,=0.65¢ o valor

maximo e minimo respectivamente da taxa de recombinacao.

O operador de Recombinagdo Flat de multiplos descendentes consiste em estabelecer
um intervalo fechado para cada par de valores no cromossomo, como ilustrado na Figura 4.16.
Neste operador de recombinacdo os filhos podem ser bastante diferentes de ambos os pais,

especialmente se o intervalo entre os genes dos pais for amplo [Rez2005].

Pai (Etite) [0:5000[04000[0.2000]0,1000 |

Crossover

Pai, (Ndo Elite) 0,3000[0,5000/0,2000]0,4000]

Filho, [PE3667]014358]012000]02000)

Depois do
Crossover

Filho, |0.4334]0,4666|0,2000(0,3000]

FIGURA 4.16 — OPERADOR DE RECOMBINAGAO FLAT DE MULTIPLOS DESCENDENTES.

Uma das principais caracteristicas deste operador é a possibilidade de geracdo de
varios descendentes, podendo assim, retirar um maior beneficio dos pais, mediante um maior
numero de possibilidades extraidas do cruzamento [HLS2003] e [HLV1994]. Os filhos sdo

gerados seguindo a expressao.

‘Gl,n - Gz,n
f

Na expressdo (4.7), Df, € a distancia entre os n-ésimo gene dos filhos gerados, G, , €
0 n-esimo gene do Pai, e G, € o n-ésimo gene do Pai,, Q; é a quantidade de descendente

a ser gerada.

Os genes dos filhos s&o definidos pela expresséo (4.8).
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Gfp,n = Gmin +n- Dfn (48)

Onde Gf_ ., € o n-ésimo gene do p-ésimo filho, p=1,...Q; e G, & 0 menor dos

p.,n

valores entre G,, e G,,. Caso G,, =G,,, 0 gene deve ser repetido nos filhos, como

apresentado na Figura 4.16.

g. OPERADOR DE MUTAGAO VARIAVEL
O operador de mutacédo utilizado nos algoritmos genéticos com codificagdo continua,
ao contrario dos aplicados em codificacdo binaria, ndo apenas troca o gene, como também
causa uma perturbagdo em sua posicéo.

Utiliza-se uma taxa de mutacao linear Pm decorrente da seguinte expressao:

PMax Pmmm
(max) ~ % } (4.9)

M__ +1

ger

l:)m(Gcor) = l:)m(Gcor—l) +{

Onde Pm,,=0.4 e Pm;,=0.15¢€ o valor maximo e minimo respectivamente da

(max) min)
taxa de mutacao.

O operador de mutacdo variavel escolhne um gene e um ndmero = [0;1], caso
g> 0,50 gene escolhido é mutado, caso q <05 este gene ndo serd mutado. A mutacdo ocorre

utilizando um valor Am expresso por:

A(min) [A(ﬂ;\a/lx A(:Tm :I cor

ger

\/GCOI’

(4.10)

Am(Gcor) =

Em (4.10), 4 =05 € Ay =10"° é o0 valor maximo e minimo respectivamente,

que Am poderd assumir. Portanto, Am opera como um ajuste fino nas geracoes finais.
Na Figura 4.17 esta apresentado o desenvolvimento das taxas de recombinacdo e

mutacdo. Na Figura 4.18 estd ilustrada a variacdo do Am ao longo de 100 geracdes.
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Taxa de Recombinacéo e Mutacdo

09 . . T T T T T
Taxa Recombinagéo
““““““““ Taxa Mutago
08 |
0.7 ]

06 b

Valores Iniciais das Taxas
(=
w
T
L

S

02

0.1 ‘ ‘ ‘
0 10 20 30 40 50 60 70 80 9 100

Numero de Geragdes

FIGURA 4.17 — TAXA DE RECOMBINACAO E DE MUTACAO.

Delta da Mutag&o
0.5 T T T

045 4

0.35H B

031 B

0251 q

Delta

015

011

0.051

L 1 L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Numero de Geragdes

FIGURA 4.18 — DELTA DA MUTAGCAO VARIAVEL.

h. PODA DA POPULACAO
Como o operador de recombinacdo gera mais de dois descendentes para cada par de
pais, a populacdo tem um acréscimo na quantidade de individuos. Para o algoritmo genético

proposto, utiliza-se a quantidade de descendentes Q, =5, causando um aumento significativo

no tamanho da populacéo.
Para manter um nimero m de individuos, desenvolveu-se uma estrutura que, apos

uma determinada geracdo g, poda a populacdo separando os cinco melhores individuos e
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escolhendo aleatoriamente entre o restante, 0s que irdo ser retirados da populacdo, deixando
apenas 0s m melhores individuos.

Esta estrutura se utilizada em um intervalo pequeno de geragdes, pode causar
convergéncia prematura, visto que ela diminui a diversidade da populacdo, propde-se que seja

utilizada a cada dez geracdes.

4.6 SIMULACAO

4.6.1 POLIGONO DE QUATRO LADOS

Na comparacdo dos resultados do algoritmo genético com célculos analiticos utiliza-se
0 método apresentado no item 3.4.4, assumindo para a um valor arbitrario, a=2. Levam-se
as quatro pré-imagens sobre o0 eixo x, nos quatros vértices do retangulo, como apresentado na
Tabela 4.5.

TABELA 4.5 — DADOS DA SIMULAGAO DO POLIGONO DE QUATRO LADOS (ANALITICO).

Plano z Plano w
Pré-imagens Vértices
Xy =-2 w; = 0,8429+0j
Xo = -1 PROCESSO DIRETO W, = 0.8429 +1,0783]
Xx3=1 ws = - 0,8429 +1,0783]
X4 =2 w; = - 0,8429+0j

Utilizam-se os vértices do retangulo do plano w, Tabela 4.5, como o poligono W para
entrada no algoritmo genético. Fixa-se A=0 e C =1, estima-se os parametros e listam-se 0s

resultados obtidos na Tabela 4.6.

TABELA 4.6 — SIMULAGCAO DO POLIGONO DE QUATRO LADOS (ALGORITMO GENETICO).

Plano z
L, Pré-imagens
L, =1,00000 | x; =1,00000
L, =1,00050 | x, =2,00050
L;=1,99999 | x3 =4,00049
L, =1,00050 | x,=5,00099
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Utilizando a transformacdo bilinear (3.20) e mapeando os pontos encontrados pelo

algoritmo genético (Tabela 4.6) para uma simetria no eixo y, obtém-se os resultados listados

na Tabela 4.7.

TABELA 4.7 — ANALISE DO POLIGONO DE QUATRO LADOS (ALGORITMO GENETICO).

Plano w Plano z
Pré-imagens Pré-imagens
Vértices Algoritmo na simetria ao
Genético eixoy

w; = 0,8429+0j X1 =1,00000 | x;=-2
w, = 0,8429 +1,0783]j Xo =2,00050 | x,=-1
ws = - 0,8429 +1,0783j Xs=4,00049 | x3=1

w, = - 0,8429+0j X4 =5,00099 | x4=2

PROCESSO INVERSO

4.6.2 POLIGONOS DE DEZESSEIS LADOS

Apresenta-se na Figura 4.19 um poligono de dezesseis lados a ser otimizado pelo

algoritmo genético [Cal2007].

Poligono Plano w

Wiy Wi ' w7 W
5 . -
4 J
°
@
§apuu 12
% Wio Wg Wg Wjs
&
2 Wiy Wys W) W3
1 - -
0 L Wie L wy i
-5 4 -2 0 2 4 6

Eixo Real

FIGURA 4.19 — PoLiGONO DE DEZESSEIS LADOS.
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Dispde-se na Tabela 4.8 os dados da simulacdo com algoritmo genético do poligono
da Figura 4.19.

TABELA 4.8 — DADOS DA SIMULACAO DO POLIGONO DE DEZESSEIS LADOS.

Plano w Plano z Plano w Plano z
W, Xn L, Wy, Xn L,

Vértices Pré-imagens Distancias Vértices Pré-imagens Distancias
w; =2+0j | x, =1,000000 | L, =1,000000 Wg = -2+3] Xo = 2,141762 Ly=0,286212
w,=1+2] | x,=1,768640 | L, =0,768614 Wio = -2+6] | X0 =2,143211 | L0 =0,001448
w; =6+2] | x3=1,853695 | L3 =0,085081 Wy = -4+6] | X3 =2,143230 | Ly; =0,000018
wy =6+3] | x4=1,853696 | L,=0,000001 Wi, = -4+3] | i, =2,143535 | Ly, =0,000304
ws =4+3] | xs =1,853777 | Ls =0,000081 Wi = -6+3] | x;3=2,143616 | L;3=0,000081
Ws = 4+6] | Xg =1,854082 | Lg =0,000304 Wy, = -6+2] | xi4=2,143617 | L3, =0,000001
w; =2+6] | x;=1,854101 | L, =0,000018 wis = -1+2] | X35 = 2,228698 | L;5 = 0,085081
wg =2+3] | xg=1,855555 | Lg=0,001448 Wi = -2+0] | X6 =2,997312 | L;6=0,768614

No Apéndice B, este exemplo € novamente estudado com a aplicacdo numérica do
mapeamento das linhas de equipotenciais e de fluxo e o calculo da permeéncia para a

geometria da Figura 4.19.

4.7 CONSIDERACOES FINAIS

Os algoritmos genéticos tém adquirido crescente importancia como mecanismo de
otimizacdo, nos Ultimos anos, em virtude de serem ferramentas genéricas de otimizacao que
buscam com eficiéncia os minimos globais de funcdes com elevado grau de complexidade
[Lin2006].

Os resultados apresentados no item 4.6 validam o algoritmo genético proposto. A
técnica de otimizacdo empregada mostrou-se eficiente na estimativa dos parametros da
transformacéo inversa de Schwarz-Christoffel. Propde-se entdo aplicar o algoritmo genético
proposto neste capitulo em geometrias de entreferro complicadas, no intuito de estimar os
valores dos pardmetros da transformacéo de Schwarz-Christoffel. Por fim, calcula-se o valor

do fator de Carter sem desprezar a profundidade da ranhura e a proximidade de outra ranhura.
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5 APLICACOES E RESULTADOS

Neste capitulo apresenta-se uma metodologia numérica a ser utilizada na estimativa do
fator de Carter. Basicamente, os resultados a serem analisados sdo obtidos pelos seguintes
itens de estudo:

e Ranhura Unica oposta a superficie lisa: no primeiro caso estudam-se geometrias
distintas de ranhuras. No segundo caso estudam-se as mesmas geometrias do
caso anterior, porém com diferenga na profundidade das ranhuras.

e Ranhuras sucessivas opostas a superficie lisa: estudam-se casos de geometria
de entreferro com ranhuras sucessivas. S&o comparados entreferros com a
mesma geometria, porém com numeros de ranhuras diferentes.

e Superficie de entreferro duplamente ranhurada: estudam-se trés casos de
entreferros duplamente ranhurados e faz-se uma comparagdo entre a linha
intermediaria de inducao de um dos casos.

e Uso das formulacdes para o calculo do fator de Carter: estudam-se dois casos
de geometria de entreferro e os dados obtidos sdo comparados com as

formulacdes descritas no Capitulo 2.

5.1 METODOLOGIA

A metodologia proposta consiste em calcular numericamente os valores de o e de k..

Inicialmente encontram-se as pré-imagens dos vértices que constituem a geometria da
ranhura. Assim, dada a geometria do entreferro no plano complexo w, utiliza-se o algoritmo
genético para determinar as pre-imagens dos vértices no plano complexo z, como ilustrado

na Figura 5.1.
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Plano w Plano z
4v N y

— 00 40 _“1-1

W W,

X

L
—0 XX N XX XX X XN N, L

<

W, W,
FIGURA 5.1 — GEOMETRIA DA RANHURA NO PLANO W E PRE-IMAGENS DOS VERTICES NO PLANO Z

(TRANSFORMAGAO INVERSA DE SCHWARZ-CHRISTOFFEL).

Apos estimar as pré-imagens no plano z, utiliza-se a transformacdo direta de
Schwarz-Christoffel para mapear o semi-plano superior do plano z em um retangulo em um
novo plano complexo t, onde se estudam as propriedades fisicas do problema. O plano t é

mostrado na Figura 5.2.

Plano ¢
‘5‘
fi“ - 4+ 'rN
. }ﬂ
! l

[

FIGURA 5.2 — MAPEAMENTO DO SEMI-PLANO SUPERIOR NO RETANGULO.

Para o exemplo ilustrado na Figura 5.1 e na Figura 5.2, deve-se ter o cuidado de fazer

corresponder os vértices do retangulo no plano t com os vértices w,,w,,w, € w, do plano w.

Assim, desenham-se linhas de fluxo e equipotenciais no planot e, a partir da
transformacdo inversa de Schwarz-Christoffel, mapeiam-se estas linhas no plano z. Em
seguida, com a transformacdo obtida pelo algoritmo genético, mapeiam-se as linhas no

plano w. Este processo esta ilustrado na Figura 5.3
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Plano ¢ Plano z Plano w

sEREmm

FIGURA 5.3 — LINHAS DE FLUXO E EQUIPOTENCIAISNOSPLANO T, ZE W.

17
AR EEEE
IEAREFEAN
I 1 IIEEEFIREN

As linhas equipotenciais num estudo magnético representam valores para 0s quais 0
potencial escalar magnético é constante. No plano t, as linhas equipotenciais sdo

proporcionais a inducdo magnética.

5.2 CALcuLO Do COEFICIENTE DE CORRECAO DO COMPRIMENTO DO
ENTREFERRO E DO FATOR DE CARTER

Define-se ds como sendo a distancia entre duas linhas equipotenciais e dr como a
distancia entre duas linhas de fluxo no plano t. ds e dr formam um retdngulo elementar no
plano t.

Quando as linhas equipotenciais e de fluxo sdo mapeadas nos planos z e w, formam
retangulos curvilineos. O mapeamento do retangulo elementar do plano t no plano w é como

ilustrado na Figura 5.4.

Plano ¢ Plano w

dr

FIGURA 5.4 — RELACAO ENTRE PLANOS COMPLEXOS.

Na Figura 5.4, ds' é a distancia entre duas linhas equipotenciais e dr' a distancia entre

duas linhas de fluxo no plano w. A permeéncia do retangulo formado por ds e dr no

, . dr . R . \
plano t é proporcional ao valor e A permeéncia do retangulo curvilineo formado por ds' e
S
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. , . dr L «
dr' no plano w é proporcional ao valor & Como a aplicacdo da transformacéo de Schwarz-
S

Christoffel ndo altera as propriedades fisicas nos diferentes planos de representacao, tem-se:

or_dr 6
ds ds'

Contudo as areas dos retangulos dos diferentes planos sdo diferentes. Segundo Carter
(Apéndice A), a perda de area sob a curva de inducdo na linha média de entreferro define o
fator de correcdo do entreferro o (2.8). Portanto, escolhe-se a area de um retangulo
curvilineo no plano w, ds'-dr', que sofreu a menor distor¢do devido a ranhura. Desta forma

propde-se que o valor de o seja calculado numericamente por:

ds-dr
G:
ds'.dr'

(5.2)

Partindo do mesmo raciocinio, a forma da onda de indugcdo na linha média de
entreferro no caso sem ranhura ndo apresenta distor¢cdo. Com a presenca da ranhura, a forma
da onda de inducdo fica distorcida. PropGe-se, desta forma, que o fator de Carter seja
calculado pela relagdo entre os comprimentos da curva que define a forma de onda da inducéo
no caso ranhurado e no caso liso.

Assim, tomando a forma de onda da inducdo média no entreferro, subdivide-se esta
linha em tantos segmentos quantos forem as linhas de fluxo do plano t. Cada segmento tem

comprimento dr, . Este procedimento é ilustrado na Figura 5.5.

FIGURA 5.5 — PROCEDIMENTO PARA O CALCULO DO FATOR DE CARTER PARA UMA RANHURA.

Na Figura 5.5, considera-se o valor de L (m) como sendo o comprimento do estudo.
Entende-se que o fator de Carter altera o entreferro de acordo com (2.10). Portanto, propde-se

que o valor de k. seja calculado numericamente por:
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(5.3)

5.3 APRESENTACAO DE CASOS DE ESTUDOS — RANHURA UNICA OPOSTA A

SUPERFICIE LISA

5.3.1 ESTUDO 1— GEOMETRIAS

A metodologia utilizada por Carter considera uma Unica ranhura retangular de

profundidade infinita. Comparam-se neste item ranhuras com mesmas dimensdes, porém com

geometrias e profundidades diferentes.

As geometrias e dimensdes adotadas para o presente estudo séo apresentadas na Figura

5.6 de (a) até (d). Os casos representam geometrias com mesmo passo de ranhura, mesma

abertura de ranhura e mesmo entreferro. Contudo, cada geometria apresenta formato

particular.

1 mm
13 mm
12 mm
¢ 1 mm
[ 2mm ["2 mm
8,4 mm 3.2 mm 8,4 mm 8,4 mm 3.2 mm 8,4 mm
(a) (b)
6 mm 6 mm
13 mm 8 mm
'3,5 mm
“ 1,5 mm
[ 2mm [ 2mm
! 8,4 mm '32 mm' 8,4 mm : 8,4 mm '3‘2 mm' 8,4 mm
() (d)

FIGURA 5.6 — GEOMETRIAS E DIMENSOES DAS RANHURAS PARA O CALCULO DO FATOR DE CARTER

(EsTupo 1).
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5.3.2 ESTUDO 2 — GEOMETRIAS

Neste caso comparam-se as mesmas dimensdes adotadas para o Estudo 1, com
excecdo da profundidade da ranhura que é decrescida de uma unidade de medida. As
dimensGes para este caso sdo apresentadas na Figura 5.7 de (a) até (d).

1 mm
12 mm
11 mm
; 1T mm
| 2mm "2 mm
8,4 mm 3.2 mm 8,4 mm 8,4 mm 3.2 mm 8,4 mm
(a) (b)
6 mm 6 mm
12 mm 7 mm
3,5 mm
~ 1,5 mm
| 2mm 2mm
8,4 mm 3.2 mm 8,4 mm 8,4 mm 3.2 mm 8,4 mm
(©) (d)

FIGURA 5.7 — GEOMETRIAS E DIMENSOES DAS RANHURAS PARA O CALCULO DO FATOR DE CARTER
(ESTUDO 2).

5.3.3 RESULTADOS COMPARATIVOS

Os resultados dos calculos de o e k, utilizando o método de Carter e a metodologia

escrita em 5.2 sdo mostrados na Tabela 5.1. Os dados referem-se as geometrias de ranhura da
Figura 5.6 e da Figura 5.7.



TABELA 5.1 — RESULTADOS DOS ESTUDOS 1 E 2

Método de Carter | Método Proposto | Diferenca
Percentual
em k,
o] k@2 |o6G2)] kEG3)
(@) 0,4756 | 1,0411 0,55
Figura 5.6 (b) 0,4775 | 1,0445 0,22
©) 0,4161 | 1,0425 0,42
(d) 0.4476 | 1,0469 0,4660 | 1,0415 0,51
(@) 0,4548 | 1,0419 0,47
Figura 5.7 (b) 0,4247 | 1,0446 0,22
(c) 0,4217 | 1,0456 0,12
(d) 0,4608 | 1,0449 0,19

5.4 APRESENTACAO DE CASOS DE ESTUDOS — RANHURAS SUCESSIVAS

OPOSTAS A SUPERFICIE LISA

54.1 ESTUDO 3— GEOMETRIAS
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A suposicao utilizada por Carter é que uma ranhura em uma superficie do entreferro

da maquina elétrica ndo interfere na distribuicdo de fluxo de outra ranhura nesta mesma

superficie.

As dimens@es adotadas para este caso sdo apresentadas na Figura 5.8 de (a) até (). Os

casos mostrados representam geometria com mesmo passo de ranhura, mesma abertura de

ranhura, mesmo entreferro, porém com namero de ranhuras diferente — Figura 5.8 (a) até (c).

Comparam-se, também, geometrias com mesmo passo de ranhura, mesma abertura, mesmo

entreferro, porém com formatos diferentes — Figura 5.8 (d) e (e).



13 mm 13 mm
(a) (b)
[ 2mm [ 2mm
25mm 4 mm 2.5mm 25mm g4 oo 5 mm 4 mm 25mm
13 mm
(c)
2mm
25mm 4o Smmo 0 Bmmo 25 mm
6 mm 6 mm
6 mm 6 mm
8 mm
(d) 13 mm (C)
3,5 mm
| 2 mm 1.5 mm
I } " k7 | 2mm
25mm . 4 mm 5 mm 4 mm 25mm } ! } } k il
25mm 4 mm 5mm 4 mm 25mm

FIGURA 5.8 — GEOMETRIAS E DIMENSOES DAS RANHURAS PARA O CALCULO DO FATOR DE CARTER

(EsTuDO 3).
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5.4.2 RESULTADOS COMPARATIVOS

Os resultados encontrados para o fator de Carter e para o valor de o das geometrias

de ranhura sucessivas da Figura 5.8 estdo dispostos na Tabela 5.2.

TABELA 5.2 — RESULTADOS DO ESTUDO 3.

) Método de Carter | Método Proposto | Diferenca
Figura 5.7 Percentual

o] k(22 | 652 | k(5.3) em k.

(@) 0,4957 | 1,1273 0,59

(b) 0,5626 | 1,1647 3,93

© 04842 | 1,206 | 05758 | 1,1801 5,31

(d) 0,5388 | 1,1661 4,06

B 05760 | 1,1678 421
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5.5 APRESENTACAO DE CASOS DE ESTUDOS — SUPERFICIES DE
ENTREFERRO DUPLAMENTE RANHURADO

Apresenta-se aqui um estudo de superficies duplamente ranhuradas.

Da mesma forma, faz-se uma comparacdo entre as linhas intermediarias de inducéo da

geometria duplamente ranhurada com as linhas intermediarias de inducdo para uma geometria

com ranhuras opostas a uma superficie lisa.

55.1 ESTUDO 4 — GEOMETRIAS

As dimens@es adotadas para este caso sdo apresentadas na Figura 5.9 de (a) até (c).

Todos os casos da Figura 5.8 consideram a mesma superficie superior. Da Figura

5.8 (a) para a Figura 5.8 (b) muda-se a largura do dente da superficie inferior. Da Figura

5.8 (c) para a Figura 5.8 (d) modifica-se a largura do “topo” da ranhura.

I/3mm 2mm 3mm 2mm 3 m

4

2 2
3 mm 2mm 3 mm mmlli'irnml/

A_ A A_ A A__A_ A_ A A_ A A__A_
— ]
10 mm 10 mm
(a) 2 (b) L
71
1,5 mm 1,5 mm
e L
8 mm 8§ mm
[ [ [V [Vl L |V [ J~
A dmm AT 4mmA 4 mm A A s mmT 5mm A 3mm T
3 mm 3mm 3mm
\ J/2mm I l/z mrm I v |3 Ll bz mm IS L | 2 mim |13 UL |
A A A A A A | A A A A
& mm 8 mm
(c) (d)
L L
741‘5 mm “1,1,6 mm
1 7
ot 6 mm 6 mm

|
A6 mm

2 mm

L J& g
A A Bmm A

| 1 | L
A4 mm A A4 mm A1
4 mm

FIGURA 5.9 — SUPERFICIES DUPLAMENTE RANHURADAS.
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5.5.2 RESULTADOS COMPARATIVOS

Na Tabela 5.3 sdo apresentados os valores encontrados para o fator de Carter e para o

valor de o das geometrias de ranhura das superficies duplamente ranhuradas da Figura 5.9. O

valor de k. (coluna 6) é calculado pelo produto k. -k, .

TABELA 5.3 — RESULTADOS DO CASO DAS SUPERFICIES DUPLAMENTE RANHURADAS.

Método de Carter Método Proposto Diferenca

Figura 5.8 Estator Rotor Percenktual
ke(2.24) | 0(5.2) | k.(5.3) emke

o 2.1) | ke (22) | o (2.2) | ker (2.2)

(@) 0,5277 | 1,098 | 1,2984 | 0,7999 | 1,4144 8,94
(b) 0.4842 | 1.1699 0,8345 | 1,4383 11,78
(© 0,4842 | 1,0999 | 1,2868 | 0,4689 | 1,1678 9,25
(d) 0,5114 | 1,1839 7,99

5.5.3 FORMA DE ONDA DA INDUCAO NO ENTREFERRO

A influéncia das ranhuras sobre a forma de onda da inducdo pode ser visualizada a
partir da linha intermediaria de inducdo do plano t, que é proporcional ao valor da inducéo
média B (Apéndice A). Esta linha, quando mapeada no plano w, produz a forma de onda da
inducdo na linha média do entreferro ranhurado.

A Figura 5.10 apresenta duas geometrias de entreferro com as mesmas dimensdes de
ranhuras nas superficies superiores e 0 mesmo comprimento de entreferro &. Estas
geometrias sao mapeadas em um retangulo do plano complexo t.

A linha de inducdo média do retangulo do plano t é mapeada de volta na geometria do
plano complexo w, utilizando os pardmetros da transformacgéo inversa de Schwarz-
Christoffel obtidos pelo algoritmo genético. Portanto, é desenhada em cada geometria da

Figura 5.10, a forma de onda de inducdo na linha média do entreferro.
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(@)

(b)
FIGURA 5.10 — COMPARAGAO ENTRE FORMAS DE ONDA DE INDUGCAO NO ENTREFERRO. (a) ENTREFERRO

COM ESTATOR RANHURADO. (b) ENTREFERRO DUPLAMENTE RANHURADO.

Na Figura 5.11 é ilustrada a sobreposi¢cdo das formas de onda de inducdo obtidas na
Figura 5.10.

Entreferro com Estator Ranhurado  ----eceeeeeeeeaes
Entreferro Duplamente Ranhurado

FIGURA 5.11 — SOBREPOSICAO DAS FORMAS DE ONDA DE INDUCAO NO ENTREFERRO.

Na Figura 5.12 séo ilustrados alguns exemplos do comportamento da forma de onda
de inducdo no entreferro de uma maquina elétrica para alguns tipos de geometria de ranhuras.
O método utilizado para 0 mapeamento da linha de inducdo intermediaria da Figura 5.12 € 0

mesmo utilizado no calculo do mapeamento da linha de indug&o intermediria da Figura 5.10.
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FIGURA 5.12 — FORMAS DE ONDA DE INDUCAO NO ENTREFERRO.

Na Figura 5.13 s&o ilustrados alguns casos de geometrias de entreferro. Estas
geometrias sdo levadas no retangulo do plano complexo t, onde sdo tracadas linhas de fluxo e
linhas de inducéo ou equipotenciais.

As linhas de equipotenciais e de fluxo do plano complexo t, sdo mapeadas de volta no
plano complexo w, utilizando os pardmetros da transformagdo inversa de Schwarz-

Christoffel obtidos pelo algoritmo genético, como ilustrado na Figura 5.13.
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FIGURA 5.13 — LINHAS DE EQUIPOTENCIAL E DE FLUXO.
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5.6 Uso DAS FORMULACOES PARA O CALCULO DO FATOR DE CARTER

As formulaces apresentadas no Capitulo 2 sdo comparadas com a metodologia

proposta no item 5.2 para o calculo do fator de Carter.

5.6.1 ESTUDO5— GEOMETRIA COM RANHURA CURVA

As dimensdes adotadas para o caso de uma superficie lisa oposta a uma Unica ranhura

sdo mostradas na Figura 5.14.

7 mm P

m 3,5 mm

55 mm

\ i 12,5 mm
— 1 mm
s

I 2mm

.

325 mm/i./ 3.5mm” | i 6,5 mm }l 35mm” t3“35 mfﬁr

FIGURA 5.14 — DETALHE DA RANHURA DO ROTOR.

5.6.2 RESULTADOS COMPARATIVOS

Os resultados dos calculos da geometria da Figura 5.14 para o fator de Carter para as
formulacBes de 1 a 15 e para a metodologia proposta encontram-se dispostos na Tabela 5.4.
Para modelar a parte do fundo da ranhura, considera-se a semi-circunferéncia

composta por 15 segmentos de reta.



TABELA 5.4 — CALcULO COMPARATIVO DO FATOR DE CARTER.

Formulagdo Equacéo Valor de k.

1 Carter (2.9) 1,1020
2 Langsdorf (2.11) 1,0998
3 Liwschitz (2.13) 1,1020
4 Clayton (2.18) 1,1539
5 Konigslow (2.19) 1,0667
6 Kostenko (2.21) 1,1321
7 Nasar (2.22) 1,1321
8 Boldea (2.23) 1,0777
9 Freeman (2.25) 1,0240
10 Green (2.26) 1,0101
11 Shaarbati (2.30) 1,5385
12 Martin Figura 2.13 1,0750
13 Neville Abaco 1,2026
14 Binns (2.34) 1,2765
15 Douglas (2.36) —

Método Proposto Item 5.2 1.1433

5.6.3 ESTUDO 6 — GEOMETRIA DUPLAMENTE RANHURADA

As dimensdes adotadas para este estudo sdo mostradas na Figura 5.15.

v 4 mm LszmL/ 4 mm Izzmmlz 4 mm
A A A iy

.2 mm.

10 mm

8 mm

Vd

A A A A
Smm 7, g A1 Smm

FIGURA 5.15 — ENTREFERRO DUPLAMENTE RANHURADO.
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5.6.4 RESULTADOS COMPARATIVOS

Os resultados do calculo do fator de Carter para as formulacdes de 1 a 15 e para a
metodologia proposta para o estudo 6, encontram-se dispostos na Tabela 5.5.

TABELA 5.5 — COMPARATIVO DO FATOR DE CARTER PARA UMA SUPERFICIE DUPLAMENTE RANHURADA.

Formulagdo Equacéo Valor de ke | Valor dek, | Valor dek,
1 Carter (2.9) 1,1355 1,1317 1,2850
2 Langsdorf (2.11) 1,0588 1,0833 1,1470
3 Liwschitz (2.13) 1,1355 1, 1317 1,2850
4 Clayton (2.18) 1,2617 1,1795 1,4882
5 Koénigslow (2.19) 1,0031 1,0286 1,0318
6 Kostenko (2.21) 1,0833 1,1154 1,2083
7 Nasar (2.22) 1,0909 1,1143 1,2156
8 Boldea (2.23) 1,0500 1,0667 1,1200
9 Freeman (2.25) 1,1193 1,0422 1,1665
10 Green (2.26) 1,1321 1,2329 1,3958
11 Shaarbati (2.30) 1,5000 1,5000 2,2500
12 Martin Figura 2.13 1,1000 1,1500 1,2650
13 Neville Abaco 1,1678 1,1850 1,3838
14 Binns (2.34) 1,1355 1,3813 1,5803
15 Douglas (2.36) — — 1,2454
Meétodo Proposto Item 5.2 — — 1,1441

5.7 ANALISE DOS RESULTADOS

Em seus estudos, Carter, como a maioria dos outros autores, desconsideram o fluxo
que atravessa o fundo da ranhura e a proximidade de outra ranhura.

Utilizando a metodologia proposta neste trabalho, observando a Tabela 5.1, pode-se
inferir que, quando se trata de uma unica ranhura, os resultados sdo semelhantes aos
resultados obtidos pela metodologia de Carter. Ainda na Tabela 5.1, observa-se que a
profundidade da ranhura modifica os valores de o e do fator de Carter.

Na Tabela 5.2 sdo apresentados resultados de simulacdo de geometrias com ranhuras

sucessivas opostas a uma superficie lisa. Nas linhas de (a) até (c) da Tabela 5.2, as geometrias
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das ranhuras séo idénticas, diferenciando apenas na quantidade de ranhuras. Verifica-se, pelos
resultados da Tabela 5.2, que a proximidade de outra ranhura, influencia nos valores de o e

de k. na metodologia proposta.

Na Tabela 5.3, verifica-se que, apesar de utilizar o mesmo conceito de Carter para a
perda de fluxo, a metodologia proposta difere bastante em seus resultados. Isto € evidenciado
pelas ondas de inducdo na linha média do entreferro, ilustradas na Figura 5.10, na Figura 5.11
e na Figura 5.12.

O mapeamento mostrado na Figura 5.13, ilustra o fato de que uma linha que margeia o
rotor nao sofre influéncia das ranhuras do estator e, concomitantemente, uma linha que
margeia o estator ndo sofre influéncia das ranhuras do rotor. Isto, no entanto, ndo ocorre com
a forma de onda de inducéo na linha intermediaria do entreferro.

A Tabela 5.4 e a Tabela 5.5 mostram a grande disparidade entre os resultados obtidos
para as diferentes formulagcfes. Os resultados obtidos na Tabela 5.4 diferem em até 50 %,
enguanto os da Tabela 5.5 diferem em valores ainda maiores.

No Apéndice B, é obtido o resultado para o calculo da permeéancia de uma geometria
dada utilizando a metodologia proposta.

5.8 DESEMPENHO COMPUTACIONAL

O desempenho de um algoritmo genético esta sujeito a complexidade do problema, ao
refinamento do algoritmo e a linguagem de programacao escolhida. A plataforma escolhida
para 0 desenvolvimento do algoritmo genético proposto foi 0 MATLAB® versdo R2007b, que
é uma ferramenta orientada a execucdo de tarefas que envolvam célculo numérico [MV2006],
[Gil2006] e [Cha2003].

O problema de otimizacdo dos parametros da transformacdo inversa de Schwarz-
Christoffel, necessita de um ambiente de simulacdo trabalhando de maneira sequiencial ao
algoritmo genético, como ilustrado na Figura 5.16, 0 que eleva 0 tempo gasto para que a

solugéo otimizada seja encontrada.
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Algoritmo Genético
Operadores

Simulador
F(x)

FIGURA 5.16 — TEMPO TOTAL DE PROCESSAMENTO.

E apresentado na Tabela 5.6 e na Tabela 5.7, 0 tempo gasto e a quantidade de vezes
gue uma determinada estrutura ou operador genético € convocado dentro do algoritmo
genético proposto. Os dados foram obtidos a partir da simulagdo de um poligono de 16

vertices com uma populacdo média de 25 individuos.

TABELA 5.6 — DADOS OBTIDOS PELA ROTINA PROFILE PARA O SIMULADOR.

Quantidade de Vezes | Tempo Total Gasto na
Estruturas que a Estrutura é Execucdo da
Convocada Estrutura (h)
Integral de Schwarz-Christoffel 206831 4,8899
Calculo dos Expoentes Angulares 550 0,2134
Tempo Total 5,1033

TABELA 5.7 — DADOS OBTIDOS PELA ROTINA PROFILE PARA O ALGORITMO GENETICO.

Quantidade de Vezes | Tempo Total Gasto

Estruturas gue a Estrutura é na Execucéo da
Convocada Estrutura (h)
Funcéo de Avaliacdo 517 0,7548
Pressdo Seletiva 48 0,1636
Populagdo Inicial 1 0,0295
Recombinacdo Flat 451 0,0632
Recombinacéo Dirigida 517 0,0914
Parada 1 0,0269
Mutagdo 451 0,0259
Evolucdo Orientada 18 0,0115
Selegéo 451 0,0079
Poda 114 0,0056
Elitismo 451 0,0012
Tempo Total 1,1815
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As Tabela 5.6 e Tabela 5.7 foram obtidas utilizando a rotina profile do MATLAB®.

A rotina profile monitora o processo de execugdo de cada estrutura, calculando o
tempo gasto pela CPU para cada arquivo “.m”. Observa-se nas Tabela 5.6 e Tabela 5.7 que
aproximadamente 81,2% do tempo total gasto pela CPU para executar o algoritmo genético
proposto e utilizado no simulador.

A rotina utilizada para implementar a funcdo de avaliacdo (4.5), é o simulador, onde
cada gene de cada individuo é apresentado a equacdo (3.21), por exemplo, se for escolhida
para ser otimizada uma geometria com namero de vértices igual a N em uma populacdo de

m individuos, cada geracdo g sera integrada Nd vezes, portanto se define a quantidade de
vezes que a integracao da funcdo de avaliacdo é utilizada durante uma determinada geracao g

como sendo:

Nd=N-m (5.4)

Portanto, elevadas quantidades de individuos associados a grandes numeros de
veértices do poligono podem onerar o processo de otimizac&o.

A Figura 5.17 apresenta o desenvolvimento do algoritmo genético para um dado
poligono.
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FIGURA 5.17 — AVALIACAO X GERACAO.

Na Figura 5.17, cada circulo representa dez geracdes e no final de 700 geragdes o
individuo otimizado e encontrado.
Outro dado que pode auxiliar na observacdo para o aprimoramento dos parametros do

algoritmo € a diversidade da populacdo. A diversidade é a média do somatorio de todas as
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avaliacdes. Uma diversidade muito grande indica que os individuos da populagdo sdo muitos
diferentes um do outro e, ao contrario, uma diversidade muito pequena indica que 0s

individuos sdo muito semelhantes. Calcula-se a diversidade usando a expressao:

Div :¥ (5.5)

Onde f(x) ¢ a avaliagio de cada individuo e m €é a quantidade de individuos de uma
determinada geracdo. A Figura 5.18 ilustra os valores assumidos pela diversidade no decorrer

de 700 geracdes, na otimizacdo de um dado poligono.
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FIGURA 5.18 — DIVERSIDADE X GERAGAO.

No transcorrer das geracGes a diversidade tende a diminuir, porém observa-se que
guando isto acontece o operador de pressao seletiva (item 4.5.4 b) atua buscando um melhor

individuo (picos da Figura 5.18) e aumentando a diversidade da populacdo levando o

algoritmo a novos espacos de busca.
Na Tabela 5.8 esta apresentada a média do tempo utilizado pelo algoritmo genético

proposto para alguns tipos de geometrias.
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TABELA 5.8 — DESEMPENHO DO ALGORITMO GENETICO.

NUmero de Ndmero de NUmero de Tempo Funcdo de
Vértices Individuos Geracg0es Gasto Avaliacdo
N m g (h) f(x)
Caso 1 8 25 ~146 ~0,6667 0,00032
Caso 2 12 25 ~307 ~2,6775 0,00011
Caso 3 16 25 ~510 ~6,5671 0,00027
Caso 4 24 25 ~982 ~16,590 0,00095
Caso 5 40 25 ~2274 ~50,671 —

Os casos de 1 até 4 foram simulados no algoritmo genético proposto, o caso 5 foi
obtido através de uma extrapolacdo dos pontos fornecidos pelos casos de 1 até 4.

Observa-se que fixar o nimero de individuos e aumentar o numero de vértices leva a
um aumento significativo no tempo de execugdo do algoritmo. Analisando a equacgéo (5.4),
observa-se que um numero de individuos elevado pode causar um tempo de execucao também
elevado.

Todas as simulacBGes ao qual este trabalho contempla foi efetuada em um ambiente
WINDOWS®.

Foi utilizado um computador com processador AMD® 64 bits Dual Core
(Athlon™ X2 4200), 2GB de meméria RAM e HD de 250 GB. Este computador é
considerado de médio desempenho para o ano de 2008 [Tom2008].



121

6 CONCLUSAO E SUGESTOES PARA TRABALHOS
FUTUROS

Com base nos resultados apresentados nos Capitulos anteriores, conclui-se que o
algoritmo genético é uma ferramenta adequada e eficaz de otimizagdo matematica na
estimativa dos parametros da inversa da transformacao de Schwarz-Christoffel.

Os resultados obtidos com a metodologia proposta no Capitulo 5, para casos de
ranhuras Unicas opostas a superficies lisas, sdo semelhantes aos resultados obtidos com a
metodologia de Carter. Isto ocorre porque a definicdo utilizada neste trabalho é idéntica a
definicéo utilizada por Carter, apesar dos estudos indicarem que a geometria da ranhura altera

o valor de k..

Ha diferenca entre os resultados obtidos com a metodologia proposta e a metodologia
de Carter para ranhuras sucessivas, pois, a metodologia proposta neste trabalho para o calculo
do fator de Carter, utiliza o periodo de repeticdo da geometria do entreferro, considerando,
assim, a interferéncia provocada pela presenca de ranhuras adjacentes na superficie do
entreferro. E evidenciado que o aumento na quantidade de ranhuras no periodo de repeticéo
aumenta a disparidade dos resultados, embora haja a necessidade de maior investigacdo em
relacdo a este fato.

Para o caso de geometrias de entreferros duplamente ranhurados, ha uma discrepancia
ainda maior nos resultados obtidos pela metodologia proposta e a metodologia de Carter. Isto
evidencia o fato de que a presenca de ranhuras em ambas as superficies do entreferro também

provoca mudanca no valor de k. .

A metodologia proposta, também é capaz de determinar a permeancia de alguns

dispositivos com geometrias diversas.

O método proposto possui algumas restri¢cdes, podendo ser assim enunciadas:
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e Deve-se achar sempre um eixo de simetria radial para que se possa encontrar
0s parametros da transformacao inversa de Schwarz-Christoffel;

e Geometrias com grande quantidade de vértices impdem um aumento no tempo
de execucdo do algoritmo genético;

e Ranhuras com formatos curvos devem ser aproximadas por segmentos de retas;

e O calculo da forma de onda da indugdo média no entreferro é intuitivo para o
caso de uma Unica ranhura. No caso de varias ranhuras, é necessario definir o
significado fisico de inducdo média no entreferro, pois a distribuicdo da

inducdo passa a ser aproximadamente senoidal ao longo do entreferro.

Aqui sdo deixadas algumas sugestdes para trabalhos futuros:

e Ha uma discordancia entre as varias formulagdes apresentadas neste trabalho
para célculo do fator de Carter, proporcionando assim um campo para uma
investigacdo mais detalhada;

e Implementar um algoritmo genético que resolva o problema dos parametros da
transformacdo inversa de Schwarz-Christoffel para geometrias sem simetria
radial;

e Ultilizar um algoritmo genético que aborde problemas com multiplos objetivos
para o desempenho da maquina elétrica como fungdo do Fator de Carter, tendo
em vista as restrigdes proprias do problema;

e Otimizacgdo do projeto da maquina elétrica considerando o Fator de Carter.

e Utilizar a transformacdo de Schwarz-Christoffel para a obtencdo da solucéo
analitica de problemas que envolvam a Equagdo de Poisson, como por
exemplo, as reatancias de dispersdo de ranhuras, que apresentam fontes de
correntes no dominio em estudo;

e Utilizar as transformacGes conformes no tratamento de harmdnicos de dentes

no estudo de perdas.
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APENDICE A

Calculo de o

F. W. Carter utilizou a transformacgéo de Schwarz-Christoffel para determinar o que
ele chamou de coeficiente de correcéo do entreferro o, item 2.3.1 [Wal1964].

A idéia de Carter foi calcular o fluxo perdido devido a presenca de ranhuras no
entreferro das maquinas elétricas. Carter partiu do pressuposto que as ranhuras eram
retangulares com profundidade e largura dos dentes infinitos. A abertura da ranhura é dada
por S, e o comprimento do entreferro por jo, como ilustrado pelo plano complexo da

Figura A.1.

Plano w
A2.— o + OOOA,
- mmmme e »
S( W=utjv
E, W, W F,
® ® & = ®
0
® f Y ®
E, w=0 K

FIGURA A. 1 — GEOMETRIA UTILIZADA POR CARTER NO PLANO W.

A geometria da Figura A.1 no plano w, é levada no plano z como apresentado na

Figura A.2. Para isto, utiliza-se (A.1l), para encontrar as pré-imagens da Figura A.1 no
plano z.
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dw ~ 1
5 =N HW (A1)

A expressdo (A.1) é a integral de Schwarz-Christoffel onde N €é o numeros de
vértices do poligono no plano complexo w, como definido no item 3.4.2.
Da Figura A.1 e Figura A.2, tem-se: w=A é aimagem de z=c, w=A, a imagem

de z=—-o e w=0 corresponde a z=0.

Plano z
zZ=xtjy
. Lo - Lo .
Pz Z z=0 Z zg tT°

FIGURA A. 2— GEOMETRIA TRANSFORMADA NO PLANO z.

Na Figura A.2, os pontos z,, z,,2,,Zg, N0 plano z correspondem aos pontos w,, E,

F, wg, respectivamente no plano w. A simetria z, =-z,, z, =-2,, juntamente com o0s

A 3 A L .
angulos em w, e w; sendo E~7r e os angulos em E e F sendo iguais a zero, a equagéo

(A.1) assume a forma:

[b2_ 2
w_ . V25 (A2)

az (z+2,)(z-2,)

E necessario encontrar o valor da constante complexa H . Para isto, integra-se (A.2)

sobre um semicirculo de raio r infinitamente pequeno no ponto z =z, .

Sendo o ponto z, um ponto singular, é necessario fazer uma troca de variavel. Faz-se

z—z,=r-e" e dt= jre}?do, com r >0 e 7<0<0. Portanto tem-se:

(w/ZZ_zg) ~j-|"-ej0dt9

F, jo 0
dw= |dw= jo=|H - ———"—
A R ey (A3)

Dadoquede F, a F, z+z,=2-z,, de (A.3) tem-se:
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2:2,-0

H =
izg -7? )z (A4)

Outra relacdo para H pode ser obtida no ponto z=+o. A partir de (A.2) integra-se

em torno de um semicirculo de raio infinitamente grande R — o, de modo que z=R-e'’ e

dt = jR-e'’d@. Desta forma, (z+2,)-(z2—2,)= 2% e /22 ~22 =7, tem-se:

Ay T
jdw=—sc=jj.H-d9 (A5)
A 0
De (A.5) tem-se:
.S
H=-j.— (A.6)
T

Portanto, de (A.4) e (A.6) tem-se:

Rt A7)

2-1,

L2
Se
Logo, para todo o semi-plano superior do plano z, Figura A.2, a partir de (A.2), tem-

Se:

dw S, Z'-z; S, yJZ°-17
o ) e ) 9

~ N

Em seguida, Carter observa [Wal1964] que o plano w € admitido como ilimitado nas
direcbes u—>+o e u—»>—oo. Assim, as linhas de fluxo e equipotenciais do plano w
representam coordenadas retangulares em um plano t que consiste em uma tira infinita de

largura v/, . Esta tira € o que se pode chamar de entreferro liso e esta ilustrada na Figura A.3.



133

Plano ¢

Il =1y
. il 7 Y=y,

t=¢+jy

) f;
€ } . g;:[}

FIGURA A. 3— GEOMETRIA TRANSFORMADA NO PLANO T.

Na Figura A3, f,,f,,e, e e, sdo as imagens de F,F,,E, e E, no plano w,
respectivamente. No plano t, obtém-se um campo magnético uniforme, onde ¢ é a funcédo

fluxo e w é o potencial magnético no plano complexo t, de modo que:

t=¢+jy (A.9)

Desta forma, as linhas de fluxo véo verticalmente de y =y, para w =0.
Para mapear o plano t no plano z, como feito para o plano w, faz-se corresponder a

linha =0 com o segmento (z,—z,) no eixo real do plano z, tomando o cuidado de que o
ponto t=0 corresponda a z=0. Do mesmo modo, faz-se corresponder a linha =y, no
plano t com o segmento restante do eixo real do plano z [z, —+x] e [~wo—z,]. Isto esta

ilustrado na Figura A. 4.

Plano z

w=10

I ................ I
- W=y, : | : W=y, +o

FIGURA A. 4 — GEOMETRIA TRANSFORMADA NO PLANO T.

Portanto, a integral de Schwarz-Christoffel que relaciona os planos t e z assume a

seguinte forma:

at_ . 1
dz  (z-2,)-(z-2,) (A-10)
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Como z, =-z,, de (A.10) obtém-se:

dt o 1
dz ‘22—272 (A.11)

No ponto z,, o potencial muda de zero para y,. Tomando um ponto z muito proximo

de z,,temos z—z,=r-e¥ com r—0 e 7<0<0. Assim, (A.11) é calculada como:

" 0 r-el’
dt=jy,=| ] G-——F
! 17 !J 2.2, 1€ (A12)
Logo, tem-se:
; ; 2-2,-y,
byi=-jmg s = G= (A13)
Portanto, de (A.11) e (A.13), obtém-se:
at = 2-z,-y, 1
dz r  (2-22) (A.14)
De (A.8) e (A.14), tem-se:
dt _dt dz . 2-7,-y,

MZE.ﬁ_J Sc' ’ZZ—ZE (A15)

Considerando w=u+ jv e t ao longo do eixo horizontal ¢, (;:i_t passa a ser obtido de
w

forma simples pela relagdo de Cauchy-Riemann. Entéo, (A.15) se torna:

dg _ 2-2,-y,
du Sc Az = 282 (A16)
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A taxa de variacdo da funcdo de fluxo d¢, no plano t, portanto, é constante e
proporcional a densidade de fluxo. Assim a expressdo (A.16) é equivalente a densidade de
fluxo para todo o valor real de z.

Ao integrar (A.16) no intervalo de z, a z, ter-se-ia uma quantidade infinita de fluxo.
Para manter a integral finita, pode-se subtrair a densidade de fluxo para o caso onde ha uma

ranhura, plano w, com a densidade de fluxo uniforme no caso do entreferro liso, plano t.

Da expressao (A.7) e (A.16), calcula-se a¢ —%.
duf,, du
d¢e:— 2.27.W1 :ﬁZB

Onde B na expresséo (A.17) e na Figura A.5, é a inducdo média no entreferro sobre
um passo de ranhura no entreferro liso.

Plano ¢

, . .
=0

FIGURA A. 5 — INDUCAO MEDIA NO ENTREFERRO LISO.

O valor de B coincide com uma reta que indica a taxa de variagéo da fungéo de fluxo
d¢ no plano t, Figura A.5, que quando mapeada de volta no plano w produz a forma de

onda da inducéo, como ilustrado na Figura A.6,
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"
*«. Fluxo Perdido .
- -

u -
- -
LT L

A
e
-

A\ J

FIGURA A. 6 — FLUXO PERDIDO DEVIDO A RANHURA.

Na teoria formulada por Carter, a area sobre a curva de indugdo, Figura A.6,
representa a quantidade de fluxo perdido devido a presenca da ranhura no entreferro
[Wie1927].

Subtraem-se as densidades de fluxo para os dois casos distintos Zﬁe —3—ﬁ (A.16) e

(A.17) e substitui-se (;—\;V (A.8). Assim, obtém-se:

2 2 o2 2
dg, —dg = 24, -y .[\/28 ‘ \/28 quz (A.18)

7z-\/282—z;2 (27 -2%)

Integrando (A.18), chega-se a expressdo que define o fluxo perdido por causa da

presenca da ranhura:

2.2y, [ 2.0 2
b —p="""1 Wl-[ - -|n(sew)} (A.19)
7['28 COSa Sena

Na qual
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a= arcsen(ﬁj (A.20)
Z8

Carter fez a correcdo para o efeito da presenca de uma ranhura usando o simbolo o .
Considerando uma largura o -S, menor que S, e supondo que o fluxo de espraiamento, como
ilustrado na Figura 2.7, sdo arranjados como ilustrado na Figura 2.8, a regido sobre o -S, tem
0 fluxo nulo, enquanto na regido sobre S.—o-S. a densidade de fluxo € a mesma que a

densidade de fluxo de um entreferro liso. Portanto, o fluxo perdido ilustrado na Figura A.6, é

definido numericamente por:

oS, - ‘Zﬁ - (A.21)
Das expressdes (A.17) e (A.20), obtém-se:
T e e L a2
Logo, substitui-se (A.24) em (A.23).

Com alguma manipulacdo algébrica obtém-se uma expressdo para o coeficiente de
correcdo do entreferro o que depende apenas dos valores do comprimento do entreferro &, e

da abertura da ranhura S .

2 S S
U'5c=;{sc'atan(2,c5J2"”[ 1+(4‘°52)ﬂ (A.24)

. S - - :
Os valores de o para valores diferentes de ? estdo ilustrados no grafico da Figura

2.9.
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Calculo de k;

A partir da Figura 2.8, pode-se obter uma das férmulas para o calculo do fator de

Carter. Daquela figura, o fluxo médio ¢,, no entreferro para um passo de ranhura é calculado

como:
1
b =5 1(R=0S. )y +0] (A.25)
Assim, determina-se:

(A.26)
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APENDICE B

A seqguir, apresenta-se um exemplo em que se aplica 0 método aqui proposto para
encontrar as linhas de equipotenciais e de fluxo e o valor da permeéncia de um dispositivo
com secdo reta de geometria poligonal.

Utilizando a geometria da Figura 4.19, definem-se duas linhas de fluxo constante,

colocadas como apresentado na Figura B.1 [CA2006].

Plano w

w 11 W 0 T w 7 W 4

3 Wiz Wy
Wiz Wy W Ws
Linha 2 Linha 1

21“.!‘;4 Wis \ W3
1 |8
0 i Wig . Wi .

-2 0 2 4

-6 -4

FIGURA B.1— PLACAS DE POTENCIAIS.

Particularmente, os vértices w;, a w,; sdo mapeados, como apresentado na Tabela 4.8,
nas pré-imagens X, a X,,. Obtém-se as pré-imagens com a utilizagéo do algoritmo genético.

De acordo com a Tabela 4.8 e Figura 4.19, a linha 1 e a linha 2 estdo delimitadas pelos
pontos w, e w, (Linhal)e w, e w, (Linha 2). A representacéo grafica das pré-imagens das

linhas no plano z € mostrada na Figura B. 2.
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A Poligono Plano z

Eixo Imaginario

Eixo Real

FIGURA B. 2 — PRE-IMAGENS DAS PLACAS NO PLANO z.

Como 0s pares X,,X, € X;3,%, Sd0o simétricos em relagdo ao ponto z = 2, utiliza-se a

transformacéo bilinear (3.20) para colocar as pré-imagens do plano z simétricas em relagdo ao

eixo y . Os dados estdo dispostos na Tabela B. 1.

TABELA B.1—PONTOS NO PLANO Z.

Plano z Plano z
Resultado do Simetria em Relacao
Algoritmo Genético ao eixoy
X3 = 1,853695 X3 = -1,0000069010
X4 = 1,853696 X4 = -1,0000000000
X3 = 2,143616 X3 = 1,000000000
X14 = 2,143617 X14 = 1,000006901

A partir de (3.27) e da Tabela B.1 identifica-se o parametro a=1,000006901,

possibilitando desta forma, encontrar o retangulo mapeado de forma direta por (3.29) e (3.30).
Admitindo que este retangulo seja localizado no plano complexo t, representam-se 0s pontos

de seus vértices na Tabela B. 2.

TABELA B.2 — RELACAO ENTRE O PLANO ZE PLANOT.

Plano z Plano t
X3 = -1,0000069010 t; = -6,981786+1,57]
X4 = -1,0000000000 ty = -6,981786+0j
X13 = 1,000000000 t;3 = 6,981786+0j
X14 = 1,000006901 t14 = 6,981786+1,57j

Assim, realiza-se 0 mapeamento do poligono de dezesseis lados, Figura B. 1, em um

retdngulo apresentado na Figura B. 3.
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At Poligono Plano t ti

Eixo Imaginrio
o

o -

T

o
=2
T

0.4
D.2F
0 _._I_._.J—J_._J__._;._I__._I_._I_..
-8 t -6 -4 -2 0 2 4 ] t 8
. Eixo Real 13

FIGURA B. 3— DISPOSITIVO DE PLACAS PARALELAS PLANAS.

A transformacdo de Schwarz-Christoffel ndo altera as caracteristicas fisicas do
dispositivo em estudo. Assim, uma linha equipotencial na Figura B. 3 pode ser levada a uma
linha equipotencial na Figura B. 1. O mesmo se da com as linhas de fluxo.

Desprezando os efeitos de dispersdao de campo fora do retangulo, ilustram-se na Figura

B. 4 as linhas equipotenciais e as linhas de fluxo no retangulo do plano t.

[ I ¥ Paligono Plano t 4

-
T

Equipotenciais
..................... e l......1 | Linhas de Fluxo

Eixo Imaginério
o
P
T

o
(=2}
T

o
-
T

o
[
T

Eixo Real

FIGURA B. 4 — GEOMETRIANO PLANOT.

Assim, mapeiam-se todas as linhas equipotenciais e de fluxo do plano t no plano z.

Utiliza-se de (3.31) para esta tarefa, como ilustra a Figura B. 5.
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Plano z

Equipotenciais -
Linhas de Fluxo

Eixo Imaginario

A 1 1 1 1 1

Eixo Real

FIGURA B.5— LINHAS DE EQUIPOTENCIAIS E DE FLUXO NO PLANO z.

Para levar as linhas equipotenciais e de fluxo de volta ao plano t, utiliza-se (3.21),
através dos dados obtidos com o algoritmo genético. Como resultado, as linhas equipotenciais

e de fluxo sdo mostradas no poligono original de acordo com a Figura B. 6.

Poligono Plano w

Eixo Imaginério
w
hY

Equipotenciais ===----
1 i .

Linhas de Fluxo
0 | ; .
6 4 2 0 2 4 6

Eixo Real

FIGURA B. 6 — LINHAS DE EQUIPOTENCIAIS E DE FLUXO NO PLANO W.
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Calcula-se a permeancia do dispositivo da Figura B. 6, utilizando como referéncia o

retdngulo do plano t, Figura B. 4. Com isto, tem-se:

_ pb'(Z'K)

P:/JO K! (B'l)

Na qual K'=t,-t,(m), (2-K)=t,—t, (m) e p, (m) é a profundidade do

dispositivo, p,=1. Aqui K e K' sdo os quartos de periodo real e imaginario,

respectivamente, da funcéo eliptica de Jacobi, apresentado no item 3.4.3.
O valor da permeéncia encontrado para o dispositivo da Figura B. 6, utilizando a
metodologia proposta, é 11,17n H.
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