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RESUMO

O estudo da estabilidade de trelica abatida de material hiperelastico insere-se na linha de
pesquisa de estabilidade dindmica ndo linear de elementos estruturais. Neste trabalho,
inicialmente utiliza-se solucdo analitica, onde as equagdes que governam o Ssistema
estrutural de uma trelica plana de duas barras, hiperelastica, simétrica e assimétrica, sdo
obtidas a partir da variacdo do funcional de energia do sistema, utilizando as equacbes
de Euler-Lagrange. O material hiperelastico incompressivel é descrito pelo modelo
constitutivo neo-Hookeano, considerando-se também a néo linearidade geométrica no
estudo. Utiliza-se o Método dos Elementos Finitos (MEF) através do programa
comercial de elementos finitos ABAQUS®, para realizar analises estaticas e dinamicas,
com o intuito de verificar a influéncia dos esforcos de flexdo no comportamento das
trelicas estudadas. Desta forma, obtém-se na anélise estatica as tensdes principais, carga
de flambagem e os caminhos de equilibrio das forcas externas e das cargas axiais nas
barras. Da andlise dinamica sdo obtidas as curvas frequéncia-carga, frequéncia
deslocamento, planos fase e respostas no tempo sob vibracdo forcada. Os resultados
obtidos permitem concluir que a presenga dos esfor¢os de flexdo acarretou maiores

valores para a frequéncia natural e carga limite da estrutura.

Palavras-chave: Trelica abatida. Material hiperelastico neo-Hookeano. Energia de
Flexdo. N&o linearidade geométrica. Méetodo dos Elementos Finitos. Analise estatica.
Anélise dindmica.

A. A. L. SANTOS



ABSTRACT

The study of the stability of truss slaughtered hyperelastic material is part of the
research line of nonlinear dynamic stability of structural elements. In this work, an
analytical solution is initially used, where the equations that govern the structural
system of a flat truss of two bars, hyperelastic, symmetrical and asymmetric, are
obtained from the variation of the system's energy functional, using the Euler-Lagrange
equations. The incompressible hyperelastic material is described by the neo-Hookean
constitutive model, also considering geometric nonlinearity in the study. The Finite
Element Method (FES) is used through the ABAQUS® finite element commercial
program to perform static and dynamic analyses to verify the influence of bending
efforts on the behavior of the trusses studied. Thus, the main stresses, buckling load and
the balance paths of the external forces and axial loads on the bars are obtained in static
analysis. From dynamic analysis, frequency-load, frequency displacement, phase planes
and responses in time under forced vibration are obtained. The results obtained allow us
to conclude that the presence of bending efforts led to higher values for the natural
frequency and limit load of the structure.

Keywords: Truss down. Neo-Hookean hyperelasticmaterial. Bending Energy.
Geometric nonlinearity. Finite Element Method. Static analysis. Dynamic analysis.

A. A. L. SANTOS
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CAPITULO 1
INTRODUCAO

As trelicas sdo estruturas formadas por elementos lineares, ligados entre si pelas
extremidades, através de nos. Séo estruturas leves capazes de vencer grandes vaos e com
valor estético agregado, principalmente quando empregadas em fachadas. Este tipo de
estrutura é bastante utilizado em torres de transmissdo de energia, na construcdo de pontes e

em estruturas de coberturas, conforme exemplo apresentado na Figura 1.1.

Figural.1-Cobertura em trelica de um supermercado em construgdo.

Fonte: Fotografado pelo autor.

As trelicas sdo estruturas que podem apresentar geometria abatida ou esbelta. O abatimento da
estrutura é definido através da relacdo geométrica entre a altura e a base da trelica, conforme
ilustrado na Figura 1.2.
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Figural.2-Trelicas esbelta e abatida.

2b, | 2bg

Treliga esbelta Trelica abatida

Fonte: Autor.

Uma trelica plana de duas barras, também conhecida por trelica de Von Mises, € um sistema
biestavel, pois de forma geral sua trajetoria de equilibrio apresenta dois trechos estaveis de
equilibrio, a partir do qual o sistema estrutural pode atingir o ponto limite, situacdo em que a
estrutura inverte sua posicdo repentinamente, caracterizando um comportamento que recebe o

nome de salto dindmico ou snap through.

Na analise de uma trelica abatida podem surgir caminhos de equilibrio primérios e
secundarios, estas ramificacbes de configuragdes de equilibrio podem apresentar vérias
solucBes estaveis (multiestabilidade) ou instaveis. A investigacdo da multiestabilidade em
sistemas estruturais é uma area de pesquisa em engenharia relativamente nova. Esta area de
pesquisa encontra possibilidades de aplicagdes em engenharia aeroespacial, civil, mecénica e
bioengenharia, compreendendo o desenvolvimento de novos materiais (metamateriais),
estruturas ajustaveis, sistemas de controle de vibragdes, sistema estruturais com padréo

repetitivo, entre outros. (Fonseca, 2018)

1.1 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Dentre as estruturas abatidas, tém-se as trelicas planas simétricas de duas barras, conhecidas
por trelica de Von Mises. Kassimali e Bidhendi (1988) estudaram a resposta a grandes
deformacdes e a estabilidade da trelica de Von Mises e de um domo geodésico com 24 barras,
ambos submetidos a trés tipos de cargas dinamicas: carga constante, impulso triangular e

carga senoidal. A resposta carga versus deflexdo € gerada por integracdo numérica das
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equacdes de movimento e utiliza-se 0 Método de Newton-Raphson em cada passo de tempo
para satisfazer as equagdes de movimento. As cargas criticas sdo determinadas pelo critério de
Budinsky-Roth. Os autores concluiram que os resultados numéricos apresentados serdo uteis
no desenvolvimento de uma melhor compreensdo do comportamento da estabilidade de

estruturas sob condigdes dindmicas de carregamento.

Barbosa (2017) realiza uma analise dinamica ndo linear de duas estruturas abatidas: uma
Trelica de Von Mises e um arco abatido senoidal. Para ambas as estruturas considera-se um
comportamento elastico linear e formulacdo das equacBes de equilibrio na configuracdo
deformada da estrutura. O estudo é realizado com a obtencdo dos planos fase, mapas de
Poincaré, diagramas de bifurcacdo e fronteiras de escape, de forma que o autor conclui que a
magnitude de carregamento estatico e a frequéncia de vibracdo da carga modifica de forma

expressiva a capacidade de carga dinamica da estrutura.

Ja Ario (2004) aplica a equagdo de Duffing a uma trelica plana de duas barras com néo
linearidade geométrica e massa concentrada no no superior da trelica, para realizar uma
analise da estabilidade dinamica, do comportamento bifurcacional e oscilacdes ndo periddicas
e periddicas, considerando fendmenos caoticos. Obtém-se as trajetorias de plano fase e
resposta no tempo através do método numérico de Runge-Kutta. Deduz-se que um modelo
dindmico simples também se comporta caoticamente quando sujeito a for¢a periddica.

Ainda considerando o efeito da ndo linearidade geométrica no estudo do sistema estrutural do
tipo trelica, Lacerda (2014) propde o uso do método dos elementos finitos posicional para
analisar exemplos de trelicas presentes na literatura com o intuito de comprovar a eficiéncia
do método frente ao método dos elementos finitos padrdo. Para isso utiliza-se trés medidas de
deformacéo: Green, Engenharia e Logaritmica. As barras da trelica sdo consideradas em duas
configuragBes: com volume incompressivel e barras com mudancga de volume. E sdo feitas
formulacGes utilizando o principio da energia potencial minima e o principio dos trabalhos
virtuais. A formulagdo posicional se mostrou uma alternativa satisfatoria frente as
formulacBes tradicionais do Método dos Elementos Finitos, devido ao desempenho

apresentado nas aplicagdes numéricas e pela praticidade na implementagdo computacional.

Né&o se limitando apenas a consideracéo da nédo linearidade geométrica no estudo de estruturas
do tipo trelica, Souza (2015) considera a presenca do efeito da néo linearidade fisica, que €

descrita por um modelo constitutivo baseado na Mecanica do Dano Continuo. Séo
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considerados trés problemas encontrados na literatura: trelicas planas com 3 e 13 barras e uma
trelica plana hiperestatica com 31 barras. A modelagem da trelica é feita utilizando-se o
Método dos Elementos Finitos e o sistema de equacfes ndo lineares é resolvido utilizando o
Método de Newton-Raphson associado a técnica de continuagdo Controle de Deslocamento
Generalizado. O autor constata que modelos constitutivos baseados na Mecénica do Dano

Continuo é uma alternativa valida para analise do comportamento estrutural.

No que se refere @ mensuracao correta de grandes deslocamentos e deformacgdes em sistemas
estruturais do tipo trelica, Souza (2017) realiza uma anélise estatica ndo linear geométrica de
uma trelica plana com duas barras, submetida a uma forga vertical; e de uma trelica plana
abatida e ndo simétrica, com dezoito nés e 33 barras submetida ao efeito de trés forcas
concentradas de igual magnitude. O objetivo da analise € comparar as solucdes obtidas
utilizando trés diferentes medidas de deformacdes: Green, Engenharia e logaritmica. Isto é
feito com o desenvolvimento de um algoritmo baseado no método iterativo de Potra-Ptak com
convergéncia cubica, por meio da formulacdo posicional do método dos elementos finitos.
Conclui-se que a deformacdo de Green é adequada para estruturas com grandes
deslocamentos, mas com pequenas deformacdes. E para deformagcbes muito grandes, como
ocorre em matérias hiperelasticos, a medida de deformacdo mais adequada é a deformacéo

logaritmica.

Oliveira et al. (2017) realizaram anélise dinamica de um arco trelicado raso e de uma trelica
de Von Mises, para investigar a influéncia da ndo linearidade geométrica na resposta no
tempo para diferentes carregamentos dinamicos: carga constante, carga rampa, pulso de carga
e carga senoidal. Para isso discretizaram as trelicas pelo Método dos Elementos Finitos
(MEF), utilizando o método corrotacional. Por meio dos eixos corrotacionais separaram 0S
movimentos de corpo rigido dos movimentos deformacionais. Observaram-se para as duas
estruturas analisadas, que devido a presenca da ndo linearidade geométrica, para um intervalo

de tempo maior as amplitudes tendem a aumentar.

Um aspecto importante a ser considerado na resposta final das trelicas planas abatidas é a
influéncia da variagdo dos angulos de abatimento. Kwasniewski (2008) determina 0s
possiveis caminhos de equilibrio para a trelica de Von Mises submetida a um carregamento
estatico vertical aplicado ao no superior. O sistema é considerado com dois graus de liberdade
e a anélise é feita para diferentes angulos de abatimento. Realizou-se a localiza¢do dos pontos
limites, bem como a determinacéo dos estados de equilibrio estavel e instavel, tracando desta
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forma as trajetorias de equilibrio. Analisando os caminhos de equilibrio para a trelica mais e
menos abatida, observa-se um padrdo onde ha apenas um caminho de equilibrio priméario ou
adicionalmente dois ou trés caminhos de equilibrio secundario. Todos os caminhos

secundarios de equilibrio sdo instaveis e descrevem deformagdes assimetricas.

Posteriormente, Fonseca (2018) investiga o0 comportamento ndo linear, vibragdes, bifurcacdes
e instabilidade de uma trelica plana de duas barras feita de material hiperelastico e descrita
pelo modelo neo-Hookeano. O autor realiza uma analise paramétrica de trelicas abatidas e ndo
abatidas, submetidas a carregamento estatico horizontal ou vertical, considerando
imperfeicbes geométricas e imperfeicdes de carga. A consideracdo simultdnea da nao
linearidade do material e geométrica da origem a novos caminhos de equilibrio, resultando em

varias solucdes estaveis e instaveis.

Além de pesquisas envolvendo trelicas planas, ha na literatura estudos com trelicas espaciais.
No trabalho de Ligard e Valvo (2006) os autores estudaram a estabilidade do equilibrio de
uma trelica espacial elastica na forma de piramide regular com n barras, que se trata da
generalizacdo tridimensional da trelica de VVon Mises. O sistema estrutural € resolvido para
trés condi¢des de carregamento diferentes: carga vertical, carga horizontal e carga obliqua,
com ponto de aplicacdo no no superior da trelica. Os autores constataram que além dos ramos
primarios e secundarios, que se cruzam de véarias formas, surgiram casos de ramos com

equilibrio neutro.

Trabalhando com uma trelica espacial similar a estudada por Ligard e Valvo (2006), Castro
(2014) analisou o comportamento axissimétrico da trelica sob cargas verticais, estaticas e
dindmicas, investigando as oscilagdes néo lineares e a instabilidade dindmica. Para isso utiliza
as respostas no tempo e planos de fase, diagramas de bifurcacao, perfis de energia e bacias de
atracéo.

Além do que foi observado em Fonseca (2018), o modelo constitutivo hiperelastico neo-
Hookeano também é utilizado por Soares (2009) que aborda as vibragdes néo lineares livres e
forcadas de grande amplitude, de membranas hiperelasticas circulares, previamente
tracionadas, constituidas de material hiperelastico neo-Hookeano, isotropico e
incompressivel. As equagBes de movimento sdo obtidas pelo principio de Hamilton e também
utilizando elementos finitos através do programa comercial ABAQUS®. Desta forma obteve-
se as curvas de frequéncia-amplitude, curvas de ressonancia, diagramas de bifurcacéo,

coexisténcia de solugdes e bacias de atracdo. Observa-se que o aumento da amplitude de
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vibragdo da membrana hiperelastica resulta na diminui¢do da néo linearidade da resposta da
membrana. No que se refere as curvas de ressonancia e diagramas de bifurcacdo constata-se
que hd a coexisténcia de vibracdes de pequena e grande amplitude, podendo acarretar

mudangas bruscas na amplitude de vibracao.

J& Silva (2015) investiga o comportamento dindmico linear e ndo linear de uma membrana
retangular composta por um material elastomérico, isotropico, homogéneo e incompressivel e
realiza uma analise paramétrica para avaliar a influéncia do material e da geometria da
membrana nas frequéncias naturais. Para descrever o material da membrana, utiliza-se trés
modelos constitutivos: neo-Hookeano, Mooney-Rivlin e Yeoh, sendo a modelagem da
membrana embasada na teoria da elasticidade para grandes deformacbes. Aplica-se o
principio de Hamilton na funcdo de Lagrange do sistema estrutural para obter o sistema de
equacbes de movimento, que é resolvido utilizando o método de Runge-Kutta de quarta
ordem. O método da forca bruta e 0 método da continuagdo sdo aplicados para obter a curva
frequéncia-amplitude, cujo comportamento é semelhante para os trés modelos constitutivos,
para pequenas amplitudes. Para valores maiores de amplitudes, o0 modelo de Yeoh apresenta
curva crescente, enquanto os demais modelos tendem a convergir assintoticamente para um

valor da frequéncia de excitacao.

A aplicacdo de matérias hiperelasticos ndo fica restrita a geometrias planas, tem-se que
Amaral (2018) estuda os comportamentos mecanicos nao lineares, estatico e dindmico, de
uma membrana esférica submetida a uma pressdo radial uniformemente distribuida na sua
superficie interna e composta por um material hiperelastico, incompressivel, homogéneo e
isotropico descrito pelos modelos constitutivos neo-Hookeano e Mooney-Rivlin. As equacdes
de equilibrio sdo obtidas a partir da formulacdo variacional utilizando a teoria de grandes
deformacOes e a partir da andlise estatica encontram-se as relagdes entre a pressdo interna
aplicada na membrana e as tensdes principais. Com a andlise dindmica obtém-se as curvas
frequéncia-amplitude, resposta no tempo, diagramas de bifurcacgéo, as curvas de ressonancia e
as bacias de atracdo. Conclui-se da analise estatica que o modelo neo-Hookeano apresenta um
pré carregamento critico menor que o observado no modelo de Mooney-Rivlin. Analisando-se
as bacias de atracdo obtidas para os dois modelos, afirma-se que o modelo neo-Hookeano
apresenta valores mais conservadores em relagdo aos critérios de deslocamento e

instabilidade.
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O estudo de estruturas do tipo trelica ndo fica restrito a materiais elésticos e hiperelasticos, em
Souza et al (2018) realiza-se analises estaticas, utilizando o Método dos Elementos Finitos, de
trelicas planas, idealizadas por dois modelos constitutivos inelasticos uniaxiais, 0 primeiro
modelo é baseado na teoria da Elastoplasticidade e o segundo na mecénica do dano. A trelica
é submetida a ciclos de carregamento e descarregamento, e 0 sistema de equagdes nédo
lineares de equilibrio é resolvido pelo método de Newton-Raphson associado a técnica de
continuacdo de comprimento de arco linear. Os autores constatam que o descarregamento da

estrutura acarreta caminhos de equilibrio distintos.

A hiperelasticidade acarreta o aparecimento de variadas trajetdrias de equilibrio devido ao
aumento da capacidade da estrutura de se deformar. Esta multiestabilidade costuma ser
desejavel nas aplicacbes envolvendo metamateriais, pois estes elementos podem sofrer
grandes deformacdes e deslocamentos. Os metamateriais sdo materiais artificiais com

propriedades mecéanicas que ndo sdo encontradas na natureza.

Nadkarni et al (2014) investigaram a dindmica n&o-linear de um metamaterial formado por
uma cadeia periddica de elementos biestaveis que consiste em massas conectadas por molas
elasticas, ver Figura 1.3, o efeito da rigidez negativa resultante é capaz de propagar ondas de
impacto em trés regimes diferentes, dependendo da amplitude de excitacdo. Os resultados
obtidos destacam oportunidades para projetar estruturas mecanicas periédicas e metamateriais
contendo elementos biestaveis que dao origem a um desempenho dindmico benéfico, servindo
de modelo para a criacdo de metamateriais acusticos ndo lineares com elementos estaticos de

rigidez negativa.

Figura 1.3-Metamaterial com elementos biestaveis.

Fonte: Nadkarni et al (2014).
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Wang et al (2014) desenvolveram uma nova classe de metamateriais acusticos ajustaveis,
formados por unidades ressonantes dispersas em uma malha elastica. Os ressonadores sao
capazes de sintonizar em uma grande faixa de frequéncias e consistem em um nucleo metalico
conectado a malha por meio de filetes el&sticos, cuja flambagem é explorada como forma de

controlar a propagacéo de ondas no dominio da malha, conforme ilustrado na Figura 1.4.

Figura 1.4-Metamateriais acusticos ajustaveis.

Fonte: Wang et al (2014).

Shan et al (2015) utilizam analise numérica e impressdo 3D para projetar uma nova classe de
metamateriais, onde a energia inserida em um sistema durante o carregamento, seja através de
carga quasi-estatica de baixa taxa ou via impacto, € retida na forma de deformacéo elastica,
isso é feito através de estruturas programadas que contém elementos de vigas inclinadas,
projetadas para permitir grandes deformacdes locais biestaveis. Essa capacidade de absor¢do
de energia decorre unicamente da geometria estrutural dos elementos que compbem o
metamaterial, ver Figura 1.5. Esses materiais arquitetados oferecem uma nova estratégia para
melhorar significativamente a absorcdo de energia em acidentes envolvendo automdveis,
aplicacdo em protecdo pessoal e confeccdo de embalagem protetora de componentes

delicados.

Figura 1.5-Metamaterial arquitetado para absorcdo de energia.
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Fonte: Shan et al (2015).
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Ja Rafsanjani et al (2015) estudaram uma nova classe de metamaterial mecéanico, formado por
um arranjo periodico de unidades com geometria proxima a de uma trelica. Quando o
metamaterial € submetido a tensdo de tracdo, conforme ensaio apresentado na Figura 1.6 este
apresenta uma extensdao provocada por instabilidades de encaixe sequenciais, passando de um
padrdo com forma ondulada ndo deformada, para uma configuracdo geométrica de losango.
Consideraram o material sendo neo-Hookeano para realizar simulagdes numeéricas e
desenvolveram experimentos em protdtipos impressos em 3D, demonstrando que a
arquitetura de encaixe pode ser ajustada para diferentes razdes entre a altura e largura das
unidades que compdem o metamaterial, para gerar variadas respostas mecanicas nao lineares,
tornando este material adequado para o design de estruturas adaptaveis. Ressaltam ainda que a
energia dissipada do fenbmeno de snap through pode ser usada para aplicacfes de isolamento

e amortecimento de vibracdes.

Figura 1.6-Metamateriais mecanicos com geometria treligada.

Fonte: Rafsanjani et al (2015).

Posteriormente, Schmied et al (2017) exploram o uso de metamateriais localmente
ressonantes para reducdo de vibragdo em aplicacfes de suporte de carga, este metamaterial €
composto por elementos estruturais periodicos multifuncionais, que além de permitirem um
desempenho de amortecimento em uma faixa de frequéncia de interesse, contribuem para
preservar a rigidez estrutural, ver Figura 1.7. Modela-se 0 metamaterial por elementos finitos
para analisar a resposta de frequéncia do quadro, sendo a solugdo analitica simplificada
comparada com esta solugdo numérica, e na sequéncia validacbes experimentais Sao
apresentadas para um protétipo impresso em 3D. Conclui-se que € possivel fabricar estruturas
de suporte de carga com ressonadores integrados e obter graus de liberdade adicionais para

moldar sua resposta dindmica. Além disso, também € possivel projetar os ressonadores de tal
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maneira que eles sejam multifuncionais, ndo atuando apenas como ressonadores, mas também

contribuindo para a capacidade de carga e aumento da rigidez ao cisalhamento da estrutura.

Figura 1.7-Metamaterial com ressonadores internos.

Fonte: Wang et al (2014).

As caracteristicas dos metamateriais podem ser representadas por modelos constitutivos
hiperelasticos. Estes modelos descrevem o comportamento mecanico do material por meio da
energia de deformacdo especifica (W). Na sequéncia, apresentam-se algumas formulacdes
para a energia de deformacdo de matérias hiperelasticos encontrados na literatura (ARRUDA
E BOYCE,1993; SELVADURAI, 2006; SOARES, 2009; SILVA, 2015).

1.1.1. Modelo de Mooney-Rivlin

A equacdo constitutiva segundo o modelo de Mooney-Rivlin para a energia de deformacéao é

descrita na equacdo (1.1).
W =C(l, —3)+ G, —3) (1.1)

onde C; e C, sdo parametros do material, obtidos experimentalmente; I, e I, sdo,

respectivamente, o primeiro e segundo invariante

1.1.2. Modelo neo-Hookeano

A equacdo constitutiva neo-Hookeana para a energia de deformacéo é descrita na equacéao

(1.2) e obtida a partir da equacéo (1.1) para C, = 0.

W =C,(I; —3) (1.2)

1.1.3. Modelo Blatz-Ko
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Blatz e Ko usaram resultados experimentais de materiais hiperel&sticos compressiveis para
propor o modelo constitutivo descrito na equacdo (1.3) dependente do segundo e terceiro

invariante de deformacao.

W=g(;—§+2\/l_g—5) (1.3)

onde G é o médulo cisalhante elastico linear.

1.1.4. Modelo Yeoh

Este modelo constitutivo estabelece que a formulacdo para a energia de deformacdo é
independente do segundo invariante de deformacéo, conforme descrito na equacéo (1.4).

W= z C,(1, — 3)! (1.4)

onde N € o numero de termos da série e C; 0s parametros do material. Para uma série com um

termo (i = 1), o modelo de Yeoh se reduz a forma neo-Hookeana.

1.1.5. Modelo de Ogden

A equacdo constitutiva segundo o modelo de Ogden para a energia de deformacdo de um
material hiperelastico é descrita na equacdo (1.5) e possui um nudmero suficiente de

parametros que podem ser obtidos experimentalmente.
W= (" + 2,7 + 2,7 = 3) (1.5)

onde y;, a; € N séo constantes relacionadas com as propriedades do material. E 4; sdo os

fatores de deformacéo.

1.1.6. Modelo Polinomial

O modelo constitutivo Polinomial apresenta a forma apresentada na equacdo (1.6) para a

funcdo energia de deformacao.

W= Cylh—3)l;—3) (L6)

i+j=1
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Para valores adequados de C;; € possivel obter as fun¢Ges do modelo de Mooney-Rivlin e do

modelo neo-Hookeano.

1.1.7. Modelo Arruda-Boyce

O modelo constitutivo de Arruda-Boyce descrito na equacdo (1.7) baseia-se nas grandes
deformacdes de borrachas e considera o estado de deformacdes tridimensional dependente de
um sistema reticulado.

-3, (L, -9) N 11(1,3% - 27) N 19(1,* - 81) N 519(1,° — 243)

1.7
2 201,,° 10504, * 70001,,° 6737501,,° (L.7)

W=u

onde u e A,, sdo parametros relacionados com as propriedades do material.

1.1.8. Modelo Hadamard

A equacdo constitutiva segundo o modelo de Hadamard para a energia de deformacdo €

descrita na equacéo (1.8).
W =C(I; —3)+ C(I; —3) + H(I3) (1.8)

onde C; e C, sdo parametros do material; I;,I, e I; sdo os invariantes de deformacéo. E H(I3)

é uma funcdo arbitraria a ser determinada com base em argumentos constitutivos.

No que se refere ao estudo da estabilidade de trelicas abatidas, conclui-se da revisdo da
literatura que a maioria dos trabalhos investigam trelicas compostas por vérias barras (arcos
trelicados), objetivando maior proximidade com a possibilidade de aplicacdo préatica para o
estudo. Nas pesquisas com foco em trelicas de VVon Mises, bem como nas com foco em arcos
trelicados, os autores tendem a ndo considerar a néo linearidade do material e nem a presenca
de assimetria geométrica. Constata-se que a presenca das nédo linearidades fisica e geométrica,
bem como a consideracdo de cargas dinamicas aplicadas, sdo aspectos relevantes a serem

considerados no estudo do comportamento de trelicas.

1.2 JUSTIFICATIVA

H& na literatura pesquisas que estudam a estabilidade e vibracOes de trelicas. Porém estes
trabalhos, em sua grande maioria, tendem a ndo considerar a ndo linearidade do material e a
ndo adicionar a energia de flexdo na formulacdo das equacOes que governam o

comportamento da trelica.
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A presenga da hiperelasticidade ao se considerar um material hiperelastico, acarreta o
aparecimento de variadas trajetérias de equilibrio com varias solugdes estaveis e instaveis,
devido ao aumento da capacidade da estrutura de se deformar. Essa multiestabilidade costuma
ser desejavel nas aplicacfes envolvendo metamateriais, pois estes elementos podem sofrer
grandes deformacfes e deslocamentos, sendo necessario considerar a ndo linearidade
geométrica e fisica. As caracteristicas destes materiais especiais podem ser representadas por

modelos constitutivos hiperelasticos, juntamente com uma forma geométrica de trelica.

1.3 OBJETIVOS

O objetivo geral da pesquisa desenvolvida neste trabalho é verificar, utilizando o0 Método dos
Elementos Finitos, a influéncia da presenca dos esforcos de flexdo, no comportamento de uma
trelica hiperelastica, considerando a presenca da ndo linearidade geométrica. Como objetivo

geral secundario, deseja-se verificar a interferéncia da assimetria nos resultados obtidos.
Desta forma, se estabelece 0s seguintes objetivos especificos:

e Obter as tensBes principais, carga de flambagem e caminhos de equilibrio das forcas
externas e cargas axiais nas barras;

e Obter a relacéo entre frequéncia e deslocamento;

e Obter arelacéo entre frequéncia e forca externa aplicada;

e Obter os planos fases e resposta no tempo sob vibracéo forgada.

1.4 METODOLOGIA

A pesquisa se inicia com o estudo analitico da instabilidade estatica e vibragdes da trelica,
onde utilizando o modelo constitutivo hiperelastico neo-Hookeano monta-se as expressoes
para a energia potencial total e energia cinética. Na analise estatica desenvolvida obtém-se as
tensbes principais, carga de flambagem das barras e os caminhos de equilibrio das forcas
externas e das cargas axiais nas barras. Na andlise dindmica das trelicas se obtém das

frequéncias naturais e 0s modos de vibrag&o.

Na sequéncia, utiliza-se o0 Método dos Elementos Finitos (MEF) com o uso de um elemento
de trelica e um elemento de viga. Inicialmente realiza-se as analises estaticas desenvolvidas

no estudo analitico. Posteriormente, 0 comportamento dindmico das trelicas consideradas no
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estudo séo estudadas com a obtencgdo das curvas frequéncia-carga, frequéncia deslocamento,

planos fase e respostas no tempo sob vibragéo forcada.

1.5 ORGANIZACAO DO TEXTO

Este capitulo se inicia com a introducdo das caracteristicas de utilizacdo da estrutura do tipo
trelica, seguida por uma reviséo da literatura com foco em aspectos pertinentes ao estudo. Na
sequéncia apresenta-se a justificativa de estudo do tema e objetivos da pesquisa.

No Capitulo 2 aborda-se a formulacdo matematica desenvolvida para realizar o estudo
analitico e o estudo via Método dos Elementos (MEF) para duas configuracfes de trelica,

simétrica e assimétrica, submetida a forga externa vertical em seu no superior.
No Capitulo 3 apresentam-se os resultados obtidos em ambas as analises, analitico e MEF.

No Capitulo 4 encontra-se as conclusGes da pesquisa desenvolvida nesta dissertacdo de

mestrado e sugestdes para trabalhos futuros.
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CAPITULO 2
FORMULACAO MATEMATICA

Apresenta-se neste capitulo a formulacdo matematica desenvolvida por Fonseca (2018), para
0 estudo das respostas estatica e dindmica de uma trelica plana abatida constituida por
material hiperelastico incompressivel, isotrépico e homogéneo, cujo comportamento é

descrito pelo modelo constitutivo neo-Hookeano.

2.1 RELACOES GEOMETRICAS PARA A TRELICA PLANA DE DUAS
BARRAS

Para o estudo da instabilidade estatica e vibraces da trelica abatida de material hiperelastico
neo-Hookeano, considera-se duas configuracdes geomeétricas: trelica simétrica e trelica
assimétrica. Para a configuracdo assimétrica a projecdo horizontal do comprimento de uma

das barras da trelica é 5% maior do que a da trelica simétrica.

A trelica simétrica na configuracdo indeformada ilustrada na Figura 2.1 apresenta angulo de
abatimento 6, base 2b, e altura h,. As barras da trelica apresentam comprimento [, com area
de secdo transversal A, e massa especifica p. A origem do sistema de coordenadas se situa no

no superior da trelica que pode se deslocar nas direcdes x e y.

Figura 2.1-Treliga simétrica na configuragdo indeformada.

\o

| 2b, |
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Na Figura 2.2 apresenta-se a configuracdo da trelica assimétrica abatida e em tracejado
ilustra-se configuragdo da trelica simétrica. A barra de comprimento [; mantém a inclinagéo 6
com a horizontal, o comprimento total da base permanece inalterado: b; + b, = 2b, € a
origem do sistema de coordenadas permanece nas coordenadas do né superior da trelica

simétrica.

Figura 2.2-Trelica assimétrica indeformada.

Fonte: Adaptado de FONSECA, 2018.

Utiliza-se a relacdo entre a altura e 0 comprimento da base de uma trelica para indicar se ela é
abatida ou esbelta. Conforme Bazant e Cedolin (2010), se a relacdo apresentada na Equacao

(2.1) for verdadeira, a trelica € abatida, caso contrario é considerada esbelta.

h0<ﬂ

2.1
2by ~ 2 @D

A relacdo geométrica entre os comprimentos das barras da trelica assimétrica é expressa por

., - l . .
uma variavel auxiliar r = l—l conforme desenvolvimento a seguir.
2

h =tany - b, (2.2)
Considerando-se a tangente do angulo 6, tem-se:

h =tan@ - b, (2.3)

Igualando as Equac0es (2.2) e (2.3):

b; -tan @
any = ———— :
t 5 (2.4)
2
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Logo, o angulo y pode ser escrito em termos de 6:

bl * tan 9
y = arctan (—) (2.5)
b,
Os comprimentos [, e [, sdo descritos pela equacéo (2.6).
[ = h
17 senf 26)
l, = h |
2T seny
Portanto, o parametro r é obtido como descrito na equacéo (2.7).
b; -tan @
L h seny sen (arctan( b, )> (2.7)

1, senf h sen 6

Para a descricdo das deformac6es no problema em estudo, considera-se a elevada capacidade
de deformacdo e ndo linearidade fisica dos materiais hiperelasticos. Assim, para grandes
deformacdes, os tensores adotados para pequenas deformagdes ndo séo capazes de representar
corretamente o comportamento do material. Diante disso, adota-se a deformacédo logaritmica
descrita na equacdo (2.8). (FONSECA, 2018; SOUZA, 2017).

& = In (1) (2.8)

A contracdo da secdo transversal, para um coeficiente de Poisson constante é dada pela

equacéo (2.9).

gq = In(u) = —v-In(d) (2.9)
Onde, u = \/j:f, Ay € area deformada da secéo transversal da barra e A, a area indeformada.
0

Com o intuito de obter uma relacdo entre a area da secédo transversal deformada e a area da
secdo indeformada, aplica-se a propriedade logaritmica Log,b = x <> a* = b na equagao
(2.9):

-vin(d) — A_f (2.10)

e AO

onde v é o coeficiente de Poisson.
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Da propriedade logaritmica e*'** = a* pode-se modificar a equacio (2.10) para:

A—Zv — A_f

A (2.11)

Adotando-se o coeficiente de Poisson v = 0,5 na equacdo (2.11) chega-se na relacdo entre as

areas deformadas e indeformadas da secéo transversal da barra da trelica:

Af = A1 (2.12)

2.2 MODELO CONSTITUTIVO NEO-HOOKEANO

Seré utilizado neste trabalho o modelo neo-Hookeano, que se trata de um caso particular da
formulacdo de Mooney-Rivlin, uma vez que descreve o comportamento néo linear do material
utilizando um parametro do material e um invariante de deformacéo, conforme apresentado

na equacdo (1.2).
O primeiro invariante € dado pela equacéo (2.13).
I = /112 + /122 + /132 (2.13)

O material hiperelastico é considerado incompressivel, logo, tem-se a relacdo apresentada na

equacéo (2.14) para os fatores de deformacéo principais.
/1122/13 == 1 (214)

Escreve-se os fatores de deformacao principais A4; em termos do fator de deformacéo principal
axial A, conforme descrito nas equacdes (2.15) e (2.16). A deformacdo principal axial

representa a razdo entre o comprimento deformado (1) e indeformado (l,) da barra da treliga.

Iy (2.15)
/12 = 13

Substituindo as relacdes da equacéo (2.15) na equagéo (2.14) tem-se:

1
Ay = A3 = ﬁ (2.16)

A partir das relagbes da equagdo (2.16) reescreve-se 0 primeiro invariante conforme

desenvolvimento da equagéo (2.17).

2
=24 (217)
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Substituindo a equacdo anterior na equacdo (1.2), chega-se na forma simplificada da funcéo
de energia de deformac&o especifica:

2
W=, (,12 +5- 3) (2.18)

2.3 ENERGIA POTENCIAL TOTAL

A seguir desenvolve-se a expressdo da energia potencial total para a trelica assimétrica,

Figura 2.2.

Na configuracdo deformada da trelica, o fator de deformag&o principal axial para a barra um e

barra dois € expressa respectivamente pelas equac@es (2.19) e (2.20).

. \/(ho —uy)” + (bo +11,)? (2.19)
b1l ll

2y = \/(ho - uy)z + (by — uy)? (2.20)
2 L

Nas Equacdes (2.19) e (2.20) a projecdo vertical do comprimento de barra deformada é dada
pelo termo (kg — uy) , pois uma vez que o sentido positivo do eixo vertical esta orientado
para baixo, para valores positivos cada vez maiores de wu,, isso resulta em uma altura cada vez
menor para a trelica. O mesmo raciocinio se aplica a projecdo horizontal da barra de

comprimento [,.

2.3.1. Energia de deformacéo
Para montar a expressdo da energia interna de deformacdo utiliza-se a equacdo (2.18)

considerando a presenca das duas barras da trelica na formulacéo:

W—c-,12+2 3+C-/12+2 3 2.21
- L1 b1l T_ 1 b2 /1__ ( )
b1 b2

Substituindo as equacdes (2.19) e (2.20) na equacgéo (2.21):
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2
W:Cl.(ho_uy) +(b0+ux)2+ 2[1
l 2
1 \/(ho — uy)z + (by + uy)?
- 3|+
, (2.22)
+C ] (ho - Uy) + (bo - ux)z 2 lz
1 2
[
2 \/(ho - uy)z + (bo - ux)z
|

A partir da geometria da Figura 2.2 juntamente com o cosseno de 6, extrai-se a expressao

(2.23) para o comprimento |, da barra 1:

_b1'lo
= b

L (2.23)

Utilizando as relacGes geométricas na Equacédo (2.7) temos para o comprimento |2 da barra 2

da trelica:

L _ byl
N (2.24)

Substituindo as Equacfes (2.23) e (2.24) na equacdo (2.22) e expandindo os termos, obtém-
se:

bo 2 hoz - Zhouy + uyz + b02 + Zboux + uxz
W= -|(— +
! bl 102

b 2-1
+ (—1 > - 3|+
bo 2 ,
(ho —uy)” + (by + uy)
(2.25)
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Extrai-se da Figura 2.2 as relagOes das equacg0es (2.26) e (2.27).

b

cosf = = (2.26)
Lo
h

senf = — (2.27)

lo

Substituindo as Equacdes (2.26) e (2.27) na Equacéo (2.25) e simplificando:

bo\* Uy \2 Uy \?
W ==¢C; - (—0) (senH——y> +(c050+—x> +
by lo lo
b 2-1 ]
+(5) : -3+

bo 2
0 \/(ho—uy) + (b +u)? |

bor\* uy\2 Uy\?
+Cy - (—) (sen@ ——) + (cose +—) +
by lo lo

+<b1> 2- 1 _3]

bor \/(ho - uy)2 + (bo + uy)? Jl

(2.28)

Os graus de liberdade do modelo sdo os deslocamentos u, e u, do nd superior da trelica nas

direcBes horizontal x e vertical y, respectivamente. Obtém-se os graus de liberdade
adimensionais dividindo u, e u, pelas dimensGes horizontal bo e vertical ho respectivamente

da trelica simétrica:

ax =7 (2.29)
u
@ =g (2.30)

Substituindo as Equagodes (2.29) e (2.30) na equagéo (2.28) e simplificando:

bo 2 2 2
W==c¢;- (b_) (senH - aysenH) + (cos6 + a,cos0)* +
1

b, 2
* (b_o) - -3+ (2.31)
\/(sen@ — aysene) + (cos6 + a,cos6)?
bor 2 2
+C; - (b_) (senB - aysenH) + (cosf + a,cos0)? +
1
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+(b1) 2 3
bor

\/(sen@ — a,send)” + (cosf + a,cosh)?

Uma vez que W ¢é a energia de deformacéo especifica, para obter a energia de deformacéo
total do sistema, integra-se W ao longo do volume da trelica, conforme descrito na equacgéo
(2.32).

Iy Ay l2 Ao

szdeAdHfdeAds (2.32)
0 0

0 0

Portanto, a energia de deformacao total U da trelica assimétrica é dada pela equacéo a seguir:
bl " lo
bo
b : ]
+ ( ) -3 | +

bo 2
\/(sen@ — aysene) + (cos6 + a,cos6)? J

b 2
U = Ci A, [(b_j) (senf — aysend)” + (cos6 + a,cos0)? +

(2.33)

bilo [ (bor\?
_10 [(LT) (send — aysene)z + (cos@ — a,cos0)? +

by 2
+(32) -3
bor 2
\/(sen@ - aysene) + (cosf — a,cos6)?

Obtém-se da equacdo (2.33) a expressdo da energia de deformacéo total para a configuracdo

simétrica da trelica, adotando-se b; = by e r = 1, tal que:
U = C Ayl [(senQ - aysenQ)z + (cos6 + a,cos8)? +

2
— 3+

+
\/(sen@ — aysenQ)z + (cosb + a,cos6)?
(2.34)
2
+C, 4l [rz(senH — aysenf)” + (cosf — a,cos0)? +

2
-3

+
\/(sen@ — ozysent9)2 + (cosf — a,cos6)?
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2.3.2. Trabalho das forgas externas

A energia devido ao trabalho da carga estatica vertical é calculada a partir da configuracéo
indeformada na trelica assimétrica conforme Figura 2.3.

Figura 2.3-Carga estatica vertical.

l

Py

| b1 | bZ |

Fonte: Adaptado de FONSECA, 2018.

O deslocamento total da carga p,, € obtido subtraindo da sua posicdo final a posicéo inicial. A

posicdo inicial é a projecdo em y do comprimento de barra [;, como segue:
hl = sen 9[1 (235)

A expressdo para a posicdo final da carga € dada pela medida vertical h, mais um

deslocamento u,,, que pode ser positivo ou negativo, conforme expressao a segulir:

Yfinal = ho +uy (2.36)
Logo, o trabalho da carga p,, € obtido como segue:

W, = —py(ho + u, —sen 6[1) (2.37)
Substituindo as equacdes (2.23), (2.27) e (2.30) na equacéo (2.37) e simplificando a expresséo

resultante, obtém-se:

b
Vp, = —Py sen 01, [ay — (b—z — 1)] (2.38)

Obtém-se da equacdo (2.38) a expressdo para a o trabalho da carga externa para a

configuracdo simétrica da trelica, adotando-se b, = b,,.
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A energia potencial total é obtida pela soma da energia de deformacdo com o trabalho das

forcas externas.

2.4 ENERGIA CINETICA

Calcula-se a energia cinética para o sistema da trelica assimétrica, a partir do arranjo
apresentado na Figura 2.4, onde considera-se um comprimento infinitesimal ds, na barra [,
com massa por unidade de comprimento dm; = pAyds; , que se desloca nas direcdes x e y
por uma quantidade u,, € u,,;, respectivamente. As grandezas s;e s’; sdo as dire¢Oes axiais
da barra, indeformada e deformada, respectivamente. O mesmo raciocinio é aplicado para a

barra de comprimento [,.

Figura 2.4-Energia cinética infinitesimal.

\ bl | 51

Fonte: Adaptado de FONSECA, 2018.

A energia cinética do comprimento infinitesimal é descrita na equacdo (2.39).

dm;
dT = — * (Ui 2 + 11y 2) (2.39)

Onde, (") se refere a derivada ordinaria de primeira ordem em relacdo ao tempo.

Uma vez que o material neo-Hookeano é incompressivel, a massa deformada ou indeformada
serdo as mesmas:
Ao

dm; = pAods; = pAods’y = p T
l

AidSi (240)

Os deslocamentos ., € u,, referentes a barra de comprimento [, sdo obtidos pelas equacdes
(2.41) e (2.42).
Uy = Xgy/ — Xg1 (2.41)

Uy = Ys1 — Yst/ (2.42)
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Utilizando semelhanca de triangulos com o auxilio da Figura 2.5, obtém-se as equages (2.43)

e (2.44) para uy, e u,,; , respectivamente.

Figura 2.5-Deslocamentos u; € uy; .

Fonte: Adaptado de (Fonseca, 2018).

[ b
/11)1 (bl + U, b_é) b1

by _ ﬁ)
p, o (gt -y g
*Liby Toils

Uy =5 (2.44)

Os deslocamentos u,, € u,, referentes a barra de comprimento [, sdo obtidos com o mesmo

procedimento citado anteriormente, e apresentam as seguintes expressoes:

i o )
= s b—z—lbz(bz Hby (2.45)
X2 2 l2 /12l2
b b
A (h S —u —1)
Uy =5, |k by TP2\hy by (2.46)
Y272 M0 b, Apzly

Substituindo as equacOes (2.23) e (2.24) nas expressdes obtidas para os deslocamentos u,,; €

u,,; e simplificando as expressoes obtidas, deriva-se estes em relagdo ao tempo, obtendo-se as

velocidades 1,; e u,,; a seguir:
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i = 51 (L) 2.47)
I~ e
e = 52 () (249)
ity =52 () (2550)

Substituindo as expressdes anteriores, (2.47) - (2.50) e a equacdo (2.40) na expressao

infinitesimal da energia cinética, equacéao (2.39), obtém-se:

pAo d51 5,2 pAO ds, s,°

dT =

7 e+ )+

2(xr+uy r?) (2.51)

Integrando ao longo do comprimento:

Ay (h Agr? [t
T - p_g Slzdsl(llxz + Ilyz) + p 02 f SZZdSZ(uxZ + Ilyz) (252)
2[0 0 2lO 0

Substituindo as equaces (2.23), (2.24), (2.26) e (2.27) no resultado da integracdo da equacéo
(2.51), obtém-se a expressdo para a energia cinética da trelica assimétrica a seguir:

mly*
6r

nd02<b1

b
c b_> (c *cos6? + d,*send?) + —— ( 1) (cy’cos6? + d,’send?) (2.53)
0

Onde m é a massa da trelica.

Na equacdo (2.53), igualando-se b; = b, e r = 1, obtém-se a expressdo equivalente para a

configuracao assimétrica.

2.5 ANALISE ESTATICA

Realiza-se a andlise da estabilidade estatica da trelica simétrica hipereléstica, Figura 2.1,

submetida a carga vertical aplicada no no superior.

Calculam-se as cargas verticais e as cargas axiais na barra, ao longo dos seus respectivos
caminhos de equilibrio, bem como a carga de flambagem das barras, com o intuito de se obter

certa sensibilidade acerca das deformacGes e tensdes do sistema estrutural.
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A carga critica para uma coluna hiperelastica neo-Hookeana, submetida a uma carga axial de
compressdo, é descrita pela equacdo (2.54). (ATTARD, 2008).

P = nZPeuler
cr 1 lnzpeuler (1 _ ﬁ) (254)
47 EA 1,2

Onde, n —modo de flambagem; P.,,., —carga critica de Euler; r, —raio de giracdo relativo a

flexdo em y; r, —raio de giracdo relativo a flexdo em z.

Calcula-se a carga de flambagem da barra da trelica utilizando a equacdo (2.54). Para obter as
cargas verticais ao longo do caminho de equilibrio monta-se a energia potencial para o
sistema da trelica simétrica hiperelastica, submetida a uma carga vertical, conforme descrito
na equacdo (2.55).
1= C, Al [(sen@ - aysene)z + (cos6 + a,cos0)? +
z |
+ - 3| +
\/(sen@ — ocysené?)2 + (cos@ + a,cos0)? J

+C1 Aol [(sen@ — aysene)z + (cos@ — a,cos0)? + (2.55)

2
-3

+
\/(sen@ — aysené?)z + (cosf — a,cos6)?

—Dpylosenba,,

Derivando a equacgdo (2.55) em relacdo aos graus de liberdade a, e a,,, obtém-se as equagdes
de equilibrio a seguir:
C1Aplo[2cos6(cos + a,cosO) —

2cosB(cosO + a,cosf)

o > 2| T
((senH — aysenB) + (cosf + axcose)z)
(2.56)
+C1Agly[—2cos6(cosO — a,.cos0) —
2cosB(cosO — a,cosf) 0
- 32| =
((senH — aysene)2 + (cosB — axcose)z)
C1Aolo[—2sin0(send — a,send) + (2.57)
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N 2senf (sen@ - aysene)

5 3z| T
((sen@ — aysenf)” + (cosd + axcose)z)
+C1A0l0[—25en9(sen0 — aysenH) +

N 2senf (sen@ - aysene)

5 37z| pylosend =0
((sen@ — aysenf)” + (cosf — axcose)z)

Resolvem-se as equacdes de equilibrio obtidas, equacgdes (2.56) e (2.57), utilizando o método

numérico de Newton-Raphson.

As cargas axiais nas barras da trelica ao longo do caminho de equilibrio séo obtidas a partir
das tensOes atuantes na segéo transversal da barra. Utiliza-se a tensdo de Cauchy que pode ser
descrita pela variacdo infinitesimal da energia especifica de deformacdo conforme equacéo
(2.58).

dW = odep, (2.58)

Isolando a tensdo o na equacao anterior:

o dw _ dw da (2.59)
dsln da deln

Utilizando as equac0es (2.7) e (2.17) tém-se:

aw 2

E:C1.<2.,1_ﬁ) (2.60)

X _ e (2.61)

dEln

Desta forma obtém-se a expressdo para a tensdo de Cauchy:

G=2-C (/12 - %) (2.62)

Utilizando a defini¢do do fator de deformacéo principal axial dado pela equacdo (2.15) e
considerando a geometria da trelica, pode-se reescrever a expressdo para a tenséo de Cauchy,

de acordo com a equacdao a seguir.

2 1
o=2C \/(sin@—a sin®)” + cos 62 — )
< g (Sin 6 — a, sin 9)2 + cos 62 (2.63)
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A carga axial na barra da trelica é obtida multiplicando a tensdo de Cauchy, equacao (2.62),
pela expressdo da area da secao transversal:

Desenvolve-se a equacdo (2.64) considerando a relacéo para o fator de deformacéo descrito
na equacdo (2.8) e aplicando o raciocinio desenvolvido para a obtencdo da expressao da

energia de deformacéo apresentada na equacao (2.33):

F=2-C;"Ap- (\/(sin@ —aysiné?)2 + cos 62
(2.65)

, )
(sin® — a, sin®)” + cos 62
A analise da estabilidade das configuracdes de equilibrio obtidas é feita utilizando a forma
quadrética da expressdo da energia potencial total, que é dada pela segunda variacdo de um
incremento da funcéo, conforme descrito na equacao (2.66).

2

2
6ay

o%an| |, 9%AN
da,2 o *x da,da, .

§2ATl =

Aa,Aay, + Aay? + - (2.66)

a;i

Escreve-se a expressdo resultante da aplicacdo da equacdo (2.66), em forma matricial, onde
obtém-se uma matriz chamada de matriz dos coeficientes quadraticos (Q). Se os autovalores
da matriz Q forem todos positivos, o equilibrio é classificado como estavel. Se pelo menos

um autovalor for negativo, entdo o equilibrio é instavel.

2.6 ANALISE DINAMICA

Para andlise dindmica sdo obtidas as equacdes de movimento para as trelicas simétrica e

assimétrica conforme apresentado a seguir.

2.6.1. Equacdes de movimento

O Lagrangiano da trelica assimétrica descarregada (L) é dado pela energia cinética (T) menos

a energia potencial total (IT) e descrito pela equacéo (2.67).

1,2 /b
L="20 (—1

3
= ) (cx’cos8? + &, *send?) +
6 \b,

(2.67)

ml,® (bl

3
o b_o) (cy’cos6? + &, *senf?) —
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by -ly|/b
—C14A, REE [( 0) (send — aysene) + (cosB + a,cos0)? +

b, 2
1 o

\/(sen@ — a,send)” + (cosf + a,cosh)?

bily | (bor
—l1 oﬁ[( - ) (Sen9 czysene)2 + (cosf — a,cos6)? +
|
() 2 ;
byr

\/(sen@ — a,send)” + (cosf — a,cosh)?

Aplica-se a equacdo de Euler-Lagrange ao funcional da equacdo (2.67) para cada grau de

liberdade «;, conforme descrito nas equagdes (2.68) e (2.69).

d(@L) aL_O 268
dt\od,) oda, (2.68)
d (oL aL_O )69
dt\da,) da, (2.69)

. . . e . A C
Aplicando a variacdo no Lagrangiano e substituindo o parametro w = /nll ® obtém-se as

equac0Oes ndo lineares de movimento:

vt (L) (B) e 2r(B) 1w -
(ZO> 2(1+ ay) i
1 ((senH — aySeng)Z + (cos6 + “xCOSB)Z)Z
(2.70)
b 2(1 - ax)
) 2
((sen@ - aysene) + (cosO — axcogg)z)Z
dy + 3w? (r : 1) [_ (bo) (1-a,)—2r (bo) (1—a)—
— (2.71)
() 21 =) s

((sen@ — aysene)z + (cosB + axcosé?)z)
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+< b, ) 2(1-ay)

2
bir

N| W

((sen@ - czysene)2 + (cosO — axCOSH)Z)

Onde, (") =L

dt?

Na trelica assimétrica, para que a origem das coordenadas generalizadas coincida com 0s

deslocamentos do no superior, adotam-se as relacdes a seguir:

Ay (t) = Axa(t) + Aye (2.72)
ay (t) = ayq(t) + aye (2.73)
Onde o subscrito d indica dinamico, referindo-se aos deslocamentos da parcela dinamica, e o

subscrito e indica estatico, referindo-se a posi¢do de equilibrio estético inicial do né da trelica

imperfeita. Na andlise estatica tem-se a; = .

2.6.2. Frequéncias Naturais - Trelica assimétrica

Para obtencdo das frequéncias naturais de vibracdo da trelica assimétrica, lineariza-se 0s
termos ndo lineares das equagdes de movimento, (2.70) e (2.71), utilizando expansdo em
série de Taylor. Desta forma obtém-se as equagdes de movimento linearizadas (2.74) e
(2.75).

Axq + aP11Qxqg + AP12Ayq = 0 (2.74)

Ayq + AP21Qxq + AP220yq = 0 (2.75)

Onde as variaveis de apoio ap;; possuem as expressdes descritas a seguir:

6w?b, {rzaux1 [bo® (r + Daux, + by’ aux,| + b13aux2aux3}
api1 =

b+ 1) aux, aux; (2.76)
18w?b, sin 62 % (aye + Daux; + (ay — 1)aux,
apy; = ———————(aye — 1)
byr(r+1) aux,aux, (2.77)
_ 18w?h, cos 62 ( ) % (aye + Daux; + (ay — 1)aux,
P21 = br(r +1) Fye aux,aux, (2.78)
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6W2b0 {rzauxl [b03(r + Daux, — b13aux6] - b13aux2aux5} (2.79)
ap,, = .
P22 b r(r + 1) aux;aux,
e as variaveis auxiliares aux; :
215/2
aux, = [(axez - ayez - Zaxe + Za:VE) cos 02 + (aye o 1) ] (2 80)
2 , , 215/2
aux, = [(lee — Aye? + 20y, + 2ay,) c0s 02 + (ay, — 1) ] (2.81)
auxs = (Zaxez + Clye2 —datye — 20y t+ 3) cos 67 — (aye B 1)2 (2.82)
aux, = (Zaxez + aye2 + 4aye — Zaye + 3) cos 6% — (aye - 1)2 (2 83)
auxs = (axez + 2aye2 — 20y — 4aye t+ 3) cos 67 — 2(%’3 B 1)2 (2.84)
auxe = (a'xez + Zayez + 20y — 4y + 3) cos % — Z(aye - 1)2 (2.85)

Escrevendo o sistema formado pelas equagdes (2.74) e (2.75) na forma matricial, conforme

desenvolvimento para obtencdo de frequéncias naturais em Soriano (2014), obtém-se:
1 0](xa api1  apiz)(%a ) _ (0
[O 1 {a;/d} + [ap21 apzz] {axyd} - {O} (286)

ap,1  apiz

ap, apzz] é a matriz de rigidez K do

onde, [(1) (1)] € a matriz de massa M do sistema; [

sistema.

Utiliza-se como aproximacdo para os graus de liberdade «;; as expressdes descritas nas
equacdes (2.87) e (2.88). Essa solucdo é um vetor de amplitudes de deslocamentos
multiplicado por uma funcdo no tempo, que expressa oscilacdes harménicas. (SORIANO,
2014).

A,q(t) = Acos(Qt) (2.87)
ay,q(t) = B cos(Qt) (2.88)

Escrevendo as equaces anteriores em forma matricial:
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a; = {g} cos(Qt) (2.89)

Derivando a equagéo (2.89) duas vezes em relagdo ao tempo:

Gy = — {g}nz cos(Qt) (2.90)

Substituindo as equagdes (2.89) e (2.90) no sistema descrito na equacao (2.86) e rearranjando,

obtém-se:
(K — MO2) {g} cos(Qt) = 0 (2.91)

A equacdo anterior sO é satisfeita para qualquer valor de t, se a igualdade da equacéo (2.92)
for satisfeita, caracterizando um problema de autovalor e autovetor.

(K—-MQ?) =0 (2.92)
A matriz resultante da operacdo matricial descrita na equacao anterior é descrita pela equacéo
(2.93).

02
apy, — £ api» , (2.93)
apzq apz; —

Calculando o determinante da matriz descrita na equacédo (2.93) obtém-se uma equacao que é

resolvida para Q?, desta forma chega-se nas frequéncias naturais descritas nas equagdes a

sequir:
apy; +ap;; 1
.QZ=——— a Z—ZCL a + 4a a +a 2
1 2 > \/ P11 P11AP22 P12apP>21 D22 (2.94)
apy; +ap;; 1
0% = — 5 + E\/apnz — 2ap11apz; + 4ap1,apy; + apy,? (2.95)

Substitui-se cada uma das solucdes anteriores, equagdes (2.94) e (2.95), no sistema da
equacdo (2.92) e resolve-se o sistema de equacdes algébricas homogéneas resultante,

obtendo-se os autovetores que representam os modos naturais de vibracéo:

1
S o p
modol 1 ap11 (2.96)
ap1z
1
modo2 = { Q% — apy; (2.97)
api»
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2.6.3. Frequéncias Naturais - Trelica simétrica

Para obtencgdo das frequéncias naturais de vibracéo da trelica simétrica, substitui-se b; = b, €
r = 1 nas equacdes ndo lineares de movimento (2.70) e (2.71) . E lineariza-se os termos nao
lineares utilizando expansdo em série de Taylor. Desta forma obtém-se as equagOes de

movimento linearizadas (2.98) e (2.99).

Apg + 6W2a,y — 6W2sen 02 a,y + 12w? cos 82 a,, (2.98)
Ayg + 6Wiay, + 12w? sen 0 ay,g — 6W? cos 6% ayy (2.99)
Utiliza-se como aproximacdo para os graus de liberdade «a;; as expressdes descritas nas

equacOes (2.87) e (2.88). As frequéncias de vibracdo nas direcOes x e y sdo descritas pelas

equacdes (2.100) e (2.101), pois ndo ha acoplamento entre as dire¢cdes x e y dos seus modos

de vibragéo.
Q, = 3V2wcos 8 (2.100)
Q, =3V2wsen#d (2.101)

Na Figura 2.6 estdo ilustrados os modos de vibragdo da trelica simétrica.

Figura 2.6-modos de vibracdo trelica simétrica.

Fonte: Adaptado de Fonseca, 2018.

2.7 ANALISE VIA METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Com o objetivo de considerar a presenca da energia de flexdo no estudo do comportamento
das trelicas ilustradas nas Figuras 2.1 e 2.2, submetidas a uma carga vertical aplicada em seu
no superior, utilizou-se o Método dos Elementos Finitos (MEF), através do programa

comercial de elementos finitos ABAQUS®.
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Utilizou-se neste estudo um elemento finito de trelica e um elemento finito de viga, ambos
formados por dois nds, conforme apresentado na Figura 2.7. O elemento de trelica é
considerado no estudo para calibrar alguns dos resultados obtidos via MEF, com aqueles

obtidos no processamento analitico.

Figura 2.7-Elementos unidimensionais.

Fonte: Adaptado pelo autor de ABAQUS Manual.

O elemento de trelica utilizado é representado no ABAQUS pelas siglas T2D2 e apresenta
dois graus de liberdade por n6: deslocamentos horizontal e vertical no plano. Além disso, este
elemento admite apenas esforgos axiais a barra. Para considerar a influéncia da energia de
flex&o nos resultados usou-se o elemento de viga representado pelas siglas B21, que apresenta
trés graus de liberdade por né: deslocamentos horizontal e vertical e rotacdo, todos no plano.

O elemento de viga admite esforcos axiais, cortante e de momento fletor.

Para ambos os elementos finitos considerados no estudo, 0 ABAQUS® calcula os graus de
liberdade nos nds do elemento, e em qualquer outro ponto do elemento os graus de liberdade
sdo calculados por interpolacdo, a ordem da interpolacéo é determinada pelo nimero de nés

usados no elemento.

Nas analises estaticas e dinamicas empregando os elementos finitos de trelica e de viga, 0
ABAQUS® utiliza a formulacdo Lagrangiana, onde se considera que o elemento finito se
deforma junto com material. Além disso, o software avalia a resposta do material em cada

ponto de integracéo utilizando a quadratura Gaussiana.
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CAPITULO 3
RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo apresentam-se os resultados obtidos para a trelica simétrica e assimétrica com
duas barras compostas de material hiperelastico neo-Hookeano. Para isso considera-se 0s
parametros geométricos utilizados por Fonseca (2018), onde para a trelica simétrica adota-se
comprimento de barra [, = 1m e base com dimensdo b, = 0.966 m. E para a trelica
assimétrica adota-se para as barras os comprimentos [, = 1.05m e [, = 0.957m, relacdo
entre os comprimentos igual a r = 1.097, e base da trelica com dimenséo b, = 1.014 m. Para
ambas as configuracGes da trelica adota-se area da secdo transversal da barra indeformada
igual a 4, = 2.89 X 1072 m?, angulo @ = 15" e pardmetro w =8.79. Considera-se para as

trelicas analisadas os parametros fisicos utilizados por Selvadurai (2006), onde o parametro

do material assume C; = 0,17 MPa e p = 2200 % para a massa especifica.

3.1 ANALISE ESTATICA

Na analise estatica estuda-se a carga critica, caminhos de equilibrio e tensdes principais para a

trelica simétrica submetida a uma carga externa vertical aplicada em seu n6 superior.

3.1.1. Carga Critica e Caminhos de Equilibrio

Na andlise estatica realizada no processamento analitico, inicialmente é obtido o valor de
carga critica (P..) de Euler descrita na Eq. (2.54) para a trelica simétrica considerando 0s
parametros fisicos e geométricos descritos anteriormente. Posteriormente sdo obtidos 0s

caminhos ndo lineares de equilibrio relativos a carga vertical aplicada (p,) e ao esforgo axial

(N) na barra conforme descrito no item 2.5.

Ja na analise estatica utilizando o MEF, inicialmente utilizou-se o elemento finito T2D2 para
calibrar os resultados obtidos para os caminhos ndo lineares de equilibrio, com aqueles
obtidos via processamento analitico. Na sequéncia empregou-se o elemento finito B21 para

verificar a influéncia da energia de flexao nos resultados.
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Na Figura 3.1 apresentam-se 0s caminhos néo lineares de equilibrio e carga critica da barra da
trelica, obtidos no processamento analitico e via MEF. Em vermelho apresentam-se 0s
caminhos de equilibrio da carga vertical aplicada, em azul os caminhos de equilibrio do
esforco axial nas barras e em preto a carga critica da barra. Os pontos em preto indicam o0s
pontos de inflexdo das curvas em vermelho, referindo-se a posicdo dos pontos limites. Para
cada curva, em vermelho, entre os pontos limites tem-se um equilibrio do tipo instavel. Para

as demais regides das curvas em vermelho o equilibrio é estavel.

Figura 3.1-Caminho de equilibrio e Carga critica.

400 -
— — MEF-B21
MEF-T2D2
— - — Analitico
0

Carga (N)
A
o
(-

-800 —

-1200 | T ‘ T I

Fonte: Autor.

Os caminhos de equilibrio e carga critica obtidos pelo processamento analitico e apresentados
na Figura 3.1 sdo semelhantes aos obtidos por Fonseca (2018), ver Figura 3.2. Na Figura a
seguir as curvas estdo invertidas em relacdo as curvas observadas na Figura 3.1, pois o autor
considerou forgas de compresséo com sinal positivo.
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Figura 3.2-Caminho de equilibrio via estudo analitico.

1000 —

4 . P('r
By
500
Ni—
N) o
-500 ‘ ‘ I
0 1 2

O(.l.

Fonte: Fonseca (2018)

Observa-se das curvas em vermelho da Figura 3.1, que ao atingir o ponto limite a trelica
inverte sua posicdo repentinamente saltando para um segundo trecho estavel, caracterizando o
fendmeno de snap through, conforme ilustrado na Figura 3.3. O comportamento da curva em
azul mostra que as barras da trelica sdo comprimidas por uma intensidade de forca cada vez

crescente até a estrutura atingir o ponto limite.

Figura 3.3-Salto dindmico.

— .

_—

Fonte: Adaptado de Fonseca (2018).

A. A. L. SANTOS Capitulo 3



DO0246E21: Estabilidade de trelica abatida de material hiperel&stico 54

A partir da Figura 3.1 apresenta-se o Quadro 3.1 onde se compara o valor da carga limite do
sistema (py;;m) € carga critica da barra (N,,-), obtidos em cada analise. O py;;,, € a carga

observada no ponto limite, sendo a geradora da carga critica na barra da trelica.

Quadro 3.1-Cargas limites e cargas criticas.

Cargas Analitico MEF-T2D2 MEF-B21
Pyiim 208.235 N 208.792 N 255.617N
N, 677.992 N 686.361 N 737.042 N

Fonte: Autor.

Observa-se dos resultados apresentados no Quadro 3.1 para 0 py, € Ne , que ha uma
precisdo entre os resultados obtidos via MEF para o elemento de trelica (T2D2) com o0s
valores obtidos no processamento analitico. Observando-se uma diferenca de apenas 0,3%
para os valores de p,,;,, € de 1,2% para os valores do N.,.. No que se refere aos resultados
obtidos utilizando o elemento de viga (B21), nota-se uma diferengca maior (22%) para oS
valores de p,,;;, em relacdo ao obtido para o elemento T2D2, e de 7% para os valores do N,..
Observa-se também que a consideracdo dos esforcos de flexdo aumenta o valor de carga

limite e o valor de carga critica da barra, sendo que a influéncia nos esforcos criticos é menor.

No Quadro 3.2 compara-se 0s valores de carga limite do sistema, apresentados no Quadro 3.1,
com os valores de carga critica do sistema obtidos por anélise linear. Os valores de carga
critica provenientes da analise linear sdo obtidos a partir da solucdo de um problema de

autovalor, utilizando o comando Buckle do software Abaqus.

Quadro 3.2-Carga ndo linear versus carga linear.

T2D2 (néo linear) T2D2 (linear) B21 (ndo linear) B21 (linear)
208.792 N 1182.6 N 255.617N 1349.7 N

Fonte: Autor.

Nos valores apresentados no Quadro 3.2 observa-se que a analise linear ndo é adequada para
estudar o comportamento da trelica abatida, para o elemento T2D2 observa-se uma diferenca
de 466% e para 0 elemento B21 uma diferenca de 428%, estas diferencas ocorrem pois o

sistema estrutural estudado se caracteriza como um problema de ponto limite.
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Observa-se na Figura 3.1 que os valores das curvas em vermelho estdo relativamente distantes
do valor da carga de flambagem, em preto, isso ocorre devido a geometria abatida da trelica,
uma vez que angulos de abatimento pequenos, fazem com que valores pequenos de carga p,,
acarretem cargas axiais com magnitudes mais altas atraves da relagéo p,, = 2sen 6 N, obtida

por equilibrio do no superior da trelica ilustrada na Figura 3.4.

Figura 3.4-Equilibrio nodal de forcas.

Fonte: Autor.

3.1.2. Tens0Ges Principais

As tensdes principais sao obtidas para a trelica simétrica para o caso analitico e via Método
dos Elementos Finitos. Para obter a curva das tensfes principais no processamento analitico

variou-se o valor do grau de liberdade adimensional a,, de 0 a 2.3 com incrementos de 0.05
na expressdo da tensdo de Cauchy apresentada na Equacéo (2.63), escrita em termos de a,, €

do angulo 6.

Na anélise via MEF, utilizou-se ambos os elementos finitos unidimensionais, de trelica e de
viga. Na Figura 3.5 apresenta-se as curvas obtidas nas analises, onde observa-se que para as
trés andlises realizadas ndo houve diferenca significativa entre as curvas obtidas. A
coincidéncia das curvas obtidas no processamento analitico e via MEF para o elemento de
trelica (T2D2) é adequado, pois em ambos séo utilizadas formulages sem a consideracdo dos
esforgos de flexdo. J& a coincidéncia da curva obtida via MEF utilizando o elemento de viga
(B21) com as outras duas curvas também sdo coerentes, uma vez que a tensdo principal para o
sistema de trelica se trata de uma tensdo axial, mostrando que o tipo de elemento utilizado na

solucédo por MEF ndo interfere nessa solucao.
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Figura 3.5-Tensdes Principais.
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3.2 ANALISE DINAMICA

(\y

Fonte: Autor.

Na andlise dindmica realiza-se para as trelicas simétrica e assimétrica o estudo das

frequéncias naturais utilizando o processamento analitico,

e as curvas frequéncia

deslocamento, curvas frequéncia carga, planos fase e respostas no tempo forgadas utilizando o

MEF.

3.2.1. Frequéncias Naturais

Na andlise dinamica inicialmente realiza-se uma analise linear obtendo-se as duas primeiras

frequéncias naturais para as trelicas simétrica e assimétrica. Os valores obtidos para trés

angulos 6 distintos sdo apresentados no Quadro 3.3 e comparados com 0s obtidos por

Fonseca (2018). Os valores de Q; e Q, equivalem, respectivamente, as frequéncias de

vibracGes nas direcdes x e y.

Quadro 3.3-Frequéncias naturais (rad/s) S - Simétrica, A - Assimétrica.

0 Q,
0 Presente Fonseca %-S %-A Presente Fonseca %-S %-A
Trabalho (2018) Trabalho (2018)
S A S A S A S A
15" | 36.02 | 34.10 | 36.04 | 34.11 | 0.06% | 0.03% | 9.65 9.58 9.67 9.58 | 0.21% | 0.00%
45° | 26.37 | 25.16 | 26.37 | 25.14 | 0.00% | 0.08% | 26.37 | 23.81 | 26.37 | 23.82 | 0.00% | 0.04%
75" | 36.02 | 32.88 | 36.04 | 32.88 | 0.06% | 0.00% | 9.65 8.39 9.67 8.35 | 0.21% | 0.48%
Fonte: Autor.
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Para os trés angulos analisados no Quadro 3.3, as frequéncias naturais da trelica assimétrica
sdo menores que os valores observados para a trelica simétrica. Observa-se que para o angulo
6 igual a 45°, para a trelica simétrica, em ambas as frequéncias de vibracdo, ndo houve

diferenca entre os valores obtidos por Fonseca (2018) e os valores calculados neste trabalho.

Observa-se do Quadro 3.3 que ndo h& divergéncia significativa entre os valores calculados
para as frequéncias de vibracdo neste trabalho com os valores obtidos por Fonseca (2018),
sendo a maior diferenca percentual igual a 0.48%, desta forma verifica-se a precisdo do

modelo analitico desenvolvido neste trabalho.
3.2.2. Curvas Frequéncia versus Carga

Para a obtencdo das curvas de frequéncia versus carga incialmente aplicou-se uma carga
estatica p, ao no superior da treliga, e obteve-se uma resposta no tempo ndo amortecida, a
partir do periodo da resposta no tempo obtém-se a frequéncia associada ao carregamento
aplicado. Isso foi feito para varios incrementos de carga até que se atingisse um valor de
frequéncia proximo de zero. Na Figura 3.6 apresentam-se as rela¢fes de frequéncia versus
carga aplicada para os sistemas estruturais da trelica simétrica e assimétrica. Para ambos 0s

sistemas se utilizou os elementos finitos unidimensionais de trelica e de viga.

Figura 3.6-Frequéncia (), versus Carga.
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Nos gréaficos da Figura 3.6, o decréscimo na frequéncia natural de vibracdo é provocado pelo
aumento da carga p, aplicada até atingir um valor limite, ponto em que ela se torna instavel,
momento em que a frequéncia natural se torna nula conforme o critério dindmico de
estabilidade. Para a trelica simétrica, Figura 3.6 (a), tem-se que o valor de carga limite
utilizando o elemento T2D2 corresponde a 208.8 N, e para 0 elemento B21 o valor é igual a
247.5 N, ambos os valores sdo proximos dos valores obtidos para a carga limite (Py,;;,) dos
caminhos de equilibrio para estes elementos, Figura 3.1, cujos valores sdo apresentados no
Quadro 3.1.

Em ambos os gréaficos apresentados na Figura 3.6, observa-se um comportamento semelhante
entre as curvas obtidas utilizando o elemento T2D2 e B21, ou seja, para um mesmo valor de
carga p, a trelica modelada com o elemento finito B21 apresenta um valor de frequéncia
maior que o observado para a trelica modelada com o elemento T2D2. Através dos resultados
da Figura 3.6 também se ratifica o que foi observado no Quadro 3.1, que a carga limite do

sistema trelica € maior quando se considera a energia de flexdo.

Na Figura 3.6 (b) a carga limite do sistema estrutural da trelica assimétrica para o elemento
T2D2 e B21 séo respectivamente de, 241.8 N e 281 N, sendo maiores que os valores de

carga limite obtidos para a configuracdo da trelica simétrica.

3.2.3. Curvas Frequéncia versus Deslocamento

Para a obtencdo das curvas de frequéncia versus deslocamento, considerou-se ambas as
configuracdes de trelica, simétrica e assimétrica, submetidas a um pulso de carga aplicado ao
no superior da trelica, desta forma obteve-se uma resposta no tempo amortecida, com um
amortecimento igual a 1% do amortecimento critico. Para a obtencdo de cada ponto do
gréfico frequéncia versus deslocamento, utilizou-se a metodologia proposta por Nandakumar
e Chatterjee (2005), onde na curva da resposta no tempo considera-se a média dos valores de
deslocamentos de dois picos positivos e sucessivos nos tempos t, e t,, a media é designada
neste trabalho por u,. Na sequéncia, toma-se o deslocamento negativo u, entre 0s picos
positivos, definindo-se a amplitude do deslocamento u conforme Equagéo (3.1).

Ut |u,|

: (3.1)
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A frequéncia associada ao deslocamento calculado na Equacdo (3.1) é obtida pelo inverso do

periodo conforme a Equacdo (3.2).

Q= (32)

Na Figura 3.7 apresenta-se a relagdo frequéncia versus deslocamentos para a treli¢a simétrica.
Obteve-se o grafico da Figura 3.7 (a) empregando o elemento de trelica, enquanto no gréfico

da Figura 3.7 (b) utilizou-se o elemento de viga.

Figura 3.7- Relagéo frequéncia (), versus deslocamento-Treliga simétrica.
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Fonte: Autor.

Observa-se dos graficos da Figura 3.7 que para ambos os elementos finitos unidimensionais
considerados a trelica simétrica estd amolecendo com o aumento da amplitude de vibracao.
Para valores de deslocamentos proximos a zero obtem-se a frequéncia natural de vibracéo
para 0 elemento T2D2 igual a 7.85rad/s e para o elemento B21 obtém-se o valor de
8.27 rad/s. Observa-se que a consideracdo da energia de flexdo na analise resultou em uma
frequéncia natural para o sistema de trelica 5.35% maior do que o valor observado para a

trelica modelada com elemento o0 T2D2.
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Na Figura 3.8 apresenta-se a relacdo frequéncia versus deslocamentos para a trelica

assimétrica. Obteve-se o grafico da Figura 3.8 (a) empregando o elemento de trelica, enquanto

no grafico da Figura 3.8 (b) utilizou-se o elemento de viga.

Figura 3.8- Relagéo frequéncia (), versus deslocamento-Trelica assimétrica.

0,16 0,16
.... |
[ ]
.. ° ! :
0,12 T 012 - i i
g ) £ ! '
2 1 Yy 2 T i
= 1] = . '
2 0,08 - 0 20,08 l
; . 5 l
S | ‘ S 1 '
2 ' 2 = '
0,04 . 0,04 - ¢ 0
0 o
[ Y ] BN |
. o0 e 0
[ N [ I
0 L R — ——T 0 —TT
6 6.4 6.8 1.2 7,6 8 8,4 7.2 7,6 8 8,4 8.8
Frequéncia () (rad/s) Frequéncia ()7 (rad/s)
(a) T2D2 (b) B21

Fonte: Autor.

Observa-se, a partir das Figuras 3.7 e 3.8, que a assimetria da trelica ndo interfere no
comportamento de amolecimento com o aumento da amplitude de vibragdo. Para valores de
deslocamentos proximos a zero obtém-se a frequéncia natural de vibracdo para o elemento
T2D2 igual a 8.27 rad/s e para o elemento B21 obtém-se o valor de 8.61 rad/s. Observa-
se, conforme esperado, que a consideracdo da energia de flexdo na analise resultou em uma
frequéncia natural para o sistema de trelica 4.11% maior do que o valor observado para a

trelica modelada com elemento o elemento T2D2.
3.2.4. Planos Fase

Para a obtengdo dos planos fase, considerou-se ambas as configuragdes de trelica, simétrica e
assimétrica, modeladas com os elementos finitos unidimensionais T2D2 e B21. As trelicas
foram submetidas a um carregamento estatico vertical aplicado em seu no superior e neste
mesmo no aplicou-se uma perturbacdo de velocidade. Desta forma, os graficos de plano fase
sdo obtidos variando-se os valores de carregamento externo aplicado e da perturbacdo de
velocidade.
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Nas Figura 3.9 a 3.12 apresentam-se os planos fase para as configuracdes de trelica simétrica

e assimétrica, modeladas com os elementos finitos T2D2 e B21. S&o utilizados para a carga

aplicada na trelica, valores menores, iguais e maiores que o valor da carga limite para cada

caso considerado.

Figura 3.9- Planos Fase-Treliga simétrica T2D2. Carga limite: 208.792 N.

Q) = 2
Eo € o-
> = >

-1 4 -1+

2 -2

-3 T T T \ -3 T T T T -3 T T T \

0.2 0 02 04 06 08 0,2 0 02 04 06 08 0.2 0 02 04 06 08
uy (m) uy (m) uy (m)
(@) py = 50N (b) py = 100N (¢) py = 150N

3 3 3

14 1<
Q) 0
E 0 E 0
2 o

-1 -1

£, 2]

-3 T T T \ -3 \ T T T -3 | — T \

0.2 0 02 04 06 08 0,2 0 02 04 06 08 0,2 0 02 04 06 08
uy (m) uy (m) uy (m)
(d) py = 175N (€) py = 195N (f) p, = 208.792N
Continua.
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Observa-se a presenca de dois centros, que correspondem a posicdes de equilibrio estavel e

um ponto de sela, que corresponde a uma posic¢ao de equilibrio instavel (Figuras 3.9 (a)-(e))

para valores de carga py menores que o limite. Com o aumento dos valores de carga py a

regido de convergéncia para 0 centro com atrator de deslocamento negativo diminui de

tamanho, enquanto a regido de centro com atrator de deslocamento positivo aumenta.

Anteriormente ao carregamento limite o atrator para o ponto de sela apresenta localizagéo

proxima a localizagdo com coordenadas (u,, = 0.2m e v, = 0).

Quando py atinge o valor limite (Figuras 3.9 (f)) o atrator instavel, sela, desaparece,

permanecendo apenas um atrator estavel, centro. Com o aumento do carregamento py com

valores maiores que o limite (Figuras 3.9 (g) — (1), o plano fase continua apresentando apenas

um trator estavel com coordenadas proximas a (u, = 0.57 e v, = 0).
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O mesmo comportamento observado para a trelica simétrica modelada com o elemento T2D2
(Figura 3.9) é visto para a trelica simétrica modelada com o elemento B21 (Figura 3.10) com
a presenca de dois centros (estaveis) e uma sela (instavel) antes da carga py atingir o valor

limite e a presenca apenas de um centro apds o valor de carga ser maior que o limite.

Figura 3.10- Planos Fase-Treliga simétrica B21. Carga limite: 255.617 N.
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Fonte: Autor.

Figura 3.11- Planos Fase-Trelica assimétrica T2D2. Carga limite: 241.8 N.
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Figura 3.12- Planos Fase-Treliga assimétrica B21. Carga limite: 281 N.
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Novamente, nas Figuras 3.11 e 3.12, observa-se 0 mesmo comportamento de dois centros e
uma sela visto para a trelica simétrica, antes de p,, assumir o valor limite e o desaparecimento
de um centro e da sela para p, maiores que o valor de carga limite. Além disso, observa-se
que em todos os casos estudados, o atrator estdvel que permanece possui coordenadas de
deslocamentos proximas a (u, = 0.56ewv, =0), este valor de deslocamento ¢
aproximadamente igual ao dobro do valor da altura da trelica indeformada, desta forma a
estrutura estd sendo atraida para a posicdo em que a trelica fica totalmente invertida.

Comportamento esperado para valores de carga maiores que o limite.

Observa-se que a consideracao dos esforcos de flexdo, a partir da utilizacdo do elemento B21,

ndo influéncia no comportamento da trelica, apenas alterando as posi¢oes dos atratores.

3.2.5. Resposta no tempo sob Vibragao Forcada

Para se obter a resposta no tempo em vibragdo forgada considerou-se uma carga p(t)
composta por uma parcela de carga estatica mais uma parcela de perturbacdo dindmica,

conforme apresentado na Equacéo (3.3)
p(t) = po[1 + k cos(Q,t)] (3.3)

Na Equacéo (3.3) p. € a parcela de carga estatica e uma proporgdo desse valor (k) € aplicada
como uma perturbacdo harmoénica. A frequéncia de excitacdo Q. é a frequéncia assumida pela

trelica quando submetida a carga estatica p, .
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Nessa subsecdo apresentam-se as respostas no tempo sob vibracdo forcada sempre
considerando-se trés valores distintos de carga estatica aplicada a treliga, um préximo ao valor
de carga limite da trelica, um com valor inferior e distante da carga limite e outro com valor
superior e distante da carga limite. Além disso, utilizam-se dois valores de perturbacao
dindmica k = 0.05 e k = 0.4. Essas respostas no tempo foram obtidas para as trelicas simétrica,

assimétrica com os elementos T2D2 e B21 e sdo apresentadas nas Figuras 3.13 a 3.16.

Na Figura 3.13 apresentam-se as respostas de vibracdo forcada para a trelica simétrica

modelada com o elemento finito T2D2 cujo valor de carga limite € de p,;;,, = 208.792N.

Figura 3.13- Resposta de Vibracdo Forcada-Trelica simétrica-T2D2
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Fonte: Autor.

Na Figura 3.14 apresentam-se as respostas de vibracdo forcada para a trelica simétrica

modelada com o elemento finito B21 cujo valor de carga limite é de p,,;;,, = 255.617N.

Figura 3.14- Resposta de Vibracdo Forcada-Trelica simétrica-B21
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Fonte: Autor.

Na Figura 3.15 apresentam-se as respostas de vibracdo forcada para a trelica assimétrica

modelada com o elemento finito T2D2 cujo valor de carga limite é de py;;,, = 241.8N
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Figura 3.15- Resposta de Vibragdo Forgada-Treliga assimétrica-T2D2
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Na Figura 3.16 apresentam-se as respostas de vibracdo forcada para a trelica assimétrica

modelada com o elemento finito B21, cujo valor de carga limite € de py;;,, = 281N.

Figura 3.16- Resposta de Vibragdo Forcada-Trelica assimétrica-B21
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Para a trelica simétrica, Figuras 3.13 e 3.14, e para a trelica assimétrica, Figuras 3.15 e 3.16,
para um mesmo valor de carga estatica p,, observa-se que com o aumento do valor da
perturbacdo dindmica k, a trelica deixa de oscilar em torno de uma posic¢ao de equilibrio de
menor magnitude e passa a oscilar em magnitudes maiores. Para ambas as configuracdes de
trelica, simétrica e assimétrica, observa-se que as magnitudes dos deslocamentos sdao maiores
para o elemento T2D2 do que utilizando o elemento B21 que considera os esforcos de flexao.
Observa-se nas Figuras de 3.13-3.16, para os dois valores de perturbacdo dinamica
considerados, que o aumento no valor da carga estatica p, acarreta o aumento da amplitude de

oscilacdo dos deslocamentos.

Nas Figuras 3.15 e 3.16 ndo se observa nenhuma diferenca significativa devido a presenca da
assimetria, em relacdo a trelica simétrica, Figura 3.13 e 3.14. Contudo, para a trelica
assimétrica submetida a uma carga vertical em seu nd superior, além dos deslocamentos
verticais previstos, ocorre deslocamentos horizontais de menor magnitude. Na Figura 3.17
apresentam-se as respostas de vibracdo forcada para o0s deslocamentos horizontais
considerando 0s mesmos carregamentos e perturbacdes dinamicas apresentados na Figura
3.15.
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Figura 3.17- Resposta de Vibragdo Forgada deslocamentos horizontais-Trelica assimétrica-T2D2.
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Na Figura 3.18 apresentam-se as respostas de vibracdo forcada para os deslocamentos

horizontais considerando os mesmos carregamentos e perturbagdes dindmicas apresentados na

Figura 3.16.

Figura 3.18- Resposta de Vibragdo Forcada deslocamentos horizontais-Trelica assimétrica-B21.
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Observa-se das Figuras 3.17 e 3.18 que os deslocamentos para todas as cargas e perturbagoes
dindmicas consideradas apresentam magnitude muito pequena se comparado com a
magnitude dos deslocamentos verticais. Tem-se que as magnitudes dos deslocamentos sdo
maiores para 0 elemento B21 do que para o elemento T2D2, com exce¢do apenas para a carga
estatica de 50N, Figuras 3.17 (a) e 3.18 (a). Para o elemento T2D2, Figura 3.17, observa-se
uma diminuicdo da amplitude de oscilagdo dos deslocamentos com o0 aumento da carga
estatica para valores menores que o critico, para ambos os niveis de perturbacdo dinamica.
Enquanto para o elemento B21 ocorre o aumento das amplitudes de oscilacdo. O
comportamento oscilatdrio da trelica ao se aumentar o nivel de perturbacdo dindmica, para um
mesmo valor de carga estatica, € semelhante ao observado na resposta de vibracdo dos
deslocamentos verticais, Figuras 3.13 a 3.16.
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CAPITULO 4
CONCLUSOES E SUGESTOES PARA TRABALHOS
FUTUROS

O principal objetivo deste trabalho é verificar o efeito dos esfor¢cos de flexdo no
comportamento da trelica. Nos resultados referentes aos caminhos de equilibrio constata-se
que a trelica modelada com o elemento B21, que considera os esforcos de flexdo, apresentou
uma carga limite de 255,617 N, frente ao valor de carga limite de 208,792 N observada ao se
utilizar o elemento T2D2, ou seja, um valor 22% maior. Desta forma a trelica modelada com

o0 elemento B21 suporta mais carga antes da ocorréncia do fenémeno de snapthrough.

Observa-se também o efeito dos esforcos de flexdo nos resultados obtidos com as curvas
frequéncia versus carga, onde para o sistema estrutural da trelica simétrica modelada com o
elemento B21 constata-se um valor de frequéncia natural 5% maior em relacdo ao obtido para
0 caso modelado com o elemento T2D2. Para o sistema estrutural da trelica assimétrica
observou-se 0 mesmo fendmeno, mas com uma diferenca percentual entre os valores de
frequéncia natural de 4.5%. Desta forma, constata-se que ndo houve uma influéncia relevante
da assimetria nestes resultados. Contudo, os valores de diferencas percentuais observados sdo
significativos, uma vez que a trelica abatida tem como caracteristica uma alta ndo linearidade

geomeétrica.

Além disso, nos resultados obtidos para as curvas de frequéncia versus deslocamento,
confirma-se o comportamento de uma frequéncia natural mais alta para o sistema modelado
com o elemento B21 do que para com o elemento T2D2. Conclui-se também que a assimetria
ndo interfere no comportamento de amolecimento da trelica ao se aumentar a amplitude de

vibracOes da trelica.

Para as duas configuracbes de trelica consideradas na pesquisa, simétrica e assimetrica,
modeladas cada qual com os elementos finitos T2D2 e B21, obteve-se planos fase
semelhantes, com dois centros e uma sela para valores de carga menor que a carga limite e um

unico centro para valores de carga maiores que a carga limite. Tem-se que a consideracéo dos
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esforgos de flexdo e da assimetria ndo influenciam no comportamento da trelica, apenas

alterando as posic¢des dos atratores.

Por fim, nos resultados para as respostas no tempo sobre vibracdo forcada, os esforcos de
flexdo presentes no elemento B21 acarretou deslocamentos com magnitudes menores do que
os valores observados para o caso utilizando o elemento T2D2. A assimetria ndo influenciou
nos resultados obtidos, mas sua presenca resultou na ocorréncia de deslocamentos horizontais
do no superior da trelica, com ordem de grandeza muito menor do que os deslocamentos

verticais previstos.

Conclui-se que os esforgos de flexdo considerados nas anélises ao se utilizar o elemento finito
B21 apresentou uma influéncia significativa nos resultados obtidos para a carga limite da
trelica, nas frequéncias naturais do sistema estrutural e nos deslocamentos da trelica
submetida a vibracdo forcada. Por outro lado, a assimetria da trelica ndo interferiu nos
resultados obtidos, acarretando apenas o surgimento de deslocamentos horizontais de baixa

magnitude.

Sugere-se para trabalhos futuros o estudo analitico considerando a energia de flexdo na
formulacdo das equacdes que governam o comportamento da trelica. Além disso, recomenda-
se a analise paramétrica dos modelos constitutivos hiperelasticos e a consideracdo de uma
trelica com geometria espacial.
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