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Resumo

Lima, Matheus Dantas e. Sobre a Invariancia do Produto Tensorial nao Abe-
liano de Grupos. Goiania, 2015. 76p. Dissertagdo de Mestrado. Departamento
de Matematica, Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de
Goias.

Sobre condi¢des para que uma propriedade de grupos seja fechada via formagdo do

produto tensorial ndo abeliano de grupos.

Palavras—chave

Invariancia do produto tensorial ndo abeliano de grupos



Introducao

O produto tensorial ndo abeliano dos grupos G e H, denotado por G ® H,
introduzido por Brown e Loday em [2], surgiu em aplicacdes na teoria de homotopia de
uma generalizacdo do Teorema de Van Kampen. Admitindo que cada grupo age sobre si
mesmo por conjugacao (glg =g lg1g. Vg, g1 €Ge h}l’ =h~ ' h,Vh,h € H) e que cada

um age sobre o outro, tal que a seguinte condicdo de compatibilidade seja satisfeita:

= (o)) e mt= (),

definimos G ® H como o grupo gerado pelos simbolos g ® h e definido pelas relacdes

8

g81®h= (g8 @h8)(g1 ®h);
g®hh = (g@h)(g" @nM),

para todos g,81 € G € h,h; € H. Como a acdo por conjugacdo de um grupo sobre si
mesmo € sempre compativel, o quadrado tensorial G ® G de um grupo G sempre &
definido. Acdes, grupo gerado, acdo por conjugacdo e outras defini¢des essenciais para o
desenvolvimento da teoria serdo expostas no Capitulo 1. A descri¢cdo do produto tensorial
nao abeliano e algumas de suas propriedades serdo expostas no Capitulo 2.

O objetivo deste trabalho € mostrar algumas ideias de autores que buscaram
investigar quando o produto tensorial ndo abeliano herda as caracteristicas de seus grupos
geradores.

Como algumas propriedades de grupos (como finitude, solubilidade e nilpotén-
cia) sdo fechadas sob formacdo de subgrupos, uma primeira ideia era a de criar um grupo
"maior", que contivesse o produto tensorial ndo abeliano ou, no minimo, uma cépia do

mesmo. No Capitulo 3, definiremos um grupo com essa propriedade:

Definicdo 3.1.1 [9] Sejam G = (Xg|Rg) e H = (Xy|Ry) dois grupos agindo com-
pativelmente um sobre o outro e H® uma cdpia de H, através de um isomorfismo
¢:H — H® h+— h®. Definimos

N(G.H) = (Xg, (Xu)®|Ra, (Ru)®, [g,h%)51 = [g8", (h$)?], [g,h®)" = [g", (h"")?]),



onde g,g1 sdo elementos quaisquer de G e h,hy sdo elementos quaisquer de H.
Provaremos que
Proposicao 3.1.3 [9] O subgrupo ©1(G,H) de £(G,H) é isomorfo a G® H,

isto é, o grupo N(G, H) possui uma cépia do produto tensorial ndo-abeliano em
si, como desejdvamos. Com isso, o foco da pesquisa agora é saber que propriedades
(fechadas a formacdo de subgrupos) o grupo M(G,H) possui. Veremos algumas dessas
propriedades no Capitulo 3.

Muitos autores, em diversos trabalhos, pesquisaram e estudaram varios aspectos
tedricos sobre o produto tensorial nao abeliano. Determinar quais propriedades de grupos
sdo fechadas sob formacdo do produto tensorial ndo abeliano era um dos focos princi-
pais. Vdrios autores chegaram em respostas positivas para diversas propriedades: Ellis [4]
mostrou para finitude; Visscher [16] mostrou, indiretamente, para nilpoténcia; Moravec
[8] mostrou para grupos policiclicos; Nakaoka [9] mostrou para solubilidade. As demons-

tracdes desses autores sao muito parecidas. No capitulo 4 demonstraremos o

Teorema 4.2.10 Sejam G e H grupos agindo compativelmente um sobre o outro e supo-
nha que X seja uma propriedade de grupos fechada a formagdo de subgrupos, imagens
homomorficas, extensoes, produto tensorial de anel de grupo usual (sobre 7.G) e segundo

e terceiro grupos de cohomologia. Nessas condi¢oes, se G,H,I'(K) € X entdo G®H € X,

finalizando nosso trabalho (esse teorema é uma versao modificada de um teorema encon-
trado em [14].)



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo, introduziremos algumas nocdes basicas sobre Teoria de Grupos,
definiremos algumas nota¢des a fim de facilitar a compreensdo e visualizagdo do texto e
introduziremos algumas ferramentas para o desenvolvimento da teoria. As demonstragdes

de alguns resultados aqui apresentados estardo omitidas; elas podem ser obtidas em [13],
(6], [7]e [11].

1.1 Conjuntos de Palavras

Definicao 1.1.1 Sejam G um grupo e X um subconjunto ndo vazio de G. Um elemento w
de G da forma

€1.,€2

x{'x52...x{, onde ic N*e (VjeN* xjeXeeje{—1,+1})

é chamado palavra sobre X. O conjunto de todas as palavras sobre X serd denotado por
W(X).

Definicao 1.1.2 Sejam G um grupo e X um subconjunto de G. A intersecdo de todos os
subgrupos de G que contém X é chamada subgrupo de G gerado por X e serd denotada
por (X).

Proposicao 1.1.3 Sejam G um grupo e X um subconjunto de G. Se X = &, entdo
(X) ={lg}; se X # @, entdo (X) =W (X).

Definicao 1.1.4 Sejam G um grupo e X um subconjunto de G. A intersecdo de todos
os subgrupos normais de G que contém X é chamada fecho normal de X em G e serd
denotada por (X)©.

Proposicao 1.1.5 Sejam G um grupo e X um subconjunto de G.

@ Se X = @, entdo (X)¢ = {lg}; se X # @, entdo (X)¢ = W(X9),
onde X6 ={gxg | g € G,x € X},

(b) Se g~ 'xg € X para todos x € X e g € G, entdo (X)% = (X).
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1.2 Homomorfismos e Alguns Tipos de Grupos

1.2.1 Homomorfismos

Definicao 1.2.1 Sejam G e H grupos.

(a) Uma funcdo [ : G — H satisfazendo
flab)=f(a)f(b), Va,beG

é chamada homomorfismo de G em H. O conjunto de todos os homomorfismos de G em
H serd denotado por Hom(G,H).

(b) Uma funcdo f : G — H satisfazendo

f(ab) = f(b)f(a), VYa,b € G

é chamada homomorfismo reverso de G em H. O conjunto de todos os homomorfismos

reversos de G em H serd denotado por Hom*(G,H).

(¢) Um homomorfismo injetivo é chamado monomorfismo. Um homomorfismo sobrejetivo

é chamado epimorfismo. Um homomorfismo bijetivo é chamado isomorfismo.

(d) Se existe um epimorfismo de G em H, entdo o grupo H é chamado imagem homomor-
fica de G.

(e) Se existe um isomorfismo de G em H, diremos que tais grupos sdo isomorfos e deno-

taremos essa situagdo por G = H.

(f) Um isomorfismo de G em G é chamado automorfismo de G. O conjunto de todos os

automorfismos de G serd denotado por Aut G.
Teorema 1.2.2 Se f: G — H é um homomorfismo, entdo G /ker f = Im f.

Proposicao 1.2.3 As relacoes
v, : Hom(G,H) — Hom*(G,H)
" G — H
o " y
g — 0(g)
v, : Hom"(G,H) — Hom(G,H)
" G — H
o o ° L
g +— 0(g)

sdo fungoes tais que Y1 o2 = lyops(G.H) € Y2 V1 = lygom(c,H), isto €, os conjuntos
Hom(G,H) e Hom*(G,H) tém a mesma cardinalidade.
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Demonstragdo. Defina o objeto
v, : Hom(G,H) — Hom"(G,H)
¢ : G — H (1)
g — 0(g)"

Seja ¢ € Hom(G,H). Como ¢(g) € H, para cada g € G, e H é um grupo, temos
¢(8)_1 € H, para cada g € G. Logo, o objeto

[0} —

¢ : G — H
g — 0(g)!

¢ uma relac@o, para cada ¢ € Hom(G,H).
i) Para todos g1,22 € G,

g1=8 = 0(g1)=10(g2) (pois ¢ é uma fungio)
— 0(g1) = 0(g2) !
= 0'(g1) =9¢'(g2).

ii) Para todos g1, g2 € G,

¥(g182) = 0(g182)~"
= (0(g1)0(g2))"!  (pois ¢ é um homomorfismo)
= 0(g2)"'0(g1)"
= 0'(82)0'(g1)-
Os itens acima mostram que, para cada 6 € Hom(G,H), ¢’ é um homomorfismo reverso,

isto é, para cada ¢ € Hom(G,H), ® € Hom™(G,H). Isso mostra que o objeto (1) é uma
relacdo. Também temos que, para todos ¢,9, € Hom(G,H),

dr=0 = 01(g) =d2(g), VgeG
— 01(g) ' =0a(g)7!, VgeG
= ¢1(g) = 93(9), VgeG
= 0| =0

= Y1(91) = W1(h2).

Portanto, y; é uma funcdo. Analogamente, prova-se que Y, é uma funcdo. Além disso,
para todos ¢ € Hom(G,H), ¢’ € Hom*(G,H),

i) yaoyi(9) = w0 :g—0(g)7")
= 0:g—¢(g) ' =(0(g) ") =0(g)
= 0

iv) wiow(®) = wi(d:g—0'(g) ")
= 0:g—0(g) "= (0(g)"H ' =¢(g)
_ q)/
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Isso mostra que Y1 o W2 = gy (G,H) € W20 W1 = lgom(G,r) © 1880 encerra a demonstra-
cdo. 0

1.2.2 Comutadores e Subgrupos comutadores
Definicao 1.2.4 Seja G um grupo.

(@) Se x| e xp sdo elementos de G, entdo o comutador de x| por xy é o elemento

xl_lxz_ 1x1x2; denotaremos tal elemento por [x1,x).

(b) Para i € N*, sejam x1,x2,...,x; elementos de G. A sequéncia {[x1,X2,...,X;] tien €
definida por

[x1]=x1 e [x1,x2,...,x] = [[x1,X2,...,Xi—1],xi], i € N* = {1}.
O elemento [x1,x2,...,x,] € chamado comutador simples de peso n.

(c) Sejam x e y elementos de G. A sequéncia {|x,;y]}icn+ € definida por
eyl = [yl e [rivy] = [[xiyly], i€ N%

Proposicao 1.2.5 Sejam x,y e z elementos de um grupo G. Entdo

-1 1

@ [y =Dl =y ey Ty =2 e )
(b) [xy,2] =y~ e, 2y, 2]y

(©) [x,vz] = [x,2)z 7 ' [x, ]z

(d) [x yx,xtox] = x 7y, 2.

Definicao 1.2.6 Sejam G um grupo e X e Y subconjuntos ndo vazios de G. O subgrupo

X, Y] = (lxyllxeX, yeY)

de G é chamado subgrupo comutador de X e Y. Se T é um grupo, denotaremos
T :=[T,T).

Proposicao 1.2.7 Sejam H e K subgrupos de um grupo G e G| um grupo. Entdo
(a) [H,K] = [K,H];

(b) Se a.: G — Gy € um homomorfismo entdo o([H,K]) = [o(H),0(K)];

(c) Se H e K sdo subgrupos normais de G entdo [H,K| é um subgrupo normal de G;

(d) Se Y é um subconjunto ndo vazio de K tal que K = (Y), entdo
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[H,K] = (k" '[h,ylk |h€ H, y €Y, k € K);

(e) Se X é um subconjunto ndo-vazio de H e Y é um subconjunto ndo vazio de K tais que
H=(X)eK=(Y), entdo

[H,K] = ((hk)'[x,ylhk | x€ X, y€Y, h€ H, k € K).

1.2.3 Grupos Solaveis

Defini¢ao 1.2.8 Seja G um grupo. Uma sequéncia {G'};cn de subgrupos de G satisfa-

zendo
G=G'">G'>--.>G"={lg} >G>,

para algum m € N, é chamada série subnormal de G. Os grupos G' /G, i € N, sdo

chamados grupos fatores da série normal de G.

Definicao 1.2.9 Seja G um grupo. Uma série soliivel de G é uma série subnormal de G
cujos grupos fatores sdo abelianos. Um grupo que admite alguma série soliivel é chamado

grupo soliivel.
Definiciio 1.2.10 Seja G um grupo. A sequéncia {G)} ;e definida por
GY=G ¢ GUHD =[GV GV jeN

é chamada série derivada de G. Quando, para algum | € N, G¢~1) £ G) = {1}, dize-
mos que G é um grupo soliivel de comprimento derivado l. Denotaremos o comprimento

derivado de um grupo soliivel G (quando existir) por 1(G).

Teorema 1.2.11 Um grupo é soliivel se, e somente se, sua série derivada é uma série

subnormal.

Teorema 1.2.12 Seja G um grupo soliivel.
(i) Todo subgrupo de G é soliivel.

(ii) Toda imagem homomorfica de G é soliivel.

Teorema 1.2.13 Seja G um grupo. Se G admite um subgrupo normal N tal que N e G/N

sdo grupos soliiveis entdo G também é um grupo soliivel.
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1.2.4 Grupos Nilpotentes
Definicio 1.2.14 Seja G um grupo. A sequéncia {V;(G)}ien+ definida por
71(G) =G e Yi11(G) = [%i(G),G], i e N*

é chamada série central inferior de G. Quando, para algum c¢ € N,
Ye(G) # Yet1(G) = {1g}, dizemos que G é um grupo nilpotente, de classe de nilpo-

téncia c.

Definicao 1.2.15 Seja G um grupo. G é chamado grupo nilpotente se a série central

inferior de G é uma série subnormal de G.

Teorema 1.2.16 Seja G um grupo nilpotente.
(a) Todo subgrupo de G ¢ nilpotente.

(b) Toda imagem homomédrfica de G ¢ nilpotente.

r(r—l).

Para cada niimero natural r, definamos B, := 5

Teorema 1.2.17 (Critério de Philip Hall) Se N é um subgrupo normal de um grupo G tal
que N e G/N' sdo nilpotentes de classes s e n, respectivamente, entdo G é nilpotente de

classe, no maximo, nBsy 1 — B .

1.2.5 Grupos Engelianos

Definicao 1.2.18 Seja G um grupo. Se para qualquer par de elementos x,y € G existe
um niimero natural n = n(x,y) tal que [x,,y] = 1¢ entdo G é chamado grupo Engeliano.
Se existe algum niimero natural n tal que, para todo par de elementos x,y € G ocorre

[x,n¥] = 1, entdo G é chamado grupo n-Engeliano.
Teorema 1.2.19 (Zorn) Se G é um grupo Engeliano finito, entdo G é nilpotente.

Teorema 1.2.20 (Gruenberg) Se G é um grupo Engeliano soliivel finitamente gerado,

entdo G ¢ nilpotente.

1.2.6 Grupos Livres

Definicao 1.2.21 Um grupo L é dito ser livre sobre um conjunto X, X C L, se para
qualquer grupo G e qualquer funcdo © : X — G existe um tinico homomorfismo

0 : L — G tal que 0'(x) = 0(x), para todo x € X.
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Definicao 1.2.22 Um grupo abeliano L é dito ser abeliano livre sobre um conjunto X,
X C L, se para qualquer grupo abeliano G e qualquer fungdo 0 : X — G existe um tinico

homomorfismo ®' : L — G tal que ' (x) = 0(x), para todo x € X.

Exemplo 1.2.23 Considere Z, o conjunto dos niimeros inteiros, e {1} C Z. Considere

agora G um grupo e ¢ : {1} — G uma fungao.
i) Existe o homomorfismo

o : Z — G

, Vn € Z.
n — O(1)"

Tal homomorfismo satisfaz ¢’ (1) = ¢(1).

ii) Se 0 é um homomorfismo, com 8(1) = §(1), entdo 6(n) =08(n.1) =6(1)" = ¢(1)", para
todon € Z e, assim, 6 = ¢/

Dos itens acima concluimos que, para qualquer grupo G e qualquer fungdo ¢ : {1} — G,
existe um tinico homomorfismo ¢ : Z — G tal que o' (1) = ¢(1). Portanto, Z é um grupo
livre sobre {1}.

1 2 1 0
Exemplo 1.2.24 O conjunto << 01 > , ( 5 >> é um subgrupo livre do grupo

SL(2,C), o grupo das matrizes 2 X 2 com entradas em C.

Teorema 1.2.25 Sejam L, e L, grupos livres sobre X| e X3, respectivamente. L1 = L se,

e somente se, X; = Xo.

Definicio 1.2.26 Sejam L(X) um grupo livre sobre um conjunto X, R um subconjunto de
L(X) e T = (R o fecho normal de R em L(X). Definimos a notagdo

(X|R) := L(X)/T.

Essa notagdo é dita apresentagdo para o grupo L(X)/T. Os elementos de X sdo chamados
geradores de L(X)/T e os elementos de R sdo chamados relatores de L(X)/T. Se,
na nota¢do acima, ambos X e R sdo finitos, dizemos que o grupo L(X)/T tem uma

apresentacdo finita.

Exemplo 1.2.27 Considere {3} C 7. Como 7 é abeliano, temos que ({3})* = ({3}) =
3Z. Assim, temos que ({1}|{3}) = Z/37 = Zs.

Observemos que o grupo Z/37 tem apresenta¢do finita. Para evitar o uso
excessivo das chaves, omitimos as mesmas dentro da notacdo da apresentacdo de um

grupo sempre que possivel. Assim, no exemplo anterior, Z/37Z = (1|3).
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Exemplo 1.2.28 O grupo diedral de grau n, D,,, tem apresentacdo
D,={x,y|x*=1,y"=1,xlyx=y71).
Proposicao 1.2.29 Todo grupo é imagem homomdrfica de algum grupo livre.

Proposicao 1.2.30 Todo grupo tem uma apresentacdo. Todo grupo finito tem uma apre-

sentacdo finita.
Proposicao 1.2.31 Se L(X) é um grupo livre sobre X, entdo L(X) = (X).

Das proposi¢des acima (1.2.30 e 1.2.31), podemos simplificar ainda mais a
notacdo da apresentacdo de um grupo, descrevendo os relatores em fun¢do dos geradores.
Assim, Z /37 = (1|13).

Na verdade, os relatores de um grupo definem identidades no grupo e, por esse
motivo, ¢ muito comum descrever a apresentacdo de um grupo em funcao dessas identi-
dades. De fato, se G € um grupo e L(Xg) é um grupo livre sobre o conjunto Xg, onde G =
(Xg), entdo todo relator é representante da classe lateral de ker ¢, onde ¢ € o (dnico) homo-
morfismo de L(Xg) em G (obtido pela defini¢do de grupo livre). Assim, podemos escrever
7./37 = (1]1° = 0) ou, ainda, Z /37 = (1|1* = 1) (aqui, 0 é o elemento neutro de Z/37).
Essas diferentes notagdes aparecerdo ao longo deste trabalho para representar alguns gru-

pos de maneira conveniente, visando facilitar o raciocinio.

Proposicio 1.2.32 Sejam G, H e K grupos e o.: G — H, B : G — K homomorfismos
tais que o. é sobrejetivo e ker o C ker P. Existe um homomorfismo y: H — K tal que

Yo = B.

Teorema 1.2.33 Sejam G = (Xg|Rg) e H = (X |Ry) grupos e 6 : X¢ — H uma fungao.
Existe um tinico homomorfismo ©' : G — H tal que 8'(x) = 0(x), Vx € X, se, e somente
se,

e(xi)ef - <RH>L(XH),
1

vn e N—{0}, '[leff €RG =

n
onde g; € {—1,+1}.
Proposicao 1.2.34 Sejam G e H grupos com apresentagoes (XG|Rg) e (Xu|Rp), respec-
tivamente. Entdo, o (grupo) produto direto G X H tem apresentacdo

<XG UXy | RcURpy U [Xg,XH]>.

Para facilitar a notacao da representacao de um grupo, cujo conjunto de geradores
¢ unido de conjuntos, representamos tais conjuntos na notacdo da apresentacdo separados
por virgulas. Assim, o grupo produto direto G X H da proposicdo anterior pode ser

representado por (Xg, Xy | Rg, Ry, [ X, Xn|)-
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Definicio 1.2.35 Sejam G e H grupos com apresentacoes (Xg|Rg) e (Xu|Rm), respecti-
vamente. O grupo (XG,Xu|RG,Ru) é chamado produto livre de G e H e serd denotado
por GxH.

Proposicao 1.2.36 Sejam G e H grupos ndo-triviais e G x H seu produto livre. Entdo o
subgrupo comutador |G,H| é normal em G« H. Além disso, |G, H| é um grupo livre sobre

o conjunto {[g,h] | g € G*, he H*}.

1.2.7 Grupo de Whitehead

Definicio 1.2.37 Seja G um grupo abeliano. Seja Y(G) o grupo livre sobre o conjunto
Y=1{Y(g) | g € G} e considere os conjuntos

o= {vg)e)"' |g<G}
Y2 = {y(abc)y(a)y(b)y(c) (Y(ab)y(bc)y(ca))™' | a,b,c € G} .

O grupo (Y| Y1,Y2) € chamado grupo de Whitehead e serd denotado por T'(G).

Ly, Senéimpar

Zoyn, Sené par

Proposicdo 1.2.38 I'(Z,) = {

Proposicao 1.2.39 Sejam A e B grupos abelianos. Entdo
I'NA®B)=T(A)@eI'(B)® (A %)B).

Proposicao 1.2.40 Se A é um grupo abeliano finito, entdo T'(A) também é um grupo

abeliano finito.

1.3 Acoes

1.3.1 Acoes entre Grupos

Definicao 1.3.1 Sejam G e H grupos. Diremos que H age sobre G se existe uma funcdo
0: G xH — G tal que, para todos g,g1,82 € G, h,h;,h, € H,

(i)  o(g,h2) = 0(0(g,h1),h2);
(iil) 0(g182,h) = 0(g1,1)9(g2,h).

Também, nesse caso, diremos que ¢ é uma acdo de H sobre G.

Exemplo 1.3.2 Sejam G e H grupos. A fung¢do
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0 : GxH — G

, V(g,h) € GxH,
(&h) +— g

é uma acdo de H sobre G. Nesse caso, diremos que H age trivialmente sobre G ou que G
é H-trivial.
Exemplo 1.3.3 Seja G um grupo. A funcdo

o : GxG — G

é uma acdo de G sobre si mesmo. Essa ac¢do é dita conjugacdo em G.

A partir desse ponto, se ¢ € uma acdo de H sobre G, definiremos a notacao

g" = o(g,h).

Também, a partir de agora, a acdo de um grupo G sobre si mesmo serd sempre
a conjugacao (a ndo ser mencionado em contrario). Assim, se G € um grupo, para todos
x,g € G,

X8 =g lxg.

Sejam G e H grupos. Denotemos o conjunto de todas as a¢des de H sobre G por
A(G,H).

Proposicao 1.3.4 Sejam G e H grupos. As relacoes

¢ : A(G,H) — Hom (H, Aut G)
o : H — AuG
) — PN 0 G — G
g — o(g,h")

& : Hom (H, At G) — A(G,H)
o : GxH — G
(8:h) +— 6(h7")(g)

sdo fungoes tais que 108y = lyomm, aw 6) € G208 = 1a(G,m) isto é os conjuntos
A(G,H) e Hom (H, Aut G) tém a mesma cardinalidade.

0 —>

Demonstracdo. Para cada ¢ € 4(G,H) e h € H, defina a relagdo

o G — G

, Vg € G.
g — 0(g,h)

i) Para todos g1,g2 € G,
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g1=8g = 0(g1,h) =0(g2,h) (pois ¢ é uma agio)
= 0},(81) = },(82)-
ii) Para todos g1,22 € G,
0,(8182) = (8182:h)
= 0(g1,h)0(g2,h) (pois ¢ é uma agdo)
= 0},(81)9},(g2)-
iii) Para todos g1,¢2 € G,

04(81) =0,(82) = 0(g1,h) = (g2, h)
= 0(0(g1,h),h7") = 0(0(g2,h), ")
— (g1, hh ") = d(g2,hh™ 1) (pois ¢ é uma agao)
= 0(g1, 1) = 0(g2,1n)
== g1 =2 (pois ¢ € uma acdo)

iv) Para cada g; € G existe g = 0(g1,h ') € G tal que ¢),(g) = g1.

Dos itens acima segue que, para cada ¢ € 4(G,H) e para cada h € H,
¢}, € Aut(G). Para cada ¢ € 4(G,H), defina a relacdo

¢ : H — Aut(G)

v) Para todos hy,hy € H,
h=h = h'=h'
= 0(g,h ) =0(g.h, '), VgeG
= 0, = O,
= /() =¢'(h).
vi) Para todos hy,hy € H,
O'(mho) = ) 18— 0(g:hy thy') = 0(0(g.hy ),y )
= ¢;12—1h11 g'—>(¢h 1o¢ 1)(g)
_ /
= ¢h;10¢h;1
= /()¢ (ha).
Dos itens acima, segue que, paracada$ € 4(G,H), 0 € Hom (H, Aut G). Defina

a relacdo

¢ : A(G,H) — Hom (H, Aut G)
o : H — AuG
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Para todos ¢,¢ € 4(G,H),

0=0 = o(g.h')=0(gh"), VgeG, VheH
= q);,—l:(P;,—n Vhe H
— =9

= C1(9) =Ci(o)
e, assim, {; é uma funcéo.
Agora, para cada ¢ € Hom (H, Aut G), defina a relagdo
¢ : GxH — G
(&.h) +— o(h~")(g)

v) Para todos g1,22 € G, h1,hy € H,

(g1,/m) = (g2,12) = g1= ANl =h
g1=2g N 0(h)=0(h2)
0(h1)(g1) = 0(h2)(82)
O'(g1,11) = ¢'(82,/2).

vi) Paratodo g € G, ¢'(g,15) = 0(11)(g) = law ¢(g) = &

Ll

vii) Para todos g € G, h{,hy € H,

O'(g:mh2) = 0(hy"hy")(g)
= (00" 00(n)) (8)
L CRICURIG)
= ¢'(¢'(g,71),h2).

viii) Para todos g1,22, € G, h € H,

0'(g182:h) = O(h)(g182)
= 0(h)(g1)0(h)(g2)
= O'(g1,h)0'(g2,h).

Dos itens acima, segue que, para cada ¢ € Hom (H, Aut G), ¢’ € 4(G,H).

Defina a relacdo

& : Hom (H,Aut G) — A(G,H)
¢ : GxH — G

0 —
(g:h) +— o(h7")(g)

Para todos ¢,¢ € Hom (H, Aut G),
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0=¢ = o ")y=9(r'), VheH
— o) (g) =0 ")(g), VgeG, VheH
:> q)/:(p/

e, assim, {, € uma funcéo.

Nio € dificil ver que Cl @) CQ = 1H0m(H, Aut G) € C.o2 @) Cl = lﬂ(G,H)' O

1.3.2 Produto Semidireto de Grupos

Definicao 1.3.5 Seja K um subgrupo de um grupo G. Um subgrupo Q de G é chamado
complemento de K em G se KNQ = {15} e KO =G.

Definicao 1.3.6 Dados grupos K e Q, um grupo G é chamado produto semidireto de K
por Q se K 1 G e K tem um complemento Q1 em G tal que Q1 = Q. Se G é produto

semidireto de K por Q, entdo denotaremos K x Q := G.

Teorema 1.3.7 Sejam K e Q grupos e © : Q — Aut K um homomorfismo. Defina K xg Q

como o conjunto dos pares ordenados (a,x) € K x Q e defina também

[t (KxgQ)x(KxgQ) — K0

- , VYa,b € K, Vx,y € Q,
((a,x),(b,y)) — (ab" ,xy)

onde b~ = (0(x))(D). Entdo (K x¢Q, f) € um produto semidireto de K por Q.

Teorema 1.3.8 Se G ¢ um produto semidireto de K por Q, entdo existe um homomorfismo
0: 0 — Aut K tal que G = K x¢9 Q.

Corolario 1.3.9 Sejam K e Q grupos. O conjunto de todas as acdes de Q sobre K tem a

mesma cardinalidade do conjunto de todos os produtos semidiretos de K por Q.

1.3.3 Modulos Cruzados

Definicao 1.3.10 Um mddulo cruzado é um par (u,9) tal que pu: M — P é um homomor-
fismo de grupos e ¢ : M x P — M é uma a¢do, onde ambos estdo sujeitos as seguintes

condigoes:

(MC1) u(mP) =p~'u(m)p, VpeP, VmeM;
(MC2) m’f(m) =m\mym, Vm,m €M.
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Proposicao 1.3.11 Sejam u: M — P um homomorfismo e ¢ uma agdo de P sobre M tais

que o par (u,0) é um moédulo cruzado. Entdo
(a) ker 1 < Z(M);

(b) Im < P.

Demonstragdo.

(a) Suponha m € ker u. Entao

m| = m’f(m) =m 'mym, Vm €M,

e, assim, [m,m] = 1. Portanto, ker u < Z(M).

(b) Seja u(m) € Im . Entdo, para todo p € P,

plu(m)p = u(m?) € Im ,

e, portanto, Im u < P. O

1.4 Modulos sobre um anel A

Definicao 1.4.1 Seja A um anel. Um A-modulo a esquerda (ou médulo a esquerda sobre
A) é um grupo abeliano G juntamente com uma funcdo f : A X G — G (denotaremos

ag ‘= f(a,g)) tais que, para todos ay,a; € A, g1,82 € G,

(i) ai(g1+g) = ag+aigy
(i) (a1+a)g1 = aig1+ag;
(i) ai(arg1) = (a1az)g1.
Se A tem elemento identidade 14 e, para todo g € G,
(iv) lag = g
entdo G é dito A-mddulo unitdrio a esquerda. Se A é um anel de divisdo entdo um A-

maodulo unitdrio a esquerda é chamado A-espaco vetorial a esquerda.

Dado um anel A, um A-mddulo (unitario) a direita é definido similarmente via
funcdo f : G x A — G (onde denotamos ga := f(g,a)) e satisfazendo os andlogos de

(i)-(iv) da defini¢ao de A-mddulo (unitario) a esquerda.

Definicao 1.4.2 Sejam G um A-modulo a direita e H um A-médulo a esquerda. Considere

L o grupo abeliano livre sobre o conjunto G x H. Considere os conjuntos
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{<g1+g27 ) (glah)_<g27h) |g17g2€G7 hEH},
K = {(gm+h)—(g,m)—(gm)|g€G, hi,hr € H},
Ky = {(ga,h)—(g,ah) | g€ G, he H, ac A},

e seja K = (K UK, UK3)E. O grupo quociente L/K é chamado produto tensorial abeliano
de G e H e o denotaremos por GQ H. A classe lateral K + (g,h) serd denotada por g ® h
A

e a classe lateral K + (1, 1) serd denotada por 1.

Definicao 1.4.3 Se G ¢ H sdo A-mddulos a esquerda e a direita, respectivamente, e <f
é um grupo abeliano entdo uma funcdo linear central de G X H em <f é uma funcdo

f:GxH — 4 tal que, para todos g1,8> € G, h1,h, € H, a € A,

(i)  fler+g,m) = flg,m)+f(g2,m);
(ii) f(g17h1+h2) = f(g17h1)+f(gl;h2)’
(iii) f(gra,h) = f(g1,ah).

Teorema 1.4.4 Sejam G e H A-mddulos a direita e a esquerda, respectivamente, e <f
um grupo abeliano. Se [ : G x H — &/ é uma funcdo linear central entdo existe um
tinico homomorfismo de grupos f : GQH — o tal que f(g @ h) = f(g,h) para todo
gRhe G (X& H. g

Demonstrag¢do. Sabemos, por definicdo, que G® H = (G x H|K;,K,,K3), onde
A

K, = {(g1+g2,h)—(g1,h)—(g2,h)|g1,g2€G,heH},
K = {(ghi+h)—(g.m)—(8m)|g€G, o eH}

Kz = {(ga,h)—(g,ah) | g€ G, heH, acA} .
Agora, considere &7 = (X/|R/) e P = (R/)**=) Como f é uma fungdo linear
central, para todos g1,82 € G, h1,h, € H, a € A, temos que

P((g1+82,h) —(g1,h) — (g2,h)) = P,
P((gahl+h2)_(g7h1)_(g7h2)) = P7
P((ga7h)_(g7ah>) = P

e, portanto, pelo Teorema 1.2.33, segue o resultado. O

1.5 Anel de Grupo

Proposicao 1.5.1 Sejam G um grupo e

ZG={f:G—1Z| f éfungio e #f ' (Z*) < +oo}.
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Sejam também

x1 . ZGXZG — 7ZG
fitfh : G — Z

(fi,f2) +— g — filg)+ ()

%) . ZGXZG — ZG
Nhh + G — Z
(fi.f2) — g — Y filenf(e'e)

qief~1(z¥)

Entdo, (Z.G,*1,%;) é um anel.
Definicao 1.5.2 O anel da proposicdo anterior é chamado anel de grupo de G sobre 7.

Proposicao 1.5.3 A relagdo

e : 2ZG — 7

é um homomorfismo de anéis.

Definicao 1.5.4 O kernel do homomorfismo da proposicdo anterior é chamado ideal de

aumento de G. Denotaremos tal conjunto por 1(G).

Proposicao 1.5.5 Sejam A um grupo abeliano e ¢ : A x G — A uma a¢do de G sobre A.

Seja também a relagdo

o : AxZG — A
(a.f) — JI oag® -

gef~1z¥)

Entdo (A,d') é um Z.G-médulo a direita.

1.6 Sequéncias Exatas e Grupos de Cohomologia

1.6.1 Sequéncias Exatas
Definicao 1.6.1 Uma sequéncia finita de homomorfismos de grupos
Ao DAy Loy By Iba Ia,

é dita exata se Im f; = ker fi11, para todo 0 < i < n.
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Definicao 1.6.2 Quando a sequéncia
1—aA-LBtc—1

é exata, ela é chamada sequéncia exata curta.

Exemplo 1.6.3 Seja u: G — H um homomorfismo de grupos. A sequéncia
1 —s kery— G — G /ker u — 1
(onde 1 é uma inclusdo e T é uma projecdo canonica) é uma sequéncia exata curta.

Definicao 1.6.4 Seja

1—A-LsB45c—1

uma sequéncia exata curta. Se Im f < Z(B) entdo tal sequéncia é dita extensdo central.

Exemplo 1.6.5 Se, no Exemplo 1.6.3, G é abeliano, entdo a sequéncia de tal exemplo é

uma extensdo central.

1.6.2 Grupos de Cohomologia

Definicao 1.6.6 Sejam G e A grupos, onde A é grupo abeliano. Uma funcdo
n

f: 1 G — A é chamada n-cocadeia de G em A, onde n € N*.
=1

1=

Proposicao 1.6.7 Para n € N*, sejam

C"(G,A) = {f: [IG—A ‘ f é uma n-cocadeia de G emA}
i=1

e
x, : C"(G,A)xC"(G,A) — C"(G,A)
(f1,/2) — fif2 ’
onde
f1f2 . .I}}I]G — A

(g17g27""gl’l) L — fl(g17g27"'7g}’l)f2(g17g27"'7g}’l)

Entdo, para todo n € N*¥, (G, x,) é um grupo.

Proposicao 1.6.8 Para cada n € N*, a funcdo

d1 @ C(G,A) — C"(G,A)
f — F '
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n+1 n+1
onde F : T[] G — A é tal que, para todo (g1,...,8n+1) € [1 G,

1= =

n+1

f(g17"'7gn)(_l) ’

i

n
F(g1,--gnt1) = f(82,- - 8n11) Hlf(gl,---,gigm,---,gn+1)<‘1)
=

é um homomorfismo.

Definicao 1.6.9 Para n € N*, considere a sequéncia
dl‘l
= CHGLA) I 01 (G, A) L (G A) —

e sejam Z"'(G,A) = ker dp+ e B"(G,A) = Im d,. O n-ésimo grupo de cohomologia do
grupo G com coeficientes em A é o grupo abeliano dado por
_ Z'(G,A)

H"(G,A) = F(G A)



CAPITULO 2

O Produto Tensorial nao Abeliano de Grupos

Neste capitulo, introduziremos a no¢do de produto tensorial ndo abeliano de

grupos e exibiremos algumas de suas principais proriedades.

2.1 Acoes Compativeis

Definicao 2.1.1 Sejam G e H grupos agindo um sobre o outro. Diremos que as agcdes sdo

compativeis se, para todos g,g1 € G, h,h € H,
g = (g8 ))& e h&"™) = (Wi ")),

Exemplo 2.1.2 Dado um grupo G, vimos no Exemplo 1.3.3 que a conjugacdo em G é
uma agdo. Temos, para todos x,y,z € G,

X0 = (y Ny =yl lyr =2y e yr =2 (Y= (5 P)-

Sendo assim, se considerarmos um grupo G com duas agoes idénticas a conjugacdo,

temos que tais agoes sdo compativeis.

Proposicao 2.1.3 Sejam G e H grupos agindo um sobre o outro tais que G é abeliano e

H é G-trivial (Exemplo 1.3.2). Entdo tais a¢des sdo compativeis.

Demonstragdo. Para todos g,g1 € G, h,h; € H,

g™ = ¢ (H G-trivial)
= glil(glggfl)hgl (G abeliano)
= (g8 )he
W = (H G-trivial)
— (hhfl)hl
(W78 (H G-trivial).

Portanto, as agcdes consideradas sdo compativeis. 0
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Proposicao 2.1.4 Sejam G e H grupos agindo compativelmente um sobre o outro e sobre

si mesmos por conjugacdo. Entdo, para todos g,81 € G, h,h; € H,
g0 = (" )" e hMD = ((ns )y,

Demonstragdo. Para todos g,g1 € G, h,h; € H,

h —1_p!

g(g}f) = (gl_l)hggl = (g] g 81)h = ((gh_ )gl>h

WO = (i Vyhi = (RS = ()2

Corolario 2.1.5 Sejam G e H grupos agindo compativelmente um sobre o outro. Entdo,

para todos x,y,z € GUH,

Considere G e H grupos tais que H age sobre G. Para todos g € G, h,h;,h, € H,

definiremos:

gh1h2 = (ghl)hZ e g—h = (g—l)h.

Isso ird facilitar a escrita, evitando o uso excessivo dos parénteses.

Corolario 2.1.6 Sejam G e H grupos agindo compativelmente um sobre o outro. Entdo,
para todos x,g,h € GUH,

& hgh _ ye7'e _ hth

2.2 O Produto Tensorial nao Abeliano de Grupos e suas

Propriedades

Definicao 2.2.1 Sejam G e H grupos agindo compativelmente um sobre o outro. Seja

L(G x H) o grupo livre sobre o conjunto G x H e considere os conjuntos

R = {(gghh)(glah)_](gglahgl)_l | g,81¢€ Ga h GH}

S={(g,h)(g" W) (g,h1)"" | g € G, h,hy € H}.
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SejaT = (RUS)L(GXH ). O grupo quociente L(G x H )/T é chamado produto tensorial ndo
abeliano de grupos e serd denotado por G ® H. A classe lateral T (g,h) serd denotada

por g h. A classe lateral T (1¢, 1) serd denotada por 1.

Exemplo 2.2.2 Como a conjugacdo é uma acdo compativel consigo mesma (Exemplo
2.1.2), sempre é possivel construir G ® G, qualquer que seja o grupo G. O grupo G G

é chamado quadrado tensorial de G.

Proposicao 2.2.3 Seja G ® H o produto tensorial ndo abeliano de G e H. Para todos
881,82 € G, h,hi,hy € H,

(@) gg1 ®@h= (g5 @h®)(g1 ®h);
(b) g hhy = (g ) (g" @ HM);
©1lgR®h=gR1y = 1g;

@ (goh) ' =g o =g on;
(e) gg1 ®h = (g1 @h8)(g@h);

() g@hh = (g h)(g" @ );

—1_h -1 h _ _
(2 (g@h)(g1@h)(goh) =g ¢ @hf & =g o
—h —h — — 4
(gh)(g20h)(g0h) ' =g8 Cons & =g M on

() g 'g"@h = (gh) ' (g" @nM);

@) g1 ®h ¢h= (g5 @he) " (g@h);

() g '¢"®h 5 hi = [g® h,g1 @ hy].

Demonstragdo. Sejam g,g1,x € Ge h,h;,y € H.

(a) Como (gg1,h)(g1,h) "' (g8, k")~ € R C T, temos

(gg1®@h)(g1®h) g8 @h®) ! =14

e, dai, segue que gg1 ®h = (g8 @h81) (g1 @ h).

(b) Como (g, hhy) (g™, W)~ (g,h)~' €S C T, temos
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(g@hh)(g" @h")(goh) ' =1g

e, dai, segue que g @ hhy = (g @ hy)(g" @ nM).

(¢) Temos
lg@h=1glg@h= (1 ®h'6) (160 h) = (1@ h)?
e, portanto, 1 ® h = 1g. Também,
g®ly=g®lyly=(g®1y) (g @ 1) = (g 1x)?

e, portanto, g® 1y = 1.

(d) Temos

lo=lg®h=¢"'g@h= (g7 @h%)(g®h) = (¢~ @h*)(g®h)
e, portanto, (g®h)_1 = g~ ®h8. Também,

lo=g®ly=g@h 'h=(g@h)(g"®h™) =(gahn)(g"®h")

e, portanto, (g®@h) ' =gh@h™!.

(e) Temos
—1 -1
ge1®@h=g{ goh=(g] *@h%)(g@h)=(g1®h%)(gDh)

e, dai, segue o resultado.

(f) Temos
g@hhy =g@h 'h= (g2 h)(g"@h ") = (g h)(g" @ hy)

e, dai, segue o resultado.

(g) Por um lado,

xg®@yh = (x¥®@y$h8)(g®@yh)
(x¢ @h8) (X" @y8) (g @ h)(g" @y").

Por outro lado,

xg®@yh = (xg@h)(x"g"@y")
= (E¥@h)(g@h) (¥ @yt (g" @ )").

Logo,
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(x"8 @) (g h) = (g @ h)(x" @ y&").

11 11
h h
Fazendo x = gf ey=hi , temos

—1p—1
(g1®@h)(g®h)=(g®h)(g] gt gh@hél’ h gh).
Pelo Corolario 2.1.6, temos
1 —1,h —1,h _ _
(goh) (g1@m)(goh) =g " Panf =g ont 8 = g e

e, dai, segue o resultado.

—1,-1
Para obter a outra parte, utilize a equagdo anterior fazendo g = gg 88 o

_ kg hg
hl — h2 .

(h) Por um lado,
g®hhél771 _ g®h§71h71h
—lh—l
= (g®h)(gh<2i>(hﬁ"1 )")
= (gan) ("o ).

Por outro lado,

g@hhé = (g7l @hehy)"!
(g7 @m)(g " @hs))~!
— (—h1®hgh1) (—l®hl)—l
(g" @ (h8h)s hl)(g_l®h1)_1
(h1®hh1)( 1®h1)71

Logo,

(" eht g @hi)=(gah) ! (g" o hM)
€, portanto,

g lg"oh = gglen
()¢ @i (e @)

(
(&"@h ) (e @)
(g@h)~1(g" @ hM).

(i) Por um lado,

—1 -1
& Mdont = ((&f M on ) (o)
= (ghonh(gahn)™!

Por outro lado,
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“1h _ -1 _
gi "genTt = (¢f g@n)!
= (gg1®h)”!
= ((g5*@hs")(g1®h))!
= (g1®h) (g8 @hs)~!
Logo,
(g1@h)(g"@h=sh) = (g8 @hs) (g h)
e, portanto,

g1@h¢h = (g1®h)(gheh™sh)
= (g8 @h) H(g®h).

(j) Dos itens (g) e (h), temos
g g @h S = (goh)\(gh  Manh )

= (goh) Ngi@m) (goh)(gi®@h)
= [g®h g1 ®h].

Definicao 2.2.4 Sejam G, H e L grupos. Uma funcio ¢ : G x H — L é chamada
biderivacdo se, para todos g,g1 € G, h,h € H,

q)(gglah) :q)(ggl?hgl)q)(glvh) e ¢(g,hh1) :q)(g,hl)q)(ghl?hhl)'

Proposicao 2.2.5 Sejam L, G e H grupos e ¢ : G Xx H — L uma biderivacdo. Existe
um tnico homomorfismo ¢0* : G H — L tal que ¢*(g ® h) = ¢(g,h), para todo
g®he GOH.

Demonstragdo. Sabemos, por definicdo, que G® H = (G x H|R,S), onde

R= {(gg17h)(g1>h)_l(gglvhgl)_l ‘ 8,81 ¢ Ga h GH}

S={(g,h)(g" W) (g,h1)" | g € G, h,h; € H}.

Agora, considere L = (X;|R;) e P = (R )**1). Como ¢ é uma biderivacio, para

todos g,g1 € G, h,h; € H, temos que

P (0(gg1.h)0(g1,h) ' 0(g k1)) =P e P (0(g,h)o(g" W) 0(g, 1)) =P

e, portanto, pelo Teorema 1.2.33, segue o resultado. 0J
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Proposicao 2.2.6 Sejam G e H grupos. Existem acoes de G sobre G Q H e de H sobre
G ® H tais que, para todos g,x € G, h,y € H,

1

(g@h)y =g @I ¢ (goh) =g @ .

Demonstragdo. Para x € G, considere a relacio

0, : GXH — G®H

() s grek V(g,h) e GXH.

i) Para todos g1,g2 € G, h;,h, € H,

(g1,m) = (g2,h2) = g1=gehi=h
— g’l‘:ggeh’f:hg
— g1®h =80
= Ox(g1,h1) = Ox(g2,/2)

e, assim, ¢, € uma funcao.
ii) Para todos g,g1 € G, h € H temos

Oc(gg1,h) = (gg1)* @n*
— e
= (g% ® (M) (gf @ h)
= (e (g @)
= () @(t)) (g eh)
= O0x(g8", %) 0x(81, ).

iii) Para todos g € G, h,h; € H temos

Ox(g, A1) = g @ (hh)*
= g'Qhh
= (¢§'®h)
= (gFem)(g" en)
= (gon)(g") e H"))
= (g, ¢x(ghl:hh])-

Dos itens acima segue que, para cada x € G, ¢, € uma biderivacdo e,

()" @ (h)1)
(
((g"

portanto, pelo Teorema 2.2.5, para cada x € G, existe um (Gnico) homomorfismo
0,:GRH — GR®H tal que 6,(g®@h) = 0x(g,h) = g*®@h*, para todo g h € GRH.
Consideremos os homomorfismos 6y, x € G. Paratodos x € G, g®@h € G H,

0:(0,-1(s®h)) = 0:(¢" @I ) =gDh=0,1(g @h") =0,-1(8:(s @ ).
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Logo, paratodox € G,0,00,-1 =06,-100, = 1ggy. Assim, para todo x € G, 0,
¢ um homomorfismo inversivel e, portanto, para todo x € G, 0, € Aut (GR H).

Agora, defina a relac@o

E: G — Aut(G®H)

, Vx e G.
X —> 0,
iv) Para todos x1,x; € G,
X1=xp = gl=g2eh" =h", Vge G,VheH
= gNQh =g2Qh72, Vge G,Vhe H
= 0,,(g®h)=0,(g®h), Vghc G®H
= 0y, =6,
= &) =E(x)

e, assim, § é uma fung@o.
v) Para todos x1,x; € G, g®@h € GR H, temos

O (g®h) = g pn
= (¢")2m (k)"
= 9x2(gx1®hx1)
= 05,(0x(g®h))

e, portanto, &(xjx2) = §(x2)&(x1), Vx,x2 € G.
Dos itens acima segue que & é um homomorfismo reverso e, portanto, pela

Proposicao 1.2.3,

& . G — Aut(G®H)

X — 0,1

, Vxe G

€ um homomorfismo. Logo, da Proposicdo 1.3.4, segue que

o : (GRH)xG — G®H
(GOH) PH L Yy € (GRH) %G
(w,x) — 0,-1(w)
€ uma acdo de G sobre G ® H. Em particular, para todos x,g € G, h € H,
(g@h) =a(g@h,x)=0_1(gRh) =g° @K

e, assim, concluimos a primeira parte do resultado. A outra parte ¢ demonstrada de modo

anélogo. 0J

Corolario 2.2.7 Seja G um grupo. Existe uma acdo de G sobre G ® G tal que,
(g@h) = gf1 QK para todos g,h,x € G.
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Demonstragdo. Segue diretamente da proposicao anterior (basta fazer G = H). 0

Proposicao 2.2.8 Existe um tinico isomorfismo
ViGRH —H®G

tal que v(g®h) = (h®g)~!, paratodo g@h € GR H.

Demonstragdo. Considere a relagdo

0 : GxH — H®G

(g,h) — (hog)™’ V(g,h) € Gx H.

i) Para todos g1,82 € G, h;,h, € H,

(81,h1) = (82,12) = g1=gehi=h
= hgH=meg
= (hog)'=hog)™!
_—

0(g1,/1) = 0(g2,h2)

e, portanto, ¢ é uma funcao.

ii) Para todos g,g1 € G,h€ H,

0(gg1,h) (h®gg)™!
= ((h@g)(h @g))!
(hgl ®gg1)fl(h®gl)fl

= 0(g8,h8)0(g1,h).

iii) Para todos g € G, h,h; € H,

0(g,hh1) = (hhy©g)™!

= (Mg (heg)™!
(m@g)~ ' (W @gh)!

= 0(g,/)o(g", hM).

Dos itens acima, segue que ¢ € uma biderivacdo e, portanto, do Teorema 2.2.5,
existe um dnico homomorfismo v: G® H — H® G tal que v(g®@h) = (h®g)~!, para
todo g ®h € G® H. Utilizando argumentos analogos ao anterior, concluimos que existe
também um tinico homomorfismo V' : H® G — G® H tal que V/(h®g) = (g@h)~!,
paratodo h® g € H® G. Como, paratodos g€ G,he H,

v(V(h®g) =v((goh) ™) =v(g®h) ' =((heg) ") '=heg
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V(v(g®h) =V((hog) ) =V(hog) ' =((geh) ™) =goh,

temos que v é um isomorfismo e, dai, segue o resultado. O

Proposicao 2.2.9 Sejam G e H grupos agindo compativelmente um sobre o outro.

(a) Existem homomorfismos de grupos A : GRQH — G, u: G H — H tais que, para
todos g € G,he H,

Mgoh) =g 'g" e p(g@h)=h¢h;

(b) Com as agoes da Proposigcdo 2.2.6 temos, para todos g € G,he H,w e GRH,

-1

AW @h=w"w" e gRuw) =w¥ w

(¢) Para todos wi,wy € GRH, Mwi) @u(wy) = [wy,wa];

(d) ker u é G-trivial e ker A é H-trivial.

Demonstragdo.
(a) Considere a relagcao

0 : GxH — G

) V(g,h) € GxH.
(g.h) +— g lgh

i) Para todos g1,82 € G, h;,h, € H,

(g1,h) = (g2,h2) gi=geh =h

—
— — h h

— g 1—g216g11—g22
—1 h

= g g] =g, 822
—

0(g1,m) = 0(g2,h2)

e, assim, ¢ € uma funcao.
ii) Para todos g,g1 € G,h€ H,

0(gg1,h) = (g8 1) '(gg1)"
= g g 1g gl
= (g7 "¢ e1) (g 'g"e1) (g1 ' gt
(g ")s1g" (gr ' gh)
= ((g8) (g™ ) (g gt
= 0(g%,h%)0(g1,h).

iii) Para todos g € G, h,h; € H,
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0(g,hh1) = g~ 'g"
= (g7'" (&) (g")"™)
= 0(g,h)o(g" W)
Dos itens acima segue que ¢ ¢ uma biderivacdo e, portanto, existe um (linico)
homomorfismo A : G® H — G tal que A(g®@h) = g~ 'g", para todo g@h € GRH.
Analogamente, existe um homomorfismo A’ : H® G — H tal que ' (h® g) = h™'h8.

Consideremos o isomorfismo Vv da Proposicdo 2.2.8. Temos que

N ov:G®H — H é um homomofismo tal que
N(v(g@h)=N((heg) ) =N(hwg)™ = (h~'h)~t =h"¢h,
para todo g®@h € G® H. Isso encerra a demonstragao.

(b) Paran € N— {0}, considere a afirmacao

Pn): wy=Tlg®hi = A(w,) @h = w,jlwﬁ_l, Vhe H.
i=1

i) A afirmacdo € verdadeira quando n = 1, pela Proposicao 2.2.3, item (h).

i) Suponhamos P(r) verdadeira, para algum r € N— {0} e sejat = g,11 ® hy+1. Entdo

AMwri)®@h = AMwit)®

= (Mwr)A ())®h
= (M2) @MY (M(w,) @ h) (Proposicdo 2.2.3, item (e))
= 1D N(w,) @ k) (P(1) verdadeira)

= MR M), o1 h71 (Hipétese de Indugio)

= t'wl(wew; )h WW; lwh (Proposigdo 2.2.3, item (g))
_ 51 1

= (er) L)l

— Lyt

= WY

e, portanto, P(r+ 1) é verdadeira.
Dos itens acima e pelo Primeiro Principio de Indugdo Finita segue que P(n) é
verdadeira, para todo n € N—{0}.
Da veracidade da afirmagdo P(n) para todo n € N — {0} e como
(g@h)~! = g7 @h8, a afirmagio
Qn): w,= H(g,®h) o €{-1,+1} = A(w,) @h = w’lwh , YheH
Pl

¢ verdadeira para todo n € N — {0} e, portanto, A(w) @ h = w_]whfl, para todos h € H,
w € G®H. Analogamente, temos que A’ (w) ® g = wlws ™, paratodos g € G,w € H®G,

onde A’ é o homomorfismo obtido na demonstra¢do do item (a) desta Proposigéo.
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A partir de agora, utilizaremos

n
a seguinte notacdo: se w = [] g ® h;, entdo

i=1

n
definiremos W := [] hy—it+1 ® gn—i+1. Considere agora o isomorfismo v da Proposi¢ao

i=1

2.2.8. Com a notacdo anteriormente estabelecida, temos

viw)=w! e uw)=
Assim,
vig@u(w)) =
Por outro lado,
viwg 'w)

Como v é isomorfismo, segue que g @ u(w

Nw)~l,  vYweG®H,
(u(w) @)~
u(w) ' @ gh)
N (w) @ gV

V)L

W*lw(g Yo
w Lt W) eIV (W)
Wl (w lew)s !
we ol

v(vv’gfl)v(wd
(W*f_ )

w

~ 551

ws w L

)= w_gflw, paratodos g € G,w € GRH.

(¢) Do item anterior e da Proposi¢do 2.2.3, item (g),

Aw1) @ u(ws)

(d) Pelo item (¢) temos, para todos g € G,

w8 =ww Iwe) =wwsw)  =w

e, portanto, ker u € G-trivial.

—1
Wl—lwlll(wz)
—1. -1

[wi,wa].

w € ker u,

(g 'ouw) T=wg'ely) T=w

Também, pelo item (c) temos, para todos h € H, w € ker A,

wh =ww=Iwh) = w(h(w

e, portanto, ker A é H-trivial.

yoh Y =wllgahH)=w
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Corolario 2.2.10 Seja G um grupo.

(a) Existe um tinico epimorfismo de grupos T : G® G — G’ tal que, n(g @ h) = (g, h],

para todos g, h € G;

(b) Com a acdo do Coroldrio 2.2.7 temos, para todos g,h € G, w € GR G,

Tw)@h=wlw"" e gaMWw)=wE w

Isso implica (7(w) ® g) ™!

= g®mn(w), para todos g € G, w € GR G;
(¢) Para todos wi,wy € GR G, T(wy) @T(wy) = [w1,w2);

(d) ker & é G-trivial.

Demonstragdo. Segue diretamente da proposic¢ao anterior (basta fazer G = H).

Proposicao 2.2.11 Sejam G e H grupos. Se G é H-trivial e H é G-trivial, entdo

GoH=G/G OH/H.

Demonstragdo. Defina a relagao

o : GxH — G/G®H/H
Z ., V(g,h) e GxH.
(g:h) — GgxHh

i) Para todos g1,22 € G, h1,hy € H,

(g1,M) = (g2,h2) g1=geh =h
G/gl = G/gz € H/hl = H/hz
G'gl ®H/h1 = G/gz ®H/h2

0(g1,h1) = 0(g2,M2)

P

e, portanto, ¢ € uma funcao.
ii) Para todos g,g1 € G,h€ H,

0(gg1,h) = G'ggi®@H'h
= Gg1g8"@Hh
= (G'g1®H'h)(G'g* ©®H'h)
= (G'g®'@H'h*")(G'g1@H'h) (2)
= 0(g*",h%1)0(g1,h)

((2) H é G-trivial; G/G' @ H/H' é abeliano).
zZ

iii) Para todos g € G, h,h; € H,

O
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0(g,hhy) = G'g®H'hh
= Gg@H'hh"
= (G'g®H'h)(G'gxH'W")
= (G'goH'm)(Gg"oHNY) (3)
= 0(g,h1)o(g", nM)

((3) G é H-trivial).
Dos itens acima e da Proposi¢dao 2.2.5, existe um (Unico) homomorfismo
¢ :Go®H — G/G'®H/H'tal que ¢'(g®h) = G'gx H'h, paratodo g®@h e GRH.
Z

Como G é H-trivial e H é G-trivial, da Proposicao 2.2.3, item (g) e do Corolério
2.1.6, temos para todos g h,g1 ®h; € GR H,

_ —1,h
(g@h)(groh)(goh) =g "®h ¢ =gaoh
e, portanto, G ® H € grupo abeliano. Agora, defina a relacdo

v : G/GxH/H — G®H

., V(G'g,H'h)eG/G' xH/H'
(G'g,H'h) +— g®h (G, H'h) € G/ /
iv) Para todos g1,¢2 € G, h1,h, € H,

(G'g1,H'l) = (G'g2,H'ly) = G'g1=G'g2e H'hy =H'hy
— gi1g, €Gemh' cH. (4

Fazendo G = H na Proposi¢do 2.2.9 e utilizando seus itens (a), (c) e (e) juntamente com
os itens (d), (e) e (f) da Proposi¢do 2.2.3 e observando que G é H-trivial e H é G-trivial
temos, para todos g1,22 € G, hy,hy € H,

818, €G = lg=g1g, @h = (g1®h)(g2@h)~"!

mhy' €H = 1o = o @hihy ' = (@20 ) (g2 )"
Dai, temos

(4) = g1Qh =g
— Y(G'g1,H'h1) =y(G'g2,H'hy)

e, portanto, Y é uma funcdo.

v) Para todos g,g1 € G,he H,

y(G'gg1,H'h) = gg1®h
= (g®@h)(g1®h) (5)
= Y(G'g,H'h)y(G'g1,H'h)
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((5) Proposigao 2.2.3, item (e); H é G-trivial; G ® H é abeliano).
vi) Para todos g € G, h,h € H,

W(G/g,H/hhl) = g®hh

(g®h)(g@M) (6)
= Y(G'g,H'h)y(G'g,H'h)

((6) Proposigao 2.2.3, item (f); G é H-trivial).
vii) Paratodos g € G,he€ H,n € Z,

v(G'g",H'h) = g'"®h

= (g®@h)" (7)
= gon" (8)
= y(G'g,H'h")

(7) Proposigao 2.2.3, item (e); H é G-trivial; Indugédo sobre n
e (8) Proposicdo 2.2.3, item (f); G é H-trivial; Inducéo sobre n).

Dos itens anteriores segue, do Teorema 1.4.4, que existe um (tinico) homo-
morfismo ' : G/G’ (%H/H’ — G®H tal que Y (G'g® H'h) = g ® h, para todo
G'goH'he G/G’(%H/H’. Agora, fica facil ver que ¢/ oy’ = 1G/G/§H/H/ eV oo =1gan
e, portanto, G @ H = G/G’(}Z§H/H’. O

Proposicao 2.2.12 Sejam o.: G — A e B : H —> B homomorfismos de grupos e suponha
que G e H atuam um sobre o outro compativelmente e que A e B atuam compativelmente
um sobre o outro. Suponhamos também que o, e  preservam as agdes, isto é, para todos
g€G heH,

B(h) = B(h)a(g) e Oc(gh) = (x(g)ﬁ(h)

Entdo existe um tnico homomorfismo de grupos QB : GRH — A ® B tal que
(a®B)(g®h) = a(g) ®B(h), para todo g @ h € G® H. Além disso, se o. e B sdo

sobrejetoras entdo o.& B também é sobrejetora.

Demonstragdo. Considere a relagao

0 : GxH — A®B
(g:h) — a(g)®P(h)

i) Para todos g1,22 € G, h1,hy € H,

V(g,h) € GxH.
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(81,M) = (g2,h2)

= g1=&ch=mh

= og1) = a(g2) e B(h1) = B(/2)
= a(g1)®@PB(h) =0o(g)®PB(h)
= 0(g1,h) = 0(g2,h2).

ii) Para todos g,g1 € G,h€ H,

0(gg1,h)

((9) o é um homomorfismo; o e [ preservam as agdes)

iii) Para todos g € G, h,h; € H,

¢(g,hh1) =

))(cu(g)P) @ B()PU))
h))(ag") @ B(H")) (10)

((10) B € um homomorfismo; o e B preservam as a¢des)

Dos itens acima,

segue que ¢ ¢é uma biderivacdio e, portanto, pelo

Teorema 2.2.5, existe um dnico homomorfismo @ P : G® H — A ® B tal que
(a®B)(g®h) = 0(g,h) = ag) ® B(h), para todo g@h € G® H. E ficil ver que se

o e B sdo epimorfismos, entdo o0 ® B também é um epimorfismo.

Os teoremas a seguir serdo apenas enunciados; suas demonstragcdes podem ser

encontradas em [3, 5].

Teorema 2.2.13 Sejam duas extensées centrais

M- 6% 41

N2 Pp

0J

tais que G e H sdao grupos agindo um sobre o outro compativelmente, A e B sdo grupos

agindo um sobre o outro compativelmente, o e P preservam as acdes e H e G sdo

(ker av)-trivial e (ker B)-trivial, respectivamente. Entdo, existe uma sequéncia exata

(G®N)

onde Im6 <Z(GRH).

oaxp

< (M@H) -5 GoH X5 A0B — 1
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Teorema 2.2.14 Sejam A e G grupos tal que A é grupo abeliano. Suponha que G e A

agem um sobre o outro tal que G é A-trivial. Entdo

A®G=A® I(G).
7G



CAPITULO 3

Um Grupo Particular

Neste capitulo, iremos apresentar o grupo 1(G, H) e algumas de suas proprieda-
des. O grupo (G, H) é uma generaliza¢do da construgio apresentada na se¢do 6 de [12]
e tem T(G,H) como subgrupo. A importancia de n(G,H) € simples: T(G,H) é isomorfo
a G® H. Logo, se uma propriedade de grupos X ¢é fechada a subgrupos e n(G,H) € X,
entdo G® H € X. Veremos aqui algumas propriedades que n(G, H) possui.

3.1 Os Gruposn(G,H)et(G,H)

Definicdo 3.1.1 Sejam G = (Xg|Rg) e H = (Xg|Ry) dois grupos agindo compativel-
mente um sobre o outro e H® uma copia de H, por um isomorfismo @ : H — H®, h > h®.

Definimos
N(G.H) = (Xg, (Xu)®|Ra, (Ru)®, [g,h®)1 = [g8", (h$1)?], [g,h®)"" = [g", (h"")?]),
onde g,g1 sdo elementos quaisquer de G e h,hy sdo elementos quaisquer de H.

Exemplo 3.1.2 Sejam G = {(a|a’) e (b|b?). Suponhamos que H é G-trivial e que H age

b

sobre G por a” = a~! (pela Proposicdo 2.1.3, essas agdes sdo compativeis). Entio

WG.H) = (a,b®a® =1, (b°)2 =1, [a,b% = [a,b?], [a,b%]" = [a,b?]
[a>bq)]b(p = [azvb(PL [a27b(p]a = [a27b(p]a [a27b(p]a2 = [a27b(P]7
[a?,b°)"" = [a,b%)).
Temos

[a,5%) = [aa, 6] = [a,b%][a,b%] = [a, b%)’
e, portanto,

1 =[1,b°] = [d®,b°] = [a®a,b?] = [a*,b®)%]a,b®] = [a,b?]?
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[a,b%] " = [a,b9]? = [a®,b°).
Das igualdades acima, temos
i) [a, %1% = [a,b%] = [a,b%]" = [a,b%];
i) [a, 5" = [a,b%] e [a2,b9] = [a,b9]> => [a%, %] = [a2,b%] e [a®,b9]" = [a®,b7];
iii) [a, 691" = [a2,0%) = [a?,b°]"" = [a,b?).
Dessa forma,
N(G,H) = (a,b®|a® =1, (b®)?> =1, [a,b%]" = [a,b?], [a,b%]*" = [a,b®]!).

Agora, considere V = (x,y|x>,y?,[x,y]) (note que V = 73 x Z3). Considere também o. o

automorfismo de V tal que
X——> Xy, yr—— y_1

Consideremos o produto semi-direto V x (Q.). E fdcil ver que a correspondéncia a —s x,
b® — a. é consistente com as relagdes definidoras de (G, H) e, assim, estende-se a um

homomorfismo 01 : M(G,H) — V x (o). Também, é fdcil ver que a relagdo

0 @ Vx(a)y — N(G,H)
(wy7,08) > alla 7)1 (b7)°

para todo i,j € {0,1,2} e € € {0,1} é um homomorfismo de grupos. E claro que
0,00, = ln(G,H) 000 = 1VN<(X>. Portanto,

N(G,H) =V x (o)
Denotemos o subgrupo ([g,4?] | g € G, h® € H?) de n(G,H) por ©(G,H).
Proposicdo 3.1.3 O subgrupo ©(G,H) de \(G,H) é isomorfoa G®H.

Demonstragdo. Consideremos o produto livre G x H. Sejam

R={[g,h? g", (h")®], [8.1°]"[¢". (W)?] | g,x € G*, h,y € H"}

S = {lgx, ]~ [g%, (1) ®][x, 1%, [, (hy)®] ' [g,y?][8”, (*)®] | 8,.x € G*, h,y € H*}

subconjuntos de G x H (observe que S é um subconjunto de [G,H?]).

Afirmacio 1: ($)\GH] < G« HO.

i) De fato, considere s = [gg1,h®] " [g8, (h8)?][g1,h?] um elemento de S e x € G.
Lembremos que, para todos g,g1 € G, h® € H?,
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(881,h®] = [g,h®]8" (g1, h?]
ou, ainda,
[gg1,h®][g1,h®] " = [g,h®]8".

Entao

st o= [gg1,h®?] 7 [g8", (h8")P[g1, h®]*
= (lgg1x, h®)[x, h®) 1)1 [g81x, (h$1)][x, (h81)?] ! [g1x, h®][x, h®] !
=[x, h®][gg1x,h®] " [g81x, (h$")®][x, (h$1)®)~ ! [g1x, h®] [x, h®] 1.

Considere 51 = [g8x, (h81)®]~1[g81% (h$1%)®][x, (h81)®]. Entdo
s* = [0, B0 [gg1x, h?) ! g8, (%)@ x, (h8) ¥y [, (BS1) ) [g 1w, h) [, 19
Considere s, = [gg1x,h®] ! [g®*, (h¥1¥)?][g1x, h?]. Entdo

s = e h®)salgix, A0 (s T (g B0 [x, 0]

O
_ s[zx ] (Sll)T,

onde T = ([x,h%][g1x,h®] '[x, (h8*)®])~!. Da tltima igualdade segue que s* é uma
palavra sobre S [GH ¢, portanto, s* € (S) (GHO] Agora, considere y € H. Lembremos que,
para todos g € G, h‘p,htlp € H®,

(g, (hh1)®] = [g, h7][g, h®)T

ou, ainda,
¢
g, 2] g, (hiy )®] = [g, hO).
Entao
S — [gg1 7h(P] —y° [ggl 7 (hg1 )(p]y‘l’ [g1,h‘P]y(P

(18g1,y%] 'ggr, (hy)®]) ~'[gs',y®] g8, (h$1y)?)[g1,¥%] g1, (hy)?]
= [gg1, (hy)®] 'gg1,y?1[gs ¥ gs, (h$1y)?[g1,¥%) g1, (hy)?].

Considere 53 = [ge1, (h)’)(P]_l [gg1,y?][(gg1)”, (h")?] €
sa = [g1, (hy)®]"[g1,y?]lg}, (h)?]. Entdo

97 = sslggr) ()] g8,y gs, (h81 )]sy ()]s

Considere s5 = [(gg1)”, (1)%]~[g8, (h¥)®][g}, ()?] (observe que (g")%1 = g8 e
(k)81 = h81). Entdo

97 = sasslg] (m)0) (g8, ()0 gy 9] g, (1)), ()5

Considere s¢ = [g8', (h81y)®]~1[g®!,y®][g®", (h#1¥)®]. Entdo
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o = S3sSsng;1 ,
onde B = [g], (#*)?]. Desta tltima igualdade temos que s é uma palavra sobre SI°/° e

portanto, s** € (§)[GH?],

2

ii) Considere 1 = [g, (hh1)®] ' [g,h{][g", (W"")®] um elemento de S e x € G. Temos

=g, (hh1)®] g, h{T¥[g", (WP
= (lgx, (k1) ®)[x, (hh1)®) =)~ g, AT [, AT gk, (R 9] [, (1) 9]~
=[x, (hh1)®][gx, (hhy)®) " [gx, A7) [x, AP [gMx, (h")®] [x, (W)@ 1.

Considere 1] = [g"x, (K"1)®] =1 [g"*, (W%)9][x, (K"1)®]. Entdo
r* = [x, ()] [gx, (k) ®) " [gor, e, ) (g, (M) 9] e, () @)1 v, ()]~
Considere 1, = [gx, (hh1)®] ' [g", ((hh1)*)®][x, (hhy)?]. Entdo
t* = [x, (hh)®)ra e, (Bhy)?) " (g, (0 RE) )~ (g, ) e, ) [0, (HP) 9]y

ondea; = [x, (A" )?]~". Considere 13 = [¢*, (K*h})?] ' [g*, (}) ] [(g") "), ((*)")@].
Entao

= il (W) gt ()] g Al A Y, ()
onde ap = [x, (hh1)®)~!. Considere t4 = [gx,hT]~"[g*, (h})®][x,hT]. Entdo

= e, () g T BT [ ()9
. .a

aj
= 1

213ty Bt M,
onde a3 = ([¢"*, (W"*)®)~![x,A{])~". Da dltima igualdade segue que +* é uma palavra
sobre SI9H%] ¢ portanto, r* € (S)[CH?],

Dos itens acima concluimos que s" € <S)[G’H(p]

, para todos s € (S)[GH®],

w € G xH? e, portanto, (S) [GH] 4 Gx H?, como queriamos.

Afirmacdo 2: (R)*H* = (§)IG.H?],
De fato, seja r um elemento de R.
iii) Considere r = [g,h®?|*[g", (K*)?]. Temos

ro= ([gx,h®)[x,h®] =) [g", (h*)?]

= [, h)[gx, m®) [, (1) @], O] x, h®)
shen®) !

onde s = [gx,h®] ' [g*, (K*)®][x,h?]. Como s € S segue que r é uma palavra sobre SIC-7°]

e, portanto, r € (§)[GH°],

iv) Considere r = [g,h?] ™ [g”, (»*)®]. Temos
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ro= ([g,y% [z, (hy)®]) " '[g”, (B)¥]
= [, (hy)®] " '[g,»*][g”, ()“]

e, portanto, r € S. Logo, r € (S) (G.H?]

Dos itens acima segue que R C (S)[9H*]. Como (S)[9H*] < G+ H?, pela Afirma-

G+H® C <S> [G,H®

¢do 1, temos (R) ] (). Também, dos itens acima, temos

{ (g3, h?) " g", ()®][x,h9) = ([g,h®) g, ()PP
(. (hy)®] " [g.)9[g”, (B*)°] = [g,h®] " [g”, ()]

e, portanto, S C (R)*#*. Como (R)** < G« H® temos (S)\CH) < (R)G*H? (xx). Das

G+H® _ <S> [G,H?

inclusdes obtidas em (x) e (xx), segue que (R) , COmMo queriamos.

Por defini¢do e pela Afirmacdo 2, temos

GxH® GxH®

e, assim,
_ [G,H?]
T(G,H) = W

Seja T = (S)!9H*] Pela Proposicio 1.2.36, [G,H®] é um grupo livre sobre o

conjunto
C={[g,h® | g€ G, he H"}.
Observemos que
[g1,h] = [g2,h3] <= g1 = g2 ¢ h] = h3,
pois [G,H®] é livre sobre C. Seja a fungdo

o : cC — G®H

¢
(g,h®] — g®h > V(g,h®) € C.

Como [G,H®] ¢é livre sobre C, existe um (dGnico) homomorfismo
¢ : [G,H®] — G ® H tal que ¢/([g,h®]) = g @ h. Considere agora

o : [G,H?] — 1(G,H)

[g,h?] —> T[g,h?] V[g,h®) € [G,H®]

(um epimorfismo candnico). Temos que

o ([gx, h®) 1 [, (H)®][x, h®)) = (gx @ h) N (g* @) (x @ h) = 15
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o' ([g, (hy)®] g, y?l[g”, ()9]) = (g @ hy) N (g@y) (@ @) = 1g

e, portanto, ker o C ker ¢'. Essa informacdo, juntamente com ¢’ e o homomorfis-
mos com O sobrejetivo segue, da Proposi¢do 1.2.32, que existe um homomorfismo
v:1(G,H) — G®H tal que Y(T[g,h?]) = g®h.

Agora, considere a relacao

6 : GxH — 1(G,H)

,  VY(g,h)eGxH.
(g:h) +— T[g,h?

v) Temos

(g1,h1) =(82,h2) = g1=gehi=h
= [g1,h{] =[g2,h]]
= T[g1,h{]=T[g2.h]]
= o(g1,h1) =6(g2,h2)

e, portanto, 6 € uma funcio.
vi) Para todos g,g1 € G, h € H, temos

o(ggi,h) = Tlgg1,h?
= T([g*,(h*")?[g1,h?])
= (T8, (h*")?))(T[g1,h?])
= o(g*,h%")o(g1,h).

vii) Para todos g € G, h,h| € H, temos

o(g,hh1) = Tlg,(hh)?]

[g,h][g", (h")9]

= (T[gh{D(T[g", (n")?])
= o(g,h)o(g", ).

I
ﬂ

Dos itens anteriores e da Proposi¢do 2.2.5 segue que existe um (Unico) homo-
morfismo ¢’ : G® H — 1©(G,H) tal que 6'(g®h) = T|g,h®]. Agora, é facil ver que

c'oy= lych)e Yoo' = lgen. O

Proposicao 3.1.4 (i) Em n(G,H), valem as seguintes relagcdes para todos g,x € G e
h,yc H:

(@) [g, 1)) = g, hOP T = (g, h9)0 )
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(b) [g, A0)"1™" = [g, hO % = [, h] 077
© [g7'8" ) = [g,h%) " g, h®)"

(d) [x, (h=8n)®] = [g,h?] (g, h?];

@) [1g, 4%, [x,y?]] = [~ "g", (y )%

@ [[g,7%, [x,y* "] = [g7 "™ (v "y)9).

(i) Existem homomorfismos de grupos N : 1(G,H) — G, u :t(G,H) — H tais
que N ([g,h®]) = g~ 'g" e 1/ ([g,h®]) = h$h.

(iii) Sejam N e y' os homomorfismos do item anterior. Entdo, para todos t,t; € ©1(G,H),

IV (2),i (11)9] = [t,11].

Demonstragdo.

(i) (a) Temos

g, h®]F>"] = [g’hcp]x ly=Pxy®
= g, )ep et
= [g (e
= [g" (e
g e, (e,
Do Corolério 2.1.6, segue que
[ (T = (gL ) = [ ()1
Portanto’ [gyh(P](y_XY)(P — [g’h(P] [va(p} — [g7h(P]X_1xy'
(b) Temos
g, KO = [g,hOp
Andlogo ao que foi feito no item (a), segue que
819107 = [, hO) T = [g, 907,

(0
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g7 8" % = [g7'gh yr
= [(g‘lgh)”l,gy”l)"’]h“D
= [g7" g (" )"
= g7, (" )98 g, (hyn 1) e)*
= [g7 1y " (g, )" [g, (hy)@]h
= (.98 "0 [g,n9) g, y*)[g, P
= [g,h®) g, 5% ' [g, h®)[g, h?] ' [g,?] g, h®P*
= [g.h% " "[g,n®?"
(d)
[x, (h78h)®) = [x,(h¢)%h?]
e, 1®] [x, (h=8) )"
= o k¥[8 )2, (h8)o)
— [xth][xg",hw]gh“’
= x ' hOxh®h g lgx g hPgxg~ 1 h=Pgh®
= [g,h® g, h]
(e)
g h®], [x,y°]] = [g,h®)~'[g,n®)>"]
= [g,h%) [g,h®0")"  (pelo item (a))
[g7 18", ()9 (pelo item (c))
()
[1,4%, [,y9 '] = [g,h%] " [g,h¥]>"T"
(8,19 '[g,h?)0")7 (pelo item (b))
= (g7 1¢" (Y)Y (pelo item (c))

(ii) Utilizando o isomorfismo y da Proposi¢ao 3.1.3 e os homomorfismos A e u da Propo-
si¢do 2.2.9, temos que Aoy : t(G,H) — G e uoy:1(G,H) — H sdo homomorfismos
tais que (Ao7)([g, %)) = g~ 1" e (uo)([g, %)) = h~¢h.

(iii) Segue dos itens (i)-(f) e (ii). O

3.2 As Séries Central Inferior e Derivadade GR H

Definicao 3.2.1 Sejam G e H grupos tais que H age sobre G. O subgrupo de G
[G.HP?=(¢7'¢" |g€ G, heH)

é chamado derivado de G relativo a H.
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Definiremos a notagao [g,h]8 := g~ ! g para algum elemento gerador de [G, H ]8.

Definicao 3.2.2 Sejam G e H grupos tais que H age sobre G. Diremos que um subgrupo
M de G é um H-subgrupo de G se m" € M, para todos m € M, h € H.

Lema 3.2.3 Sejam G e H grupos tais que H age sobre G e considere M um H-subgrupo
de G. Entéo Y \(M) e M) s@o H-subgrupos de G, para todo i € N.

Demonstragdo. Para n € N, considere a afirmacio
P(n) : Ypt1(M) é um H-subgrupo de G.
i) Como y; (M) = M segue, por hipétese, que P(0) é verdade.
ii) Suponha que P(r) é verdade para algum r € N. Entao
[t,m])" = [t",m"] € [y.(M),M], Vt € y,(M), Ym € M, Vh € H,

pois H age sobre G, M é H-subgrupo de G e P(r) é verdade. Logo,
Yr+1(M) = [y,(M),M] é um H-subgrupo de G e, portanto, P(r+ 1) é verdade.

Dos itens acima e, pelo Primeiro Principio de Indug@o Finita, segue que P(n) é
verdade, para todo n € N.

Agora, para n € N, considere a afirmacdo

Q(n) : M"Mé um H-subgrupo de G.
iii) Como M(©) = M segue, por hipétese, que P(0) é verdade.
iv) Suponha que Q(r) é verdade para algum r € N. Entio
t1,00)" = [t e8] € (MY, M), Ve, € M©Y), VR € H,

pois H age sobre G e Q(r) é verdade. Logo, MU+ = [M(") M ()] é um H-subgrupo de G
e, portanto, Q(r+ 1) é verdade.
Dos itens acima e, pelo Primeiro Principio de Indugéo Finita, segue que Q(n) é

verdade, para todo n € N. O

Proposicao 3.2.4 Sejam M e N subgrupos normais de G e H respectivamente. Se M é um
H-subgrupo de G e N é um G-subgrupo de H, entdo

(i) [M,N®] In(G,H);

(ll)[%( ) i(N)?1 <n(G,H), Vi, j > 1;
(iii) (M), (NU))®] <n(G,H), Vi, j > 0.
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Demonstragdo.
(i) Pelas relacoes de n(G, H ), temos

[, n®)8 = [m#, (n)?] e [m,n?" = [m", (n")?],

paratodosm € M,n € N, g € G, h® € H®. Das hipéteses do enunciado e das igualdades
acima, segue que [m,n®" € [M,N®], para todos m € M, n € N, w € GU H®. Portanto,
[M,N®] <n(G,H).

Os itens (ii) e (iii) seguem do Lema 3.2.3 e do item (i) desta proposicao. O

Proposicao 3.2.5 Sejam G e H grupos agindo um sobre o outro.
(i) [G,H)® é um H-subgrupo normal de G e [H,G)® é um G-subgrupo normal de H.

(ii) Para todo i € N, Y;11([G,H]®) e (|G,H]®)®) sdao H-subgrupos normais de G e
Yir1([H,G]®) e ([H,G)®)Y) sdo G-subgrupos normais de H.

(iii) Para todo i € N, ([G,H]®)) =X (2(G,H)D) e ([H,G)®)Y) =/ (v(G,H)D).
(iv) g = g"® ¢ N0 = p'©) para todos g € G, h € H, t € 1(G, H).
Demonstragdo.
(i) Paratodos g€ G,he H,w € GUH,

(g7'g"" = (g71)gm = (g") (") " = (¢") (""" € [G,HP.

Portanto, [G,H ]8 € um H-subgrupo normal de G. Analogamente, para todos g € G, h € H,
weGUH,

() = (e = () ()8 = () () € ] GP
e, portanto, [H,G]® é um G-subgrupo normal de H.
(ii) Segue do item acima e do Lema 3.2.3.

(iii) Como A’ e ¢/ sdo homomorfismos de grupos segue, pela Proposi¢do 1.2.7, item (a),

o resultado.

(iv) Segue do Coroldrio 2.1.6. O

Teorema 3.2.6 (a) Para todo i € N—{0,1}, o i-ésimo termo da série central inferior de
(G, H) é dado por

vi(v(G.H)) = [vi-1([G. H]°),[H,G]*).
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(b) Para todo i € N— {0}, o i-ésimo termo da série derivada de ©(G,H) é dado por
U(G,H)Y = [([G,H]") Y, ([H,G)*?) V)],

Demonstragdo.

(a) Paran € N—{0, 1}, considere a afirmagio

P(n) : %a(t(G,H)) = [va—1([G.H]°), [H,G]*].

i) Pela Proposi¢io 3.1.4 (iii), temos que [u,v] = [N (u),//(v)?], para todos
u,v € 1(G,H). Como [G,H] =Im )\ e [H,G| = Im /, temos

12(°G,H)) = [(G,H),%(G,H)

u,v| | u,v € 1(G,H))

N (u), i (v)®] | u,v € ©(G,H))
b®] |a e [G,H]?, be[H,G]®) (N ey sobrejetores)
G,H]°,[H,G)*]

n((G,H)°),[H,G*)

([u,
=
(la
G
[
Logo, P(2) é verdade.

ii) Suponha P(r) verdadeira, para algum r € N— {0, 1}. Entdo

'Yr+1<T(G7H>> = ['YV<T(G7H))aT(G7H)]
= [[Yr—l([GvH]s)v[HvG]S(p]71<G7H)]'

Da igualdade acima e, pela Proposi¢do 1.2.7 (a) e (d), temos
Y1 (WG, H)) = (' el (V)% 1]z | x € v,-1([G,H]?), vt € (G, H), z€ K),
onde K = [y,_1([G,H]®),[H,G]>?]. Agora

e, ()] = [N(x,ld (v)?]),/ (1)®]  (Proposi¢do 3.1.4 (iii))

]
] (Proposi¢do 3.2.5 (iv))

| € [lv-1(IG. H]°),[G,H]?], [H,G]>]
| € v((G,H]%,[H,G)°].

Pela Proposi¢do 3.2.5 (ii)) e pela Proposicio 1.2.7 (c), temos que
[v-(IG,H)®),[H,G)%] <n(G,H) e, assim,

7 el (V)12 € [y (G, H), [H,G]),
para todos x € Y, ([G,H]?), v,t € 1(G,H), z € [y-_1([G,H]?), [H,G]®?]. Portanto,

Vr+1(t(G,H)) C [v([G,H]°), [H,G]>). (11)
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Por outro lado,
[Yr([G7H]8)7 [H7G]8(P] = <g_1[x,k'(v),y(t)¢]g | X c T17 3RS T(G7H)7 g < T2>’
onde T1 =7,_1([G,H]?) e T» = ¥,([G,H]®). Como ¥, 1 (t(G,H)) IN(G,H), temos

TN = g M0 4 (1)®)g
= g 0 1 (1)%)g
g x,d (v)®, (1)%)g € ¥r11(2(G,H)),

para todos x € Y, ([G,H]?), v, € 1(G,H), g € 7,([G,H]?). Assim,

[v-(IG.H°), [H,G]**] € ¥41(¢(G, H)) (12)

Portanto, de (11) e (12), P(r+ 1) é verdadeira. Assim, dos itens acima e pelo Primeiro

Principio de Indug@o Finita, P(n) é verdadeira, para todo n € N—{0, 1}, como queriamos.

(b) A demonstragdo € semelhante a feita no item anterior. (Vide [9]) O

Teorema 3.2.7 (i) Se [G,H]? é nilpotente de classe c, entdo G @ H é nilpotente de classe

couc+1.

(ii) Se [G,H]® ¢ soliivel de comprimento derivado 1, entdo G @ H é soliivel de com-

primento derivado | ou [ + 1.

(iii) Se [G,H]® é n-Engeliano, entdo G® H e [H,G)® sdo (n+ 1)-Engelianos.
Demonstragdo.

(i) Suponhamos que [G,H ] € nilpotente de classe c. Pelo Teorema 3.2.6,

Yer2(W(G, H)) = Wer1 ([G,H), [H, GI*) = [{11 g0} [H, GI*) = {1(g.a) -

Portanto, T(G, H) é nilpotente de classe, no maximo, ¢+ 1. Agora, mostremos que a classe
de nilpoténcia de ©(G, H) ndo pode ser inferior a c.

Sejam M = [y._1([G,H]®),[H,G]*®] e o a restriio de A’ a M. E claro que
Im o, = [y._1([G,H]®), [H,G]®]°. Mas

Ye-1([G,H?), [H,GPP° = (g7'g" |gevc 1([G,H]®),h € [H,G]®)
(¢! g | g €¥1([G,HI?),1 € T(G,H))
= (¢7'¢"" | g €Y1([G,H),1 € 1(G,H))
(pela Proposicdo 3.2.5, (iv))
(&N ()] | & € Ye-1([G,H]?) t € (G, H))
Ye—1([G, H°), [G, H]°]
= 'YC([G7H]8)-
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Uma vez que a classe de nilpoténcia de [G,H]® é ¢, temos que

Ye([G,H]®) # {I[G,H}S} e, portanto, Im o # {I[G,H]5}- Assim, devemos ter M # {146 m) }-
Agora, pelo Teorema 3.2.6,

Ye((G.H)) = e-1 ([G. H]®), [H,G*] = M # {Lyg ) }-

Logo, cl(t(G,H)) > c. Assim, concluimos que (G, H) é nilpotente de classe ¢ ou ¢+ 1.

Portanto, da Proposicao 3.1.3, G ® H também € nilpotente de classe ¢ ou ¢+ 1.

(ii) Suponhamos que [G,H ]8 € soluvel de comprimento derivado /. Pelo Teorema 3.2.6,
G,H)" = [([G,HP)D, ([H,G°) ] = [{1 g s}, ([H,GI*) D] = {1yg.my }-

Portanto, ©(G, H) é solivel de comprimento derivado, no méximo, / + 1. Agora, mostre-
mos que o comprimento derivado de T(G, H) ndo pode ser inferior a c.

Sejam N = [([G H®)=2) (|H,G)%)(=2)] ¢ B a restricdo de A’ a N. E claro que
Im B = [([G,H]*)!?),([H,G]°)!"]°. Mas

(G HPD, ([, GP) 2P =

g 1gﬂ’ D1 ge([GHP)2 1 et(G,H)-2)

g '¢" g€ (IG.HP)""2) e (H,GP)!"2)
(
(

(

(

(g7'e"V | g € (G, H)) 7,1 e o(G,H)!I72)
(pela Proposigdo 3.2.5, (lv))
(
[
(

8. M (0)] | g € (G,H])!"2,1 € (G,H)!Y)

([G,H])~ )([GH] )(=2)]
(G,H]%)!"~

Uma vez que o comprimento derivado de [G,H]8 ¢ [, temos que

G, H®-1) =+ {1 s} e, portanto, Im B # {1 5. Assim, devemos ter
[G,H] [G,H]
N # {14G,m)}- Agora, pelo Teorema 3.2.6,

(G, H)"V = [([G,H]?) ", ([H,GP*) D] =N # {lygm)}-

Logo, I(t(G,H)) > I. Assim, concluimos que T(G, H) € soltiivel de comprimento derivado
[ ou [+ 1. Portanto, da Proposicao 3.1.3, G ® H também € solivel de comprimento
derivado [ ou / + 1.

(iii) Sejam u,v € t©(G,H). Entdo, pela Proposi¢do 3.1.4 (iii), para todo i € N — {0},

temos

[w,iv] = [[wi-1v],v] = [N ([0 v]), 1 (V)] = [N () i1t M (v)], 1 (0) 9]
Agora, suponhamos que [G,H ]5 seja n-Engeliano. Entdo, da igualdade anterior, segue que

o 1v] = [ v],v] = [V (@) n N (V)] (v)¥] = 1, Vu,v € T(G, H).
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Portanto, ©(G,H) é (n+ 1)-Engeliano.

Agora, sejam hy,hy € [H, G]S. Como ¢/ é sobrejetivo, existem t1,1, € T(G, H) tais
que ¢/ (t1) = hy e ' (t2) = hy. Temos que

[ o] = W (1) n 1 (12)] = W ([t1n1 22]) = 1 (Lo 1)) = i -

Logo, [H,G]® também é (n+ 1)-Engeliano. O

Corolario 3.2.8 (i) Se G é um grupo nilpotente, entdo G ® G também é nilpotente e
c(G') <c(GaG) <cl(G)+1.
(i) Se G € um grupo soliivel entdo, G Q G também é soliivel e

1(G)—1<1(G®G) < I(G).

Demonstragdo. Segue diretamente da proposicao anterior (basta fazer G = H). [

3.3 Nilpoténcia de n(G,H)
Proposicdo 3.3.1 Se G e H sdo grupos soliveis, entdo (G, H) é um grupo solivel e
IM(G,H)) <I(G)+1(H)+ 1.

Demonstra¢do. Como M(G,H) = t(G,H)GH?, temos que

N(G,H)

& H®.
WG,H) O

) ~ L ~ N ‘ c .
Assim, se G e H sdo grupos soluveis, entao ( ¢ também soluivel e

T(G:H)

l<n<G,H)

(G H) ) <mix{l(G),l[(H)}.

Do Teorema 3.2.7 (ii), temos que T(G, H) também ¢ solivel e
1(v(G,H)) < min{I([G,H]®),I([H,G]®)} +1 < min{l(G),I(H)} + 1.
Portanto, N(G,H) é soldvel e
IM(G,H)) <I(G)+1(H)+1,

como queriamos. 0
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Exemplo 3.3.2 Consideremos o grupo 1(C3,C3), onde C3 = {(ala®), C> = (b|b?), C5 age

trivialmente sobre Cy e Cy age sobre Cs por a® = a='. Paran € N— {0}, consideremos a

afirmacdo
P(n) : lanb® = [a,b%].
i) Por definicdo, |a,; b®| = [a,b®] e, portanto, P(1) é verdade.
ii) Suponhamos que P(r) seja verdade para algum r € N —{0}. Entdo

[a,r16%] = [la,r ], b9

[

[[a, %], 7]
= [a b‘p] a, 691

[a='ab, b9

[a a1, b®]

[a, b%]

e, portanto, P(r+ 1) é verdade. Segue dos itens acima e do Primeiro Principio de Indugdo
Finita que P(n) é verdade para todo n € N — {0}.
Do isomorfismo estabelecido no Exemplo 3.1.2, sabemos que [a,b®] # 1. Portanto,

N(C3,C2) ndo é nilpotente.

Definicao 3.3.3 Sejam G e H grupos tais que H age sobre G. Para g € G, h € H, defina

a sequéncia {[g,, h)®} wen tal que
gon®=g7", [g1h°=g7"¢" e [gms1h®=lgnh]®h n>1.

Dizemos que a agdo de H sobre G é n-Engeliana se [g,, h]5 = lg, paratodos g € G, he€ H.

Proposicio 3.3.4 Sejam G = C,, = (g|g™) e H = C,, = (h|h"™). Suponhamos que o
grupo H age sobre o grupo G por

g"=g' ondel<s<n —1 e mdc(s,n)=1
e que exista k € N tal que ny|(s — 1). Entdo a acdo de H sobre G é k-Engeliana.

Demonstracdo. Sejam 0 <i<n;j—1e0< j<np,—1.Paran e N-{0}, considere a
afirmacao

P(n): [gn )P = g6V
i) [gi,l hj]6 = g*’.(gi)hj = g*"(ghj) =g ’g”j = gi(sj’l) e, portanto, P(1) é verdade.

ii) Suponhamos que P(r) seja verdade, para algum r € N — {0}. Entdo
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[8i7r+1hj]8 = Hgi”,hj]sahj]a
g WP
_ gfi(s/?l)’(g'(sjfl)’)h-"
g—i(sf—l)’(ghf)(sf 1"
—i(sj—l)’gisf(s/—l)’

i(s?—1)r+1

= &
= 8

e, portanto, P(r+ 1) é verdade. Dos itens acima e do Primeiro Principio de Inducéo Finita
segue que a afirmagdo P(n) é verdadeira para todo n € N —{0}.

Em particular, se n = k, temos

k
i(s— k s
8" gwl)—g(n(ﬁ))-

Como, por hipétese, ny|(s — 1)% e g" = 1, segue que [g',xh/]® = 1, para todos
0<i<n;—1,0<j<ny—1.Portanto, a agdo de H sobre G é k-Engeliana. O

Exemplo 3.3.5 Sejam G = Dy = {(x,y|x*,y?, (xy)?) e H = C, = (h|h?). Suponha que H
age sobre G por

Observe que, para 0 < j < 1, (y/)" = x*/y/. Temos

[y, 1% 0 = [(xlyd) =t ()T ) h®

[y fx ix~ix2Iyl h]®
= [y 2(j=0)yJ h]ﬁ

(y 2=yl = (y=ix2=0yi)h
—Jx2(i— J)yjy T2 x2i=0) 20y

y
= y -]
= Yy
= 1.

Logo, [a,» b]8 =1, para todos a € G, b € H e, portanto, a a¢do de H sobre G é 2-

Engeliana.

Definicao 3.3.6 Sejam G e H grupos tais que H age sobre G. Defina a sequéncia
{[GnH |} nen tal que

[G;OH]S =G, [G>1H]6 = [G7H]8 e [G,n—HH]S = HG,HH]BvH]S-

Diremos que a a¢do de H sobre G é n-nilpotente se |G, H]® = {1¢}.
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Proposicao 3.3.7 Se a acdo de H sobre G é n-Engeliana entdo [G,H ]8 é n-Engeliano. Se

a acdo de H sobre G é c-nilpotente entdo [G,H ]3 é nilpotente de classe, no mdximo, c.

Demonstragdo. Sejam x,y € [G,H]é. Como A’ é sobrejetivo, existe 1 € G® H tal que
N(t) =y. Paran € N— {0}, considere a afirmagdo

P(n) - [y = [eontd (1)]°
i) Temos
] = by = e X ()] = 90 a1 0 = [t (1)

((*) Proposigdo 3.2.5 , item (iv))
Portanto, P(1) é verdade.

ii) Suponha que P(r) seja verdade, para algum r € N — {0}. Entéo,

1Y) [EX%INY
= [l @) (P(1) verdade)
= P, 4#)]°  (P@) verdade)
= [l (0))°

e, portanto, P(r+ 1) é verdade.

Dos itens acima e do Primeiro Principio de Indugdo Finita, a afirmagdo P(n) é
verdadeira, para todo n € N—{0}.

Se a agdo de H sobre G é n-Engeliana entdo, como a afirmagio P(n) é verdadeira,
temos que, para todos x,y € [G,H]%, [x,,y] = [x,.i/ (t)]® = 15 e, portanto, [G,H]? é
n-Engeliano.

Agora, sejam x € [G,H]® e {y;}en- C [G,H]. Como A’ é sobrejetivo, existe
{tj}jen- C G®H tal que ' (j) = y;. Paran € N— {0}, considere a afirmagéo

O(n) : [, y1,325- v = Tt (01) 1 (12), -, 1t (1)]°
iii) Temos
beyi] = A (1)) = x~ ) & 1l ) = b, (1))

((*) Proposigdo 3.2.5 , item (iv))
Portanto, Q(1) é verdade.

iv) Suponha que Q(r) seja verdade, para algum r € N — {0}. Entio,

(e y15325 -5 yr), Y]
= [yi,y2s oy 1 (t1))2 (Q(1) verdade)
[P, (01), 1 (12) -/ (6)1%,4 (1r41)]° (Q(r) verdade)
el (1), (82), o (8r41)]°

[x7y17y25"'7yr+1]
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e, portanto, Q(r+ 1) é verdade.

Dos itens acima e do Primeiro Principio de Indug@o Finita, a afirmagdo Q(n) é
verdadeira, para todo n € N—{0}.

Se a acdo de H sobre G ¢é c-nilpotente entdo, como a afirma-

cdo Q(c) ¢é verdadeira, temos que, para todos x,yi,y2,...,Yc € [G,H]S,

eyt y2, o] = o (0),4 (12), . 1 (1)) = 16 (pois [G..H]® = {1g}) e, portanto,
[G,H]? é c-nilpotente. O

Corolario 3.3.8 Se a agdo de H sobre G é n-Engeliana, entdo GRQH é (n+ 1)-Engeliano.
Se a acdo de H sobre G é c-nilpotente, entdo G @ H ¢ nilpotente de classe, no mdximo,
c+ 1.

Demonstragdo. Segue diretamente do Teorema 3.2.7 e da proposi¢do anterior. OJ

Lema 3.3.9 Sejam g € Yi(G), hey;j(H), x € G, y € H e escrevamos
Cij = [Yir1(G), v (H)®I[¥i(G), vy (H)?).

Entdo

@) [[g,h], [x,y?]] € Cij;

(b) [g,h%)* = [g,h%)[g, [,]°?] (mod Cij);

(© [g,h%P" = [g,19][[&,¥]%,h?] (mod Ci));

(d) [, 791" = [g, 79[, [, x]*][[g,)°, A [g, ), [x,h%) '] (mod Cij).
Demonstragdo.

(a) Temos que

g, O = [ ()]

=[x~ xy,g Ng, vy, h~1]%h®]

= [, g7 g, h0[[x 1, g7 g, [y~ Fy, 19T

= [, g A0 g, A0 [[x e g ), [y Ry, 908 (g, [y Ty, A0
Dai
([g,7%), [x,y°]] = [g.h®] " [g,n®]>"]

= [, LA L g, [y i O g vy O
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Lembrando que g € ¥;(G), h € y;(H),x € G,y € H, temos
i) [, g7 A% € i1 (G), v (H)®):
i) [, 0 € i (G v (H)

iif) [g, ™, A7) € [%(G), vy (H)?).
Agora, como C;; < 1(G,H) (pela Proposigdo 3.2.5 (ii)), segue, das igualdades e
dos itens acima, que [[g, h?], [x,y?]] € C;;.

(b) Temos
(g, h?]" = [, (h")?] (mod C;))
= [bx,g"']g ()] (mod C;j;)
= (g, () lg, (+)°) (mod G,
= [& ()% (mod C;;)
= [g, (hh™'1")"] (mod C;;)
= [g,(h~'*)9][g, n0) ) (mod Cjj)
= [g,[1,2]%9][g, nO) A" (mod C;;)
= [g,[1,21%][g, %) (g, h?] " [g, HO) 7T (mod C;;)
= [.1%[g, [n.x]%)[g, [0, 2%, [g, h®)[[g h®], [x,h®] '] (mod C;j)
= [g,h%lg, [h,2]] (mod C;)),

donde a ultima congruéncia segue do item (i).
A prova de (c) € andloga a (b), enquanto que a de (d) segue de (b), (c) e da
Proposicao 3.1.4 (i)-(f). O

Teorema 3.3.10 Sejam G e H grupos nilpotentes de classes a e b, respectivamente.
Suponha que a acdo de H sobre G é I-Engeliana e que a acdo de G sobre H é k-Engeliana.
Entdo n(G,H)/t(G,H)" é n-Engeliano, onde n = ¢+ (2c — 1)m, com ¢ = mdx{a,b} e
m = madx{l,k}. Se, além disso, G e H sdo grupos finitamente gerados, entdo n(G,H) é

nilpotente.

Demonstragdo. Sejam u,v € N(G,H), ¢ = max{a,b} e m = max{l,k}. Para s € N,

considere a afirmacao

s+1
P(s) 2 [trersmv] =1 (mod UWG,H)' H[yi(G),mz,-(H)"’]).

i=1

i) Como % >~ G x H?, temos y; (2((5:21))) =v(G) xv;(H)®, Vi € N*. Entao temos
n(G.H)\ _ _ o . :
Ye+1 WG ) {1} e, portanto, [u,.v] = 1(mod ©(G,H)), isto é, P(0) é verdadeira.

ii) Suponhamos P(s) verdadeira para algum s € N. Entdo temos
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s+1 r
[u7c+smv] rIl I1 [glt? zz] (mOd T(G H) )
1 t=1
onde gi; € Yi(G), hi € Ys12-i(H), 1 <t <r;, 1 <i<s+ 1. Considere v = zxy? com
x€G,y€eH, z€1(G,H) (poisn(G,H) =1(G,H)GH®?).
Para j € N*, considere a afirmagéo

s+1 r;

() ¢ [tyetsm+jv] = zI_IIIH [8ir, [hir,j 51 [gir,j31°, i) (mod ©(G, H)'K),
s+2
onde K = [Il [Vi(G),Ys+3—i(H)?).
iii) Se j = 1, entdo
[Uyersmi1V] = [tsetsmVsV] (mod t©(G,H)")
[s+1 r;
= I_IltH [glt7 n] zxyq)] (mOd T<G’H)/)
[s+1 r; s+1 r; " xy®
= H“H [gzta zt] Xy :| {'I:Iltlz]l[git’hit]7zj| (mOd T(G7H)/)
[s+1 r;
= |11 fllss 07 (mod %(G. )
s-+1 i ) " ,
= HuH [git, 1]~ [gin, ™ (mod ©(G,H)")
s+1 r
= lIlznl {[gm ] ][gilah;g] [gih [hil7x]8(p][[git7y]67h;[t)] ’
(lgi, ], [x, B3]} (mod 1(G,H)'K)
s+1 r
= Hltl_]l[gm[ it>1X] (P][gzt,l)’] ,hg] (mod 1(G,H)'K)

Portanto, Q(1) é verdade.

iv) Suponha Q(r) verdade, para algum f € N*. Entdo
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[u7c+sm+r V, V]

s+1 r;
|:H H[gm[ ltar-x]&p][[git7ry]87h;§]7zxy(p:|

i=1t=

Usc+smtr+1 v]

s+1 i s
|:H H[gm[ ltarx] (p][[giter]

7;,:5] xytp] )
i=lt=

(it s sl

i=1t=

s+1 r; 5
|:H H glt, ll‘;l’x] (p][[gitﬂ’y] 7hll] xy(P:|

i=1t=
-1

il { (PN
YRS P

= s]jl IEI {[[git,ry]s,hg]_l[gm [hil;rx]&p]
[gie, [[hie,r x1%,2]%9) (it 12, [hie o ]°9)-
[[ ”,y(P] [X [ ll’f’x]q’] ]Hgitvry] ah:[t)]
[1itor Y%, i, X120 (i o 210, 1%, 1)
lgirsr ],y [x, 1)1}
s+1 1

= zHItI—T [glla[hlt7r+1x] (p][[gllur-i-]y] 7hft)]

e, portanto, Q(r+ 1) é verdadeira.

(mod t©(G,H)")

(mod t(G,H)")

(mod t(G,H)")

(mod ©(G,H)")

(mod ©(G,H)")

- [gih [hilarx]&p] :

(mod t1(G,H)'K)
(mod t(G,H)'K)

Logo, dos itens iii) e iv) e do Primeiro Principio de Indugdo Finita, segue que

Q(j) é verdadeira, para todo j € N*.

Em particular, se j = m, temos

[uvc—i-(s—i—l)mv] = [ 7c+vm+mv]
s+1 r ¢
= ITI H[gn,[ ltamx] H[gil:my] 7hlt]
1 1=
= 1

pois m = max{/,k}. Isso mostra que P(s+ 1) é verdadeira.

(mod (G, H)'K)
(mod t1(G,H)'K)
(mod T(G,H)'K),

Portanto, pelos itens i) e ii) e pelo Primeiro Principio de Indugdo Finita, segue

que P(s) é verdadeira, para todo s € N.
Agora, se s =2c—1,
i<c=s+2—i>c+1.

Essa implica¢do nos mostra que

2c

[11Yi(G),Ys42-i(H)?]

i=1

= {ln(G7H)}
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e, dai,se s=2c—1,

[”7c+(2c71)mv] = 1 mod T(G>H>/'

G,H
Portanto, % ¢ n-Engeliano, com n = c+ (2¢ — 1)m.
G,H
Se, além disso, G e H sdo grupos finitamente gerados, entdao % ¢ um
nGH)

grupo Engeliano soluvel finitamente gerado. Logo, pelo Teorema 1.2.20, «(G.HY
nilpotente. Como, pela Proposicdo 3.2.7, ©(G, H) é nilpotente, segue pelo Teorema 1.2.17

que N(G, H) é nilpotente e o teorema esta provado. O

Teorema 3.3.11 Sejam G e H grupos nilpotentes de classes a e b, respectivamente, tais
que a acdo de H sobre G é l-nilpotente e a acdo de G sobre H é k-nilpotente. Considere
¢ = mdx{a,b}, m = mdx{l,k}, n = c+ (2c — 1)m e s = min{a,b,k+ 1,1 + 1}. Entdo

N(G,H) é um grupo nilpotente de classe, no mdximo, nBsy12— B2 .

Demonstragdo. Utilizando argumentos andlogos aos usados no teorema anterior, pro-
n(G,H)
©(G,H)’
Corolério 3.3.8, (G, H) ¢é nilpotente de classe, no méaximo, s. Portanto, (G, H) é nilpo-

vamos que ¢ nilpotente de classe, no maximo, n. Pelo Teorema 3.2.6 e pelo

tente e sua classe nio € maior que nB; 1 — By (Teorema 1.2.17). Ol



CAPiTULO 4
Invariancia do Produto Tensorial Nao Abeliano

de Grupos

4.1 Um Caso Particular Sobre a Invariancia do Produto

Tensorial nao Abeliano

Vérios autores investigaram propriedades invariantes do quadrado tensorial de
um grupo dado. Nesta secao, seguindo [10], estudaremos este problema sob o ponto de
vista de classes de grupos.

Ap06s a defini¢do do produto tensorial ndo abeliano, Brown, Johnson, Robertson
e Loday escreveram duas contribuicdes fundamentais sobre o quadrado tensorial ndo
abeliano de um grupo (veja [2, 1]), deixando uma série de questdes em aberto que foram
sucessivamente discutidas em diversas obras de diferentes autores nos ultimos anos (veja
[3, 16,9, 8]).

Sejam os homomorfismos k: G® G — G’ e ¥ : GAG — G’ definidos, para
todo g®@h € GRH, por k(g ®h) = [g,h] e ¥'(g ANh) = [g,h]. Resultados obtidos em [1]

mostram a existéncia do seguinte diagrama comutativo:

0 0

!

Hi(G) — I(G/G) — kerk — Hy(G) — 0

| | !

H3(G) — I(G/G) — G®G — GAG — 1

Kl «

Gl Gl
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onde as linhas s@o sequéncia exatas e as colunas sdo extensdes centrais.

Portanto, a estrutura de G ® G € influenciada pela estrutura de G. Isso motivou
varios autores a estudar as proriedades de G que sao invariantes sob formacao do quadrado
tensorial ndo abeliano, mais especificamente, dada uma classe de grupos X, determinar

quando a afirmacao
CeX=G6RGeX (I)

¢é verdadeira.

Denotaremos as classes de grupos n-Engelianos, finitos, p-grupos finitos, nilpo-
tentes e soliveis por &,,§,§p, I e &, respectivamente. Além disso, as notagdes X = SX
e X = QX significam que a classe X é fechada com respeito a subgrupos e imagens ho-

momorficas, respectivamente.

Definicao 4.1.1 Seja X uma classe de grupos. O operador de classe NT é definido por
NTX={G|GeGeX}

Observe que verificar (1) equivale a determinar se X é fechada com respeito a
NT, ou seja, NTX = X.

Exemplo 4.1.2 i) Seja § a classe de grupos finitos. Entdo, de [9], temos que NT§ = §.

ii) Sejam Z, e Dg os grupos ciclico de ordem 2 e diedral de ordem 8, respectivamente.
Podemos mostrar que (Z x Dg) ® (Zy x Dg) = (Z2)® x Z4. Concluimos que a proprie-
dade de ser fatorado no produto direto de um grupo abeliano por um grupo ndo abeliano

ndo é fechada com relacdo a NT.

Os resultados obtidos nos trabalhos de Bacon, Blyth, Ellis, Kappe, Inassaridze,
Moravec, Morse, Nakaoka, Rocco, Russo, Sarmin, Visscher e entre tantos outros podem
ser sumarizados pelo seguinte teorema, que caracteriza a invariancia do quadrado tensorial

ndo abeliano de um grupo.

Teorema 4.1.3 (Veja [9, 12, 16, 15]) O operador de classe NT restrito ao conjunto
{€,,5.58,, M, 6} € a funcdo identidade.

Para o caso do produto tensorial ndo abeliano de grupos, analisaremos a invari-

ancia de G ® H sob certas condi¢des.

Lema4.1.4 Sejam G e H grupos normais de um grupo M contendo
N(G,H). Suponha que tais grupos agem um sobre o outro por conjugagdo.
Entdo G ® H = GMNGH)  gn(GH),
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Teorema 4.1.5 Sejam G e H subgrupos normais de um grupo M contendo M(G,H).
Suponha que G e H agem um sobre o outro por conjugagdo e seja X é uma classe de
grupos tal que SX = QX =X. Se G,H € X, entdo GR H € X.

Demonstragdo. Temos, pelo Lema 4.1.4, que
G®H = GWOH) nEGH) < GMNHM = GNH.

Logo, G ® H ¢é isomorfo a um subgrupo de GN H. Da hipétese SX = QX = X, temos que
G®HeX. OJ

4.2 Invariancia do Produto Tensorial nao Abeliano

Nesta secdo, demonstraremos um resultado que nos dd condicdes suficientes
para que o produto tensorial ndo-abeliano herde a propriedade que seus grupos geradores
possuem, isto €, dada uma classe de grupos X, daremos condi¢des suficientes para que a

implicagdo
G,H grupos, GHe X —GRHc X

seja verdadeira.

Para facilitar a compreensao da demonstracio deste resultado, demonstraremos
previamente algumas de suas partes através de lemas. Uma vez que os objetos forem
definidos ao longo do texto, os utilizaremos em todo este capitulo sem a necessidade de
mencionar novamente quem sao.

Seja X uma classe de grupos. Denotaremos: X = SX, se a X € fechada a
subgrupos; X = HX se X € fechada a imagens homomorficas; X = PX se X € fechada
a extensoes; X = HyX se X é fechada ao segundo grupo de cohomologia; X = H3X se
X ¢é fechada ao terceiro grupo de cohomologia; X = TX se X é fechada a formacado de
produto tensorial de anel de grupo usual (isto €, se G e H sdao grupos abelianos e K é
um grupo tais que G e H sao um ZK-moédulo a esquerda e um ZK-mddulo a direita,
respectivamente, entdo G ® H € X).

Sejam G e H g?u[i)os agindo compativelmente um sobre o outro e considere

P=(GxH)/IJ,onde e J sdo o fecho normal em G * H dos conjuntos
{¢"h"lg7h|gecG heHY e {h¢g 'h'g|gecG, heH)},

respectivamente (como / e J s@o normais em G x H, IJ é normal em G x H). Seja também
0 : H — Aur G o homomorfismo associado a ag¢do de H sobre G (por meio de (j,

Proposicao 1.3.4).
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Lema 4.2.1 A relacdo
O : GxgH — P
(g,h) +—— 1Jgh

é um epimorfismo de grupos.

Demonstragdo.
i) Para todos g1,82 € G, h;,h, € H,

(g1,h1) = (g2,h2) gi=&eh =h

g1hy = gohy
1Jgihy =1Jg2hy

0(g1,71) = 0(g2,h2).
ii) Para todos g1,¢2 € G, h;,h, € H,
h71
0((g1,h1)(g2,h2)) = (818" hiho)
h71
= lgig,' hih
1 1, -1 Kt
= L(gihigaha)hy gy 'yl gy' hiha
_1
= (Wgihi)(Igaha) (1715 g5 "1y (g5 gy 'hy ' )hgaha)
= 0(g1,h1)0(g2,h2). (13)

~1
((13) e higy ' hy €l e IngG*H>

iii) Sejam p(g,h) uma palavra sobre GUH em Gx*xH e p((glu),(1g,h))
uma palavra sobre (G x {ly}) U ({lg} x H) em G xg H. E ficil ver
que, para todo IJp(g,h) € P/IJ, existe p((g,1),(1,h)) € G xg H tal que

o(p((g,1),(1,h))) =1 p(g, h).
Dos itens acima, segue que ¢ € um epimorfismo de grupos, como queriamos. [J

Lema 4.2.2 As relagoes

66 : GxP — G 6y : HxP — H
(g, 1Jw) — g% (h,1Jw) +— h"

sdo agoes de P sobre G e de P sobre H, respectivamente.

Demonstragdo. Primeiramente, observemos que, para todos g€ G,he H,ve GUH,

hp—1,-1 —1,-1
vgh 8 h:v e vhgg h 8§ —vy
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e, portanto, v¢ = v, paratodos ve GUH, z € 1J.
Temos
i) Para todos wi,wy, € GxH, g1,82 € G,
(g1,1dw1) = (g2,1Jwr) = g1 =grelJw; =1Iw,
= g1 :gzewlwgl el
—1
— g =(g) " ) =g =gy
— GG(gl,Ile) = eg(gz,IJWQ).
ii) Para todo g € G, 06(g,1J) = 06(g, 17 (gg™ ")) = ggéfl =g.
iii) Para todos g € G, w;,wp € GxH,
06 (g, [Iwiwz) = g¥1"2 = (g"1)"? = 0(6(g,[Jw1),1Jw2).
iv) Para todos g1,g0 € G,w € GxH,
06(g182,1Jw) = (8182)" = 8783 = 0:(g1,1Jw)0G(g2,1Iw).
Dos itens acima, segue que 6 é uma acdo de P sobre G.
Temos também
v) Para todos wi,wp € GxH, hy,hy € G,
(l’ll,lfwl) = (hz,]JWz) = hi=hellw =1Jw
= :hgewlwgl el
—1
_— h‘lvl — (hVIWWz )w2 — hvlvz — h;’z
— GH(hl,Ile) = GH(/’IQ,IJWQ).
vi) Para todo h € H, 0y (h, 1) = 0 (h, 1T (hh 1)) = k""" =
vii) Para todos h € G, wi,wy € GxH,
ey(h,IJW1W2) = hpViW2 = (hwl)wz = e(e(h,IJW1),IJW2).
viii) Para todos hi,hy, € G,w € GxH,
GH(/’llhz,IJW) = (/’llhz)w = hvf}hg = GH(/’ll,[JW)GH(hQ,IJW).
Dos itens acima, segue que 0y € uma acdo de P sobre H. [

Sejam os homomorfismos
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u: G — P v . H — P
€ .
g — g h +—— 1Jh

Lema 4.2.3 Os pares (u,0¢) e (v,0y) sdo modulos cruzados.

Demonstragdo.

i) Paratodos g€ G,we GxH,

u(g"™) = u(g") = 1g" = LIw~ ' gw = (I7w) " u(g) (Iw).

ii) Para todos g, g1 € G,

1J _
g8 =gl = o8 — g-lg) g

Dos itens acima, segue que o par (u,0¢) é um médulo cruzado. A outra parte é

provada de modo andlogo. 0

Defina G := u(G) e H := v(H).

Lema 4.2.4 (a) As relacoes
0 : GxH — G 0 : HxG — H
(IJg,1Jh) +—— 1Jg" (IJh,1Jg) +—— 1Jh8
sdo agoes compativeis.
(b) u eV preservam as agoes 05 e 0.

(¢) G e H sdo (ker v)-trivial e (ker u)-trivial, respectivamente.

Demonstragdo. (a) Iremos mostrar apenas que 0 e 05 sdo fungoes. Mostrar que 6 € 05
sa0 acoes compativeis € consequéncia imediata da compatibilidade das acdes de G sobre
H e de H sobre G.

Para todos 1Jg1,1Jg> € G, 1Jh1,1Jh, € H,

(g1, 1Jhy) = (IJg2,1Jhy) = g1g,' €Jehih,' €1J
g = wnilgim
= Ik (hihy ') " Ng1g5 ga(hihy hy
= Ifhglgzhz
IJgg2
— 05(IJg1,1Thy) = 05 (10 g, 1Tho).



4.2 Invariancia do Produto Tensorial ndo Abeliano 69

Isso mostra que O € uma funcdo. Analogamente, 07 € uma fungao.

Os itens (b) e (¢) sdo triviais. O

Definamos @ := IJa, paratodoa € G* H.
Lema 4.2.5 O conjunto E = {§®h | g =h} C G® H estd contido em Z(GR H).

Demonstracdo. Seja g ® h € E. Entdo, da Proposicio 2.2.3 item (g), para todo
awbe GRH,

Goh)(aeb)(geh) =a "¢ b "¢ =awb

(pois § = h) e, portanto, g h € Z(GR H). O

] hamado

Defini¢do 4.2.6 Seja D(G,H) = (E)(= (E)’). O grupo (G® H)/D(G,H) é c
D(G,H)(g®h) é

produto exterior de G e H e serd denotado por G ANH. A classe lateral

denotada por g A h.

Lema 4.2.7 Existe um epimorfismo X' : GAH — [G,H] tal que ¥'(g ANh) = [g,h], para
todo gNhec GNH.

Demonstragdo. Defina a relacao

Kk : GxH

—
(g.h) — [gh=g"g""

K(ggl7h) - K(ggluhgl)]((g_la}_l) € K(ga}_l}_ll) - K(g7B1)K(ghlahhl)
para todos 2,31 € G, h,h; € H.
i) Se g = h, entdo x(g,h) = [§,h] = [2.8] = 1|6 -

Dos itens acima e do Teorema 1.2.33, existe um homomorfismo
¥ : GANH — [G,H] tal que x(g Ah) = [g,h], para todo §Ah € GAH. E facil ver

que tal homomorfismo € sobrejetivo. 0

Lema 4.2.8 Dado um grupo G, existe um homomorfismo ¢ : T'(G/G') — G ® G tal que
¢(v(G'g)) = g®g paratodoy(G'g) € I(G/G').

Demonstracdo. Sejay= {y(G'g) | G'g € G/G'}. Defina a relagdo
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70

0o : Y — G®G

. V(G e
1(G'g) — g®¢g

i) Pela Proposico 2.2.3 (g) temos, paratodo g € G, g g € Z(GR G).

ii) Para todo g,h € G,

gh_1h®g

(g"n g (hwg)

= (e 0" (heg)
(hog) ("wg"(heg)
g

8¥g

—
*
~~—

e
=

((*) Proposigdo 2.2.3 (e))
iii) Para todos y(G'g1),Y(G'g2) €,

V(G'g1) =V(G'g) < Ggi=GCGg
— glggl ¥l
— IwelGRaG; n(w) =g1g2_1,
onde 7 € a fung¢do do Corolario 2.2.10 (a). Assim, do Corolério 2.2.10 (c),
1@ = [W, W]
T(w) @ (W)
= 218, ®gig "
&' o e 1y~ 1
(81° ®g1° & )& ©®8gi18 )
g e e o 1y, -1 -1
(817 @877 (81" ®g; )8, ®gig )
—1
(G12e1)(g @8 ')(g, ' ©aig '), (14)
donde a quinta igualdade decorre da Proposicao 2.2.3 (f). Mas

=
=t
=

(518, @8 Nge2®g)™ = (215, ®g "

( )
= (818, ' @8 )8} 2287 ®g5) |

( )(g287 @8, )(gf'f_ ®g,")

( Jgigy ' @g ) (g gy

218, ' ©g;!
818, ' ®g !
1
g _
= g ®g",

donde a terceira igualdade decorre da Proposi¢do 2.2.3 (f). Logo, de (14) e (15), temos

(g1®81)(g18, ' ®g N2 ®g) (8 ' ®g1g, )

(
(51®281)(82®82)" (g1g51®g2_1)(g51®g1g51)
(81®81)(g2®g2) ' (n(w)®g; ') (g; ' ®@m(w))
(81®81)(g208) ' (m(w) @ g, ) (m(w) gy ")~
(g1®g1)( )1,

1®:
)

82082

(15)
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donde a quarta igualdade decorre do Coroldrio 2.2.10 (b). Logo, para todos
Y(G'81),7(G'2) €,

VG'g1)=1Gg) = g1Rg1 =838
— 0(v(G'g1)) = 0(v(G'g2))

e, portanto, ¢ € uma funcao.

iv) Para todo g € G,

0(Y(G'g )o(v(Ge) ! = (¢'weg (gwg) ™!
= (g 'og) (gwe) !
= (g@g)(g®g)!
— 1.

v) Sejam a,b,c € G e considere ¢; = O(y(G'abc))d(y(G'a))o(Y(G'D))d(y(G'c)) e
92 = (0(v(G'ab))0(v(G'bc))o(¥(G'ca))) . Temos

0 = (abc®abc)(a®a)(b®b)(c®c)
‘b* ®a‘bc)(c®@abc)(a®a)(b®@b)(c®c)
b¢ @ c)(a b ®a b ) (c®abe)(a®a)(b@b)(c®c)

(
(a
(a
(@b ®c)(ab®ab)(c@abc)(a®a)(b@b)(c®c)
(a
(
(a

=
=t
=

e
=

)
‘b°®c)(c®c)(c®abe)(a®a)(b@b)(ab® ab)
abc®c)(c®abc)(a®a)(b@b)(ab® ab)

be @ b (be @ ¢)(c @ abc)(a®a)(b & b)(ab @ ab).

Como be ® be = (be @ ¢)(bc ® b°) temos

Q

be @ ) (be @ be) (b°c @ b°) ™ (c @ abe)(a® a) (b @ b)(ab @ ab)
abe @ cbe (bcc®bc)’1(c®abc)( ®a)(b®b)(ab® ab)(bc® bc)
abe @ cbe ((bc2®bc )(c®bc)) (c®abc)(a®a)(b @ b)(ab® ab)(be ® be)
(c@b) ' (b@b) c®abe)(a®a)(b@b)(abab)(bc @ bc)
(c®@b) Y c®abe)(a®a)(ab® ab)(be @ be)
(c@b) He®c)(c®a'h®)(a®a)(ab® ab)(bc® bc)
bc®c VNe@b) He@c)(ec®b) (" ®@a")(a®a)(ab@ ab)(bc ® be)
(c®b)”
( (

(o

Y
=

2

=
=1
=

C

=]
=
=

e
=

a’ @ ) (c@b) e ®@b) (a®a)(c®c)(cP @ aP®)(ab @ ab)(bc @ be)
a” @ ") (a®a)(c®c)(c? ® ab®)(ab @ ab)(bc @ be).

Il
/\/\/\/\/\/\/\/\/\
@‘
S
®
Q
ﬁ

)
)
)
)
%)
”)
)
)
)

Como
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-
|| =:
=

(ca)* ® (ca)”

ac@ac

ca®ca

=
=1
=

Cilbcccflbc ®ac*1bcccflbc

(abc ® abccbc) (Cbc ® acflbcccflbc)

(abc ® cbc)(acbc ® acbc) (cbc ® cbc)(cbc ® abc)
(a

bc®cbc)(a®a)(c®c)(cbc®abc)

a

=
=1
=

temos

=
Il

(ca® ca)(ab®ab)(bc @ bc)

(ab®ab)(bc @ bc)(ca® ca)
o'

=
=

e, portanto, para todos a,b,c € G,

O(¥(Gabe) (G @) O(Y(G'B)O(HG ) (01 ab) 0N Th))o(H(Tea)) = L.

Dos itens iii), iv) e v) e do Teorema 1.2.33 segue que existe um unico homomor-
fismo @ : I'(G/G') — G® G tal que ¢(y(G'g)) = ¢(y(G'g)) = g® g, para todo
v(G'g) €T(G/G'). U

Lema 4.2.9 Se G = GN H no lema anterior entdo Im ¢ = D(G, H).

Seja K = (GNH)/(GNH)'.

Teorema 4.2.10 Sejam G e H grupos agindo compativelmente um sobre o outro e
suponha X =SX = HX = PX = H,X = H3X = TX. Nessas condi¢oes, se G,H,I'(K) € X,
entdo G®H € X.

Demonstragdo. Como G,H € X e X = PX segue, pela definicdo de produto semidireto,
que G xgH € X. Pelo Lema 4.2.1 e da hipétese X = HX, segue que P € X. Como G e
H sdo subgrupos de P segue, da hipétese X = SX, que G,H € X. Do Lema 4.2.3 e da
Proposi¢do 1.3.11, temos G,H < P, ker u < Z(G) e ker v < Z(H). Disso, concluimos que

as sequéncias exatas
1 —skeru——G-5G—1
1 —skerv-2sH Y H 1

(onde i e i sdo inclusdes) sdo extensdes centrais e, portanto, do Lema 4.2.4 e do Teorema

2.2.13, existe uma sequéncia exata

(G®ker V) x (ker u@H) = GQH N GoH — 1,
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onde Imt < Z(G®H). Do Lema 4.2.4 item (c) e do Teorema 2.2.14 segue que

GRkerv=I(G) ® kerv
7G

keruy@H = ker u @ I(H).
ZH

Assim, da hipétese X = TX, segue que G® ker v, ker uy@ H € X. Como produto
direto também € um produto semidireto, segue que (G ® ker v) x (ker u@ H) € X e,
portanto, Im T € X (pois X = HX). Como G®H = (G®QH)/Im t e Im T € X, teremos
G ®H € X se provarmos que G® H € X (pois X = PX) e isso encerra a demonstragio.
Provemos entdo que GR H € X.

Do Lema 4.2.7, temos que (GAH) /ker ¥ = [G,H]. Mas [G,H| <GNH <G €
X. Logo, da hipétese X = SX = HX, temos que (GAH) /ker ¥ € X. (14)

Do Teorema 4.5 de [2], existe uma sequéncia exata

H3(P/G)@H;(P/H) — ker ¥' — H>(P)

Como P,P/G,P/H € X segue, da hipétese X = HX = H,X = H3X que
H;3(P/G),H3(P/H),Hy(P) € X. Como ker k' é extensdo de H3(P/G)@ H3(P/H) por
H;(P) segue, da hipétese X = PX, que ker ¥’ € X. (15)

De (14) e (15) e da hipétese X = PX, temos G A H € X. Mas, pelo Lema 4.2.9
e das hipéteses I'(K) € X e X = HX, temos D(G,H) € X. Logo, da hipétese X = PX,
temos G @ H € X, como queriamos.

O



Consideracoes Finais

Neste trabalho, apresentamos condicdes (de diferentes modos) para que o pro-
duto tensorial herde propriedades de seus grupos componentes. O produto tensorial ndo
abeliano tem sido vastamente estudado em sua forma particular: o quadrado tensorial.
Solubilidade, finitude, cotas para ordem, entre outras tantos estudos sdo largamente apli-
cados ao quadrado tensorial.

Uma pergunta que poderia ser estudada é: se o produto tensorial de grupos tem

uma propriedade X entdo seus grupos componentes tem a propriedade X?
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