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Resumo

Dias, Diogo Gonçalves.Classes de Hipersuperfícies Weingarten Generali-
zada no Espaço Euclidiano. Goiânia, GO, 2014.65p. Tese de Doutorado . Ins-
tituto de Matemática e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

Apresentamos parametrizações de hipersuperfícies com aplicação normal de Gauss pres-

crita. Estas parametrizações são obtidas como o envelope deuma congruência de esferas

onde o outro envelope esta contido em um hiperplano. Introduzimos classes de superfí-

cies que generalizam as superfícies de Weingarten linear, onde os coeficientes são fun-

ções que dependem da função suporte e da função distância a umponto fixo (superfícies

WGSD). Classes conhecidas destas superfícies são as superfícies de Weingarten linear,

as superfícies de Appell e as superfícies de Tzitzéica. A partir delas obtemos novas clas-

ses de superfícies WGSD aplicando inversões e dilatações. Para uma classe especial de

superfícies WGSD, que é invariante por dilatações e inversoes (superfícies WGSDE),

obtemos uma representação tipo Weierstrass, dependendo deduas funções holomorfas.

Como aplicação classificamos as superfícies WGSDE de rotação e apresentamos uma fa-

mília a 4-parâmetros de superfícies WGSDE cíclicas completas com uma singularidade

isolada e com planos de folheação não paralelos. Terminamosgeneralizando as superfí-

cies WGSDE para o hipersuperfícies emRn+1, n≥ 2. Apresentaremos uma representação

para estas hipersuperfícies no caso em que a projeção estereográfica da normal de Gauss

N é dada pela aplicação identidade. Como aplicação, caracterizaremos os exemplos rota-

cionais.

Palavras–chave

superfícies Weingarten generalizada, representação tipoWeierstrass, aplicação

normal de Gauss prescrita.



Abstract

Dias, Diogo Gonçalves.Classes of Generalized Weingarten Hypersurfaces
in the Euclidean Space. Goiânia, GO, 2014.65p. PhD. Thesis . Instituto de
Matemática e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

We present hypersurfaces with prescribed normal Gauss map.These surfaces are obtained

as the envelope of a sphere congruence where the other envelope is contained in a plane.

We introduce classes of surfaces that generalize linear Weingarten surfaces, where the

coefficients are functions that depend on the support function and the distance function

from a fixed point (in short, DSGW-surfaces). The linear Weingarten surfaces, the

Appell’s surfaces and the Tzitzeica’s surfaces are all DSGW-surfaces. From them we

obtain new classes of DSGW-surfaces applying inversions and dilatations. For a special

class of DSGW-surfaces, which is invariant under dilatations and inversions, we obtain a

Weierstrass type representation (in short, EDSGW-surfaces). As application we classify

the EDSGW-surfaces of rotation and present a 4-parameter family of complete cyclic

EDSGW-surfaces with an isolated singularity and foliated by non-parallel planes. We

generalized the EDSGW-surfaces for the case of hypersurfaces inRn+1, n≥ 2. We present

a representation for these hypersurfaces in the case where the stereographic projection of

the normal Gauss mapN is given by the identity application. As an application, we will

characterize the rotational examples.

Keywords

generalized Weingarten surfaces, Weierstrass type representation, prescribed

normal Gauss map.
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Introdução

Uma superfície orientadaS⊂ R
3 é dita umasuperfície Weingartense existe

uma relação diferenciávelW entre as curvaturas médiaH e GaussianaK de S tal que

W(H,K) ≡ 0. A classificação geral das superfícies Weingarten é ainda uma questão

aberta. No caso em que o funcionalW é linear, isto é,a+ bH+ cK = 0 paraa, b e c

constantes, as superfícies são chamadas desuperfícies Weingarten linear. Exemplos sim-

ples de superfícies Weingarten linear são as superfícies decurvatura Gaussiana constante

(c 6= 0 eb= 0) e as superfícies de curvatura média constante (b 6= 0 ec= 0).

Schief [22] estudou duas classes de superfíciesS⊂ R3 que satisfazem uma

relação de Weingartenda forma(µ2 ± ρ2)K + 2µH + 1 = 0, ondeµ, ρ : S→ R são

funções harmônicas (em certo sentido) definidas sobre a superfície. Essas classes incluem

as superfícies clássicas de Bianchi, as superfícies de Bianchi de curvatura positiva e as

superfícies com curvatura média inversa harmônica (veja [4]).

Em [6], Corro apresentou uma maneira de parametrizar superfícies como enve-

lopes de congruência de esferas na qual o outro envelope estácontido em um plano e com

função raio associada a um sistema de tipo hidrodinâmico. Como aplicação, ele estuda

superfíciesX : M → H3 no espaço hiperbólicoH3, no modelo do semi-espaço positivo,

tal que a aplicação hiperbólica de GaussG define uma congruência de esferas para a qual

X(M) e G(X(M)) são envelopes e o raio de cada esfera define a função raioh. Então

X é dita umasuperfície Weingarten generalizada do tipo Bryant(superfícies BGM) se a

curvatura médiaH, a curvatura GaussianaKI e a função raioh satisfazem a relação

2ach
2(c−1)

c (H −1)+(a+b−ach
2(c−1)

c )KI = 0 (0-1)

paraa,b,c ∈ R,a+ b 6= 0,c 6= 0. Esta classe de superfícies incluem as superfícies de

Bryant e as superfícies flat doH3 (veja [5], [11], [17],[18] e [21]).

Em [15], Fernandes estuda superfíciesM no espaço hiperbólico cuja curvatura

médiaH e a curvatura intrínsecaKI satisfazem a relação 2(H −1)e2µ+KI (1−e2µ) = 0,

ondeµ é uma função harmônica com respeito a forma quadráticaσ =−KI I +2(H −1)II

e I e II representam a primeira e segunda forma quadrática deM. Estas superfícies são

chamadas deSuperfícies Weingarten generalizada tipo harmônico(superfícies WGH). A

autora obtém uma representação tipo Weierstrass para estassuperfícies que depende de
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três funções holomorfas. Além disso, ela obtém uma representação tipo Weierstrass para

superfícies de Bryant e classifica as superfícies WGH de rotação.

SejaS⊂ R3 uma superfície orientada pela normal de GaussN. Dadoν ∈ R3, as

funçõesΨν,∆ν : S→ R3 dadas porΨν(p) =< p−ν,N(p) >,∆ν(p) =< p−ν, p−ν >,

p ∈ S, onde< ., . > denota o produto escalar euclidiano emR3, são chamadas de

função suporte e função distância quadrática em relação àν ∈ R3, respectivamente.

Geometricamente,Ψν(p) mede a distância (com sinal) deν ao plano tangenteTpS de

Sem p e ∆ν(p) calcula a distância quadrática dep à ν.

Em 1888, Appell [2] estudou uma classe de superfícies orientadas emR3

associadas a transformações na esfera que preservam área. Posteriormente, Ferreira e

Roitman [16] mostraram que estas superfícies são tais que existe um ponto fixo ν ∈R3 de

modo que a curvatura médiaH, a curvatura GaussianaK e a função suporteΨν satisfazem

H +ΨνK = 0.

Em 1907, Tzitzéica [23] estudou superfícies hiperbólicas orientadasS⊂ R3

tais que existe uma constante não nulac ∈ R para a qual se cumpre a seguinte relação

K +c2Ψ4
ν = 0, para algum ponto fixoν ∈ R3.

Motivados pelos trabalhos de [6], [7], [10] e [14], caracterizaremos as superfícies

emR3 com aplicação normal de Gauss prescrita, como envelopes de uma congruência de

esferas na qual o outro envelope está contido em um plano. Estas superfícies podem ser

consideradas como transformações de Ribaucour de um plano (veja [7]). A parametri-

zação obtida está relacionada a sistemas do tipo hidrodinâmico, estudados em [10], e

generaliza as parametrizações obtidas em [14].

Motivados pelos trabalhos de [2], [6], [15], [16], [22] e [23], introduzimos o

estudo de classes de superfícies orientadasS⊂ R3 que cumprem uma relação da forma

A(p)+B(p)H(p)+C(p)K(p) = 0, p ∈ S ondeA,B,C : S→ R são funções diferenciá-

veis que dependem da função suporteΨν e da função distância quadrática∆ν, para algum

ponto fixoν ∈ R
3. Denominaremos tais superfícies deSuperfícies Weingarten generali-

zada tipo suporte distância(superfícies WGSD). Classes conhecidas destas superfícies

são as superfícies Weingartem linear, superfícies de Appele superfícies de Tzitzéica. A

partir destas obtemos novas classes de superfícies WGSD aplicando inversões, dilatações

e superfícies paralelas.

Estudaremos uma classe especial de superfícies orientadasS⊂R3 que cumprem

uma relação da forma 2ΨνH +∆νK = 0 , para algum ponto fixoν ∈ R3. Chamaremos

estas superfícies desuperfícies WGSDE. Mostraremos que estas superfícies são invari-

antes por dilatações e inversões. Quando a curvatura GaussianaK é identicamente nula

mostraremos que estas superfícies sao cones generalizadose quandoK 6= 0, utilizando a

parametrização associada a sistemas de tipo hidrodinâmico, obteremos uma representação

tipo Weierstrass dependendo de duas funções holomorfas. Como aplicação mostraremos
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que uma superfície WGSDE de revolução é parte de um cone circular, ou parte de um

plano, ou parte de uma esfera, ou parte de uma superfície cujoconjunto de singularidades

é um circulo ou parte de uma superfície com uma singularidadeisolada.

Uma superfícieS⊂ R3 é dita cíclica se é determinada por uma família a 1-

parâmetro de círculos. López [19] mostrou que uma superfície Weingarten linear cíclica é

parte de uma esfera ou os planos de folheação são sempre paralelos. Apresentaremos uma

família a 2-parâmetros de superfícies cíclicas WGSDE com uma singularidade isolada e

cujos círculos não estão em planos paralelos.

Este trabalho está dividido da seguinte forma: no Capítulo1 apresentamos

definições e fatos básicos que serão utilizado do decorrer dotexto. No Capítulo2

caracterizaremos as superfícies emR3 com aplicação normal de Gauss prescrita, como

envelopes de uma congruência de esferas na qual o outro envelope está contido em um

plano. Além disso, mostraremos que estas superfícies são superfícies de rotação se, e

somente se, a função raio está associada a uma função radial.

No Capítulo3, estudaremos as superfícies WGSD. Mostraremos como as inver-

sões e dilatações nos conduzem naturalmente ao estudo das superfícies WGSDE. A partir

daí apresentaremos uma representação tipo Weierstrass para as superfícies WGSDE e

caracterizaremos os exemplos rotacionais. Além disso, apresentaremos uma família de

exemplos cíclicos.

No Capítulo4, generalizaremos o conceito de superfícies WGSDE para o caso de

hipersuperfícies emRn+1. Apresentaremos uma representação para estas hipersuperfícies

no caso em que a projeção estereográfica da normal de GaussN é dada pela aplicação

identidade. Como aplicação, caracterizaremos os exemplosrotacionais.



CAPÍTULO 1
Preliminares

Neste capítulo apresentaremos algumas definições e fatos básicos que serão uti-

lizados no decorrer do trabalho. Maiores detalhes poderão ser encontrados nas referências

citadas ao longo do capítulo.

Denotaremos porRn o espaço Euclidianon-dimensional e por(x1, ...,xn) suas

coordenadas. Dada uma função diferenciávelf : Rn →R, a derivada parcial def relativa

axi , 1≤ i ≤ n, será denotada porf,i .

1.1 Hipersuperfícies no Espaço Euclidiano

Definição 1.1 SejaΣ um subconjunto não vazio deRn+1, n≥ 2. Dizemos queΣ é uma

hipersuperfície deRn+1 se, para cada p∈ Σ, existem uma vizinhança V⊂ Rn+1 de p, um

aberto U⊂ Rn e um homeomorfismo diferenciável X: U → V
⋂

Σ tal que a diferencial

dXq : Rn → Rn+1 é injetora para todo q∈U.

A aplicaçãoX é chamada umaparametrizaçãode Σ. Em termos de suas com-

ponentes, a parametrizaçãoX pode ser escrita porX(u) = (x1(u), ...,xn+1(u)), u =

(u1, ...,un) ∈U . Dessa forma,X é diferenciável se, e somente se,xi for diferenciável para

todo i = 1, ..,n+1. Além disso, a diferencialdXq é injetora se, e somente se, os vetores

X,i(q) =
∂X
∂ui

(q), 1≤ i ≤ n, (1-1)

são linearmente independentes.

Um vetor tangente aΣ em um pontop ∈ Σ é um vetor tangente a uma curva

parametrizada diferenciávelα : (−ε,ε)⊂ R→ Σ, comα(0) = p. O conjunto de todos os

vetores tangentes aΣ em p, denotado porTpΣ, é chamado dehiperplano tangentea Σ em

p. SeX é uma parametrização deΣ em p, entãoTpΣ coincide com o subespaço vetorial

gerado por{X,i(q);1≤ i ≤ n}, ondep= X(q).

Dizemos queΣ é orientável se for possível determinar um campo vetorial

diferenciável unitárioN normal aTpΣ, para cadap ∈ Σ. Neste caso, dizemos queN é
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a aplicação normal de GaussdeΣ e que tal campo determina uma orientação emΣ. Em

coordenadas locais,

N,i =
n

∑
j=1

Wi j X, j , 1≤ i ≤ n, (1-2)

onde X é uma parametrização deΣ. A matriz W = (Wi j ) é chamada dematriz de

WeingartendeΣ.

A primeira forma fundamental IdeΣ é a restrição do produto interno canônico

deRn+1 aos hiperplanos tangentesTpΣ. Logo, para cadap∈ Σ

Ip(w1,w2) = 〈w1,w2〉, w1,w2 ∈ TpΣ. (1-3)

A segunda forma fundamental IIe aterceira forma fundamental IIIdeΣ são definidas da

seguinte forma:

II p(w1,w2) = 〈−dNp(w1),w2〉, w1,w2 ∈ TpΣ (1-4)

III p(w1,w2) = 〈−dNp(w1),−dNp(w2)〉, w1,w2 ∈ TpΣ (1-5)

ondep∈ Σ edNp é a diferencial da normal de Gauss emp. Observe que, para cadap∈ Σ,

−dNp é auto-adjunto com respeito a primeira forma fundamentalI . Consequentemente,

a segundaII e a terceiraIII formas fundamentais são formas bilineares simétricas sobre

TpΣ, para todop∈ Σ.

As curvaturas principais k1,..., kn de Σ, em um pontop, são os autovalores de

−dNp. Dessa forma, define-se a curvatura médiaH e a curvatura de Gauss-KroneckerK

por

H =
1
n

n

∑
i=1

ki =
1
n

tra.(−dNp) e K =
n

∏
i=1

ki = det.(−dNp) (1-6)

ondetra. edet. denotam, respectivamente, o traço e o determinante de−dNp. Além disso,

a r-ésima curvatura médiaHr deΣ, 1≤ r ≤ n, é definida por

Hr =

(
n

r

)−1

∑
j1<...< jr

k j1 · ... ·k jr . (1-7)

Observe queH = H1 e K = Hn.

Uma transformação linearϕ : Rn → Rn é ditaortogonalse preserva o produto

interno canônico deRn. De outra forma, uma transformação ortogonal é uma isometria

linear deRn emRn. O conjunto de todas transformações ortogonais deRn forma ogrupo

ortogonal O(n).

Observe queO(n) pode ser visto como um subgrupo do grupo ortogonalO(n+1)

das transformações ortogonais deRn+1. Os elementos deO(n) agem emRn+1 rotaci-



1.2 Sistemas de Tipo Hidrodinâmico 15

onando os pontos em torno de uma reta invariante dada, chamada de eixo de rotação.

Dessa forma, a órbita de uma pontop ∈ Rn+1, pela ação deO(n), é uma esfera(n−1)-

dimensional centrada no eixo de rotaçãor e cujo raio é a distância dep à r.

Definição 1.2 Uma hipersuperfícieΣ ⊂ Rn+1 é dita de rotação se é invariante por O(n),

isto é, as seções ortogonais ao eixo de rotação r determinam em Σ esferas(n− 1)-

dimensionais centradas em r.

SejaΣ ⊂ Rn+1 uma hipersuperfície orientada pela normal de GaussN. Fixado

ν ∈ Rn+1, as funçõesΨν,Λν : Σ → R dadas por

Ψν(p) = 〈p−ν,N(p)〉 e Λν(p) = |p−ν|2, p∈ Σ, (1-8)

são chamadas defunção suportee função distância quadráticacom respeito àν, respec-

tivamente. Geometricamente, o módulo deΨν(p) mede a distância deν até o hiperplano

tangenteTpΣ e Λν(p) calcula o quadrado da distância dep à ν.

Para finalizarmos a seção definiremos cone generalizado e superfícies cíclicas.

Definição 1.3 Seja p∈R3 um ponto eC ⊂R3 uma curva regular tal que p/∈ C . Um cone

generalizado de vértice p é uma superfície regrada gerada pela família a 1-parâmetro de

retas que passam por p e q, onde q∈ C .

Observe que no caso em queC é uma elipse, o cone generalizado é um cone

quadrático.

Definição 1.4 Uma superfícieS ⊂ R
3 é dita cíclica se é determinada por uma família a

1-parâmetro de planos Pk ⊂ R3, k∈ J ⊂ R, tal que para todo k a interseção Pk
⋂

S é um

círculo eS =
⋃

k∈J

(Pk

⋂
S)

1.2 Sistemas de Tipo Hidrodinâmico

Nesta seção apresentaremos alguns resultados devidos a Ferapontov sobre siste-

mas de tipo hidrodinâmico e transformações recíprocas. As demonstrações destes resul-

tados podem ser vistas nas referências [13] e [14].

Definição 1.5 Sejam U⊂ Rn um subconjunto aberto, u= (u1, ...,un) ∈U e Vi j : U → R,

1 ≤ i, j ≤ n, funções diferenciáveis. Um sistema de tipo hidrodinâmico nas variáveis

independentes(x, t) é um sistema de equações diferenciais parciais da forma

ui
,t =

n

∑
j=1

Vi j (u)u
j
,x, 1≤ i ≤ n, (1-9)

onde ui = ui(x, t), 1≤ i ≤ n.
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Definição 1.6 Sejam P, Q:U ⊂Rn→R funções diferenciáveis. A 1-formaW=P(u)dx+

Q(u)dt, u∈U, é chamada de integral de tipo hidrodinâmico do sistema (1-9) se

Q,i =
n

∑
j=1

Vi j P, j (1-10)

para todo1≤ i ≤ n.

Exemplos simples de integrais de tipo hidrodinâmico podem ser obtidas da

seguinte forma.

Exemplo 1.7 Considere uma hipersuperfície orientávelΣ ⊂Rn+1 localmente parametri-

zada por X: U ⊂ Rn → Σ e com matriz de Weingarten W= (Wi j ), isto é,

N,i =
n

∑
j=1

Wi j X, j , 1≤ i ≤ n, (1-11)

onde N é a aplicação normal de Gauss deΣ. Dessa forma, a 1-forma (vetorial) Xdx+Ndt

define integrais de tipo hidrodinâmico do sistema

ui
,t =

n

∑
j=1

Wi j (u)u
j
,x, 1≤ i ≤ n. (1-12)

Além disso, a 1-forma〈X,X〉dx+2〈X,N〉dt também é uma integral do sistema (1-12).

De fato,
n

∑
j=1

Wi j (〈X,X〉), j = 2〈X,
n

∑
j=1

Wi j X, j〉= 2〈X,N,i〉= 2〈X,N〉,i. (1-13)

Definição 1.8 Sejam Adx+Bdt e Cdx+Ddt integrais de tipo hidrodinâmico do sistema

(1-9), onde AD−BC 6= 0 para todo u∈U. Uma transformação recíproca é uma mudança

nas variáveis independentes(x, t), dada por

dx = Adx+Bdt (1-14)

dt = Cdx+Ddt (1-15)

Essa transformação recíproca induz uma transformação no sistema (1-9), con-

forme a proposição seguinte.

Proposição 1.9A transformação recíproca dada por (1-14) e (1-15) transforma o sis-

tema (1-9) no seguinte sistema de tipo hidrodinâmico

ui
,t =

n

∑
j=1

V i j (u)u
j
,x, i = 1, ...,n, (1-16)
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onde a matrizV = (V i j ) é dada por

V = (AV−BIn)(DIn−CV)−1 (1-17)

e In é a matriz identidade n×n. Além disso, dada uma integral do tipo hidrodinâmico

Pdx+Qdt do sistema (1-9), a 1-forma

DP−CQ
AD−BC

dx+
AQ−BP
AD−BC

dt (1-18)

é uma integral do tipo hidrodinâmico do sistema (1-16).

Prova. Segue da transformação recíproca dada por (1-14) e (1-15) quex,x = A, x,t = B,

t ,x =C e t ,t = D. Pela regra da cadeia,

ui
,t = Bui

,x+Dui
,t (1-19)

ui
,x = Aui

,x+Cui
,t (1-20)

para todoi = 1, ...,n, de onde segue que

ui
,x =

Dui
,x−Cui

,t

AD−BC
e ui

,t =
Aui

,t −Bui
,x

AD−BC
. (1-21)

Logo,

ui
,t =

n

∑
j=1

V i j u
j
,x ⇔

Aui
,t −Bui

,x =
n

∑
j=1

V i j (Du j
,x−Cuj

,t) ⇔

A
n

∑
k=1

Vikuk
,x−B

n

∑
k=1

δikuk
,x =

n

∑
j=1

V i j

(
D

n

∑
l=1

δ jl u
l
,x−C

n

∑
l=1

Vjl u
l
,x

)
⇔

n

∑
k=1

(AV−BIn)ikuk
,x =

n

∑
j ,l=1

V i j (DIn−CV) jl u
l
,x ⇔

n

∑
k=1

(AV−BIn)ikuk
,x =

n

∑
l=1

(
V(DIn−CV)

)
il ul

,x ⇔

AV−BIn = V(DIn−CV). (1-22)

Portanto,V = (AV−BIn)(DIn−CV)−1.

Por outro lado, a transformação recíproca dada por (1-14) e (1-15) garante que

dx=
Ddx−Bdt
AD−BC

e dt =
Adt −Cdx
AD−BC

. (1-23)
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Dessa forma, sePdx+Qdt é uma integral do tipo hidrodinâmico do sistema (1-9), a 1-

forma

P

(
Ddx−Bdt
AD−BC

)
+Q

(
Adt −Cdx
AD−BC

)
=

DP−CQ
AD−BC

dx+
AQ−BP
AD−BC

dt (1-24)

é uma integral do tipo hidrodinâmico do sistema (1-16). �

A Proposição acima permite-nos obter relações entre uma hipersuperfície e sua

correspondente imagem via dilatações e inversões.

Proposição 1.10Considere a dilatação Dn+1 : Rn+1 → Rn+1, definida por

Dn+1(p) = λp, p∈ R
n+1 (1-25)

ondeλ é uma constante real não nula. SeΣ ⊂ Rn+1 é uma hipersuperfície orientada

pela normal de Gauss N e com matriz de Weingarten W, entãoΣ = Dn+1(Σ) é uma

hipersuperfície com normal de GaussN e matriz de WeingartenW dadas por

N = N e W =
1
λ

W. (1-26)

Prova. Considere o sistema de tipo hidrodinâmico dado pela matrizde Weingarten

W = (Wi j ) deΣ. A transformação recíproca

dx =
1
λ

dx (1-27)

dt = dt (1-28)

induz a dilataçãoDn+1. De fato, seX é uma parametrização local deΣ, segue da Proposi-

ção1.9 que a integral vetorialXdx+Ndt é transformada na integralλXdx+Ndt. Além

disso, a matrizW é transformada emW = 1
λW. �

Proposição 1.11Considere a inversão relativa à origem In+1 :Rn+1\{0}→R
n+1\{0},

definida por

In+1(p) =
1

|p|2
p, p∈ R

n+1\{0}. (1-29)

SeΣ ⊂ Rn+1 é uma hipersuperfície orientada pela normal de Gauss N e com matriz de

Weingarten W, tal que0 /∈ Σ, entãoΣ̃ = In+1(Σ) é uma hipersuperfície com normal de

GaussÑ e matriz de WeingarteñW dadas por

Ñ(p̃) =−2
〈p,N(p)〉

|p|2
p+N(p) e W̃(p̃) = |p|2W(p)−2〈p,N(p)〉In (1-30)
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ondep̃= In+1(p), p∈ Σ.

Prova. Considere o sistema de tipo hidrodinâmico dado pela matrizde Weingarten

W = (Wi j ) deΣ. Dada uma parametrização localX deΣ, a transformação recíproca

dx = 〈X,X〉dx+2〈X,N〉dt (1-31)

dt = dt (1-32)

induz a inversãoIn+1. De fato, a Proposição1.9garante que a integral vetorialXdx+Ndt

é transformada na integral

X
〈X,X〉

dx+

(
−2

〈X,N〉

〈X,X〉
X+N

)
dt. (1-33)

Além disso, a matrizW é transformada emW = 〈X,X〉W−2〈X,N〉In. �

Considere a esfera unitáriaSn = {q ∈ R
n+1; |q| = 1}. Dizemos queen+1 =

(0, ...,0,1) e −en+1 = (0, ...,0,−1) são, respectivamente, o pólo norte e o pólo sul de

Sn. As projeções estereográficasP− : Sn \ {−en+1} → Rn e P+ : Sn \ {en+1} → Rn são

difeomorfismos definidos da seguinte forma,

P−(q) =
q−〈q,en+1〉en+1

1+ 〈q,en+1〉
e P+(q) =

q−〈q,en+1〉en+1

1−〈q,en+1〉
, q∈ S

n. (1-34)

Além disso, mostra-se que as respectivas aplicações inversasP−1
− eP−1

+ são dadas por

P−1
− (p) =

2p+(1−|p|2)en+1

1+ |p|2
e P−1

+ (p) =
2p+(|p|2−1)en+1

1+ |p|2
, (1-35)

p∈ Rn.

Observação 1.12Podemos descrever P−1
− e P−1

+ utilizando a inversão In+1. Com efeito,

In+1(
p+en+1

2
) = P−1

− (p)+en+1 e In+1(
p−en+1

2
) = P−1

+ (p)−en+1, (1-36)

onde p∈ Rn.

Descreveremos agora um sistema de tipo hidrodinâmico extremamente útil no

decorrer do trabalho. SejaY : U →R
n uma parametrização local ortogonal deR

n ⊂R
n+1,

isto é,Li j = 〈Y,i,Y, j〉, 1≤ i, j ≤ n, é tal que

Lii 6= 0 e Li j = 0 para i 6= j. (1-37)
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Lema 1.13 Os símbolos de Christoffel da métrica Li j são dados por

Γm
i j = 0 para i, j,k distintos; (1-38)

Γ j
i j =

L j j ,i

2L j j
para todo i, j; (1-39)

Γ j
ii = −

Lii , j

2L j j
=−

Lii

L j j
Γi

ji para i 6= j. (1-40)

Prova. Sabemos queΓm
i j =

1
2

n

∑
k=1

(
L jk,i +Lki, j −Li j ,k

)
Lkm, i, j,m= 1, ...,n, onde(Li j ) é

a inversa da matriz(Li j ). Como a parametrizaçãoY é ortogonal,Li j = 0 parai 6= j e

Lii = L−1
ii . Dessa forma,

Γm
i j =

1
2Lmm

(
L jm,i +Lmi, j −Li j ,m

)
, i, j,m= 1, ...,n (1-41)

de onde seguem as expressões (1-38), (1-39) e (1-40). �

Segundo Dubrovin e Novikov [10], dada uma função diferenciávelh : U → R o

sistema de tipo hidrodinâmico associado a métrica de curvatura nulaLi j emRn é dado

pela matrizV = (Vi j ), onde

Vi j =
1

L j j

(
h,i j −

n

∑
l=1

Γl
i j h,l

)
, 1≤ i, j ≤ n. (1-42)

1.3 Funções Holomorfas e Superfícies de Riemann

Denotaremos porC o corpo dos números complexos. Além disso, identificare-

mosC comR2 pelo isomorfismoz= x+ iy ∈ C 7→ (x,y) ∈ R2.

Considere uma funçãof : U → C, ondeU é um subconjunto aberto do plano

complexoC. Denotando por

〈1, f 〉= Re( f ) e 〈i, f 〉= Im( f ) (1-43)

as partes realRe( f ) e imagináriaIm( f ) de f , diremos quef é R-diferenciávelem

z0 = x0 + iy0 ∈ U se 〈1, f 〉 e 〈i, f 〉 forem diferenciáveis em(x0,y0). Por outro lado,f

é ditaholomorfaemz0 ∈U se existe o limite

f ′(z0) = lim
h→0

f (z0+h)− f (z0)

h
. (1-44)

O número complexof ′(z0) é chamado dederivadade f emz0. Se f for holomorfa em
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todos os pontos deU , diremos quef é uma função holomorfa.

Uma consequência importante das definições acima é o seguinte Teorema, cuja

demonstração pode ser vista em [20].

Teorema 1.14Dada a função f: U → C, onde U é um subconjunto aberto deC, as

seguintes afirmações são equivalentes:

i) f é holomorfa em z0 ∈U;

ii) f é R-diferenciável em z0∈U e as partes real e imaginária〈1, f 〉 e〈i, f 〉 satisfazem

as equações de Cauchy-Riemann

〈1, f 〉,1 = 〈i, f 〉,2 e 〈1, f 〉,2 =−〈i, f 〉,1 (1-45)

em z0;

iii) f possui derivada real em z0 ∈U e a diferencial d fz0 corresponde a multiplicação

por um número complexo.

Observação 1.15Segue do Teorema acima que a derivada de uma função holomorfa

f : U → C é dada por

f ′ = f,1 =−i f ,2. (1-46)

Dizemos que uma função realh : U ⊂ R
2 → R é harmônicase△h é identica-

mente nulo, isto é,

△h(x,y) = h,11+h,22 = 0 (1-47)

para todo(x,y) ∈U . Observe que pelas equações de Cauchy-Riemann (1-45), a parte real

〈1, f 〉 de uma função holomorfaf é sempre harmônica. A recíproca deste resultado é vista

no seguinte Teorema, suja demonstração pode ser obtida em [1].

Teorema 1.16Se h: U ⊂ R2 → R é uma função harmônica, onde U é um aberto

simplesmente conexo, então h é parte real de uma função holomorfa.

A identificação deC comR
2 induz de maneira natural a noção de produto interno

de funções holomorfas. Com efeito, dadas as funções holomorfas f ,g : U ⊂ C → C o

produto interno〈 f ,g〉 é uma função real definida emU e dada por

〈 f ,g〉= 〈1, f 〉〈1,g〉+ 〈i, f 〉〈i,g〉. (1-48)

Observe que a definição acima está de acordo com a notação já utilizada para representar

as partes real e imaginária da funçãof . Casog = 1, 〈 f ,g〉 resulta na parte real def e,

casog= i, 〈 f ,g〉 resulta na parte imaginária def .
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Proposição 1.17Sejam f,g,h : U ⊂ C → C funções holomorfas. Valem as seguintes

propriedades:

i) 〈 f ,g〉,1 = 〈 f ′,g〉+ 〈 f ,g′〉

ii) 〈 f ,g〉,2 = 〈i f ′,g〉+ 〈 f , ig′〉

iii) 〈 f h,g〉= 〈 f ,hg〉

iv) 〈 f ,g〉+ i〈 f , ig〉= f g

v) 〈1, f 〉2−〈i, f 〉2 = 〈1, f 2〉

vi) 〈1, f 〉〈i, f 〉=−
1
2
〈1, i f 2〉

Prova. As propriedadesi) e ii) seguem diretamente da Observação1.15. Para demonstrar-

mosiii ), note que

f h = (〈1, f 〉〈1,h〉−〈i, f 〉〈i,h〉)+ i (〈1, f 〉〈i,h〉+ 〈i, f 〉〈1,h〉) (1-49)

hg = (〈1,h〉〈1,g〉+ 〈i,h〉〈i,g〉)+ i (〈1,h〉〈i,g〉−〈i,h〉〈1,g〉) (1-50)

logo,

〈 f h,g〉 = (〈1, f 〉〈1,h〉−〈i, f 〉〈i,h〉)〈1,g〉+(〈1, f 〉〈i,h〉+ 〈i, f 〉〈1,h〉)〈i,g〉

= 〈1, f 〉(〈1,h〉〈1,g〉+ 〈i,h〉〈i,g〉)+ 〈i, f 〉(〈1,h〉〈i,g〉−〈i,h〉〈1,g〉)

= 〈 f ,hg〉. (1-51)

A propriedadeiv) segue de

〈 f ,g〉+ i〈 f , ig〉 = (〈1, f 〉〈1,g〉+ 〈i, f 〉〈i,g〉)+ i(−〈1, f 〉〈i,g〉+ 〈i, f 〉〈1,g〉)

= (〈1, f 〉+ i〈i, f 〉)(〈1,g〉− i〈i,g〉)

= f g. (1-52)

A propriedadev) segue def 2 = (〈1, f 〉2−〈i, f 〉2)+2i〈1, f 〉〈i, f 〉. Além disso, temos que

i f 2 =−2〈1, f 〉〈i, f 〉+ i(〈1, f 〉2−〈i, f 〉2) (1-53)

de onde segue a propriedadevi). �

Definição 1.18Uma superfície de Riemann M é uma variedade analítica unidimensio-

nal, isto é, uma variedade diferenciável conexa M, de dimensão 2, juntamente com uma

família de parametrizaçõesωα : Uα → M, onde Uα é um aberto deC, tais que as aplica-

ções

ω−1
α ◦ωβ e ω−1

β ◦ωα (1-54)
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são holomorfas, desde queωα(Uα)
⋂

ωβ(Uβ) 6= /0. A família de parametrizações

{(Uα,ωα)} é chamada de estrutura analítica em M.

Alguns exemplos simples de superfícies de Riemann são o plano complexoC e

seus respectivos subconjuntos abertos. Outro exemplo importante é a esferaS2 munida da

estrutura analítica dada pelas inversas das projeções estereográficasP−1
− :C→ S2\{−e3}

e P−1
+ : C→ S2 \{e3}, conforme (1-35). Com efeito,P−1

− (C)
⋂

P−1
+ (C) = S2\{−e3,e3}

e as aplicaçõesP+ ◦P−1
− eP− ◦P−1

+ , dadas por

P+ ◦P−1
− (z) = P− ◦P−1

+ (z) =
1
|z|2

z, z∈ C\{0}, (1-55)

são holomorfas.

Um modelo conforme para a esferaS2 é dada pelo conjuntoC∞ =C
⋃
{∞}, onde

∞ /∈ C, munida da estrutura analítica dada pelas parametrizações

ω1(z) = z, z∈ C e ω2(w) =

{
∞, se w= 0
1
w, se w∈ C\{0}.

(1-56)

De fato, a aplicaçãoϒ : S2 →C∞, dada por

ϒ(q) =

{
P+(q), se q 6= e3

∞, se q= e3
, q∈ S

2 (1-57)

define um difeomorfismo conforme entreS2 eC∞. Com a estrutura dada por (1-56), C∞ é

chamada deesfera de Riemann.

O Teorema seguinte nos permite classificar as superfícies deRiemann simples-

mente conexas, sua demonstração pode ser vista em [12].

Teorema 1.19Uma superfície de Riemann simplesmente conexa M é difeomorficamente

conforme a uma, e somente uma, das três superfícies de Riemann abaixo:

i) C;

ii) ∆ = {z∈ C; |z|< 1};

iii) C∞.



CAPÍTULO 2
Congruências de Esferas

Neste capítulo caracterizaremos as hipersuperfícies deRn+1 que são envelopes

de uma congruência de esferas na qual o outro envelope está contido em um hiperplano.

Mostraremos ainda que esta caracterização permite obter (localmente) hipersuperfícies

com aplicação normal de Gauss prescrita.

A partir de agoraΠ denotará o hiperplano{(x1, ...,xn+1) ∈ R
n+1;xn+1 = 0},

orientado pelo campo normal unitário−en+1 = (0, ...,0,−1) ∈ Rn+1, e U denotará

um subconjunto aberto deRn. IdentificaremosΠ com Rn pelo isomorfismo canônico

(x1, ...,xn,0) ∈ Π 7→ (x1, ...,xn) ∈ Rn. Dessa forma,Rn+1 fica identificado comΠ×R.

Definição 2.1 Uma congruência de esferas emRn+1 é uma família a n-parâmetros de

esferas, cujos centros estão sob uma hipersuperfícieΣ0 ⊂ Rn+1, e com função raio

diferenciável. Um envelope de uma congruência de esferas é uma hipersuperfícieΣ ⊂

Rn+1 tal que cada p∈ Σ é tangente a uma esfera da congruência de esferas.

SejamΣ e Σ̃ duas hipersuperfícies orientáveis deRn+1. Dizemos queΣ e Σ̃
são envelopes de uma congruência de esferas (ou ainda queΣ e Σ̃ estão associadas

por uma congruência de esferas) se existem uma função diferenciávelR : Σ → R e um

difeomorfismoψ : Σ → Σ̃ tais que

(i) p+R(p)N(p) = ψ(p)+R(p)Ñ(ψ(p)), para todop∈ Σ;

(ii) o conjuntop+R(p)N(p), p∈ Σ, é uma hipersuperfície deRn+1.

ondeN eÑ são as aplicações normais de Gauss deΣ e Σ̃, respectivamente. Dizemos ainda

queΣ e Σ̃ estão localmente associados por uma congruência de esferasse para cadap∈ Σ
existe uma vizinhança dep emΣ associada por uma congruência de esferas a um aberto

deΣ̃.

As transformações de Ribaucour são exemplos de congruênciade esferas, con-

forme a definição seguinte.

Definição 2.2 SejamΣ eΣ̃ duas hipersuperfícies orientáveis deRn+1. Considere e1, e2,...,

en direções principais ortogonais definidas sobreΣ. Dizemos queΣ e Σ̃ estão associadas
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por uma transformação de Ribaucour seΣ e Σ̃ estão associadas por uma congruência de

esferas e o difeomorfismoψ : Σ → Σ̃ é tal que dψ(ei), 1≤ i ≤ n, são direções principais

deΣ̃.

A proposição seguinte estabelece condições para que uma hipersuperfície esteja

associada aΠ por meio de uma congruência de esferas.

Proposição 2.3SejaΣ uma hipersuperfície orientável deRn+1 com curvatura de Gauss-

Kronecker K(p) 6= 0, para todo p∈ Σ. Se a aplicação normal de Gauss N deΣ é tal

que N(p) 6= −en+1, para todo p∈ Σ, entãoΣ e Π estão localmente associados por uma

congruência de esferas.

Prova. Dadop∈ Σ sejaX : U → Σ uma parametrização local deΣ emp. ComoK(p) 6= 0,

a aplicação normal de GaussN : U → Sn é um difeomorfismo sobreN(U). Considere a

funçãoR : U → R dada por

R(u) =
−〈X(u),en+1〉

1+ 〈N(u),en+1〉
, u∈U. (2-1)

Assim, {X(u) + R(u)N(u);u ∈ U} forma uma hipersuperfície deRn+1 e a aplicação

ψ : U → Π dada por

ψ(u) = X(u)+R(u)(N(u)+en+1) , u∈U (2-2)

é um difeomorfismo sobreψ(U) satisfazendoX +RN= ψ+R(−en+1). Portanto,Σ e Π
estão localmente associados por uma congruência de esferas. �

Observação 2.4Orientando o hiperplanoΠ pelo campo normal en+1 = (0, ...,0,1) ∈

Rn+1 a proposição anterior continua válida desde que N6= en+1. Neste casso, a função R

é definida por

R=
〈X,en+1〉

1−〈N,en+1〉
(2-3)

e o difeomorfismoψ deve ser dado porψ = X+R(N−en+1).

Em 2006, Corro [6] apresentou uma maneira de parametrizar superfícies que são

envelopes de uma congruência de esferas na qual o outro envelope está contido em um

plano. Motivado por estas idéias, apresentaremos no próximo Teorema outra maneira de

parametrizar hipersuperfícies como envelopes de uma congruência de esferas na qual o

outro envelope está contido no hiperplanoΠ. A congruência de esferas envolvida está

relacionada com o sistema de tipo hidrodinâmico descrito por (1-42) e a parametrização

obtida generaliza os resultados de Ferapontov [14]. Antes disso, precisaremos do seguinte

Lema.
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Lema 2.5 Sejam Y: U → Π uma parametrização local ortogonal do hiperplanoΠ e

a j : U → R, 1≤ j ≤ n, funções diferenciáveis. Então,

(
n

∑
j=1

a j

L j j
Y, j

)

,i

=
n

∑
j=1

1
L j j

(
a j ,i −

n

∑
k=1

Γk
i j ak

)
Y, j , i = 1, ...,n. (2-4)

onde Lj j = 〈Y, j ,Y, j〉 e Γk
i j são os símbolos de Christoffel de Li j .

Prova. Para todo 1≤ i, j ≤ n, temos queY,i j =
n

∑
k=1

Γk
i jY,k. Como a métricaLi j = 〈Y,i ,Y, j〉 é

ortogonal, segue que

〈Y, ji ,Yj〉= Γ j
ji L j j , 1≤ i, j ≤ n. (2-5)

Utilizando esta última expressão juntamente com o Lema1.13, teremos

(
n

∑
j=1

a j

L j j
Y, j

)

,i

=
n

∑
j=1

[
a j ,i

L j j
Y, j +

a j

L j j

(
Y, ji −2

〈Y, ji ,Yj〉

L j j
Y, j

)]

=
n

∑
j=1

[
a j ,i

L j j
Y, j +

a j

L j j

(
n

∑
k=1

Γk
jiY,k−2Γ j

jiY, j

)]

=
ai,i

Lii
Y,i +

ai

Lii

(
n

∑
k=1

Γk
iiY,k−2Γi

iiY,i

)
+

n

∑
j=1, j 6=i

[
a j ,i

L j j
Y, j +

a j

L j j

(
n

∑
k=1

Γk
jiY,k−2Γ j

jiY, j

)]

=
ai,i

Lii
Y,i +

ai

Lii

(
−Γi

iiY,i +
n

∑
k=1,k6=i

Γk
iiY,k

)
+

n

∑
j=1, j 6=i

[
a j ,i

L j j
Y, j +

a j

L j j

(
−Γ j

jiY, j +Γi
jiY,i
)]

=
ai,i

Lii
Y,i +

ai

Lii

(
−Γi

iiY,i +
n

∑
k=1,k6=i

−
Lii

Lkk
Γi

ikY,k

)
+

n

∑
j=1, j 6=i

[
a j ,i

L j j
Y, j +

a j

L j j

(
−Γ j

jiY, j −
L j j

Lii
Γ j

iiY,i

)]

=
1
Lii

(
ai,i −Γi

ii ai
)
Y,i −ai

n

∑
k=1,k6=i

1
Lkk

Γi
ikY,k+

n

∑
j=1, j 6=i

1
L j j

(
a j ,i −Γ j

ji a j

)
Y, j −

1
Lii

n

∑
j=1, j 6=i

Γ j
ii a jY,i

=
1
Lii

(
ai,i −Γi

ii ai
)
Y,i −

1
Lii

n

∑
k=1,k6=i

Γk
iiakY,i +

n

∑
j=1, j 6=i

1
L j j

(
a j ,i −Γ j

ji a j

)
Y, j −ai

n

∑
j=1, j 6=i

1
L j j

Γi
i jY, j

=
1
Lii

(
ai,i −

n

∑
k=1

Γk
ii ak

)
Y,i +

n

∑
j=1, j 6=i

1
L j j

[
a j ,i −Γ j

ji a j −Γi
i j ai

]
Y, j

=
1
Lii

(
ai,i −

n

∑
k=1

Γk
ii ak

)
Y,i +

n

∑
j=1, j 6=i

1
L j j

(
a j ,i −

n

∑
k=1

Γk
i j ak

)
Y, j

=
n

∑
j=1

1
L j j

(
a j ,i −

n

∑
k=1

Γk
i j ak

)
Y, j , 1≤ i ≤ n (2-6)

como queríamos demonstrar. �
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Teorema 2.6 SejaΣ uma hipersuperfície orientável deRn+1 com curvatura de Gauss-

Kronecker K 6= 0 e com aplicação normal de Gauss N6= −en+1. Então, existem uma

parametrização local ortogonal Y: U → Π do hiperplanoΠ e uma função diferenciável

h : U → R tais queΣ pode ser localmente parametrizada por

X(u) =

(
Q(u)−

2R(u)
T(u)

Y(u),−
2R(u)
T(u)

)
, u∈U (2-7)

onde Lj j = 〈Y, j ,Y, j〉, T = 1+ |Y|2,

Q=
n

∑
j=1

h, j
L j j

Y, j e R= 〈Q,Y〉−h. (2-8)

Nestas coordenadas, a normal de Gauss N deΣ é dada por

N(u) =
1

1+ |Y(u)|2
(
2Y(u),1−|Y(u)|2

)
, u∈U. (2-9)

Além disso, a matriz de Weingarten W de X é dada por

W = 2(TV−2RIn)
−1 (2-10)

onde V= (Vi j ) é dado por (1-42) e In é a matriz identidade n× n. A condição de

regularidade de X é dada por

P= det.(TV−2RIn) 6= 0. (2-11)

Em coordenadas locais, as formas fundamentais I, II e III deΣ são dadas por

I : 〈X,i,X, j〉=

(
n

∑
k=1

VikVjkLkk

)
−

2R
T

(
Vi j L j j +VjiLii

)
+

4R2

T2 Li j (2-12)

II : −〈X,i,N, j〉=
2

T2

(
2RLi j −TVi j L j j

)
(2-13)

III : 〈N,i,N, j〉=
4

T2Li j . (2-14)

Reciprocamente, se Y: U → Π é uma parametrização local ortogonal deΠ e

h : U →R é uma função diferenciável satisfazendo (2-11), então (2-7) define um imersão

emRn+1 com normal de Gauss dada por (2-9), matriz de Weingarten dada por (2-10) e

formas fundamentais descritas por (2-12), (2-13) e (2-14).

Prova. SejamP− a projeção estereográfica dada por (1-34) e X : U → Σ uma parame-

trização local deΣ. A composiçãoY = P− ◦ N ◦ X define uma parametrização local,

que podemos supor ortogonal, do hiperplanoΠ. Nestas coordenadas podemos escrever
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N = P−1
− ◦Y, de onde segue queN é dada localmente por (2-9). ComoK 6= 0, segue da

Proposição2.3 queΣ e Π estão localmente associados por uma congruência de esferas.

Dessa forma, existem funções diferenciáveisa j , R : U →R, 1≤ j ≤ n tais que

X+RN= Q+R(−−−→en+1) (2-15)

ondeQ=
n

∑
j=1

a j

L j j
Y, j eL j j = 〈Y, j ,Y, j〉.

Note queX,i = Q,i −R,i(N+en+1)−RN,i , 1≤ i ≤ n. Além disso, sabemos que

〈N,X,i〉= 0, logo

R,i = 〈Y,Q,i〉, 1≤ i ≤ n. (2-16)

ComoRé integrável, então〈Y, j ,Q,i〉= 〈Y,i ,Q, j〉 para todo 1≤ i, j ≤ n. Pelo Lema anterior,

Q,i =
n

∑
j=1

1
L j j

(
a j ,i −

n

∑
k=1

Γk
i j ak

)
Y, j , 1≤ i ≤ n (2-17)

de onde segue que

〈Y, j ,Q,i〉= a j ,i −
n

∑
k=1

Γk
i j ak e 〈Y,i ,Q, j〉= ai, j −

n

∑
k=1

Γk
ji ak. (2-18)

Portanto,ai, j = a j ,i para todo 1≤ i, j ≤ n. Sejah : U → R uma função diferenciável,

possivelmente multivaluada, tal queh, j = a j para todo 1≤ j ≤ n. A funçãoh é única a

menos de um constante, que fixaremos a seguir. Isso garante que

Q=
n

∑
j=1

h, j
L j j

Y, j e Q,i =
n

∑
j=1

Vi jY, j , i = 1, ...,n (2-19)

ondeVi j =
1

L j j

(
h,i j −

n

∑
l=1

Γl
i j h,l

)
.

Agora, note que〈Q,Y,i〉= h,i. Utilizando (2-16), teremos

〈Y,Q〉,i = 〈Y,i,Q〉+ 〈Y,Q,i〉= h,i +R,i , 1≤ i ≤ n. (2-20)

Escolhendo uma constante adequada parah, nós concluímos que

R= 〈Q,Y〉−h e R,i =
1
2

n

∑
j=1

Vi j T, j , i = 1, ...,n. (2-21)

Em particular, isso mostra queh não é multivaluada. Além disso, voltando em (2-15)

concluiremos queX é dada por (2-7).

Para obtermos a matriz de Weingarten deX observe que as expressões (2-19) e
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(2-21) garantem que

ω1 = (Y+en+1)dx+Qdt e ω2 =
T
2

dx+Rdt (2-22)

são integrais de tipo hidrodinâmico do sistema descrito por(1-42), isto é,

ui
,t =

n

∑
j=1

1
L j j

(
h,i j −

n

∑
l=1

Γl
i j h,l

)
u j
,x, i = 1, ...,n. (2-23)

Considere então a transformação recíproca dada por

dx = −2dt (2-24)

dt = −2ω2 (2-25)

Segue da Proposição1.9 que (2-24) e (2-25) transformam o sistema (2-23) no sistema

descrito pela matriz

V = 2(TV−2RIn)
−1. (2-26)

Além disso, a integralω1 é transformada em

ω1 =

[
−

1
2

Q+
R
T
(Y+en+1)

]
dx−

(Y+en+1)

T
dt. (2-27)

Observe que−2ω1 = Xdx+(N+en+1)dt e com isso

N,i = (N+en+1),i =
n

∑
j=1

V i j X, j , 1≤ i ≤ n. (2-28)

Portanto, a matriz de Weingarten deX é dada porW = 2(TV−2RIn)−1 e X é regular se,

e somente se,P= det.(TV−2RIn) 6= 0.

ComoT = 1+ |Y|2, podemos reescrever

N =
1
T
(2Y(u),2−T) . (2-29)

Assim,

N,i = −
T,i
T2(2Y,2−T)+

1
T
(2Y,i,−T,i)

= −
2〈Y,Y,i〉

T2 (2Y,2−T)+
2T
T2 (Y,i,−〈Y,Y,i〉)

=
2

T2 [−〈Y,Y,i〉(2Y,2−T)+T(Y,i ,−〈Y,Y,i〉)]

=
2

T2(TY,i −2Y〈Y,Y,i〉,−2〈Y,Y,i〉), 1≤ i ≤ n. (2-30)
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Dessa forma,

〈N,i,N, j〉 =

〈
2

T2(TY,i −2Y〈Y,Y,i〉,−2〈Y,Y,i〉),
2

T2(TY, j −2Y〈Y,Y, j〉,−2〈Y,Y, j〉)

〉

=
4

T4

(〈
TY,i −2Y〈Y,Y,i〉,TY, j −2Y〈Y,Y, j〉

〉
+4〈Y,Y,i〉〈Y,Y, j〉

)

=
4

T4

(
T2Li j +4〈Y,Y,i〉〈Y,Y, j〉|Y|

2−4T〈Y,Y,i〉〈Y,Y, j〉+4〈Y,Y,i〉〈Y,Y, j〉
)

=
4

T4

(
T2Li j +4〈Y,Y,i〉〈Y,Y, j〉(|Y|

2−T +1)
)

=
4

T2Li j , 1≤ i, j ≤ n. (2-31)

ComoW = 2(TV−2RIn)−1, temos

X,i =
1
2

n

∑
k=1

(TVik −2Rδik)N,k, 1≤ i ≤ n, (2-32)

onde a matrizV = (Vi j ) é dada por (1-42) e δik =

{
1, se i = k

0, se i 6= k
. Dessa forma,

utilizando (2-31), teremos

−〈X,i,N, j〉 = −

〈
1
2

n

∑
k=1

(TVik −2Rδik)N,k,N, j

〉

= −
1
2

n

∑
k=1

(TVik −2Rδik)〈N,k,N, j〉

= −
2

T2

n

∑
k=1

(TVik −2Rδik)Lk j, 1≤ i, j ≤ n. (2-33)

Como a métricaLi j é ortogonal segue queδi j L j j = Li j . Voltando em (2-33) obtemos

−〈X,i,N, j〉=−
2

T2(TVi j −2Rδi j )L j j =
2

T2(2RLi j −TVi j L j j ), 1≤ i, j ≤ n. (2-34)

Para obtermos os coeficientes da primeira forma fundamentalI , utilizamos as

expressões (2-31) e (2-32). Dessa forma,

〈X,i,X, j〉 =

〈
1
2

n

∑
k=1

(TVik −2Rδik)N,k,
1
2

n

∑
l=1

(TVjl −2Rδ jl )N,l

〉

=
1
4

n

∑
k,l=1

(TVik −2Rδik)(TVjl −2Rδ jl )〈N,k,N,l〉

=
1

T2

n

∑
k,l=1

[
T2VikVjl −2RT(Vikδ jl +Vjl δik)+4R2δikδ jl

]
Lkl
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=
1

T2

n

∑
k=1

[
T2VikVjk −2RT(Vikδ jk +Vjkδik)+4R2δikδ jk

]
Lkk

=

(
n

∑
k=1

VikVjkLkk

)
−

2R
T

n

∑
k=1

(Vikδ jk +Vjkδik)Lkk+
4R2

T2

n

∑
k=1

δikδ jkLkk

=

(
n

∑
k=1

VikVjkLkk

)
−

2R
T
(Vi j L j j +VjiLii )+

4R2

T2

n

∑
k=1

δikδ jkLkk. (2-35)

Note que
n

∑
k=1

δikδ jkLkk =

{
Lii , se i = j

0, se i 6= j
= Li j . Voltando em (2-35), concluímos que

〈X,i,X, j〉=

(
n

∑
k=1

VikVjkLkk

)
−

2R
T

(Vi j L j j +Vji Lii )+
4R2

T2 Li j , 1≤ i, j ≤ n. (2-36)

Reciprocamente, note que (2-11) é uma condição necessária e suficiente para que

(2-7) seja uma imersão. Neste caso, segue de (2-28) que sua aplicação normal de Gauss

é dada por (2-9), a matriz de Weingarten é dada por (2-10) e as formas fundamentais são

descritas por (2-12), (2-13) e (2-14). �

Corolário 2.7 De acordo com as condições do Teorema2.6, no caso n= 2, a condição

de regularidade P, a curvatura média H e a curvatura Gaussiana K são dadas, respecti-

vamente, por

P = 4R2−2RTtra.(V)+T2det.(V) (2-37)

H = −
1
P
(Ttra.(V)−4R) (2-38)

K =
4
P

(2-39)

onde V= (Vi j ) é dada por (1-42).

Prova. Comon= 2, a condição de regularidadeP descrita por (2-11) torna-se

P= (TV11−2R)(TV22−2R)−T2V12V21 = 4R2−2RTtra.(V)+T2det.(V) (2-40)

ondeV = (Vi j ) é dada por (1-42). Agora, note que

H = −
1
2

tra.(W) =−tra.
(
(TV−2RI2)

−1)=−
1
P
(Ttra.(V)−4R) (2-41)

K = det.(W) = det.
(
(TV−2RI2)

−1)= 4
P

(2-42)
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ondeW é dada por (2-10). �

Corolário 2.8 Se a matriz V= (Vi j ) é diagonal, isto é, Vi j = 0 para i 6= j, então a

hipersuperfícieΣ, descrita pelo Teorema2.6, está parametrizada por linhas de curvatura

e associada àΠ por uma transformação de Ribaucour.

Prova. SeV = (Vi j ) é diagonal, a matriz de WeingartenW deΣ, dada por (2-10), também

é diagonal. Consequentemente,Σ está parametrizada por linhas de curvatura. Note ainda

que,

〈X,i,X, j〉=−〈X,i,N, j〉= 0, para i 6= j. (2-43)

ComoY é uma parametrização ortogonal,{Y,i} são direções principais deΠ. Além disso,

observe queX,i = dX(Y,i). Dessa forma,Σ e Π estão associados por uma transformação

de Ribaucour. �

Corolário 2.9 Sejam Y: U → Π a parametrização do hiperplanoΠ dada por Y(u) =

(u,0), u ∈ U, h : U → R uma função diferenciável e X: U → Rn+1 a imersão dada

por (2-7) com normal de Gauss N dada por (2-9). Nessas condições X(U) é uma

hipersuperfície de rotação se, e somente se, h é uma função radial.

Prova. Suponha queX(U) seja uma hipersuperfície de rotação. Sem perda de generali-

dade, podemos supor que o eixo de rotação é o eixoxn+1. Dessa forma, as seções orto-

gonais ao eixoxn+1 determinam emX(U) esferas(n−1)-dimensionais centradas no eixo

xn+1. ComoY é a aplicação inclusão, a normal de GaussN é a inversa da projeção estere-

ográficaP−, o que garante que a imersãoX leva esferas(n−1)-dimensionais centradas na

origem nas esferas(n−1)-dimensionais centradas no eixo de rotação. Observe ainda que

ao longo dessas esferas o ângulo entreX eN deve ser constante, isto é,〈X,N〉 é constante.

Por outro lado,

〈X,N〉 =

〈(
Q−

2R
1+ |u|2

u,−
2R

1+ |u|2

)
,

1
1+ |u|2

(
2u,1−|u|2

)〉

=

〈
Q−

2R
1+ |u|2

u,
2u

1+ |u|2

〉
−

2R
(1+ |u|2)2(1−|u|2)

=
2

1+ |u|2
〈Q,u〉−

4R
(1+ |u|2)2 |u|

2−
2R

(1+ |u|2)2(1−|u|2)

=
2

1+ |u|2
(R+h)−

2R
(1+ |u|2)2 |u|

2−
2R

(1+ |u|2)2

=
2

(1+ |u|2)2(R+h)(1+ |u|2)−
2R

(1+ |u|2)2 |u|
2−

2R
(1+ |u|2)2

=
2h

1+ |u|2
. (2-44)
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Portanto,h é constante ao longo das esferas(n−1)-dimensionais centradas na origem, o

que garante queh é uma função radial.

Suponha agora queh : U → R seja uma função radial, isto é,h(u) = J(|u|2),

u = (u1, ...,un) ∈ U , para alguma função diferenciávelJ. Denotaremos port = |u|2 e

escreveremosJ′(t) para representar a derivada deJ com respeito àt. Dessa forma,

h,i = 2uiJ′ de onde segue que∇h = 2J′u. ComoLii = 〈Y,i ,Y,i〉 = 1, 1≤ i ≤ n, temos

que

Q= ∇h= 2J′u, R= 〈∇h,u〉−h= 2J′t−J e T = 1+ |u|2 = 1+ t. (2-45)

Voltando na imersãoX teremos,

X =

((
2J′−2

(2J′t −J)
1+ t

)
u,−2

(2J′t −J)
1+ t

)
(2-46)

Assim, se−2
(2J′t −J)

1+ t
= q for constante, então

∣∣∣∣
(

2J′−2
(2J′t−J)

1+ t

)
u

∣∣∣∣
2

= (2J′+q)2t. (2-47)

Portanto, as seções ortogonais ao eixoxn+1 determinam emX(U) esferas(n− 1)-

dimensionais centradas no eixoxn+1. �



CAPÍTULO 3
Superfícies Weingarten Generalizada do Tipo

Suporte Distância

Neste capítulo iniciaremos o estudo das superfícies Weingarten generalizada

do tipo suporte distância. Além de apresentarmos alguns exemplos, mostraremos como

a inversãoI3 e a dilataçãoD3 nos conduzem naturalmente ao estudo das superfícies

WGSDE. A partir daí apresentaremos uma representação tipo Weierstrass para as super-

fícies WGSDE e caracterizaremos os exemplos rotacionais. Além disso, apresentaremos

uma família de exemplos cíclicos.

3.1 Superfícies WGSD

Em 1888, Appell [2] estudou uma classe de superfícies associadas a transforma-

ções na esferaS2 que preservam área. Posteriormente, Ferreira e Roitman [16] mostraram

que estas superfícies são tais que existe um ponto fixoν ∈ R3 de modo que a curvatura

médiaH, a curvatura GaussianaK e a função suporteΨν satisfazem

H +ΨνK = 0. (3-1)

Em 1907, Tzitzéica [23] estudou superfícies hiperbólicas para as quais existe

uma constante realc 6= 0 tal que

K +c2Ψ4
ν = 0, (3-2)

para algum ponto fixoν ∈ R3.

As superfícies de Appell e as superfícies de Tzitzéica são exemplos de uma classe

mais geral de superfícies que passaremos a definir.

Definição 3.1 Dizemos que uma superfície S⊂ R3 é uma superfície Weingarten genera-

lizada do tipo suporte distância (ou, por abreviação, uma superfície WGSD), se existe um
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ponto fixoν ∈ R3 tal que a curvatura média H e a curvatura Gaussina K satisfazem

A(Ψν,Λν)+B(Ψν,Λν)H +C(Ψν,Λν)K = 0, (3-3)

para todo p∈ S, onde A,B,C : R2 → R são funções diferenciáveis que dependem da

função suporteΨν e da função distância quadráticaΛν, dadas por (1-8).

No caso em queA, B eC são funções lineares, isto é, existem constantes reaisai,

bi , ci , 1≤ i ≤ 3, tais que

a1+a2Ψν +a3Λν +(b1+b2Ψν +b3Λν)H +(c1+c2Ψν +c3Λν)K = 0, (3-4)

diremos que a superfície é WGSD-linear (ou, por abreviação,superfície WGSDL).

É importante ressaltar que as superfícies WGSDL são invariantes pelas isome-

trias deR3, mesmo que o ponto fixoν não necessariamente permaneça invariante. Dessa

forma, a menos de uma isometria,ν será a origem 0∈ R3 e escreveremosΨ0 = Ψ e

Λ0 = Λ.

As superfícies de Appell são superfícies WGSDL (b1 = c2 = 1 ea1 = a2 = a3 =

b2= b3= c1= c3 = 0). Além disso, se tomarmosa2= a3= b2= b3= c2= c3= 0 teremos

as superfícies Weingarten lineares.

O próximo Teorema estabelece condições para que uma superfície WGSDL seja

invariante pela inversãoI3 e pela dilataçãoD3.

Teorema 3.2 Seja S uma superfície orientável. ConsidereS̃= I3(S\ {0}) e S = D3(S)

as imagens de S pela dilatação D3 e pela inversão I3 dadas por (1-25) e (1-29),

respectivamente. Denote H,̃H, H, K, K̃, K, Ψ, Ψ̃, Ψ, Λ, Λ̃ e Λ as curvaturas médias,

as curvaturas Gaussianas e as funções suporte e distância quadrática de S,S̃ e S,

respectivamente. Então, S é uma superfície WGSDL satisfazendo (3-4) se, e somente se,

S̃ é uma superfície WGSD satisfazendo

[
(4c3−2b2)

Ψ̃2

Λ̃
+(2b3−a2)

Ψ̃
Λ̃
−4c2

Ψ̃3

Λ̃
+

a3

Λ̃
+4c1Ψ̃2+2b1Ψ̃+a1

]
+

[
(4c3−b2)Ψ̃+b1Λ̃+b3−4c2Ψ̃2+4c1Ψ̃Λ̃

]
H̃ + (3-5)

[
c3Λ̃+c1Λ̃2−c2Ψ̃Λ̃

]
K̃ = 0.

Por outro lado, S é uma superfície WGSDL satisfazendo (3-4) se, e somente se,S é uma

superfície WGSDL satisfazendo

a1+
a2

λ
Ψ+

a3

λ2Λ+

(
b1λ+b2Ψ+

b3

λ
Λ
)

H +
(
c1λ2+c2λΨ+c3Λ

)
K = 0. (3-6)
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Prova. SejaX uma parametrização local deSe

X̃ =
X

〈X,X〉
e X = λX (3-7)

parametrizações locais dẽSeS, respectivamente. Segue da Proposição1.11que a normal

de Gauss̃N e a matriz de WeingarteñW deS̃são dadas por

Ñ =−2
〈X,N〉

〈X,X〉
X+N e W̃ = 〈X,X〉W−2〈X,N〉I2 (3-8)

ondeN é a normal de Gauss deS, W é a matriz de Weingarten deS e I2 é a matriz

identidade 2× 2. Dessa forma, as funções suporteΨ̃ = 〈X̃, Ñ〉 e distância quadrática

Λ̃ = 〈X̃, X̃〉 deS̃são dadas por

Ψ̃ =−
〈X,N〉

〈X,X〉
=−

Ψ
Λ

e Λ̃ =
1

〈X,X〉
=

1
Λ

(3-9)

ondeΨ e Λ denotam as funções suporte e distância quadrática deS, respectivamente.

Voltando em (3-8) teremos

H =
−1
2

tra.

(
1
Λ
(W̃+2ΨI2)

)
= Λ̃H̃ +2Ψ̃ (3-10)

K = det.

(
1
Λ
(W̃+2ΨI2)

)
= Λ̃2K̃+4Ψ̃Λ̃H̃ +4Ψ̃2. (3-11)

Utilizando (3-4), (3-9), (3-10) e (3-11) teremos

a1+a2Ψ+a3Λ+(b1+b2Ψ+b3Λ)H +(c1+c2Ψ+c3Λ)K = 0⇔

a1−a2
Ψ̃
Λ̃
+a3

1

Λ̃
+

(
b1−b2

Ψ̃
Λ̃
+b3

1

Λ̃

)
(Λ̃H̃ +2Ψ̃) +

+

(
c1−c2

Ψ̃
Λ̃
+c3

1

Λ̃

)
(Λ̃2K̃ +4Ψ̃Λ̃H̃ +4Ψ̃2) = 0⇔

[
(4c3−2b2)

Ψ̃2

Λ̃
+(2b3−a2)

Ψ̃
Λ̃
−4c2

Ψ̃3

Λ̃
+

a3

Λ̃
+4c1Ψ̃2+2b1Ψ̃+a1

]
+

[
(4c3−b2)Ψ̃+b1Λ̃+b3−4c2Ψ̃2+4c1Ψ̃Λ̃

]
H̃ +

[
c3Λ̃+c1Λ̃2−c2Ψ̃Λ̃

]
K̃ = 0. (3-12)

Por outro lado, segue da Proposição1.10que a normal de GaussN e a matriz de
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WeingartenW deSsão dadas por

N = N e W =
1
λ

W. (3-13)

Dessa forma,

Ψ = λΨ, Λ = λ2Λ, H = λH e K = λ2K. (3-14)

Consequentemente,

a1+a2Ψ+a3Λ+(b1+b2Ψ+b3Λ)H +(c1+c2Ψ+c3Λ)K = 0⇔

a1+a2
Ψ
λ
+a3

Λ
λ2 +

(
b1+b2

Ψ
λ
+b3

Λ
λ2

)
λH +

(
c1+c2

Ψ
λ
+c3

Λ
λ2

)
λ2K = 0⇔

a1+
a2

λ
Ψ+

a3

λ2Λ+

(
b1λ+b2Ψ+

b3

λ
Λ
)

H +
(
c1λ2+c2λΨ+c3Λ

)
K = 0.

�

O próximo resultado estabelece condições para que a inversão S̃e a dilataçãoS

de uma superfície WGSDL ainda satisfaçam (3-4).

Corolário 3.3 Seja S uma superfície WGSDL orientável satisfazendo (3-4). Então, a

inversãoS̃= I3(S\ {0}) é uma superfície WGSDL satisfazendo (3-4) para as mesmas

constantes ai , bi , ci , 1≤ i ≤ 3, se, e somente se,

a1 ∈ R, a2 = 2b1 = 2b3, b2 = 2c3 e a3 = c1 = c2 = 0. (3-15)

Por outro lado, a dilataçãoS= D3(S) satisfaz (3-4) para as mesmas constantes se, e

somente se,

a1,b2,c3 ∈ R e a2 = a3 = b1 = b3 = c1 = c2 = 0. (3-16)

Prova. Segue do Teorema anterior queSsatisfaz (3-4) se, e somente se,̃Ssatisfaz (3-5).

Dessa forma, os coeficientes da expressão (3-5) são iguais aos coeficientes da expressão

(3-4) se, e somente se,a1 ∈ R, a2 = 2b1 = 2b3, b2 = 2c3 ea3 = c1 = c2 = 0.

Por outro lado, o Teorema anterior garante queSsatisfaz (3-4) se, e somente se,S

satisfaz (3-6). Dessa forma, os coeficientes da expressão (3-6) são iguais aos coeficientes

da expressão (3-4) se, e somente se,a1,b2,c3 ∈ R ea2 = a3 = b1 = b3 = c1 = c2 = 0.

�

A seguinte definição será útil em nosso próximo Corolário.
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Definição 3.4 Dizemos que uma superfície WGSDL S, satisfazendo (3-4), é invariante

por inversões e dilatações, sẽS= I3(S\{0}) eS= D3(S) são ainda superfícies WGSDL

satisfazendo (3-4) para as mesmas constantes ai , bi , ci , 1≤ i ≤ 3.

Podemos agora estabelecer condições para que uma superfície WGSDL seja

invariante por inversões e dilatações.

Corolário 3.5 Uma superfície WGSDL S é invariante por inversões e dilatações se, e

somente se, sua curvatura média H e sua curvatura Gaussiana Ksatisfazem

2ΨH +ΛK = c (3-17)

para uma constante c∈ R.

Prova. Para queSseja invariante por inversões e dilatações é necessário e suficiente que

os coeficientesai , bi , ci , 1≤ i ≤ 3, satisfaçam as relações (3-15) e (3-16). Dessa forma,

segue que

a1,c3 ∈ R, b2 = 2c3 e a2 = a3 = b1 = b3 = c1 = c2 = 0, (3-18)

e então S é invariante por inversões e dilatações se, e somente se, satisfaz

a1 + 2c3ΨH + c3ΛK = 0. Note que sec3 = 0 teremosa1 = 0. Fazendoc =
−a1

c3
te-

remos queSé invariante por inversões e dilatações se, e somente se, 2ΨH +ΛK = c. �

Existem exemplos simples de superfícies WGSDL invariantespor inversões e

dilatações, conforme exemplos a seguir.

Exemplo 3.6 Considere a família a 1-parâmetro de superfícies parametrizadas

XR(u1,u2) = (Rcosu1sinu2,Rsinu1sinu2,R(1+cosu2)), 0≤ u1 ≤ 2π,0≤ u2 ≤ π
(3-19)

onde R é uma constante positiva. Observe que a imagem de XR está contida na esfera

SR= {(x1,x2,x3) ∈ R3;x2
1+x2

2+(x3−R)2 = R2}. Dessa forma, a curvatura média H e a

curvatura Gaussiana K de XR são dadas por

H =
1
R

e K=
1
R2 . (3-20)

Além disso, as funções suporte e distância quadrática são dadas por

Ψ(u1,u2) = =−R(1+cosu2)

Λ(u1,u2) = 2R2(1+cosu2), 0≤ u1 ≤ 2π,0≤ u2 ≤ π.
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Consequentemente,

2ΨH +ΛK =−2R(1+cosu2)
1
R
+2R2(1+cosv)

1
R2 = 0. (3-21)

Exemplo 3.7 Considere a família a 1-parâmetro de superfícies parametrizadas

Xα(u1,u2) = (αu1cosu2,αu1sinu2,u1), u1 ∈ R,0≤ u2 ≤ 2π (3-22)

onde α é uma constante positiva. Note que a imagem de Xα está contida no cone

quadrático Sα = {(x1,x2,x3) ∈R3;x2
1+x2

2 = α2x2
3}. Dessa forma, a curvatura Gaussiana

K ≡ 0 e Ψ ≡ 0. Portanto,2ΨH +ΛK = 0, para todo u1 ∈ R e0≤ u2 ≤ 2π.

3.2 Superfícies WGSDE

Nesta seção estudaremos as superfícies WGSDL invariantes por inversões e

dilatações, satisfazendo (3-17), no caso em quec= 0.

Definição 3.8 Dizemos que uma superfície orientável S é uma superfície Weingarten

generalizada do tipo suporte distância especial (ou, por abreviação, uma superfície

WGSDE) se a curvatura média H, a curvatura Gaussiana K, a função suporteΨ e a

função distância quadráticaΛ satisfazem

2ΨH +ΛK = 0. (3-23)

para todo p∈ S.

Os exemplos (3.6) e (3.7) são exemplos de superfícies WGSDE. Além disso, o

cone quadrático apresentado no exemplo (3.7) é um caso de superfície WGSDE com

curvatura GaussianaK identicamente nula. De maneira geral, seS é uma superfície

WGSDE conexa comK ≡ 0, entãoHΨ ≡ 0. Se a curvatura médiaH ≡ 0, S é parte de

um plano. SeΨ ≡ 0, mostraremos a seguir queSé parte de um cone generalizado. Antes

precisaremos do seguinte Lema para funções homogêneas.

Lema 3.9 Se g: Rn → R é uma função diferenciável satisfazendo

n

∑
i=1

xig,i = kg (3-24)

para algum inteiro positivo k, então g é positiva homogênea de grau k.

Prova. Fixadox= (x1, ...,xn) ∈ Rn, defina f : R∗
+ → R por

f (λ) = g(λx)−λkg(x), λ > 0. (3-25)
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Observe quef (1) = 0 e, além disso,

f ′(λ) =
n

∑
i=1

g,i(λx)xi −kλk−1g(x)

= λ−1

(
n

∑
i=1

g,i(λx)λxi

)
−kλk−1g(x)

= λ−1kg(λx)−kλk−1g(x). (3-26)

Consequentemente,

λ f ′(λ) = k
(

g(λx)−λkg(x)
)
= k f(λ). (3-27)

A única solução deλ f ′(λ)− k f(λ) = 0, f (1) = 0, é f ≡ 0. Comox ∈ Rn foi tomado

arbitrário, segue queg(λx) = λkg(x) para todox∈ Rn e λ > 0. �

Podemos agora demonstrar o seguinte resultado, válido paraqualquer superfície

conexa com função suporte identicamente nula.

Proposição 3.10Uma superfície conexa S é um cone generalizado com vértice naorigem

se, e somente se, a função suporteΨ ≡ 0. Em particular, uma superfície WGSDE conexa

comΨ ≡ 0 é parte de um cone generalizado com vértice na origem.

Prova. Suponha queSseja um cone generalizado com vértice na origem. Dessa forma, S

pode ser localmente parametrizada por

X(u1,u2) = u1α(u2), u1 ∈ R,u2 ∈ I (3-28)

ondeα(u2) = (x1(u2),x2(u2),x3(u2)), u2 ∈ I ⊂ R, é uma parametrização local da diretriz

C deS. SeN é a normal de Gauss deSentão 0= 〈X,1,N〉 = 〈α,N〉. Consequentemente,

Ψ = 〈X,N〉 ≡ 0.

Reciprocamente, sejaX(u1,u2) = (u1,u2, f (u1,u2)), (u1,u2) ∈ U ⊂ R2, uma

parametrização local deSonde f : U → R é uma função diferenciável. Segue queΨ ≡ 0

se, e somente se,

u1 f,1+u2 f,2 = f . (3-29)

Utilizando o Lema3.9, concluímos quef é positiva homogênea de grau 1. Sejaa ∈ R

um valor regular def e considere a curva regularC = f−1(a) ⊂ U parametrizada por

γ(t) = (u1(t),u2(t)), t ∈ I ⊂ R. Note que

X(λ, t) = (λu1(t),λu2(t),λa), λ ∈ R, t ∈ I (3-30)
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é uma reparametrização deX. De fato,

f (λγ(t)) = λ f (u1(t),u2(t)) = λa, λ ∈ R, t ∈ I . (3-31)

Portanto,Sé parte de um cone generalizado com vértice na origem. �

No caso em queΨH ≡ 0 mas ambas funções não são identicamente nulas, a

superfície WGSDE comK ≡ 0 pode não ser analítica.

Para superfícies WGSDE com curvatura GaussianaK 6= 0 apresentaremos uma

completa caracterização por meio de pares de funções holomorfas. Essa representação

tipo Weierstrass permitirá classificar todas superfícies WGSDE de rotação. Antes disso,

precisaremos do seguinte Lema.

Lema 3.11 Considere as funções holomorfas g: M → C∞ e f : M → C, com g′ 6= 0,

onde M é uma superfície de Riemann siplesmente conexa. Tomando parâmetros locais

z= u1+ iu2 ∈ M e fazendo h= e〈1, f 〉, a matriz

Vi j =
1

|g′|2

(
h,i j −

2

∑
l=1

Γl
i j h,l

)
, 1≤ i, j ≤ 2 (3-32)

Γi
ii =

|g′|,i
|g′|

e Γi
i j =

|g′|, j
|g′|

=−Γ j
ii , i 6= j. (3-33)

é tal que

V11 =
h

|g′|2

(
| f ′|2

2
−〈1,Ω〉

)
(3-34)

V12 = V21 =
h

|g′|2
〈i,Ω〉 (3-35)

V22 =
h

|g′|2

(
| f ′|2

2
+ 〈1,Ω〉

)
(3-36)

ondeΩ = f ′
g′′

g′
−

( f ′)2

2
− f ′′. Temos ainda que

tra.V =
h

|g′|2
| f ′|2 (3-37)

det.V =
h2

|g′|4

(
| f ′|4

4
−|Ω|2

)
. (3-38)

Prova. Comoh= e〈1, f 〉, segue queh,1 = e〈1, f 〉〈1, f ′〉 e h,2 = e〈1, f 〉〈1, i f ′〉. Dessa forma,

h,11 = e〈1, f 〉
(
〈1, f ′〉2+ 〈1, f ′′〉

)
(3-39)
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h,22 = e〈1, f 〉
(
〈1, i f ′〉2−〈1, f ′′〉

)
(3-40)

h,12 = e〈1, f 〉
(
〈1, i f ′〉〈1, f ′〉+ 〈1, i f ′′〉

)
. (3-41)

Utilizando os símbolos de Christoffel dados por (3-33), é possível mostrar que

2

∑
l=1

Γl
11h,l = e〈1, f 〉〈1, f ′〉

|g′|,1
|g′|

−e〈1, f 〉〈1, i f ′〉
|g′|,2
|g′|

= e〈1, f 〉
〈
〈1, f ′〉+ i〈i, f ′〉,

|g′|,1
|g′|

+ i
|g′|,2
|g′|

〉

= e〈1, f 〉
〈

f ′,
〈g′′,g〉
|g′|2

+ i
〈ig′′,g〉
|g′|2

〉

= e〈1, f 〉
〈

f ′,
g′′g′

g′g′

〉

= e〈1, f 〉
〈

f ′,

(
g′′

g′

)〉

= e〈1, f 〉
〈

1, f ′
g′′

g′

〉

= e〈1, f 〉
〈

1,Ω+
( f ′)2

2
+ f ′′

〉
, (3-42)

2

∑
l=1

Γl
22h,l = −e〈1, f 〉〈1, f ′〉

|g′|,1
|g′|

+e〈1, f 〉〈1, i f ′〉
|g′|,2
|g′|

= −e〈1, f 〉
〈
〈1, f ′〉+ i〈i, f ′〉,

|g′|,1
|g′|

+ i
|g′|,2
|g′|

〉

= −e〈1, f 〉
〈

1,Ω+
( f ′)2

2
+ f ′′

〉
, (3-43)

2

∑
l=1

Γl
12h,l = e〈1, f 〉〈1, f ′〉

|g′|,2
|g′|

+e〈1, f 〉〈1, i f ′〉
|g′|,1
|g′|

= e〈1, f 〉
〈
−〈i, f ′〉+ i〈1, f ′〉,

|g′|,1
|g′|

+ i
|g′|,2
|g′|

〉

= e〈1, f 〉
〈

i f ′,

(
g′′

g′

)〉

= −e〈1, f 〉
〈

i,Ω+
( f ′)2

2
+ f ′′

〉
. (3-44)

Voltando em (3-32), teremos

V11 =
1

|g′|2

(
h,11−

2

∑
l=1

Γl
11h,l

)
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=
1

|g′|2

(
e〈1, f 〉

(
〈1, f ′〉2+ 〈1, f ′′〉

)
−e〈1, f 〉

〈
1,Ω+

( f ′)2

2
+ f ′′

〉)

=
e〈1, f 〉

|g′|2

(
〈1, f ′〉2−〈1,Ω〉−

1
2
〈1,( f ′)2〉

)

=
e〈1, f 〉

|g′|2

(
〈1, f ′〉2−〈1,Ω〉−

1
2
(〈1, f ′〉2−〈i, f ′〉2)

)

=
e〈1, f 〉

|g′|2

(
| f ′|2

2
−〈1,Ω〉

)
, (3-45)

V22 =
1

|g′|2

(
h,22−

2

∑
l=1

Γl
22h,l

)

=
1

|g′|2

(
e〈1, f 〉

(
〈1, i f ′〉2−〈1, f ′′〉

)
+e〈1, f 〉

〈
1,Ω+

( f ′)2

2
+ f ′′

〉)

=
e〈1, f 〉

|g′|2

(
〈i, f ′〉2+ 〈1,Ω〉+

1
2
〈1,( f ′)2〉

)

=
e〈1, f 〉

|g′|2

(
〈i, f ′〉2+ 〈1,Ω〉+

1
2
(〈1, f ′〉2−〈i, f ′〉2)

)

=
e〈1, f 〉

|g′|2

(
| f ′|2

2
+ 〈1,Ω〉

)
, (3-46)

V12 = V21 =
1

|g′|2

(
h,12−

2

∑
l=1

Γl
12h,l

)

=
1

|g′|2

(
e〈1, f 〉

(
〈1, i f ′〉〈1, f ′〉+ 〈1, i f ′′〉

)
+e〈1, f 〉

〈
i,Ω+

( f ′)2

2
+ f ′′

〉)

=
e〈1, f 〉

|g′|2

(
−〈i, f ′〉〈1, f ′〉+ 〈i,Ω〉+

1
2
〈i,( f ′)2〉

)

=
e〈1, f 〉

|g′|2

(
−〈i, f ′〉〈1, f ′〉+ 〈i,Ω〉+

1
2
(2〈1, f ′〉〈i, f ′〉)

)

=
e〈1, f 〉

|g′|2
〈i,Ω〉. (3-47)

Para finalizar, observe que as expressões acima garantem que

tra.V = V11+V22

=
e〈1, f 〉

|g′|2

(
| f ′|2

2
−〈1,Ω〉

)
+

e〈1, f 〉

|g′|2

(
| f ′|2

2
+ 〈1,Ω〉

)

=
e〈1, f 〉

|g′|2
| f ′|2 (3-48)

det.V = V11V22−V2
12
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=
e〈1, f 〉

|g′|2

(
| f ′|2

2
−〈1,Ω〉

)
e〈1, f 〉

|g′|2

(
| f ′|2

2
+ 〈1,Ω〉

)
−

[
e〈1, f 〉

|g′|2
〈i,Ω〉

]2

=
e2〈1, f 〉

|g′|4

(
| f ′|4

4
−〈1,Ω〉2−〈i,Ω〉2

)

=
e2〈1, f 〉

|g′|4

(
| f ′|4

4
−|Ω|2

)
. (3-49)

�

Dada uma superfície de RiemannM e uma imersãoX : M →R3, identificaremos

a normal de GaussN da imersão com sua projeção estereográfica, denotada porg.

Teorema 3.12Seja M uma superfície de Riemann siplesmente conexa e X: M → R3

uma imersão com curvatura Gaussiana K6= 0. Então X(M) é uma superfície WGSDE se,

e somente se, existem funções holomorfas g: M →C∞ e f : M →C, com g′ 6= 0, tais que,

a menos de uma dilatação, X(M) é localmente parametrizada por

X =
h

2|g′|2
(
2 f ′g′+

(
2ω−| f ′|2

)
g, 2ω−| f ′|2

)
(3-50)

onde h= e〈1, f 〉, T = 1+ |g|2,

ω =
1

2T

(
| f ′|2+ | f ′g−2g′|2

)
e Ω = f ′

g′′

g′
−

( f ′)2

2
− f ′′. (3-51)

Nestas coordenadas, a normal de Gauss N da imersão é dada por

N =
1

1+ |g|2
(
2g,1−|g|2

)
. (3-52)

A condição de regularidade P, a curvatura média H e a curvatura Gaussiana K são

dados, respectivamente, por

P =

(
Th
|g′|2

)2

(ω2−|Ω|2) 6= 0 (3-53)

H =
−2|g′|2ω

Th(ω2−|Ω|2)
(3-54)

K =
4|g′|4

T2h2(ω2−|Ω|2)
. (3-55)

Os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais deX são dados por

E = 〈X,1,X,1〉=
h2

|g′|2
|Ω−ω|2 (3-56)
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F = 〈X,1,X,2〉=
2h2

|g′|2
〈i,Ω〉ω (3-57)

G = 〈X,2,X,2〉=
h2

|g′|2
|Ω+ω|2 (3-58)

L = −〈X,1,N,1〉=
−2h
T

(ω−〈1,Ω〉) (3-59)

M = −〈X,1,N,2〉=
−2h
T

〈i,Ω〉 (3-60)

N = −〈X,2,N,2〉=
−2h
T

(ω+ 〈1,Ω〉) (3-61)

Prova. SejaN : M → C∞ a normal de Gauss da imersãoX. ComoK 6= 0, a menos nos

pontos ondeN =−e3, podemos escrever localmenteN = P−1
− ◦Y, isto é,

N =
1

1+ |Y|2
(
2Y,1−|Y|2

)
(3-62)

ondeP− é a projeção estereográfica partindo de−e3 e Y é uma parametrização local

ortogonal deΠ = {(x1,x2,x3)∈R3;x3 = 0}. A terceira forma fundamentalIII da imersão

X é positiva definida. Dessa forma, podemos tomar parâmetros isotérmicos para a normal

de GaussN e considerarY = (g,0), dada por uma função holomorfag : M → C∞, com

g′ 6= 0. Consequentemente,Lii = 〈Y,i ,Y,i〉 = |g′|2, 1≤ i ≤ 2, e os símbolos de Christoffel

da métrica são dados por (3-33). Além disso, segue de (3-62) a expressão (3-52).

O Teorema2.6 garante a existência de uma função diferenciávelh : U → R tal

queX(M) pode ser localmente parametrizada por

X(u) =

(
Q(u)−

2R(u)
T(u)

Y(u),−
2R(u)
T(u)

)
, u∈U (3-63)

ondeT = 1+ |Y|2,

Q=
2

∑
j=1

h, j
L j j

Y, j e R= 〈Q,Y〉−h. (3-64)

Com isso as funções suporteΨ e distânciaΛ são dadas por

Ψ = 〈X,N〉

=

〈(
Q−

2R
T

Y,−
2R
T

)
,

1
T
(2Y,2−T)

〉

=

〈
Q−

2R
T

Y,
2Y
T

〉
−

2R
T2(2−T)

=
2
T
〈Q,Y〉−

4R
T2 |Y|

2−
2R
T2(2−T)

=
2
T
(R+h)−

4R
T2(T −1)−

4R
T2 +

2R
T
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=
2h
T

; (3-65)

Λ = 〈X,X〉

=

〈(
Q−

2R
T

Y,−
2R
T

)
,

(
Q−

2R
T

Y,−
2R
T

)〉

=

〈
Q−

2R
T

Y,Q−
2R
T

Y

〉
+

4R2

T2

= 〈Q,Q〉−
4R
T
〈Q,Y〉+

4R2

T2 |Y|2+
4R2

T2

= 〈Q,Q〉−
4R
T
(R+h)+

4R2

T2 (T −1)+
4R2

T2

= 〈Q,Q〉−
4Rh
T

=

〈
2

∑
j=1

h, j
|g′|2

Y, j ,
2

∑
i=1

h,i
|g′|2

Y,i

〉
−

4Rh
T

=
2

∑
i, j=1

h, jh,i
|g′|4

L,i j −
4Rh
T

=
2

∑
j=1

h2
, j

|g′|4
|g′|2−

4Rh
T

=
|∇h|2

|g′|2
−

4Rh
T

. (3-66)

Segundo o Corolário2.7a curvatura médiaH e a curvatura GaussianaK deX(M)

são dadas, respectivamente, por

H =−
1
P
(Ttra.(V)−4R) e K =

4
P

(3-67)

ondeVi j =
1

|g′|2

(
h,i j −

2

∑
l=1

Γl
i j h,l

)
, 1 ≤ i, j ≤ 2. Utilizando os símbolos de Christoffel

dados por (3-33), obtemos

tra.(V) = V11+V22

=
1

|g′|2
[(

h,11−Γ1
11h,1−Γ2

11h,2
)
+
(
h,22−Γ1

22h,1−Γ2
22h,2

)]

=
1

|g′|2

[(
h,11−

|g′|,1
|g′|

h,1+
|g′|,2
|g′|

h,2

)
+

(
h,22+

|g′|,1
|g′|

h,1−
|g′|,2
|g′|

h,2

)]

=
△h
|g′|2

(3-68)

e consequentemente

H =−
1
P

(
T
△h
|g′|2

−4R

)
. (3-69)
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Utilizando as expressões (3-65), (3-66), (3-67) e (3-69) é possível mostrar que

2ΨH +ΛK = −
4h
PT

(
T
△h
|g′|2

−4R

)
+

4
P

(
|∇h|2

|g′|2
−

4Rh
T

)

=
4
P

[
h
T

(
4R−T

△h
|g′|2

)
+

|∇h|2

|g′|2
−

4Rh
T

]

=
4
P

(
|∇h|2

|g′|2
−h

△h
|g′|2

)
. (3-70)

Comog′ 6= 0, segue queX(M) é uma superfície WGSDE se, e somente se,

|∇h|2−h△h= 0. (3-71)

Sejah uma solução de (3-71). Se existep∈ M tal queh(p) = 0, segue de (3-71)

que∇h(p) = 0. Voltando em (3-66) concluímos queΛ(p) = 0, isto é,X(p) = 0. A menos

possivelmente da origem, e pela continuidade deh, podemos supor queh> 0 ouh< 0.

Além disso, note que seh é solução da equação (3-71) então−h também é solução. Segue

de (3-63) que a superfície WGSDE relacionada a−h é a antípoda da superfície WGSDE

relacionada ah. Sem perda de generalidade podemos assumir queh= eφ ondeφ : M →R

é uma função diferenciável. Neste caso,

h,1 = eφφ,1 e h,2 = eφφ,2 (3-72)

h,11 = eφ(φ2
,1+φ,11) e h,22 = eφ(φ2

,2+φ,22) (3-73)

e a equação (3-71) torna-se△φ = 0. Pelo Teorema1.16, seja f : M → C uma função

holomorfa tal queφ = 〈1, f 〉. Portanto,h= e〈1, f 〉.

Agora, voltando em (3-64) podemos escrever

Q =
1

|g′|2
(h,1g′+h,2ig′) =

g′

|g′|2
(h〈1, f ′〉+ ih〈1, i f ′〉) =

h
|g′|2

f ′g′ (3-74)

R = 〈
h

|g′|2
f ′g′,g〉−h=

h
|g′|2

(
〈g′, f ′g〉− |g′|2

)
=

Th
4|g′|2

(
| f ′|2−2ω

)
(3-75)

ondeω é dado por (3-51). Substituindo estas expressões em (3-63) concluiremos que

X =
h

2|g′|2
(
2 f ′g′+

(
2ω−| f ′|2

)
g, 2ω−| f ′|2

)
. (3-76)

Como temosh= e〈1, f 〉, o Lema3.11garante quetrav.(V) e det.(V) são dados,

respectivamente, por (3-37) e (3-38). Assim, a condição de regularidadeP, descrita pelo
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Corólário2.7, torna-se

P = 4R2−2RTtra.(V)+T2det.(V)

=
T2h2

4|g′|4
(
| f ′|2−2ω

)2
−

2T2h2

4|g′|4
(
| f ′|2−2ω

)
| f ′|2+

T2h2

4|g′|4
(
| f ′|4−4|Ω|2

)

=
T2h2

4|g′|4

[(
| f ′|2−2ω

)2
−2| f ′|2

(
| f ′|2−2ω

)
+
(
| f ′|4−4|Ω|2

)]

=

(
Th
|g′|2

)2

(ω2−|Ω|2). (3-77)

Além disso, voltando em (3-67) obtemos

H = −
1
P
(Ttra.(V)−4R)

=
|g′|4

T2h2(ω2−|Ω|2)

[
Th
|g′|2

(
| f ′|2−2ω

)
−

Th
|g′|2

| f ′|2
]

=
−2|g′|2ω

Th(ω2−|Ω|2)
; (3-78)

K =
4
P
=

4|g′|4

T2h2(ω2−|Ω|2)
. (3-79)

Para obtermos os coeficientes da primeiraI e segundaII formas fundamentais

utilizaremos as expressões (2-12) e (2-13), descritas pelo Teorema2.6, juntamente com o

Lema3.11. Dessa forma,

E = V2
11L11+V2

12L22−
4R
T

V11L11+
4R2

T2 L11

= |g′|2
(

V2
11+V2

12−
4R
T

V11+
4R2

T2

)

=
h2

4|g′|2

[(
| f ′|2−2〈1,Ω〉

)2
+4〈i,Ω〉2−2

(
| f ′|2−2ω

)(
| f ′|2−2〈1,Ω〉

)
+
(
| f ′|2−2ω

)2
]

=
h2

4|g′|2
(
4|Ω|2−8ω〈1,Ω〉+4ω2)

=
h2

|g′|2
|Ω−ω|2; (3-80)

F = V11V21L11+V12V22L22−
2R
T
(V12L22+V21L11)

= |g′|2V12

(
tra.(V)−

4R
T

)

= h〈i,Ω〉

[
h

|g′|2
| f ′|2−

h
|g′|2

(
| f ′|2−2ω

)]

=
2h2

|g′|2
〈i,Ω〉ω; (3-81)
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G = V2
22L22+V2

21L11−
4R
T

V22L22+
4R2

T2 L22

= |g′|2
(

V2
22+V2

21−
4R
T

V22+
4R2

T2

)

=
h2

4|g′|2

[(
| f ′|2+2〈1,Ω〉

)2
+4〈i,Ω〉2−2

(
| f ′|2−2ω

)(
| f ′|2+2〈1,Ω〉

)
+
(
| f ′|2−2ω

)2
]

=
h2

4|g′|2
(
4|Ω|2+8ω〈1,Ω〉+4ω2)

=
h2

|g′|2
|Ω+ω|2; (3-82)

L =
2L11

T2 (2R−TV11)

=
2|g′|2

T2

[
Th

2|g′|2
(
| f ′|2−2ω

)
−

Th
2|g′|2

(
| f ′|2−2〈1,Ω〉

)]

=
−2h
T

(ω−〈1,Ω〉) ; (3-83)

M =
2

T2(2RL12−TV12L22)

=
−2|g′|2

T
V12

= −
−2h
T

〈i,Ω〉;

N =
2L22

T2 (2R−TV22)

=
2|g′|2

T2

[
Th

2|g′|2
(
| f ′|2−2ω

)
−

Th
2|g′|2

(
| f ′|2+2〈1,Ω〉

)]

=
−2h
T

(ω+ 〈1,Ω〉) . (3-84)

�

Uma consequência imediata do Teorema anterior é o seguinte resultado.

Corolário 3.13 Uma superfície WGSDE conexa com curvatura Gaussiana K6= 0 está

parametrizada por linhas de curvatura se, e somente se,

〈i,Ω〉= 0 (3-85)

ondeΩ é dado por (3-51). Neste caso, a superfície WGSDE está associada aΠ por uma

transformação de Ribaucour.

Prova. SejaSuma superfície WGSDE conexa com curvatura GaussianaK 6= 0. Sabemos

queSestá parametrizada por linhas curvatura se, e somente se,F = M = 0. Dessa forma,

segue de (3-57) e (3-60) queSestá parametrizada por linhas de curvatura se, e somente se,
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〈i,Ω〉= 0. Neste caso, (3-35) garante queV12 =V21 = 0 e pelo Corolário2.8concluímos

queSestá associada aΠ por uma transformação de Ribaucour.

�

No caso em queΩ = 0 a superfície WGSDE conexa comK 6= 0 é parte de uma

esfera. Com efeito, seΩ = 0 a superfície é totalmente umbílica, pois, neste caso, (3-54) e

(3-55) garantem queH2 = K. A Proposição seguinte obtém soluções para tal equação.

Proposição 3.14Considere uma função holomorfa g, com g′ 6= 0, e sejam z0, z1 ∈ C

constantes. Então

f = 2ln(ez0g+z1) (3-86)

é solução de

f ′
g′′

g′
−

( f ′)2

2
− f ′′ = 0. (3-87)

Em particular, a superfície WGSDE associada ao par( f ,g) é parte de uma esfera.

Prova. Observe que

f ′ =
2ez0g′

(ez0g+z1)

f ′′ =
2ez0g′′

(ez0g+z1)
−

2e2z0(g′)2

(ez0g+z1)2 .

Logo,

f ′
g′′

g′
−

( f ′)2

2
− f ′′ =

2ez0g′

(ez0g+z1)

g′′

g′
−

1
2

(
2ez0g′

(ez0g+z1)

)2

−
2ez0g′′

(ez0g+z1)
+

2e2z0(g′)2

(ez0g+z1)2

=
2ez0g′′

(ez0g+z1)
−

2e2z0(g′)2

(ez0g+z1)2 −
2ez0g′′

(ez0g+z1)
+

2e2z0(g′)2

(ez0g+z1)2

= 0.

�

Antes de classificarmos as superfícies WGSDE de rotação, estabeleceremos a

relação de Weingarten satisfeita por uma superfície paralela à uma superfície WGSDE.

Proposição 3.15Uma superfície S, orientada pela normal de Gauss N, é uma superfície

WGSDE se, e somente se, a superfície paralelaŜ= {p+ λN(p); p ∈ S}, λ ∈ R, é uma

superfície WGSDL satisfazendo

2(Ψ̂−λ)Ĥ +(Λ̂−λ2)K̂ = 0 (3-88)
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ondeΨ̂, Λ̂, Ĥ e K̂ denotam a função suporte, a função distância quadrática, acurvatura

média e a curvatura Gaussiana dêS, respectivamente.

Prova. SejaX é uma parametrização local deSe X̂ = X+λN, λ ∈R, uma parametrização

local deŜ. Assim, a matriz de Weingarten̂W deŜé dada por

X̂,i = X,i +λN,i

= X,i +λ
2

∑
j=1

Wi j X, j

=
2

∑
j=1

(δi j +λWi j )X, j (3-89)

ondeW = (Wi j ) é a matriz de Weingarten deS, δii = 1 e δi j = 0, i 6= j. Desde que

D := det.(I2+λW) 6= 0, temos que

X, j =
2

∑
k=1

(I2+λW)i j X̂,k (3-90)

ondeI2 é a matriz identidade 2×2 e (I2+λW)i j denota os elementos da matriz inversa

(I2+λW)−1. Como a normal de GausŝN de Ŝcoincide com a normal de GaussN deS,

podemos escrever

N̂,i =
2

∑
j=1

Wi j X, j

=
2

∑
j ,k=1

Wi j (I2+λW)i j X̂,k. (3-91)

Portanto, a matriz de Weingarten̂W deŜé dada por

Ŵ =W(I2+λW)−1 (3-92)

e, consequentemente

K̂ =
K
D

e Ĥ =
H −λK

D
. (3-93)

Observe que as funções suporte e distância quadrática deS podem ser escritas

por

Ψ = 〈X,N〉

= 〈X̂−λN,N〉

= Ψ̂−λ (3-94)
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Λ = 〈X,X〉

= 〈X̂−λN, X̂−λN〉

= Λ̂−2λΨ̂+λ2. (3-95)

Agora, utilizando (3-93), (3-94) e (3-95) segue queSsatisfaz 2ΨH+ΛK = 0 se, e somente

se,

2(Ψ̂−λ)Ĥ +(Λ̂−λ2)K̂ = 0. (3-96)

�

Utilizando a Proposição3.10 e o Teorema3.12 classificaremos as superfícies

WGSDE de rotação.

Teorema 3.16Seja S uma superfície WGSDE conexa e orientável. Então S é de rotação

se, e somente se,

a) S é parte de um plano passando pela origem ou parte de um conecircular com

vértice na origem (quando K≡ 0);

b) S é parte de uma esfera passando pela origem, ou parte de umasuperfície com uma

singularidade isolada ou parte de uma superfície cujas singularidades estão em um

círculo (quando K6= 0). Estas superfícies podem ser localmente parametrizadas

por,

Xab(u1,u2) =
e(a−1)u1+b

1+e2u1

([
a+e2u1(2−a)

]
(cosu2+ i sinu2),2eu1(1−a)

)
(3-97)

onde a, b∈ R, a 6= 1 e (u1,u2) ∈U com

b1) U = R
2 caso a= 0 ou a= 2;

b2) U = R2\
{
(u1,u2) ∈ R2 : u1 =

1
2 ln
∣∣ a

2−a

∣∣} caso a/∈ {0,2}.

Prova. A parte a) segue diretamente da Proposição3.10. SeK 6= 0, segue do Teorema3.12

queS é localmente parametrizada por (3-50). Além disso, pelo Corolário2.9 temos que

Sé de rotação se, e somente se,g(w) = w e h(w) = J(|w|2), w∈ C, para alguma função

diferenciávelJ. Fazendo a mudança de parâmetros

w= ez, z= u1+ iu2 ∈ C (3-98)

teremosg(z) = ez e h(z) = J(e2u1). Consequentemente,h,2 = 0. Pelo Teorema3.12,

h= e〈1, f 〉 onde f é uma função holomorfa. Logo,〈1, f 〉,2 = 0 e as Equações de Cauchy-
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Riemann (1-45) nos garantem quef (z) = az+ z0, ondea ∈ R e z0 = b+ ic ∈ C são

constantes. Portanto,

h(z) = eau1+b (3-99)

ondez= u1+ iu2 ∈ C.

Parag(z) = ez e f (z) = az+z0, o Teorema3.12garante que

T = 1+e2u1 (3-100)

ω =
1

2T

[
a2+(2−a)2e2u1

]
(3-101)

Ω = a−
a2

2
. (3-102)

Voltando em (3-50) teremos

Xab(u1,u2) =
h

2|g′|2
(
2 f ′g′+

(
2ω−| f ′|2

)
g, 2ω−| f ′|2

)

=
eau1+b

2e2u1

([
2a+

1
T

[
a2+(2−a)2e2u1

]
−a2

]
ez,

1
T

[
a2+(2−a)2e2u1

]
−a2

)

=
e(a−2)u1+b

2T

([
2aT+a2(1−T)+(2−a)2e2u1

]
ez,a2(1−T)+(2−a)2e2u1

)

=
e(a−2)u1+b

2T

([
2a(1+e2u1)−a2e2u1 +(2−a)2e2u1

]
ez,−a2e2u1 +(2−a)2e2u1

)

=
e(a−2)u1+b

2T

(
2
[
a+e2u1(2−a)

]
ez,4e2u1(1−a)

)

=
e(a−1)u1+b

1+e2u1

([
a+e2u1(2−a)

]
(cosu2+ i sinu2),2eu1(1−a)

)
. (3-103)

A condição de regularidadeP, dada por (3-53), pode ser escrita por

P =

(
Th
|g′|2

)2

(ω2−|Ω|2)

=
T2e2au1+2b

e4u1

{
1

4T2

[
a2+(2−a)2e2u1

]2
−

(
a−

a2

2

)2
}

= T2e2(a−2)u1+2b
{

1
4T2

[
a2+(2−a)2e2u1

]2
−

1
4
(2a−a2)2

}

=
1
4

e2(a−2)u1+2b[a4+2a2(2−a)2e2u1 +(2−a)4e4u1 −T2a2(2−a)2]

=
1
4

e2(a−2)u1+2b[a4+2a2(2−a)2e2u1 +(2−a)4e4u1 − (1+2e2u1 +e4u1)a2(2−a)2]

=
1
4

e2(a−2)u1+2b{a2[a2− (2−a)2]+(2−a)2[(2−a)2−a2]e4u1
}

=
1
4

e2(a−2)u1+2b[−4a2(1−a)+4(2−a)2(1−a)e4u1
]
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= e2(a−2)u1+2b(1−a)
[
(2−a)2e4u1 −a2] . (3-104)

Portanto,Xab é regular se, e somente se,a= 0 oua= 2. Além disso, sea= 1 entãoX1b é

degenerada e sea /∈ {0,1,2} a expressão (3-104) anula-se parau1 = 1
2 ln
∣∣ a

2−a

∣∣.
Note que sea = 0 ou a = 2 entãoΩ = 0. Dessa forma,X0b e X2b descrevem

esferas. Para 0< a< 2, a 6= 1, o conjuntoXab
(1

2 ln
( a

2−a

)
,u2
)
, u2 ∈ R, é um círculo. De

fato,

Xab

(
1
2

ln

(
a

2−a

)
,u2
)
= (2−a)

3−a
2 a

a−1
2

(
a(cosu2+ i sinu2),(1−a)

(
a

2−a

)1
2
)
.

(3-105)

Para a > 2 ou a < 0 o conjunto Xab
(

1
2 ln
(

a
a−2

)
,u2
)
, u2 ∈ R, é o ponto(

0,(1−a)a
a
2(a−2)

2−a
2

)
. �

Apresentaremos a seguir um exemplo para cada um dos três tipos de superfícies

WGSDE de rotação comK 6= 0. Como as superfícies WGSDE são invariantes por

dilatação, consideraremos o caso em queb= 0.

(a) a=−1. (b) a= 0. (c) a= 0,5.

Em [19], López mostrou que uma superfície Weingarten linear cíclica é parte de

uma esfera ou os planos de folheação são paralelos. Apresentaremos a seguir, uma família

a 4-parâmetros de superfícies WGSDE cíclicas, com uma singularidade isolada, e cujos

planos de folheação não são paralelos.

Proposição 3.17Existe uma família4-parâmetros de superfícies WGSDE cíclicas, com

uma singularidade isolada, e cujos círculos estão em planosnão paralelos. Estas super-

fícies podem ser localmente parametrizadas por

Xαβ
ab (u1,u2) =

eau1+b

T
(aT+2ζ [(u1+α)+ i(u2+β)] ,2ζ) , (u1,u2) ∈ R

2 (3-106)
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onde a, b,α, β ∈ R, a 6= 0, são constantes,

T = 1+(u1+α)2+(u2+β)2 e ζ = 1−a(u1+α). (3-107)

Prova. Considere uma translaçãog e uma composição de homotetia com translaçãof ,

definidas por

g(z) = z+z0 e f (z) = az+z1, z= u1+ iu2 ∈ C (3-108)

ondez0 = α+ iβ ez1 = b+ ic. Neste caso,

h= e〈1, f 〉 = eau1+b e T = 1+ |g|2 = 1+(u1+α)2+(u2+β)2. (3-109)

Além disso, a expressão (3-51) garante que

ω =
1

2T

(
a2T +4ζ

)
e Ω =

−a2

2
(3-110)

ondeζ = 1−a(u1+α). Voltando ao Teorema3.12teremos

Xαβ
ab (u1,u2) =

h
2|g′|2

(
2 f ′g′+

(
2ω−| f ′|2

)
g, 2ω−| f ′|2

)

=
eau1+b

2

(
2a+

[
1
T
(a2T +4ζ)−a2

]
(z+z0),

1
T
(a2T +4ζ)−a2

)

=
eau1+b

T
(aT+2ζ [(u1+α)+ i(u2+β)] ,2ζ) . (3-111)

A condição de regularidadeP, dada por (3-53), torna-se

P =

(
Th
|g′|2

)2

(ω2−|Ω|2)

= T2e2au1+2b
[

1
4T2(a

2T +4ζ)2−
a4

4

]

=
e2au1+2b

4
(8a2Tζ+16ζ2)

= 2ζe2au1+2b(a2T +2ζ)

= 2ζe2au1+2b[a2+a2(u2+β)2+ζ2+1
]
. (3-112)

Dessa forma,Xαβ
ab é regular se, e somente se,ζ 6= 0 ou, equivalentemente,u1 6= 1

a −α.

Além disso, seζ = 0, entãoXαβ
ab (

1
a
−α,u2), u2 ∈ R, é o ponto(ae1+b−aα,0,0) ∈ R

3.

Para mostrarmos queXαβ
ab é uma superfície cíclica, note que fixadou1 6=

1
a −α,

a curva coordenadau2 ∈ R 7→ γ(u2) = Xαβ
ab (u1,u2) está contida na interseção do plano
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Pu1 = {(x1,x2,x3) ∈ R
3;x1− (u1+α)x3 = aeau1+b} com a esfera de centroC e raio r,

onde

C
eau1+b

1+(u1+α)2(a+(u1+α),0,ζ)

r =
|ζ|eau1+b

√
1+(u1+α)2

. (3-113)

Além disso,

lim
u2→±∞

γ(u2) = (aeau1+b,0,0) (3-114)

para todou1 6=
1
a −α. Portanto,Xαβ

ab é uma superfície WGSDE cíclica, com uma singula-

ridade isolada, e cujos círculos estão em planos não paralelos. �

Abaixo segue o exemplo em quea= 1 eb= α = β = 0.

Figura 3.1: g= z e f= z



CAPÍTULO 4
Hipersuperfícies Weingarten Generalizada do

Tipo Suporte Distância Especial

Neste capítulo generalizaremos o conceito de superfícies WGSDE para o caso de

hipersuperfícies emRn+1. Apresentaremos uma representação para estas hipersuperfícies

no caso em que a projeção estereográfica da normal de GaussN é dada pela aplicação

identidade. Como aplicação, caracterizaremos os exemplosrotacionais.

Definição 4.1 Dizemos que uma hipersuperfície orientávelΣ⊂Rn+1 é uma hipersuperfí-

cie Weingarten generalizada do tipo suporte distância especial (ou, por abreviação, uma

hipersuperfície WGSDE) se a curvatura de Gauss-Kronecker K, a (n−1)-ésima curva-

tura média Hn−1, a função suporteΨ e a função distância quadráticaΛ satisfazem

2ΨHn−1+ΛK = 0. (4-1)

para todo p∈ Σ.

SejaC ⊂ Rn+1, n ≥ 2, uma subvariedade (n-1)-dimensional deRn+1 tal que a

origem 0/∈ C . Um cone generalizado de vértice na origem é uma hipersuperfície gerada

pela família a 1-parâmetro de retas que passam por 0 ep, ondep∈ C .

Assim como no caso de superfícies, os cones generalizados emRn+1 são exem-

plos de hipersuperfícies WGSDE com curvatura de Gauss-KroneckerK ≡ 0. A demons-

tração deste fato é análoga a demonstração feita na Proposição3.10, a menos da dimensão

do espaço ambiente.

Proposição 4.2Uma hipersuperfície conexaΣ ⊂ Rn+1 é um cone generalizado com vér-

tice na origem se, e somente se, a função suporteΨ ≡ 0. Em particular, uma hipersu-

perfície WGSDE conexa comΨ ≡ 0 é parte de um cone generalizado com vértice na

origem.

Considere uma hipersuperfície WGSDEΣ ⊂ Rn+1, com curvatura de Gauss-

KroneckerK 6= 0, e sejaY(u) = (u,0), u ∈ U , uma parametrização local ortogonal do
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hiperplanoΠ. Segue do Teorema2.6 que existe uma função diferenciávelh : U → R tal

queΣ pode ser localmente parametrizada por

X(u) =

(
Q(u)−

2R(u)
T(u)

Y(u),−
2R(u)
T(u)

)
, u∈U (4-2)

L j j = 1, T = 1+ |u|2,

Q=
n

∑
j=1

h, j
L j j

Y, j = ∇h e R= 〈Q,Y〉−h= 〈∇h,u〉−h. (4-3)

Nestas coordenadas,

N(u) =
1

1+ |u|2
(
2u,1−|u|2

)
, u∈U ⊂ R

n. (4-4)

Além disso, a matriz de WeingartenW de X é dada porW = 2(TV − 2RIn)−1 onde

V = (h,i j ) e In é a matriz identidaden× n. ComoV é simétrica, sejam{a1, ...,an} os

autovalores (todos reais) deV. Segue queλi =
2

Tai −2R
, 1≤ i ≤ n, são os autovalores de

W e, consequentemente, as curvatura principaisk1, ...,kn deΣ são dadas por

ki =−λi =
2

2R−Tai
, 1≤ i ≤ n. (4-5)

O fato de a curvatura de Gauss-KroneckerK ser não nula em todos os pontos deΣ, garante

queki 6= 0 para todo 1≤ i ≤ n.

Assim como na demonstração do Teorema3.12, a função suporteΨ e a função

distância quadráticaΛ deΣ são dadas por

Ψ =
2h
T

e Λ = |∇h|2−
4Rh
T

. (4-6)

Podemos supor queh(u) 6= 0 para todou ∈ U . Com efeito, se existiru0 ∈ U tal que

h(u0) = 0 entãoΨ(u0) = 0. Consequentemente,Λ(u0)K(u0) = 0 e com issoX(u0) = 0.

Dessa forma, a menos possivelmente da origem, temos

2ΨHn−1+ΛHn = 0⇔
2Hn−1

Hn
= −

Λ
Ψ

⇔

2
nk1...kn

∑
j1<...< jn−1

k j1 · ... ·k jn−1 =
T
2h

(
−|∇h|2+

4Rh
T

)
⇔

2
n

n

∑
i=1

1
ki

= 2R−
T|∇h|2

2h
⇔
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1
n

n

∑
i=1

(2R−Tai) = 2R−
T|∇h|2

2h
⇔

1
n

(
2nR−T

n

∑
i=1

ai

)
= 2R−

T|∇h|2

2h
⇔

2R−
T
n

tra.(V) = 2R−
T|∇h|2

2h
⇔

1
n
△h =

|∇h|2

2h
⇔

h△h =
n
2
|∇h|2. (4-7)

Chegamos então ao seguinte resultado.

Teorema 4.3 SejaΣ uma hipersuperfície orientável emRn+1 com curvatura de Gauss-

Kronecker K6= 0. Considere Y(u) = (u,0), u∈ U. EntãoΣ é WGSDE se, e somente se,

existe uma função diferenciável h: U ⊂ R
n → R satisfazendo

h△h=
n
2
|∇h|2 (4-8)

tal queΣ é localmente parametrizada por

X(u) =

(
∇h(u)−

2R(u)
T(u)

u,−
2R(u)
T(u)

)
, u∈U (4-9)

onde T(u) = 1+ |u|2 e R(u) = 〈∇h(u),u〉−h(u), u∈U. Nestas coordenadas, a normal de

Gauss N deΣ é dada por (4-4). Além disso,W=2(TV−2RIn)−1 é a matriz de Weingarten

de X, onde V= (h,i j ) e In é a matriz identidade.

ComoVi j = h,i j , segue do Corolário2.8queΣ está parametrizada por linhas de

curvatura se, e somente se,h,i j = 0 para todoi 6= j.

Dentre as soluções da equação diferencial (4-8), destacam-se as descritas pela

Proposição a seguir.

Proposição 4.4Sejaφ : U ⊂ Rn → R, n≥ 3, uma função harmônica tal queφ(u) 6= 0

∀ u∈U. Então,

h(u) = φ(u)
2

2−n , u∈U (4-10)

satisfaz h△h=
n
2
|∇h|2.

Prova. Observe que

h,i =
2

2−n
φ

n
2−n φ,i , 1≤ i ≤ n (4-11)

h,ii =
2n

(2−n)2φ
2n−2
2−n φ2

,i +
2

2−n
φ,ii , 1≤ i ≤ n. (4-12)
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Dessa forma

|∇h|2 =
4

(2−n)2φ
2n

2−n |∇φ|2 e △h=
2n

(2−n)2φ
2n−2
2−n |∇φ|2 (4-13)

onde utilizamos o fato de△φ = 0. Portanto,h△h=
n
2
|∇h|2. �

Exemplo 4.5 Considere a função harmônicaφab : Rn → R, n≥ 3, definida por

φab(u) = au1+b, u= (u1, ...,un) ∈U = {u∈ R
n;u1 6=−

b
a
} (4-14)

onde a6= 0 e b são constantes reais. Dessa forma,

∇h(u) =
2

2−n
φab(u)

n
2−n e1 e R(u) = φab(u)

n
2−n

(
2au1

2−n
−φab(u)

)
. (4-15)

Voltando em (4-9) concluiremos que

X(u) =
2φab(u)

n
2−n

T(u)

(
aT(u)
2−n

e1−

(
2au1

2−n
−φab(u)

)
u,φab(u)−

2au1

2−n

)
, u∈U (4-16)

onde T= 1+ |u|2, define uma hipersuperfície WGSDE. Os coeficientes da primeira I e

segunda II formas fundamentais de X são dados por,

〈X,i,X, j〉 =





[
2a2n

(2−n)2
φab(u)

2n−2
2−n −

2R(u)
T(u)

]2
, i = j = 1

4R(u)2

T(u)2
, i = j 6= 1

0, i 6= j

(4-17)

−〈X,i,N, j〉 =





2
T

[
2R(u)
T(u) −

2a2n
(2−n)2 φab(u)

2n−2
2−n

]
, i = j = 1

4R(u)
T(u)2

, i = j 6= 1

0, i 6= j.

(4-18)

Outra classe importante de soluções da equação (4-8) são as soluções radiais.

Estas soluções dão origem à hipersuperfícies WGSDE de rotação.

Teorema 4.6 SejaΣ uma hipersuperfície WGSDE emRn+1 com curvatura de Gauss-

Kronecker K6= 0 e normal de Gauss N dada localmente por (4-4). EntãoΣ é de rotação

se, e somente se, a função h: U ⊂ Rn → R é dada por

h(u) = c0
(
|u|2−n+c1

) 2
2−n , u∈U (4-19)

onde c0, c1 ∈ R, c0 > 0, e
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i) U = Rn, se c1 = 0;

ii) U = Rn\{0}, se c1 > 0;

iii) U = {u∈ Rn;u 6= 0 e |u|n−2 6=−c−1
1 }, se c1 < 0.

Neste caso, a menos de uma dilatação (c0 = 1), Σ é localmente parametrizada por

X(u) =
2
(
|u|2−n+c1

) n
2−n

1+ |u|2

(
(1+c1|u|n)

|u|n
u,c1−|u|2−n

)
, u∈U. (4-20)

Além disso, se c1 = 0 então X parametriza uma hiperesfera.

Prova. Como Σ é uma hipersuperfície WGSDE emRn+1 com curvatura de Gauss-

KroneckerK 6= 0 e normal de GaussN dada localmente por (4-4), segue do Teorema

4.3 que existe um função diferenciávelh : U ⊂ Rn → R, satisfazendo (4-8), tal queΣ é

localmente parametrizada por (4-9). Pelo Corolário2.9, temos queΣ é de rotação se, e

somente se, a funçãoh é radial. Dessa forma, sejah(u) = J(t), u∈U , ondet = |u|2 eJ é

uma função diferenciável unidimensional. Logo,

h,i = 2uiJ
′ e h,ii = 4u2

i J′′+2J′, 1≤ i ≤ n (4-21)

ondeJ′ denota a derivada deJ relativa at. Com isso,

|∇h|2 = 4(J′)2t e △h= 4J′′t +2nJ′. (4-22)

Substituindo estas expressões na equação (4-8), teremos

2JJ′′t+nJJ′ = n(J′)2t. (4-23)

Podemos supor queJ(t) 6= 0 e J′(t) 6= 0 para todot ≥ 0. De fato, em ambos os casos

Λ = 0. Assim, a menos quandou= 0, podemos dividir a expressão acima porJJ′t. Dessa

forma obtemos [
ln

(
(J′)

2
n t

J

)]′
= 0. (4-24)

As soluções da equação acima são descritas por

J(t) = c0

(
t

2−n
2 +c1

) 2
2−n

(4-25)

para constantesc0, c1 ∈ R, c0 > 0. Consequentemente,h(u) = c0
(
|u|2−n+c1

) 2
2−n . Note

que sec1 ≥ 0,U = Rn. Por outro lado, sec1 < 0,U = {u∈ Rn; |u|n−2 6=−c−1
1 }.
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A menos de uma dilatação, podemos suporc0 = 1. Dessa forma, as expressões

∇h eR são dados, respectivamente, por

∇h(u) =
2
(
|u|2−n+c1

) n
2−n

|u|n
u e R(u) =

(
|u|2−n+c1

) n
2−n
(
|u|2−n−c1

)
. (4-26)

Voltando em (4-9) concluiremos queΣ é localmente parametrizada por (4-20).

No caso em quec1 = 0 então (4-20) torna-se

X(u) =
2

1+ |u|2
(u, |u|2), u∈ R

n. (4-27)

Dessa forma,X parametriza uma hiperesfera de centro em(0, ...,0,−1)∈Rn+1 e raio 1.�

Foram feitas várias escolhas paran e c1. Em cada uma delas, foi verificado

computacionalmente que o comportamento das curvas que geram as hipersuperfícies

WGSDE são semelhantes quando consideramosc1 > 0 ou c1 < 0. Apresentaremos no

exemplo a seguir o cason= 3.

Exemplo 4.7 (Hipersuperfícies WGSDE rotacionais emR4) Para n= 3 e c0 = 1 a

expressão (4-19) torna-se

h(u) =
|u|2

(1+c1|u|)
2 , u∈ R

3. (4-28)

Consequentemente, por (4-20), temos

X(u) =
2

(1+c1|u|)3(1+ |u|2)

(
(1+c1|u|)

3u,(c1|u|−1)|u|2
)
,u∈U. (4-29)

Como observado anteriormente, para c1 = 0 a hipersuperfície WGSDE de rotação é parte

de uma hiperesfera. Para c1 < 0 temos uma hipersuperfície WGSDE de rotação com uma

singularidade isolada. Finalmente, para c1 > 0, a hipersuperfície WGSDE de rotação é

parte de uma hipersuperfície cujas singularidades estão emesferas.

As curvas que descrevem as hipersuperfícies WGSDE de rotação para cada um

dos casos listados acima são:
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(a) c1 = 0. (b) c1 < 0. (c) c1 > 0.
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