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Resumo

Dias, Diogo GoncalvesClasses de Hipersuperficies Weingarten Generali-
zada no Espaco EuclidianoGoiania, GO, 201465p. Tese de Doutorado . Ins-
tituto de Matematica e Estatistica, Universidade Feder&oias.

Apresentamos parametrizacdes de hipersuperficies cocaggd normal de Gauss pres-
crita. Estas parametrizacfes sao obtidas como o envelapmaaeongruéncia de esferas
onde o outro envelope esta contido em um hiperplano. Ingioths classes de superfi-
cies que generalizam as superficies de Weingarten linede os coeficientes sao fun-
cOes que dependem da funcéo suporte e da funcéo distanci@entiorfixo (superficies
WGSD). Classes conhecidas destas superficies sdo asisiggett Weingarten linear,
as superficies de Appell e as superficies de Tzitzéica. & pilas obtemos novas clas-
ses de superficies WGSD aplicando inversdes e dilatacées.uma classe especial de
superficies WGSD, que é invariante por dilatacdes e inesrgsuperficies WGSDE),
obtemos uma representacéao tipo Weierstrass, dependerdiasgduncdes holomorfas.
Como aplicacéo classificamos as superficies WGSDE de m&aggaresentamos uma fa-
milia a 4-parametros de superficies WGSDE ciclicas compledm uma singularidade
isolada e com planos de folheacdo néo paralelos. Terminger@salizando as superfi-
cies WGSDE para o hipersuperficies &H 1, n > 2. Apresentaremos uma representacéo
para estas hipersuperficies no caso em que a projecaocogsédiea da normal de Gauss
N é dada pela aplicacdo identidade. Como aplicacéo, carartnos os exemplos rota-
cionais.

Palavras—chave
superficies Weingarten generalizada, representacadMgerstrass, aplicacao
normal de Gauss prescrita.



Abstract

Dias, Diogo GoncgalvesClasses of Generalized Weingarten Hypersurfaces
in the Euclidean Space Goiania, GO, 201465p. PhD. Thesis . Instituto de
Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goiés.

We present hypersurfaces with prescribed normal GaussThape surfaces are obtained
as the envelope of a sphere congruence where the other pevgloontained in a plane.
We introduce classes of surfaces that generalize lineanyeten surfaces, where the
coefficients are functions that depend on the support fancnd the distance function
from a fixed point (in short, DSGW-surfaces). The linear Weairten surfaces, the
Appell’s surfaces and the Tzitzeica’'s surfaces are all DS&Maces. From them we
obtain new classes of DSGW-surfaces applying inversiodsddatations. For a special
class of DSGW-surfaces, which is invariant under dilatagiand inversions, we obtain a
Weierstrass type representation (in short, EDSGW-susjaées application we classify
the EDSGW-surfaces of rotation and present a 4-parametatyfaf complete cyclic
EDSGW-surfaces with an isolated singularity and foliatgdnlon-parallel planes. We
generalized the EDSGW-surfaces for the case of hyperasfa®"1, n > 2. We present
a representation for these hypersurfaces in the case wieestereographic projection of
the normal Gauss mdy is given by the identity application. As an application, wi# w
characterize the rotational examples.

Keywords
generalized Weingarten surfaces, Weierstrass type euedson, prescribed
normal Gauss map.
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Introducéo

Uma superficie orientads c R® é dita umasuperficie Weingartese existe
uma relacéo diferenciav®V entre as curvaturas média e Gaussian®& de S tal que
W(H,K) = 0. A classificacdo geral das superficies Weingarten é ainaa questéo
aberta. No caso em que o funciondl é linear, isto éa+bH+4cK =0 paraa, bec
constantes, as superficies sdo chamadasiplerficies Weingarten lineaExemplos sim-
ples de superficies Weingarten linear s&o as superficiegrgiatura Gaussiana constante
(c# 0 eb=0) e as superficies de curvatura media constdnge@ ec = 0).

Schief p2] estudou duas classes de superficGes R3 que satisfazem uma
relacdo de Weingartenla forma (2 + p?)K +2uH +1 = 0, ondey, p: S— R séo
fungcdes harmaonicas (em certo sentido) definidas sobre af&ipeEssas classes incluem
as superficies classicas de Bianchi, as superficies deldide curvatura positiva e as
superficies com curvatura média inversa harménica (¥)a [

Em [6], Corro apresentou uma maneira de parametrizar supertioi®o enve-
lopes de congruéncia de esferas na qual o0 outro envelopeoesido em um plano e com
funcéo raio associada a um sistema de tipo hidrodinamicooCaplicacao, ele estuda
superficiesX : M — H?2 no espaco hiperbolicH?, no modelo do semi-espaco positivo,
tal que a aplicacao hiperbdlica de Ga@sdefine uma congruéncia de esferas para a qual
X(M) e G(X(M)) s&o envelopes e o raio de cada esfera define a funcad.r&otdo
X é dita umasuperficie Weingarten generalizada do tipo Bryésuperficies BGM) se a
curvatura médidd, a curvatura Gaussiama e a funcéo rait satisfazem a relagéo

1) 1)

2ach™ = (H—1)+ (at+b—ach = )K =0 (0-1)
paraa,b,c € R,a+ b # 0,c # 0. Esta classe de superficies incluem as superficies de
Bryant e as superficies flat @& (veja [5], [11], [17],[18] e [21]).

Em [15], Fernandes estuda superficdsno espaco hiperbdlico cuja curvatura
médiaH e a curvatura intrinsedd satisfazem a relagaqid — 1)e* + K (1 — &) =0,
ondep € uma fungé@o harmdnica com respeito a forma quadrétiea-K, | +2(H — 1)I1
el ell representam a primeira e segunda forma quadratidd.destas superficies sdo
chamadas d8uperficies Weingarten generalizada tipo harmorigegperficies WGH). A

autora obtém uma representacao tipo Weierstrass parasegiagicies que depende de
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trés funcdes holomorfas. Além disso, ela obtém uma reptias@m tipo Weierstrass para
superficies de Bryant e classifica as superficies WGH dedota

SejaS c R® uma superficie orientada pela normal de GausBadov € R?, as
fungdesW,, A, : S— R3 dadas poky(p) =< p—V,N(p) >,Ay(p) =< p—V,p—V >,
peS onde< .,. > denota o produto escalar euclidiano &#d, sdo chamadas de
funcdo suporte e funcdo distancia quadratica em relacéae &3, respectivamente.
Geometricamented, (p) mede a disténcia (com sinal) geao plano tangent&,S de
SempeAy(p) calcula a distancia quadratica gav.

Em 1888, Appell ?] estudou uma classe de superficies orientadasRém
associadas a transformacfes na esfera que preservam @sezidPmente, Ferreira e
Roitman [L6] mostraram que estas superficies s&o tais que existe um fxant € R3 de
modo que a curvatura médih a curvatura Gaussiaae a funcao suporte, satisfazem
H+WYK=0.

Em 1907, Tzitzéicad3] estudou superficies hiperbodlicas orientads R3
tais que existe uma constante ndo nuk R para a qual se cumpre a seguinte relacéo
K 4 c?WS = 0, para algum ponto fixe € R3,

Motivados pelos trabalhos dé][[7], [10] e [14], caracterizaremos as superficies
emR3 com aplicacéo normal de Gauss prescrita, como envelopasaeangruéncia de
esferas na qual o outro envelope esta contido em um plares Eisperficies podem ser
consideradas como transformacoes de Ribaucour de um plajao[{]). A parametri-
zacao obtida esta relacionada a sistemas do tipo hidrodingestudados eml()], e
generaliza as parametrizacdes obtidas & [

Motivados pelos trabalhos d@][ [6], [159], [16], [22] e [23], introduzimos O
estudo de classes de superficies orient&task® que cumprem uma relagéo da forma
A(p) +B(p)H(p) +C(p)K(p) =0, p € SondeA,B,C : S— R sao funcdes diferencia-
veis que dependem da fungéo sup&tee da funcao distancia quadratib@g para algum
ponto fixov € R3. Denominaremos tais superficies Sleperficies Weingarten generali-
zada tipo suporte distancigsuperficies WGSD). Classes conhecidas destas supsrficie
sdo as superficies Weingartem linear, superficies de Appaperficies de Tzitzéica. A
partir destas obtemos novas classes de superficies WG&aragn inversoes, dilatacdes
e superficies paralelas.

Estudaremos uma classe especial de superficies oriei®ad&s que cumprem
uma relagéo da formad®,H + A,K = 0 , para algum ponto fixe € R3. Chamaremos
estas superficies dmuperficies WGSDBVIostraremos que estas superficies sao invari-
antes por dilatacdes e inversdes. Quando a curvatura @aakse identicamente nula
mostraremos que estas superficies sao cones generalezgdaadX +# 0, utilizando a
parametrizacéo associada a sistemas de tipo hidrodinaohi@yemos uma representacao
tipo Weierstrass dependendo de duas fun¢des holomorfaso @plicagcdo mostraremos
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gue uma superficie WGSDE de revolucéo é parte de um condagjrou parte de um
plano, ou parte de uma esfera, ou parte de uma superficieaojjonto de singularidades
€ um circulo ou parte de uma superficie com uma singularicdzda.

Uma superficieS ¢ R3 é dita ciclica se é determinada por uma familia a 1-
parametro de circulos. Lopekd] mostrou que uma superficie Weingarten linear ciclica €
parte de uma esfera ou os planos de folheacao sédo sempedgrmrApresentaremos uma
familia a 2-parametros de superficies ciclicas WGSDE corm singularidade isolada e
cujos circulos néo estdo em planos paralelos.

Este trabalho estd dividido da seguinte forma: no Capilulpresentamos
definicbes e fatos basicos que serdo utilizado do decorreiexdto. No Capitulo2
caracterizaremos as superficies Bfhcom aplicacdo normal de Gauss prescrita, como
envelopes de uma congruéncia de esferas na qual o outrmpewesta contido em um
plano. Além disso, mostraremos que estas superficies sfufwies de rotacao se, e
somente se, a funcao raio esta associada a uma funcao radial.

No Capitulo3, estudaremos as superficies WGSD. Mostraremos como as inve
sOes e dilatacbes nos conduzem naturalmente ao estudpeaicses WGSDE. A partir
dai apresentaremos uma representacao tipo Weierstrasapauperficies WGSDE e
caracterizaremos 0s exemplos rotacionais. Aléem dissesaptaremos uma familia de
exemplos ciclicos.

No Capitulo4, generalizaremos o conceito de superficies WGSDE paraaleas
hipersuperficies e®"1. Apresentaremos uma representacio para estas hipefsiggerf
no caso em que a projecao estereografica da normal de Gatiskada pela aplicagéo
identidade. Como aplicacéo, caracterizaremos o0s exemgibsonais.



CAPiITULO 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas definicées e faticebgue serdo uti-
lizados no decorrer do trabalho. Maiores detalhes poderéansontrados nas referéncias
citadas ao longo do capitulo.

Denotaremos poR" o espaco Euclidiana-dimensional e pofxg, ...,X,) suas
coordenadas. Dada uma funcéo diferencidvek" — R, a derivada parcial dé relativa
ax, 1<i <n, sera denotada pdf.

1.1 Hipersuperficies no Espaco Euclidiano

Definicdo 1.1 Seja> um subconjunto nio vazio @&, n> 2. Dizemos qu& é uma
hipersuperficie d®"! se, para cada & =, existem uma vizinhanca¥ R"*1 de p, um
aberto U C R" e um homeomorfismo diferenciavet ¥ — V(N Z tal que a diferencial
dXq:R" — R ¢ injetora para todo ¢E U.

A aplicagdoX é chamada umparametrizagciale . Em termos de suas com-
ponentes, a parametrizacdo pode ser escrita poX(u) = (X1(U),...,Xp+1(U)), U =
(ug,...,un) € U. Dessa formaX é diferenciavel se, e somente sefor diferenciavel para
todoi =1,..,n+ 1. Além disso, a diferencialX, € injetora se, e somente se, 0s vetores

Xi@= 5@, 1<i<n (1-1)

sao linearmente independentes.

Um vetor tangente & em um pontop € X € um vetor tangente a uma curva
parametrizada diferenciavel: (—¢,&) C R — Z, coma(0) = p. O conjunto de todos os
vetores tangenteszaem p, denotado poff,2, € chamado deiperplano tangenta > em
p. SeX é uma parametrizagdo deem p, entéoT,Z coincide com o subespaco vetorial
gerado poKX;(q);1 <i <n}, ondep = X(q).

Dizemos queX é orientavel se for possivel determinar um campo vetorial
diferenciavel unitaridN normal aTpZ, para cadg € . Neste caso, dizemos qdeé
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aaplicacdo normal de Gauste > e que tal campo determina uma orientagaczefam
coordenadas locais, ]

NJZZV\/,J'X,J', 1<i<n, (1-2)

=1
onde X € uma parametrizagcdo d& A matriz W = (Wj) € chamada denatriz de
WeingarterdeZ.
A primeira forma fundamental dle = é a restricdo do produto interno candnico

deR™?! aos hiperplanos tangentg§s>. Logo, para cadp c X

Ip(W1,W2) = (W1, Wo), Wi, Wo € TpZ. (1-3)

A segunda forma fundamentalélaterceira forma fundamental lldle> séo definidas da
seguinte forma:

Hp(wi,Wo) = (—dNp(wy),Wo), Wy, Wp € TpZ (1-4)
M p(wi,Wp) = (—dNp(wy), —dNp(Wz)), Wy, Wp € TpZ (1-5)

ondep € Z edN, € a diferencial da normal de Gauss pnDbserve que, para cagee =,
—dNp é auto-adjunto com respeito a primeira forma fundament@bnsequentemente,
a segundal e a terceirdll formas fundamentais sao formas bilineares simétricagsobr
TpZ, para todo € .

As curvaturas principais k..., ky deZ, em um pontgp, sdo os autovalores de
—dN,. Dessa forma, define-se a curvatura médlie a curvatura de Gauss-Kronecker
por

10,1 :

ondetra. edet denotam, respectivamente, o trago e o determinantelidy. Alem disso,
ar-ésima curvatura médid, deZ, 1 <r < n, é definida por

-1
Hy = ( :‘ ) jl<Z<jrk,-l.....|<,-,. (1-7)
Observe quél = H; eK = H,,.

Uma transformacéo linedr: R" — R" é ditaortogonalse preserva o produto
interno candnico d&". De outra forma, uma transformacao ortogonal € uma isometri
linear deR" emR". O conjunto de todas transformacdes ortogonaiRd®rma ogrupo
ortogonal Qn).

Observe qué®(n) pode ser visto como um subgrupo do grupo ortogQriah-1)
das transformagées ortogonais & . Os elementos d®(n) agem emR"! rotaci-
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onando os pontos em torno de uma reta invariante dada, chatieadixo de rotacéo.
Dessa forma, a 6rbita de uma pomte R™1, pela acdo d©(n), € uma esfergn— 1)-
dimensional centrada no eixo de rotagaocujo raio é a distancia dear.

Definicdo 1.2 Uma hipersuperfici& ¢ R ¢ dita de rotag&o se é invariante por(d),
isto é, as sec¢Bes ortogonais ao eixo de rotagdo r determinanx esferas(n— 1)-
dimensionais centradas em r.

Sejaz ¢ R"™1 uma hipersuperficie orientada pela normal de Gaussixado
veRM as funcoesdh,, A\, : Z — R dadas por

Wy(p) = (p—V,N(p)) e Au(p)=|p-V]% pez, (1-8)

sdo chamadas daencao suporte funcéo distancia quadraticeom respeito &, respec-
tivamente. Geometricamente, 0 modulo'g p) mede a distancia deaté o hiperplano
tangentel,> e Ay (p) calcula o quadrado da distanciajplav.

Para finalizarmos a secéo definiremos cone generalizadedisigs ciclicas.

Defini¢do 1.3 Seja pc R3 um ponto &  R3 uma curva regular tal que g . Um cone
generalizado de vértice p € uma superficie regrada geratiafpenilia a 1-parametro de
retas que passam por p e ¢, onde @.

Observe que no caso em quee uma elipse, o cone generalizado é um cone
guadratico.

Definicdo 1.4 Uma superficies  R3 é dita ciclica se é determinada por uma familia a
1-parametro de planosgR- R3, k€ J C R, tal que para todo k a intersecéq .S é um

circulo es = [ J(R)S)

ked

1.2 Sistemas de Tipo Hidrodinamico

Nesta secdo apresentaremos alguns resultados devidagpafter sobre siste-
mas de tipo hidrodinamico e transformacdes reciprocaseAmdstracées destes resul-
tados podem ser vistas nas referéncis ¢ [14).

Definicdo 1.5 Sejam UC R" um subconjunto aberto,# (ul,...,u") €U e Vjj :U — R,
1 <i,j <n, funcBes diferenciaveis. Um sistema de tipo hidrodinémias variaveis
independentegs;t) € um sistema de equagdes diferenciais parciais da forma

. n -
up= > Vij(wuk, 1<i<n, (1-9)
=1

onde ti=u'(x,t),1<i<n.
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Defini¢do 1.6 Sejam P, QU C R" — R funcdes diferenciaveis. A 1-forma3P(u)dx+
Q(u)dt, ue U, é chamada de integral de tipo hidrodindmico do sisteir8)(se

n
Qi= ) VijPj (1-10)
=

paratodol <i<n.

Exemplos simples de integrais de tipo hidrodinamico podemobtidas da
seguinte forma.

Exemplo 1.7 Considere uma hipersuperficie orienta¥et R"! localmente parametri-
zada por X: U C R" — X e com matriz de Weingarten W (W), isto €,

n
N,i=ZW|jX,j, 1<i<n, (1-11)
=1

onde N é a aplicacdo normal de Gaussdd®essa forma, a 1-forma (vetorial) X ebdNdt
define integrais de tipo hidrodindmico do sistema

. n .
up =3 Wj(uuh, 1<i<n (1-12)
=1

Além disso, a 1-form&X, X)dx+ 2(X,N)dt também é uma integral do sistenial2).

De fato,
n n

_Zlvv.j (X, X)), = 2(X, ZlVV.jX,j) = 2(X,N;j) =2(X,N) . (1-13)
1= 1=

Definicdo 1.8 Sejam Adx- Bdt e Cdx} Ddt integrais de tipo hidrodindmico do sistema
(2-9), onde AD- BC # 0 para todo ue U. Uma transformacéo reciproca € uma mudanca
nas variaveis independentest), dada por

dx = Adx+Bdt (1-14)
df = Cdx+ Ddt (1-15)

Essa transformacao reciproca induz uma transformacactemsi 1-9), con-
forme a proposicéo seguinte.

Proposicao 1.9A transformacéao reciproca dada pot<4) e (1-15 transforma o sis-
tema (-9) no seguinte sistema de tipo hidrodinamico

. n — .
ul,f = Z V|] (U)U,J)_o I = 17 ey N, (1'16)
=1
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onde a matri3/ = (V;;) é dada por
V = (AV —BIp)(Dl,—CV) 1 (1-17)

e I, € a matriz identidade n n. Além disso, dada uma integral do tipo hidrodinamico

Pdx+ Qdt do sistemal(-9), a 1-forma

DP-CQ

AQ—BP

AD-BC

dx+ dt (1-18)

AD-BC

€ uma integral do tipo hidrodinamico do sisteniaX6).

Prova Segue da transformacéo reciproca dada pdd e (1-15 queXy = A, Xt = B,
tx=Cet;=D. Pelaregra da cadeia,

uy = Adg+Cu; (1-20)
paratodd = 1,...,n, de onde segue que
i Cuy . Al B,
“x="ap—ec ©¢ "t AD—BC" (1-21)
Logo,
T
Uy = > Vijug <
=1
. . n _ . H
Al —BU, = Y Vjj(Du,-Cu) <«
=1
n K n K n . n |
AZVikuM—BZZSiku’X = zV DZ5J|U szjlu,x &
k=1 k=1 =1 I=1
n n
S (AV Bl = Z\_/ij(Dln—CV)“u[x &
k=1 =1
n n
(AV =Bl = 5 (V(DIn—CV)) &
K= =1
AV —Bl, = V(DI,—CV) (1-22)
PortantoV = (AV — Blp) (DI, —CV) 1

Por outro lado, a transformacao reciproca dadapd# e (1-15 garante que

B Ddx — Bdt
- AD-BC

Adt — Cdx
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Dessa forma, sBdx+ Qdt € uma integral do tipo hidrodinamico do sisterdadj, a 1-
forma

~ AQ-BP _
= 5B+ ap g (1-24)

Ddx — Bt Adf—Cdx\ DP-CQ
P( AD—BC)+Q( AD—BC)

€ uma integral do tipo hidrodinamico do sistertigl@). O

A Proposicéo acima permite-nos obter rela¢cdes entre uneashiperficie e sua
correspondente imagem via dilatagdes e inversoes.

Proposic¢éo 1.10Considere a dilatagéo B! : R"1 — R definida por
D™ (p) =Ap, peR™* (1-25)

onde) € uma constante real ndo nula. Sec R™! é uma hipersuperficie orientada
pela normal de Gauss N e com matriz de Weingarten W, ehtaoD™1(Z) é uma
hipersuperficie com normal de Gaus¥se matriz de WeingarteW dadas por

_ 1

N=N e W= XW. (1-26)
Prova Considere o sistema de tipo hidrodindmico dado pela md&iaVeingarten
W = (W) deX. A transformacéo reciproca

dx = %dx (1-27)
di = dt (1-28)

induz a dilatacad®" 1. De fato, se&X é uma parametrizacéo local Besegue da Proposi-
cdol.9que a integral vetoriaKdx+ Ndt é transformada na integraK dx+ Ndf. Além
disso, a matrixV é transformada e = %W. O

Proposi¢&o 1.11Considere a inversao relativa a origeftt : R\ {0} — R™1\ {0},
definida por

171 (p) = ﬁp, pc R™1\ {0}, (1-29)

Sez ¢ R™1 é uma hipersuperficie orientada pela normal de Gauss N e catrizie
Weingarten W, tal qué ¢ ¥, entdo> = I"1(Z) é uma hipersuperficie com normal de
GaussN e matriz de WeingarteW dadas por

NP oL N (D) e W(P) = [pPW(p) —2(p.N(p)ln  (1-30)
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ondep=1"1(p), pe .

Prova Considere o sistema de tipo hidrodindmico dado pela mdgiaVeingarten
W = (W) deX. Dada uma parametrizacéo lodatez, a transformagéo reciproca

dx = (X,X)dx+2(X,N)dt (1-31)
df = dt (1-32)

induz a inversao"*1. De fato, a Proposicab9garante que a integral vetordddx+ Ndt
é transformada na integral

g (X,N) .
d —2-——-X+N | dt. 1-33
oo (2 (-59)
Além disso, a matrigV é transformada eW = (X, X)W — 2(X,N)Ip. O

Considere a esfera unitargl = {q € R"1;|q| = 1}. Dizemos queen 1 =
(0,...,0,1) e —enr1 = (0,...,0,—1) s&o, respectivamente, o polo norte e o polo sul de
S". As projecdes estereogréficBs : S"\ {—en; 1} > R"e P, : S"\ {en+1} — R" sdo
difeomorfismos definidos da seguinte forma,

q—(0,€n+1)€nt1
1- <q7 Q’Prl)

q— (0, €ns1)€nr1

. gesn 1-34
T+ (0, enr0) ] (1-34)

P_(q) = e P.(q)=

Além disso, mostra-se que as respectivas aplicacoes asrrs e P;l séo dadas por

_ 2p+(|pl*— Dens

2p+(1—|p)ens1 1
= € P+ (p) -
1+ |p|?

1+|pf?

P~*(p)

, (1-35)

peR.
Observagéo 1.12Podemos descrever P e P! utilizando a inversaot1. Com efeito,

|n+1(p+en+1
2

P—€nhi1

5 ) =P p) —en1,  (1-36)

)=P_Y(p)+en1 e 1"
onde pe R".

Descreveremos agora um sistema de tipo hidrodinamicoreatreente Gtil no
decorrer do trabalho. Sefa: U — R" uma parametrizacéo local ortogonalfec R,
isto e,Lij = (Yi,Y;j), 1<i,j <n, étal que

Li #0 e Ljj=0 para i#]j. (2-37)
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Lema 1.13 Os simbolos de Christoffel da métrica ko dados por

M = 0 para ijk distintos (1-38)
i L ij; -

rl 2 paratodo ij; (1-39)
_ Lo Lo

b b L £ 1-40
I o = L P i ] (1-40)

1 . T
Prova Sabemos quéjj = Z (Ljk,i + Lii,j — Lij k) LK™ i, j,m=1,...,n, onde(L}) &

2
k=1 .
a inversa da matrizLij). Como a parametrizacab é ortogonal " = 0 parai # j e

L' = ;1. Dessa forma,

1

rlr? 2|—mm (

|—Jm|+|—m|1 Lij,m), i7j7m:17"'7n (1-41)
de onde seguem as expressde89), (1-39 e (1-40). 0J

Segundo Dubrovin e Novikowi], dada uma fungéo diferenciavet U — R o
sistema de tipo hidrodinamico associado a métrica de awevaiulalij emR" é dado
pela matriv = (V;j), onde

Vij <hlj Zr ); 1§iaj§n- (1'42)

1.3 Funcdes Holomorfas e Superficies de Riemann

Denotaremos pof o corpo dos numeros complexos. Além disso, identificare-
mosC comR? pelo isomorfisma = x+iy € C — (x,y) € R,

Considere uma fun¢éd: U — C, ondeU € um subconjunto aberto do plano
complexoC. Denotando por

(1,f)=Re(f) e (i, f)=Im(f) (1-43)

as partes reaRg f) e imaginarialm(f) de f, diremos quef é R-diferenciavelem
20 =Xo+iyo € U se(1,f) e (i, f) forem diferenciaveis enixo,Yyo). Por outro lado,f
é ditaholomorfaemzy € U se existe o limite

A0 h (1-44)

O ndmero complexd’(zp) é chamado déerivadade f emzy. Se f for holomorfa em
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todos os pontos dé, diremos que € uma fungéo holomorfa.
Uma consequéncia importante das definicbes acima é o sed@otema, cuja
demonstracao pode ser vista e20][

Teorema 1.14Dada a funcéo f: U — C, onde U é um subconjunto aberto fle as
seguintes afirmacdes sédo equivalentes:

i) f éholomorfaemge U;

ii) féR-diferenciavel emge U e as partes real e imaginarid, f) e (i, f) satisfazem
as equacdes de Cauchy-Riemann

<17f>,1:<i7f>,2 € <l7f>,2:_<i7f>,l (1'45)

em 3,

iif) f possui derivada real emgz= U e a diferencial df corresponde a multiplicacéo
por um numero complexo.

Observacéo 1.15Segue do Teorema acima que a derivada de uma funcdo holomorfa
f:U — C é dada por
f'=1f,=—if,. (1-46)

Dizemos que uma funcéo relat U ¢ R? — R é harmdnicase Ah é identica-
mente nulo, isto &,
Ah(X,y) =h11+h2=0 (1-47)

para todqx,y) € U. Observe que pelas equacdes de Cauchy-Rieniaab) (a parte real
(1, f) de uma funcao holomorfaé sempre harmonica. A reciproca deste resultado € vista
no seguinte Teorema, suja demonstracao pode ser obtidgd.em |

Teorema 1.16Se h: U ¢ R? — R é uma funcdo harménica, onde U é um aberto
simplesmente conexo, entdo h é parte real de uma funcao bdlm

Aidentificacéio d& comR? induz de maneira natural a nogéo de produto interno
de funcdes holomorfas. Com efeito, dadas as fun¢des holasnbig: U c C — C o
produto internd f,g) é uma funcéo real definida ethe dada por

(f,9) = (1, £)(1,9)+ (i, f){i.9). (1-48)

Observe que a definicdo acima esta de acordo com a notacd@adatpara representar
as partes real e imaginaria da funciioCasog = 1, (f,g) resulta na parte real dee,
casog =i, (f,g) resulta na parte imaginaria de
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Proposicéo 1.17Sejam fg,h: U c C — C fun¢gbes holomorfas. Valem as seguintes
propriedades:

Prova As propriedadep eii) seguem diretamente da Observatddh Para demonstrar-
mosiii ), note que

fh = (L )@y =, )30 h)+i (1, )3, h) + (i, f)(1,h) (1-49)
hg = ((1.h)(1.9)+(i,h)i.9)+i((Lh)(i.g) - (i,h)(1,9) (1-50)

logo,

(fha) = (L O@LN) — @ HER) LY+ (L 6N+ L) (.9
= (L LWL+ 0N G.g)+ D (LN~ (.h) L)
— (1,fg). (1-51)

A propriedadav) segue de

(L, )(L,9) + (i, ) (i,9) +i(—(2, f)(i,9) + (i, )(1,0))
(L, £) +idi, £))((1,9) —i(i,9))
— fg. (1-52)

(f,g)+i(f,ig) =

A propriedadev) segue def? = ((1, )2 — (i, f)2) +2i(1, f) (i, f). Além disso, temos que
|f2:_2<17f><|7f>+|(<l7f>2_<|7f>2> (1_53)

de onde segue a propriedade O

Definicdo 1.18 Uma superficie de Riemann M é uma variedade analitica umidgio-
nal, isto é, uma variedade diferenciavel conexa M, de digeBsjuntamente com uma
familia de parametrizacfes, : Uy — M, onde | é um aberto d&, tais que as aplica-
¢cOes

wgtowy € oogloooa (1-54)
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sdo holomorfas, desde quey(Uq)Nwg(Ug) # 0. A familia de parametrizacoes
{(Uq,wq)} € chamada de estrutura analitica em M.

Alguns exemplos simples de superficies de Riemann s&o o ptanplexaC e
seus respectivos subconjuntos abertos. Outro exemplatiampe é a esferg® munida da
estrutura analitica dada pelas inversas das projecéesagtéfica® 1 : C — S?\ {—e3}
eP 1:C — S?\ {es}, conforme (-35. Com efeito,P~1(C) NP }(C) = S?\ {—e3, €3}
e as aplicacéeB, oP~1eP_o P;l, dadas por

-1 -1 1
PioP_*(z) =P_oP_ (z):Wz, ze C\ {0}, (1-55)
séo holomorfas.

Um modelo conforme para a esfé&aé dada pelo conjuntBe, = C|J{}, onde
o ¢ C, munida da estrutura analitica dada pelas parametrizages

o se w=0
wi(z)=z zeC e wp(w) = { ’ (1-56)
1 se weC\{0}.
De fato, a aplicaca¥ : S> — C.,, dada por
P
Y(CI) _ { +(q)7 se q 3& €3 : qe SZ (1_57)
©, se gq=e

define um difeomorfismo conforme enfiée C.,. Com a estrutura dada pdr-66), C., &
chamada desfera de Riemann

O Teorema seguinte nos permite classificar as superficiBsemeann simples-
mente conexas, sua demonstracao pode ser vistazm [

Teorema 1.19 Uma superficie de Riemann simplesmente conexa M é difecarodnte
conforme a uma, e somente uma, das trés superficies de Riexbhaixo:

i) C;
i) A={zeC;|z < 1};
iii) Ce.



CAPITULO 2

Congruéncias de Esferas

Neste capitulo caracterizaremos as hipersuperficié&te que sdo envelopes
de uma congruéncia de esferas na qual o outro envelope esidocem um hiperplano.
Mostraremos ainda que esta caracterizagcdo permite obtalrfiente) hipersuperficies
com aplicacdo normal de Gauss prescrita.

A partir de agoral denotara o hiperpland(xy,...,Xh 1) € R %1 = 0},
orientado pelo campo normal unitarieen.; = (0,...,0,—1) € R™?!, e U denotara
um subconjunto aberto dR". Identificaremod1 com R" pelo isomorfismo candnico
(X1, ...s%,0) € M= (Xq, ..., %) € R". Dessa formaR™* fica identificado confil x R.

Definicdo 2.1 Uma congruéncia de esferas ekt é uma familia a n-parametros de
esferas, cujos centros estdo sob uma hipersuperfigie R™!, e com funcéo raio
diferenciavel. Um envelope de uma congruéncia de esferasaehipersuperficie C
R tal que cada pe T é tangente a uma esfera da congruéncia de esferas.

Sejamz e T duas hipersuperficies orientaveis B&t1. Dizemos ques e b3
sédo envelopes de uma congruéncia de esferas (ou ainda qu% estdo associadas
por uma congruéncia de esferas) se existem uma funcéaordifgvelR: 2~ — R e um
difeomorfismap : = — < tais que

() p+R(P)N(p) =Y(p) +R(PIN(Y(p)), para todmp € Z;

(ii) o conjuntop-+R(p)N(p), p € Z, € uma hipersuperficie d™1.

ondeN eN s&o as aplicacdes normais de Gauss de, respectivamente. Dizemos ainda
que e estdo localmente associados por uma congruéncia de esfgraga cadp € =
existe uma vizinhanca deem X associada por uma congruéncia de esferas a um aberto
de>.

As transformacdes de Ribaucour sdo exemplos de congrudmesferas, con-
forme a definicdo seguinte.

Definicdo 2.2 Sejanx e> duas hipersuperficies orientaveisBe™. Considere ¢ e, ...,
e, direcdes principais ortogonais definidas sobreDizemos qu& e s estdo associadas
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por uma transformacéo de Ribaucourse X estdo associadas por uma congruéncia de
esferas e o difeomorfismip: £ — = é tal que db(e), 1 <i < n, sdo diregdes principais
deZ.

A proposicao seguinte estabelece condi¢des para que ueralperficie esteja
associada &l por meio de uma congruéncia de esferas.

Proposicéo 2.3Seja> uma hipersuperficie orientavel ®&'*1 com curvatura de Gauss-
Kronecker K p) # 0, para todo pe . Se a aplicagdo normal de Gauss N Hee tal
que N(p) # —en+1, para todo pe Z, entdoX e N estdo localmente associados por uma
congruéncia de esferas.

Prova Dadop € X sejaX : U — X uma parametrizac¢éo local @eemp. ComoK(p) # 0,
a aplicacéo normal de Gaulls: U — S" é um difeomorfismo sobrd(U). Considere a
funcdoR: U — R dada por

—(X(u), ens1)

A N

ucU. (2-1)

Assim, {X(u) + R(U)N(u);u € U} forma uma hipersuperficie d&"*! e a aplicag&o
Y :U — N dada por

W(u) = X(u) +R(u) (N(U) +€ny1), ueU (2-2)

€ um difeomorfismo sobrg(U) satisfazendX + RN = {+ R(—en+1). Portantoz eIl
estao localmente associados por uma congruéncia de esferas O

Observacgédo 2.40rientando o hiperplandl pelo campo normal g1 = (0,...,0,1) €
R a proposicéo anterior continua valida desde queN,. 1. Neste casso, a funcdo R
€ definida por
<X7 Qw+1>
R=—r——— 2-3
= (N, ene1) (%)

e o difeomorfismd deve ser dado pap = X + R(N — en;1).

Em 2006, Corro] apresentou uma maneira de parametrizar superficies que sa
envelopes de uma congruéncia de esferas na qual o outrmpewdta contido em um
plano. Motivado por estas idéias, apresentaremos no podX@arema outra maneira de
parametrizar hipersuperficies como envelopes de uma géngia de esferas na qual o
outro envelope esta contido no hiperpldnoA congruéncia de esferas envolvida esta
relacionada com o sistema de tipo hidrodinamico descritd}pd?2) e a parametrizacéo
obtida generaliza os resultados de Feraporitdj Antes disso, precisaremos do seguinte
Lema.
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Lema 2.5 Sejam Y: U — I1 uma parametrizacdo local ortogonal do hiperplafbe
aj:U = R, 1< j <n, fungbes diferenciaveis. Entao,

n aj n 1 n K
Y7 — — a“— rak Y], i:].,...,n. (2'4)
Z 1 Ljj j ,Zl Ljj Zl !
onde Lj; = (Y,j,Y,j) ek s&o os simbolos de Christoffel dg.L

Prova Paratodo K i, ] <n, temos que/; = Z F Yk Como a metrlceIL.J =(Y;,Yj) é

)

ortogonal, segue que
(Vji.Yj) =TjLjj, 1<i,j<n (2-5)

Utilizando esta ultima expressao juntamente com o L&rh3 teremos

n
aj i (Y,ji.Yj)
Yj+— (Yll 2— Yi
(z Ljj )i Z L—u Ljj Ljj

rkye—2rly;
LJJ Ljj <kZ ! )

aj,i a < K i ST j
= —=Yit+— [ Y =205 Y ) + Y,J+ MiYik—2r}y;
Li Li k; =45 | Lii LJJ Z !
.. . ) n n aii a .
= vy X rivie S v+ S {iY,jJr = (- r’Yj+r'ti,i>]
Li Li i =52 LLi] Ljj
- . ) n L . n ai L
= ﬂY,Hri —TiiYi+ — Yk | + > [ Aly, +—<—FJY — JJF]Y)}
Li Li fka Lk j:LHg Lij = Lij
L@i-ria)Yi-a 3 N RV <a lay) Y - rlay
Lii k=T ki Lig ' j= lj;él L” L"j 1]7“ '
1 i 1 2 1 '
= (@i-Ta)Yi- riawY; + e (aj. r}ia> Ja
i Il k=Tk#i j=Tj#i -l j=L#
l n n l .
= L gjji— r:fak Yi+ Lo [ajl r r:jal]Yl
L k=1 j=Lj# ~l
1 n n 1 n
= lai- ey | Yi+ T GL Zl‘,kjak Y
i K=1 j=1j#i —l k=1

como queriamos demonstrar. O
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Teorema 2.6 Sejaz uma hipersuperficie orientavel &1 com curvatura de Gauss-
Kronecker K+ 0 e com aplicagcdo normal de Gauss-A—e,;1. Entdo, existem uma
parametrizagao local ortogonal YU — I do hiperpland e uma funcao diferenciavel
h:U — R tais queX pode ser localmente parametrizada por

X (u) = (Q(u) _ Ry, —ZTR&)) . ueu 2-7)

onde Ljj = (Y;,Y;), T =1+|Y[?,
n .
ZL_]V e R=(Q)Y)—h (2-8)

Nestas coordenadas, a normal de Gauss N éedada por

1

N(u) = TTNUE (2Y(u),1—[Y(w[?), ueU. (2-9)

Além disso, a matriz de Weingarten W de X é dada por
W =2(TV —2Rl,)? (2-10)

onde V= (Vijj) € dado por (-42 e I, € a matriz identidade & n. A condi¢do de
regularidade de X é dada por

P=det(TV —2Rly) #0. (2-11)

Em coordenadas locais, as formas fundamentais I, Il e [IE&&o dadas por

2R 4R?
I (Xi, Xj) <Zvlkvjk|—kk> T (\/iijj+VjiLii)+ﬁLij (2-12)

2
I =(Xi,Nj) = 75 (2RLj = TMjLj) (2-13)
s (NN = T42LJ (2-14)

Reciprocamente, se YU — 1 é uma parametrizacdo local ortogonal @iee
h:U — R é uma funcao diferenciavel satisfazendel(l), entdo @-7) define um imerséo
emR"1 com normal de Gauss dada pd-9), matriz de Weingarten dada po2{L0) e
formas fundamentais descritas p@-12), (2-13 e (2-14).

Prova SejamP_ a projecao estereografica dada pbi3@) e X : U — X uma parame-
trizacdo local dex. A composi¢doY = P_ o N o X define uma parametrizagéo local,
gue podemos supor ortogonal, do hiperpl&@hoNestas coordenadas podemos escrever
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N = P~1oY, de onde segue qu¢ é dada localmente po2{9). ComoK + 0, segue da
Proposicad®.3 queZ eI estédo localmente associados por uma congruéncia de esferas
Dessa forma, existem fungdes diferenciaegiR: U — R, 1 < j < ntais que

X +RN=Q+R(—&11) (2-15)

ondeQ = Z L YieLjj=(Yj.Y;j).

Note queX,. =Qi—Ri(N+enr1) —RNj, 1 <i <n. Além disso, sabemos que
(N,X;) =0, logo
Ri=(Y.Q)), 1<i<n (2-16)

ComoRe integravel, entadr j, Qi) = (Y;,Q j) paratodo K i, j < n. Pelo Lema anterior,

@:ié( g )n,lggn (2-17)

de onde segue que
(Y, Qi) =&, — Zruak e (Y,Qj) = ZF (2-18)
Portanto,a j = a;,; para todo 1< i,j < n. Sejah: U — R uma funcéo diferenciavel,

possivelmente multivaluada, tal qhg = aj para todo 1< j < n. A fungéaoh € Unica a
menos de um constante, que fixaremos a seguir. ISso garante qu

" h. n
QZZ—Y. e Q,i:glvin,j» i=1..n (2-19)

ondeVij = <h.J Zr'lh'>

Agora, note queQ,Y;) = h;. Utilizando @-16), teremos
Y,Q)i=(Y;i,Q +(Y,Qi) =hj+Rj, 1<i<n. (2-20)
Escolhendo uma constante adequada panés concluimos que

—(QY)—h e Ri==SYVT;, i=1..n (2-21)

NI -
-

i

Em particular, isso mostra guenao € multivaluada. Além disso, voltando e&:15)
concluiremos qu& é dada porZ-7).
Para obtermos a matriz de WeingartenXdebserve que as expressoaslp) e
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(2-21) garantem que
T
wr = (Y+en1)dx+Qdt e wp= de+ Rdt (2-22)

sao integrais de tipo hidrodinamico do sistema descritd}pd®?), isto é,

n 1 n | .
=S —|hij—=STih Ju, i=1..n (2-23)
le Ljj IZl ! X
Considere entédo a transformacéao reciproca dada por
dx = -—2dt (2-24)
d = —2uwyp (2-25)

Segue da Proposicdn9 que @-24) e (2-25 transformam o sistem&{23) no sistema
descrito pela matriz
V=2(TV-2Rl) L (2-26)

Além disso, a integraly é transformada em

(Y +ens1)

S (2-27)

_ 1 R _
Wy = | =5Q+ ?(Y+en+1) dx—
Observe que-2w; = Xdx+ (N + ey 1)dt e com isso

n
Ni= (N+ent1); Z Xj, 1<i<n. (2-28)

Portanto, a matriz de Weingarten deé dada poW = 2(TV — 2RI,) 1 e X é regular se,
e somente s& =det(TV —2RlIy) # 0.
ComoT = 1+ |Y|?, podemos reescrever

N = %(ZY()Z—T). (2-29)
Assim,
N;j = _%(2\(2 T)—l—%(ZY,i,—T,i)
- _Zﬁ’;‘i)(zv,z T)+_2rT2(Y., (Y,Yi))
_ %[_<Y,\(i>(2v,2—T)+T(Y,i,—<Y,Y,i>)]

2 ,
= ﬁ(TY,i —2Y(Y,Yi),—2(Y,Yj)), 1<i<n. (2-30)
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Dessa forma,

2 2

NN = (T 2V =200, 5 (T~ 2Y (%Y, -20Y.Y,) )

= (T 2V, TG~ 2Y{Y)0) + A (YY)

= (T2 A0 (YY) Y — AT (YY) (YY) YY) .Y,

= (T A Y YY) (YP T )

- T42L.J, 1<i,j<n. (2-31)

ComoW = 2(TV — 2RI,) "1, temos

n
1 Z (TVik —2R8i )Nk, 1<i<n, (2-32)
25
. , 1 se i=k
onde a matrizv = (Vjj) € dada por 1-42 e &k = _ . Dessa forma,
0, se i#k
utilizando @-31), teremos
1 n
—(XisNj) = — ék; (TVik — 2Rk )Nk, N
1 n
= _éz (T Vik — 2Rdik ) ( Nk,N’j>

K=1
2
T2

n
z (TVik — 2R8i)Lkj, 1<i,j<n. (2-33)
Como a métricd,j; € ortogonal segue qugLjj = Lj;. Voltando em 2-33) obtemos

2 2 .
= (Xi,Nj) = =5 (TVj = 2R3jj)Ljj = 15 (2RLj = TMLj), 1<ij=n. (2-34)

Para obtermos os coeficientes da primeira forma fundamgntdilizamos as
expressde(3]) e (2-32). Dessa forma,

(Xi,Xj) = <
1
4

1 10
22, TVik—2R5ik)N,k,§|;(TVj| —2R5j|)N,|>

n
Z TVk — 2R5|k (TVJ| 2R6j| )<N’k, N7|>
K,

1 n
= = ¥ [TAViVj — 2RT(Vidji + Vi Sik) + 4R%8ikdj1 | Lig
K 1

H

—
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1 N
=3 Z [Tzvikvjk — ZRT(Vik5jk +ij5ik> + 4R25ik6jk} Lk
k=1

n

=
n 2R D AR?
= | > ViVikbi | — T > (Vikdik + Vikik) Lk + 5z > Sidjklik
= = =1

n 2R 4R? I
= <Z Viijkl—kk> - ?(Vij Ljj +ViiLi) + Tz > Gidjkluc  (2-35)
K=1 K=1
Lii, se i=]j

.~ =Lijj. Voltando em 2-35), concluimos que
0, se i+#]

n
Note quez ikOjkLik = {
k=1

n 2R 4R?
(Xi, Xj) = (kzl\/iijkka> = (MjLjj +VijiLi) + =z Lij,  1=<i,j<n (2-36)
Reciprocamente, note qu2a-11) € uma condi¢do necessaria e suficiente para que
(2-7) seja uma imersao. Neste caso, segue2el28| que sua aplicacdo normal de Gauss
€ dada porZ-9), a matriz de Weingarten é dada p@rX0) e as formas fundamentais sao
descritas porZ-12), (2-13) e (2-14). O

Coroléario 2.7 De acordo com as condicfes do TeorePn@ no caso n= 2, a condicao
de regularidade P, a curvatura média H e a curvatura Gaussikrsdo dadas, respecti-
vamente, por

P = 4R2—2RTtra(V)+T2det(V) (2-37)

H = —%(Ttra.(V)—4R) (2-38)
4

K = 3 (2-39)

onde V= (Vjj) € dada por {-42).
Prova Comon = 2, a condicéo de regularida&edescrita por2-11) torna-se

P = (TVi1—2R)(TVaz— 2R) — TAV1oVo1 = 4R? — 2RTtra (V) + T2det (V)  (2-40)
ondeV = (Vij) € dada por1-42). Agora, note que

H = —%tra.(W):—tra.((Tv—lez)—l):—%(Ttra.(v)—4R) (2-41)

K = det(W)=det ((TV—-2RhL) )= (2-42)

4
P
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ondeW é dada porZ-10). O

Corolario 2.8 Se a matriz V= (Vjj) € diagonal, isto &, ¥ = 0 para i # |, entdo a
hipersuperficiez, descrita pelo Teorem2.6, esta parametrizada por linhas de curvatura
e associada &1 por uma transformacéo de Ribaucour.

Prova SeV = (Vj) é diagonal, a matriz de Weingartéhde >, dada por2-10), tambeém
é diagonal. Consequentemerifegsta parametrizada por linhas de curvatura. Note ainda
que,

<X’i,X’j>:—<X7i,N7j>:O, para 1# j. (2-43)

ComoY é uma parametrizagao ortogon@, } séo diregdes principais d& Além disso,
observe que; = dX(Y;). Dessa formaz e[ estdo associados por uma transformagéo
de Ribaucour. O

Corolario 2.9 Sejam Y: U — I a parametrizacdo do hiperpland dada por Y(u) =
(u,0), ue U, h:U — R uma fungéo diferenciavel e XU — R a imersdo dada
por (2-7) com normal de Gauss N dada pa2-9). Nessas condicdes(¥) &€ uma
hipersuperficie de rotagéo se, e somente se, h € uma fundéd.ra

Prova Suponha qu&(U) seja uma hipersuperficie de rotacdo. Sem perda de generali-
dade, podemos supor que o eixo de rotacdo € oxixn Dessa forma, as secdes orto-
gonais ao eixoy 1 determinam enX (U ) esferagn— 1)-dimensionais centradas no eixo
Xn+1. COMoY é a aplicagao incluséo, a normal de Galussa inversa da projecao estere-
ograficaP_, o que garante que a imersédeva esferagn— 1)-dimensionais centradas na
origem nas esferg® — 1)-dimensionais centradas no eixo de rotacdo. Observe airga g
ao longo dessas esferas o angulo eXtedN deve ser constante, isto(&, N) é constante.

Por outro lado,

2R 2R 1
X,N) = —~ —~ 2u,1—|uf?
o = (@t ) e 2421

_ <Q 2R 2u >_( 2R -

_ 1+|U|2U7 14 U] 15 U
i %W@’u)_ﬁwz_(lﬁ%(l—lwz)
_ %W(Rmpﬁw_ﬁ

2h

= = 2-44
1+ ul2 ( )
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Portantoh é constante ao longo das esfefas- 1)-dimensionais centradas na origem, o
gue garante quie é uma funcao radial.

Suponha agora que: U — R seja uma funcéo radial, isto B(u) = J(|u|?),
u= (ug,...,un) €U, para alguma fungéo diferenciav&l Denotaremos por = |u| e
escreveremod’(t) para representar a derivada decom respeito &. Dessa forma,
hij = 2uJ’ de onde segue queh = 2Ju. ComoL; = (Y;,Y;) =1, 1 <i <n, temos
que

Q=0h=2Yu, R=(0Ohjuy—h=2)t—-J e T=1+[u?=1+t. (2-45)

\oltando na imersaX teremos,

2Jt—J 2J't —
X=|([2)- Zg u, —ZM (2-46)
1+t 14t
: 2J't—J
Assim, se—Z% = ¢ for constante, entéo

2

' <2J’ — 2(2‘”7_‘])> ul = (2 +q)4. (2-47)

1+t

Portanto, as secOes ortogonais ao exxQ; determinam emX(U) esferas(n— 1)-
dimensionais centradas no exg ;. O



CAPITULO 3
Superficies Weingarten Generalizada do Tipo
Suporte Distancia

Neste capitulo iniciaremos o estudo das superficies Wdetg@eneralizada
do tipo suporte distancia. Além de apresentarmos algunap@rs, mostraremos como
a inversdol® e a dilatacdd? nos conduzem naturalmente ao estudo das superficies
WGSDE. A partir dai apresentaremos uma representacao @persifass para as super-
ficies WGSDE e caracterizaremos os exemplos rotacion&si Alisso, apresentaremos
uma familia de exemplos ciclicos.

3.1 Superficies WGSD

Em 1888, Appell 2] estudou uma classe de superficies associadas a transforma
cbes na esferg® que preservam area. Posteriormente, Ferreira e RoithGmpstraram
que estas superficies s&o tais que existe um pontw fix®3 de modo que a curvatura
meédiaH, a curvatura Gaussiamae a funcao suport®, satisfazem

H+W,K =0. (3-1)

Em 1907, Tzitzéicad3] estudou superficies hiperbdlicas para as quais existe
uma constante real= 0 tal que

K+c2¥l =0, (3-2)

para algum ponto fixg € R3.
As superficies de Appell e as superficies de Tzitzéica séimplos de uma classe
mais geral de superficies que passaremos a definir.

Defini¢do 3.1 Dizemos que uma superficiecSR3 é uma superficie Weingarten genera-
lizada do tipo suporte distancia (ou, por abreviacao, umpesticie WGSD), se existe um
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ponto fixov € R2 tal que a curvatura média H e a curvatura Gaussina K satisfaze
A(va,/\v>+B(l‘Pv,/\v)H +C(LIJ\;,/\\))K :07 (3'3)

para todo pe S, onde AB,C : R? — R s&o funcdes diferenciaveis que dependem da
funcao suportéd, e da funcao distancia quadratids,, dadas por {-8).

No caso em qué, B eC séo funcdes lineares, isto é, existem constantesagais
bi, ¢, 1<i <3, tais que

a1 + aoW, +az/\, + (bl + bW, + b3/\v) H -+ (Cl +coW, + C3/\V) K=0, (3-4)

diremos que a superficie € WGSD-linear (ou, por abreviagfmerficie WGSDL).

E importante ressaltar que as superficies WGSDL s&o imtaggelas isome-
trias deR3, mesmo que o ponto fixe ndo necessariamente permaneca invariante. Dessa
forma, a menos de uma isometriasera a origem & R3 e escreveremo¥y = ¥ e
No=A.

As superficies de Appell séo superficies WGSBL£co=1eay=ay=az=
by = b3 =c; =c3 =0). Além disso, se tomarmas = az = by = b3 = ¢ = c3 = 0 teremos
as superficies Weingarten lineares.

O proximo Teorema estabelece condi¢des para que uma sipEGSDL seja
invariante pela inversagd e pela dilataca®?.

Teorema 3.2 Seja S uma superficie orientavel. Consid8re 13(S\ {0}) e S = D3(S)
as imagens de S pela dilatacac® @ pela inversio 3 dadas por 1-25 e (1-29),
respectivamente. Denote Wi, H, K, K, K, ¥, ¥, ¥, A, A e AA as curvaturas médias,
as curvaturas Gaussianas e as funcfes suporte e distanadratica de SS eS,
respectivamente. Entdo, S € uma superficie WGSDL satisfaZ®-4) se, e somente se,
S é uma superficie WGSD satisfazendo

3 i@ o
(4c3 —2bp) = + (2bg —ap) = —4cr— + @ +4cW?+2b1W+ar| +
A\ A\ AN

(43— bp) P+ byiA + bg — 4c, B2 + 4c1tTJ7\] A + (35)
[037\ + Cl/x2 — Cz‘TJ/q K = 0.

Por outro lado, S € uma superficie WGSDL satisfazeBéef) 6e, e somente s8,é uma
superficie WGSDL satisfazendo
ag

a1+ %W + ﬁﬂ + <b1)\ + bW+ %K> H+ (N + AP +cA)K=0.  (3-6)
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Prova SejaX uma parametrizacéo local &=

e X=X (3-7)

parametrizacdes locais eSS, respectivamente. Segue da Proposizdd que a normal
de Gaus e a matriz de Weingarta' de Ssdo dadas por

NI <X7N>
N:_axx>

X+N e W= (X,X)W-2(X,N)I, (3-8)

ondeN é a normal de Gauss d& W € a matriz de Weingarten dge I, é a matriz
identidade 2« 2. Dessa forma, as fungdes supo#te= (X,N) e distancia quadratica
A = (X,X) deSs&o dadas por

_ XN

Y= =
X, X

—~
~

Y ~ 1
- (3-9)

—~
~—

Y

ondeW e A denotam as funcbes suporte e distancia quadratic despectivamente.
\oltando em 8-8) teremos

-1 1 ~ -~ ~
H ::—Ena<KNV+2M2):AH+2w (3-10)
1 ~ ~~ ~ o~ ~
K = det (K(WJerPIg)):/\2K+4‘4J/\H+4W2. (3-11)

Utilizando 3-4), (3-9), (3-10 e (3-11) teremos
apt+aW+aA+ (b1 +bW+bsA)H + (c1+ W +cNK = 0«
p o1 Yool s
ag—a=+az=+|bi—bp=+bs= | (AH+2¥) +
AN 7AN 7AN AN
¥ 1Y\ Rop L AORG L A2
+| omce o | (MK +4PAH+492) = 0

P2 W p3 ~ ~
(4c3 —2bp) = + (2bg —ap) = —4cr— + @ + 401‘-|-’2 +2b1W+a;
N N VANAY

[(403 — bz)q-’ +biA+ bs — 4c, ¥ + 4Clq-’/~\} H +

cgi+qxl—q¢K]K — 0.(3-12)

Por outro lado, segue da ProposidabOque a normal de Gaudée a matriz de
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WeingarteriV de Ss&o dadas por

ﬁ
>

N=N e W. (3-13)

Dessa forma,
Y=AW, A=MNA, H=AH e K=MN%K. (3-14)

Consequentemente,

a; +aW+azA+ (b + bW+ bsA)H + ( Cl—|—02‘-|J—|—CS/\)K = 0«&

N _
+az3— <b1+b2 +b3— ))\H+< +02 +C3— ))\ZK = 0«

©

A A

ay + 2 A S )\2/\+ (bl)‘ﬂLbZqJJr l;\ A) + (M +eAP+eA)K = 0.

O

O proximo resultado estabelece condi¢des para que a T dilataca®s
de uma superficie WGSDL ainda satisfaca&).

Coroléario 3.3 Seja S uma superficie WGSDL orientavel satisfazeBed).(Entéo, a
invers@oS = 13(S\ {0}) é uma superficie WGSDL satisfazen8e4) para as mesmas
constantesijabi, ¢, 1 <i < 3, se, e somente se,

arceR, ap=2by=2b3, bh=2c3 e aa=Cc=c=0. (3-15)

Por outro lado, a dilatacdds = D3(S) satisfaz 8-4) para as mesmas constantes se, e
somente se,
al,b2,03eR e @I&galzbnglzszo. (3-16)

Prova Segue do Teorema anterior gBeatisfaz 8-4) se, e somente s8,satisfaz 8-5).
Dessa forma, os coeficientes da expres8a6) 6ao iguais aos coeficientes da expressao
(3-4) se, e somente sa; € R, ap =2b; =2bz, b, =2cz3eaz=c; =, =0.

Por outro lado, o Teorema anterior garante §satisfaz 8-4) se, e somente s8,
satisfaz 8-6). Dessa forma, os coeficientes da expres3&) 640 iguais aos coeficientes
da expressad(4) se, e somente sa;,by,cse Reap=az3=b; =bz3=c;1=c, =0.

O

A seguinte definicdo sera util em nosso proximo Corolario.
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Definicdo 3.4 Dizemos que uma superficie WGSDL S, satisfazesdip, € invariante
por inversdes e dilatacdes, Se= 13(S\ {0}) e S= D3(S) s&o ainda superficies WGSDL
satisfazendo3-4) para as mesmas constanteska, ¢, 1 <i < 3.

Podemos agora estabelecer condicfes para que uma sapévfEsDL seja
invariante por inversoes e dilatacoes.

Corolario 3.5 Uma superficie WGSDL S é invariante por inversdes e dil&sg®, e
somente se, sua curvatura média H e sua curvatura Gaussiasigfazem

2WH +AK =c (3-17)

para uma constante € R.

Prova Para ques seja invariante por inversdes e dilatacfes € necessariceste que
os coeficientesy, bj, ¢, 1 <i < 3, satisfacam as relacde®-15 e (3-16). Dessa forma,
segue que

a1,03eR, b2:203 e 8.2:&'3:b1:b3201202:0, (3-18)

e entdo S é invariante por inversdes e dilatacbes se, e somente siefazat
—a
a1 + 2c3WH + c3AK = 0. Note que se&3 = 0 teremosa; = 0. Fazenda = C—l te-
. - - ~ - ~ 3
remos ques é invariante por inversdes e dilatacdes se, e soment&se;1t2\K =c. [

Existem exemplos simples de superficies WGSDL invariaptesinversdes e
dilatacdes, conforme exemplos a seguir.

Exemplo 3.6 Considere a familia a 1-parametro de superficies paramattas

Xr(u1, U2) = (Rcosus sinup, Rsinu; sinup, R(1+cosup)), 0<u; <2m0<u, <Tt
(3-19)
onde R é uma constante positiva. Observe que a imageng @stX contida na esfera
Sk = {(X1,%2,X3) € R3;x2 + X3 + (x3 — R)? = R?}. Dessa forma, a curvatura médiaH e a
curvatura Gaussiana K dep&ao dadas por

Além disso, as fungdes suporte e distancia quadratica séaslpor

W(u,up) = = —R(1+cosup)
A(up,up) = 2R%(1+coswp), 0<up<2mO0<up,<TU
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Consequentemente,
1 1
2WH + K = —2R(1+cOSlp) = + 2R?(1+ cosv) = =0. (3-21)
Exemplo 3.7 Considere a familia a 1-parametro de superficies paramattas
Xa(Ug,Uz) = (OULCOSU, OUp SiNUR,U1), U € R,0<up <21 (3-22)

ondea € uma constante positiva. Note que a imagem gee3ta contida no cone
quadratico § = {(x1,%2,X3) € R3;x2 +x3 = a?x3}. Dessa forma, a curvatura Gaussiana
K=0eW=0. Portanto,2%H + AK =0, paratodoy e Re0< up < 211

3.2 Superficies WGSDE

Nesta secdo estudaremos as superficies WGSDL invariaotesversoes e
dilatacbes, satisfazend8-(7), no caso em que= 0.

Definicdo 3.8 Dizemos que uma superficie orientavel S € uma superficisgéfeen
generalizada do tipo suporte distancia especial (ou, poreaiacdo, uma superficie
WGSDE) se a curvatura média H, a curvatura Gaussiana K, adarsuporte¥ e a
funcao distancia quadraticA satisfazem

2WH + AK = 0. (3-23)

para todo pe S.

Os exemplos3.6) e (3.7) sédo exemplos de superficies WGSDE. Além disso, o
cone quadratico apresentado no exemfld@)(é um caso de superficie WGSDE com
curvatura Gaussiani identicamente nula. De maneira geral, $& uma superficie
WGSDE conexa corK = 0, entdoHW = 0. Se a curvatura médl = 0, S é parte de
um plano. SéY = 0, mostraremos a seguir q8e parte de um cone generalizado. Antes
precisaremos do seguinte Lema para funcées homogéneas.

Lema 3.9 Se g R" — R é uma fungao diferenciavel satisfazendo
n
X9 = kg (3-24)
X

para algum inteiro positivo k, entéo g é positiva homogénegru k.

Prova Fixadox = (X1,...,Xn) € R", definaf : R%. — R por

f(A) =g(Ax) —Ag(x), A>0. (3-25)



3.2 Superficies WGSDE 40

Observe quéd (1) =0 e, além disso,

PO = 3 0w~k Tt

= A1 (ig,i()\x))\xi> —kak1g(x)

= A tkg(Ax) — kak—1g(x). (3-26)

Consequentemente,
M/(A) =k (g()\x) - )\kg(x)> = kf(A). (3-27)
A Unica solugdo de f'(A) —kf(A) =0, f(1) =0, é f = 0. Comox € R" foi tomado
arbitrario, segue qug(Ax) = Akg(x) para todox € R" e A > 0. O

Podemos agora demonstrar o seguinte resultado, validapalquer superficie
conexa com funcéo suporte identicamente nula.

Proposicao 3.10Uma superficie conexa S € um cone generalizado com vértmegeam
se, e somente se, a funcao sup®fte 0. Em particular, uma superficie WGSDE conexa
comW¥ = 0 é parte de um cone generalizado com veértice na origem.

Prova Suponha qu& seja um cone generalizado com vértice na origem. Dessa f&ma
pode ser localmente parametrizada por

X(Ug,Up) = upa(lp), ueR,uzel (3-28)

ondea(up) = (X1(Uz),X2(U2),X3(U2)), U2 € I C R, € uma parametrizacéo local da diretriz
C deS SeN é a normal de Gauss @&entdo 0= (X 1,N) = (a,N). Consequentemente,
W= (X,N)=0.

Reciprocamente, sejg(us,uz) = (ug, Uy, f(ug,up)), (u,up) € U C R2, uma
parametrizacao local d@ondef : U — R é uma funcdao diferenciavel. Segue dde= 0
se, e somente se,

us f71 + U2 f72 = f. (3-29)

Utilizando o Lema3.9, concluimos qud é positiva homogénea de grau 1. Seja R
um valor regular def e considere a curva regul@r= f~1(a) c U parametrizada por
y(t) = (u1(t),ux(t)),t €I C R. Note que

X(\,t) = (Aus(t),Aup(t),Aa), A€Rtel (3-30)
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€ uma reparametrizacao ¥e De fato,
fAY()) =Af(u(t),up(t)) =Aa, AR, tel. (3-31)
Portanto S é parte de um cone generalizado com veértice na origem. O

No caso em qué’H = 0 mas ambas fun¢gdes nao sao identicamente nulas, a
superficie WGSDE corK = 0 pode nao ser analitica.

Para superficies WGSDE com curvatura Gaussikaga0 apresentaremos uma
completa caracterizacdo por meio de pares de funcdes hdmn&ssa representacao
tipo Weierstrass permitira classificar todas superfici€3SME de rotacdo. Antes disso,
precisaremos do seguinte Lema.

Lema 3.11 Considere as fungdes holomorfas gl —+ C, € f: M — C, com d # 0,
onde M é uma superficie de Riemann siplesmente conexa. dorpanametros locais
Z=U; +ius € M e fazendo k= lf), a matriz

1 2
Vii=—— | h;i—=Srkh |, 1<i,j<2 3-32
ij |g,|2< ] |Zl ij ,I) s ( )
. g i : gl P,
e tal que
h £/ 2
Vip = R (%—(1@)) (3-34)
h .
V12 = V21: W(I,Q) (3-35)
h “:/|2
Vor = ‘g/‘z > +(1,Q) (3-36)
/1 f/ 2 _
ondeQ = f’%— ( 2> — f”. Temos ainda que
h 12
traV = |9'|2|” (3-37)
LA L AN
V = —1Q|7 ). -
det |g,|4< 7 Q] ) (3-38)

Prova Comoh = &1, segue quén; = &1 (1 ') eh, = &1 (1if’). Dessa forma,

hi = €0 ((1,1)2+(1, 1)) (3-39)
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hoo = €1 ((1if)2—(1,1") (3-40)
hiz = b0 ((Lif) (1, ) +(L,if"). (3-41)

Utilizando os simbolos de Christoffel dados p8+33), € possivel mostrar que

o |2
(1|f)| 7

off
a9l g2
(1, )+ af>|,|+ |>

1f (9",9) .(i9",9)
g TR

rahy = ebi e |

M

= e

()% .
1,Q+ + 17, (3-42)

M

N2
= —e<1’f><1,Q+Q+f”>, (3-43)

2 | 1f []¥: 1,f g
Z\r:|.2hJ - e<’><17f/> 7_|—e<7><17|f/> ’

"2
= e<1f><|,Q+(f) +f”>. (3-44)

\oltando em 8-32), teremos

1 2
Vin = —o | ha— ) Myhy
g =t
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1 (L6 (1§24 (1 §" whH /10 (f/)2 e
/|2 e (<7 ) +(1, >)—e , +T+

e<17f> 1
I (“’”2‘(1’@‘5“’”')20
~ P <<l,f’>2—<1,Q>—§(<1,f’>2—<|,f'>2))
e(l,f) f/2
- FiE <| 2| _<1,Q>), (3-45)
1 Z
Voo = FiE hzz_zrzzhl
9 =1
1 (1,f) CeN2 " (1,f) (f')2 y
= g \& T (@I =L 1D) +eR 0 (1,04 +f
e<17f> i 1
= o7 ((l,f’)2+(1,Q)+§(1,(f’)2>)
= 9P <(',f'>2+(l,§2)+§(<1,f’)z—(l,f’>2))
e(l,f) f/2
E (| 2| +<1’Q>)’ (3-46)
1 2
Vig = Vo1 = R (h,lz—lzlr'lth)
1 (1,f) ¥y / Y 1,5/ (f/)2 y
= g (& (@I I+ (0i17) + &0 (1,04 25+ f
el 1
o COGIRURS KRNI
e(l,f> i f/ / ; 1 N
= 9P =, (L 1) +(,9) + 521, 1) (i, 1)
L)
= i3 (i,Q). (3-47)
Para finalizar, observe que as expressoes acima garantem que
traV = Vi1+Voo
elLf) /]2 elLf) /]2
- |g/|2( 2 _<1uQ>)+ |g,|2( > —|—<1,Q>)
= o™ (3-48)
detV = ViiVor—Vfy
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gz \ 2 g2\ 2
LT /1§14 _
= |g/|4 (‘4| _<17Q>2_<|7Q>2)
(L) /14
- S (Fa10f) o

OJ

Dada uma superficie de Riemalhe uma imersaX : M — RR3, identificaremos
a normal de Gaud¥ da imersédo com sua projecao estereografica, denotada por

Teorema 3.12Seja M uma superficie de Riemann siplesmente conexa M %> R3
uma imersdo com curvatura Gaussiang40. Entdo XM) € uma superficie WGSDE se,
e somente se, existem funcdes holomorfdd g+ C € f: M — C, com g # 0, tais que,

a menos de uma dilatacioM) é localmente parametrizada por

h
X = 5g7 (279 +(20- 1) g, 20-f'?) (3-50)
onde h=eL"), T =1+ g2,
1 ) ) g// (f/)Z
(o:f(\ﬂ +|f'g-2d17) e Q= f/a—T—f”- (3-51)

Nestas coordenadas, a normal de Gauss N da imerséo € dada por

1
N=-——"_(20.1—|g/?). 3-52

A condicdo de regularidade P, a curvatura média H e a cunat@Gaussiana K séo
dados, respectivamente, por

2
P = <|;,|h2> (W —[Q7) #0 (3-53)
_ —2d)Pw
= The—ap (3-54)
_ 49t
K = T —an (3-55)

Os coeficientes da primeira e segunda formas fundamenta{ssé® dados por

h2
E = <X,1,x,1>=|g,|2|9—w|2 (3-56)
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F = <X,1,X,2>:%<i,§2>w (3-57)
G = <X,2,X,2>:%\Q+w\2 (3-58)
L= —(XuND = - (1.0) (3-59)
M = —(Xﬁl,N,z):%Zh(i,Q) (3-60)
A = XNz = 2 (04 (1,0) (3-61)

Prova SejaN : M — C, a normal de Gauss da imersgdo ComoK # 0, a menos nos
pontos ondé = —e3, podemos escrever localmeMe= P-1oY, isto &,

1

BTN (2Y,1—|Y|?) (3-62)

ondeP_ é a projecao estereografica partindo-de; e Y € uma parametrizacéo local
ortogonal dd1 = {(Xg,X2,X3) € R3: x3 = 0}. A terceira forma fundamentdll daimerséo
X é positiva definida. Dessa forma, podemos tomar paramstrt&rimicos para a normal
de Gausd\ e consideral = (g,0), dada por uma funcdo holomorfag M — Co, com

g # 0. Consequentemente; = (Y;,Yi) = |d'|?, 1< i < 2, e os simbolos de Christoffel
da métrica sdo dados p@-83). Além disso, segue d8{62) a expressadi(52).

O Teorema2.6 garante a existéncia de uma funcéo diferenciavdl — R tal

queX (M) pode ser localmente parametrizada por

><<u>:(Q(u)—ZTF{((Ij‘fY(ux—ZTR(ﬂf))), ueu (3-63)
ondeT = 1+|Y[3,
2 hj
-5 My, e R=(QY)-h. 3-64
Q=3 (1Y) e R=(QY) (3-64)

Com isso as fungdes supoktee distancia\ séo dadas por

W = (X.N)
_ <(Q_$Y,_;R),;<zv,z-w>
:< ZRY2Y> Ri2-1)
= Zv)- B 2R<2 T)
= %(Rnth) LTlFZQ(T 1) - LTlF; ZTR
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= = (3-65)

X
2R 2R 2R 2R
0BT (oo B F))

2R 2R 4R?
T ) Q T >

4R AR ., 4R?
QQ>—?(Q,Y>+ﬁM +ﬁ
4R 4R? 4R?
= QQ -+ RN+ (T -1+ -5
Q,Q

- - = (3-66)

Segundo o Corolarid.7a curvatura médibl e a curvatura GaussiaKade X (M)
sao dadas, respectivamente, por

He -1 (Ttra(V)—4R) e K=

5 (3-67)

4
P

1 2 . . .

ondeVij = FE hij— S rih; ), 1<i,j < 2. Utilizando os simbolos de Christoffel
=

dados por3-33), obtemos

tra.(V) = Vi1+Vao
1

- W [(h>11_ r%lh,l - r%lh,Z) + (h,22_ r%zh,l - rgzh’z)]
1 J]1 d] 2 91 ]2

— RiG [(h,n— g hi+ g ho )+ | hao+ g hi— g h>
Ah

~ 192 3-68
9|2 (3-68)

€ consequentemente

1 Ah

H=—3 (TW —4R) . (3-69)
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Utilizando as expressde3-65), (3-66), (3-67) e (3-69) € possivel mostrar que

_ 4h /_Ah 4 (|0h]?> 4Rh
ook = —op (Tign =) 5 (g~ 7))

_4Th Ah |Oh|?  4Rh
- Bt (®TigE) g T

IOh2 . Ah
(w‘“w ' (3-70)

Comog' # 0, segue quX (M) é uma superficie WGSDE se, e somente se,
|Oh|2—hAh=0. (3-71)

Sejah uma solugéo de3(71). Se existgp € M tal queh(p) = 0, segue de3-71)
quelh(p) = 0. Voltando em 8-66) concluimos qué\(p) = 0, isto € X(p) = 0. A menos
possivelmente da origem, e pela continuidadé,deodemos supor que> 0 ouh < 0.
Além disso, note que deé solucédo da equaca®-71) entdo—h também é solucdo. Segue
de 3-63) que a superficie WGSDE relacionada-h é a antipoda da superficie WGSDE
relacionada &. Sem perda de generalidade podemos assumin gue® ondeg: M — R
€ uma funcao diferenciavel. Neste caso,

hi=e’p1 e ha=¢€%; (3-72)
h711 = e‘p(qﬁ + (P,]_l) e h722 = e‘p(cp?2 + (P,22) (3-73)
e a equacgao3(7]) torna-seA@= 0. Pelo Teoremd.16 sejaf : M — C uma fungao

holomorfa tal quep= (1, f). Portantoh = e/:".
Agora, voltando em3-64) podemos escrever

° - ‘g‘z(h19+hz|g) ‘5‘2(h<17f>+|h<1'f>) %Fg’ (3-74)
h h

R = _h: /f/ f /2 5 375

(G99 -h=gre.f')-1dP) = 4|g|2(| 2_2w) (3-75)

ondew é dado por3-51). Substituindo estas expressdes &% concluiremos que

h

=g (2f7g + (20— |f'1?) g, 20— | f']?). (3-76)

Como temosh = {7 0 Lema3.11garante quérav.(V) edet. (V) sdo dados,
respectivamente, poB{37) e (3-389). Assim, a condi¢ao de regularidaBedescrita pelo
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Corolario2.7, torna-se

P = 4R2—2RTtra(V)+T2det(V)

L 2 2T°h* ) 2, T2 g 2
- 4|g/|4 (|f | _2('0) - 4|g/|4 (|f | _2(*))” | +4|g,|4 (|f | _4|Q| )
T2h2 >
= g (17 =20) =21 P (17~ 260) + (1F* - 40P
Th\?
~ (ig) (€122 @77)
Além disso, voltando enB(67) obtemos
1
H = —E(Ttra.(V)—4R)
|g/|4 Th 12 Th 12
= 17— 2w) — f
a2 —1ap |jgr2 |1 %) gl
_ gPw
4 4 /|4
K = gl (3-79)

P T2(2—|Q2)

Para obtermos os coeficientes da priméieasegunddl formas fundamentais
utilizaremos as expressoes12) e (2-13), descritas pelo Teorenza6, juntamente com o
Lema3.11 Dessa forma,

4 4R?
E = VAln+Vila— ?%11L11+ Tzln
4 4R?
_ w2 (y2 Ly2 AR ar-
= |g| (V11+V12 T Vit TZ)
_ h? "2 _ 2 C OV n2_ "2 _ 12 o 0\2
= agP (117 =2(1, Q)"+ 4, Q) —2(|f'|* — 2w) (| F'|*—2(1,Q)) + (| f'|* — 2w)
= h—2(4\Q|2—8w<1 Q) +4u?)
Ag? ’
h? 2.
= W\Q—w\, (3-80)

2R
F = Vi1Vaili1+VioVosl oo — i (V12k22+V21l11)

= ‘g/|2V12 (tra.(V) — ﬁz)

!
_ ; h n2 h n2 _ }
= 00|l 1P g (120
2
= 2o (3-81)

lo/f?
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4 4R?
G = Vhlo+Viln— ?R\/22L22+ Tz le2
4 4R?
w2 vz y2 AR A
= g (V22+V21 7 Va2t Tz)
_ h? 72 2 N2 n2 72 n2 2
~ o (72019 +46.0)7 2117 —26) (1P +2(1.9)) + (|- 20)
- —h2 (4|Q|2+8w<1 Q>+4c02)
492 ’
h2
~ gptte

2L
5 (2R TVa)

2lg)2] Th Th
- T2 2|g/|2 (|f/|2—200) - 2|g/|2 (|f’|2—2<1,Q>)
= %Zh(w— (1,9)); (3-83)

2
M = T2 (2RL12— TViol22)

= (3-82)

Th
= T2 |99 (17— 2w) — 292 (1P +2(1,9))

= — (w+(1,Q)). (3-84)

Uma consequéncia imediata do Teorema anterior é o segamtktado.

Corolario 3.13 Uma superficie WGSDE conexa com curvatura GaussiasaXesta
parametrizada por linhas de curvatura se, e somente se,

(,Q)=0 (3-85)

ondeQ é dado por 8-51). Neste caso, a superficie WGSDE esta associddgar uma
transformacéo de Ribaucour.

Prova SejaSuma superficie WGSDE conexa com curvatura Gaus${agd. Sabemos
gueSesta parametrizada por linhas curvatura se, e somerfes@/ = 0. Dessa forma,
segue de3-57) e (3-60) queSesta parametrizada por linhas de curvatura se, e somente se,
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(i,Q) = 0. Neste caso3(35 garante qu&/1, = Vo1 = 0 e pelo Corolari®.8 concluimos
gueSesta associadald por uma transformacao de Ribaucour.
0

No caso em qu& = 0 a superficie WGSDE conexa cdfi£ 0 é parte de uma
esfera. Com efeito, 8 = 0 a superficie € totalmente umbilica, pois, neste c&sb4) e
(3-55) garantem quéi? = K. A Proposic&o seguinte obtém solucdes para tal equacao.

Proposicéo 3.14Considere uma funcdo holomorfa g, comA0, e sejam g z € C
constantes. Entao

f =2In(eg+2z) (3-86)
€ solucdo de
g (2, ]
f g > ff=0. (3-87)

Em particular, a superficie WGSDE associada ao phmg) é parte de uma esfera.

Prova Observe que

2e7g
(e2g+21)
o 2ehgt  2e(d)?

(e0g+2z) (€Pg+21)?

f' =

Logo,
g9 (02 ., 2e%d g_”_}( 2e°g )2_ 2609’ 26%(g)?
g 2 (e2g+z1)g 2\ (e*g+z) (eog+21)  (€0g+2)2

20y’ 2e70(g)?  2ehg | 2¢%(d)?

(e0g+2z1) (e0g+2z1)2 (eog+2z1) (€%0g+21)2
= 0.

O

Antes de classificarmos as superficies WGSDE de rotacéhedsteremos a
relacdo de Weingarten satisfeita por uma superficie garalema superficie WGSDE.

Proposicao 3.15Uma superficie S, orientada pela normal de Gauss N, é umafécipe
WGSDE se, e somente se, a superficie pareﬁeira{er)\N(p); peShHAeER, éuma
superficie WGSDL satisfazendo

A~

2W-MNH+(A=A)K =0 (3-88)
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ondeW, A, H eK denotam a funcao suporte, a funcao distancia quadraticayraatura
média e a curvatura Gaussiana 8e respectivamente.

Prova SejaX é uma parametrizacéo local 8eX =X +AN,A €R, uma parametrizagéo
local deS. Assim, a matriz de Weingartah de Sé dada por

Xi = Xj+AN;
2
= Xi+A Zvv.,—x,,-

2

ondeW = (W) € a matriz de Weingarten d& & = 1 e §j =0, i # j. Desde que
D :=det(l+AW) # 0, temos que

2 o~
Xj= Z (I2-+-AW)"" X i (3-90)
k=1

ondel, é a matriz identidade 2 2 e (I2+)\W)ij denota os elementos da matriz inversa
(I++AW)~L1. Como a normal de Gauséde S coincide com a normal de Gaulisde S,
podemos escrever

2
N,i = Z IjX]

=1

2 AN
=3 Wz (3-91)

Portanto, a matriz de Weingart@h deSé dada por

W =W(l,+AW) 1 (3-92)

e, consequentemente

K ~  H—-AK

K== e H= . 3-93

Observe que as fungdes suporte e distancia quadréatiSgpddem ser escritas

por

Y = (X,N)

= (X—AN,N)

= P2 (3-94)
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= A—2AP A2, (3-95)

Agora, utilizando 8-93), (3-94) e (3-95) segue qu&satisfaz 2H +/AK = 0 se, e somente
se,

~

2(W—MNH+(A=N)K =0. (3-96)
0

Utilizando a Proposi¢ca8.10e o Teorem&3.12 classificaremos as superficies
WGSDE de rotacéo.

Teorema 3.16 Seja S uma superficie WGSDE conexa e orientavel. Entdo Sotad@o
se, e somente se,

a) S é parte de um plano passando pela origem ou parte de umaob@oéar com
vértice na origem (quando k 0);

b) S é parte de uma esfera passando pela origem, ou parte dswpeéaficie com uma
singularidade isolada ou parte de uma superficie cujasidargdades estdo em um
circulo (quando K# 0). Estas superficies podem ser localmente parametrizadas
por,

e(af Dui+b

Tran ([a+€*(2—a)] (cosup +isinuy), 2" (1 - a)) (3-97)

Xab(U1,U2) =

onde a, be R, a# 1e(ug,uz) € U com

bl) U=R?casoa=00ua=2;
b2) U=R2\ {(u,up) € R?:uy = 3In|52.|} caso a¢ {0,2}.

Prova A parte a) segue diretamente da Propos8:30 SeK +# 0, segue do Teoren#al2
gueS é localmente parametrizada p&%0). Além disso, pelo Corolari@.9 temos que
Sé de rotagfo se, e somente@@y) = w e h(w) = J(|w|?), w € C, para alguma fungéo
diferenciavell. Fazendo a mudanca de parametros

w=¢€", z=u+iupeC (3-98)

teremosg(z) = € e h(z) = J(¢?1). Consequentementd,, = 0. Pelo Teoremé.12,
h=elL" ondef é uma funcéo holomorfa. Log¢l, f) » =0 e as Equacdes de Cauchy-



3.2 Superficies WGSDE 53

Riemann {-45 nos garantem qué(z) = az+ 2, ondeac R ezy=b+ic € C séo
constantes. Portanto,
h(z) = e *P (3-99)

ondez=u;+iup € C.
Parag(z) = €* e f(z) = az+ 2, 0 Teorem&.12garante que

T = 14 (3-100)
_ 1 2:2u; _
© = o &%+ (2—a)%e™] (3-101)
a2
Q = a——. (3-102)
2
Voltando em 8-50) teremos
h £ 7/ 12 12
Xapllo ) = 5o (279 + (20 |FF) g, 20 |117)
eutd 1.2 20217 _ 2| 2 L 732 202071 _ 52
— ﬂ({ZaJr?[a +(2—a)e"] —a ez,?[a +(2—a) ]—a)
gl@a-2)ur+b
= 7 — ([2aT +a%(1—T)+ (2—a)?e™] &, a%(1-T) + (2—a)%e™")
gl@a-2)ui+b
= ([2a(1+€*1) —a?e™ + (2— a)%e?| &, —a?e™ + (2— a)%e?™)
gl@-2)u+b
=~ (2[a+eM(2-a)] €, 46 (1~ a))
gla-1ui+b
= Tren ([a+e?(2—a)] (cosup +isinup), 26" (1—a)). (3-103)

A condicao de regularidad® dada por 8-53), pode ser escrita por

Th)?
- () @19
T22au+2b (4 2\ 2
B A {4T2 [a2+(2—a)292m]2_<a_%>}

_ T22@-2utb { 1

[a®+ (2 a)zezul] éll(Za—aZ)Z}

472
_ %eZ(aZ)ulJer [a4+2a2(2—a)2e2”1 (2 a)4 M T2 2(2 a) }
_ %e2<a2>m+2b [ 1 282(2— 2)26 1 (2— @)t — (14 262 1 eM)a2(2—a)?]
_ %fez(a_a“l*z"{az[az—(2—a)2]+(2—a) [(2 a 4u1}

= %eﬂa_z)wﬂb [—4a%(1—a) +4(2—a)?(1—a)e™s]
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= @ 2uid (i _g)[(2—a)%e —a?. (3-104)

Portanto Xgp € regular se, e somente ses 0 oua = 2. Além disso, sa = 1 entdaX;, €
degenerada e se¢ {0,1,2} a expressad(104 anula-se para! = 3 In |52|.

Note que sea = 0 oua = 2 entdoQ = 0. Dessa formaXy, e Xpp descrevem
esferas. Para@ a < 2,a# 1, o conjuntoXay (5In (52;) ,u?), u? € R, é um circulo. De
fato,

(3:105)
Paraa > 2 ou a < 0 o conjunto Xap(3In(52).u?), v € R, é o ponto
(O,(l—a)a%(a—Z)z;za). O

Apresentaremos a seguir um exemplo para cada um dos tréslgmuperficies
WGSDE de rotacdo corK # 0. Como as superficies WGSDE sao invariantes por
dilatacdo, consideraremos o caso em loju€0.

v/}
/SIRIRIRRNY

AR
Yy

(@a=-1. (b)ya=0. (c)a=0,5.

Em [19], LOpez mostrou que uma superficie Weingarten linearadcd parte de
uma esfera ou os planos de folheacao sao paralelos. Apaes®iols a seguir, uma familia
a 4-parametros de superficies WGSDE ciclicas, com umalsimgade isolada, e cujos
planos de folheac&o néo séo paralelos.

Proposicao 3.17Existe uma familiag-parametros de superficies WGSDE ciclicas, com
uma singularidade isolada, e cujos circulos estdo em plaxdmsparalelos. Estas super-
ficies podem ser localmente parametrizadas por

u+b

T

XS (U, Up) = (@T+2[(u+0o) +i(u+P)],2), (u,up) €R®  (3-106)
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onde a, ba, B € R, a# 0, sdo constantes,
T=1+(u+0a)’+(uw+p)? e {=1-alu+o). (3-107)

Prova Considere uma translac@oe uma composicao de homotetia com translat;ao
definidas por

9z)=z+zp e f(z=az+z, z=u+iupeC (3-108)
ondezp = a +iP ez; = b+ic. Neste caso,
h=elbf) —eut o T=14|g%=1+(Ur+0)?+ (Uz+P)> (3-109)

Além disso, a expressasd-61) garante que

0 T+40) e Q=— (3-110)

:f(

ondel =1—a(u; +a). Voltando ao Teorema.12teremos

a h £/~ / /
X (Ute) = 5o (29 + (20| 17) g, 20| 1'F)
B YN P L@t ia)-a
= O (2 7@ ) - | . T ) - )
eau1+b
= (@T+2¢[(ur+a)+i(uz+P)],20). (3-111)

A condicao de regularidad® dada por3-53, torna-se

P - (&)Zmﬁ—m

1 4
_ T2gPau+2b [ﬁ(azT A7) az
eZau1+2b
= — (8a%TT +160%)
_ ZZGZaulJer(aZT + ZZ)
= 2062 @ 1 a(up+ B)? + P +1]. (3-112)

Dessa formax®? é regular se, e somente €e# 0 ou, equivalentemente? # 1 — a.
b a

. ~ 1 ,
Além disso, s€ = 0, enta O‘bB(a —a,up), Uz € R, é 0 ponta(ael ™3 0,0) € R3.

Para mostrarmos q “bB € uma superficie ciclica, note que fixago# %— a,

a curva coordenada € R — y(up) = ng(ul, Up) esta contida na intersec¢éo do plano
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Pu, = {(X1,%2,%3) € R3:x1 — (Up + 0)xg = ac?utbl com a esfera de cent@® e raior,
onde

eau1+b
C — s (a+ (u1+a),0,
1+(u1+a)2( (tr +00),0,8)
w+b
r = <& . (3-113)
V1+(up+a)?
Além disso,
; _ w+b _
Jim_y(up) = (a**?,0,0) (3-114)
para todau; # % —a. Portanto “bB € uma superficie WGSDE ciclica, com uma singula-
ridade isolada, e cujos circulos estdo em planos néo pasalel O

Abaixo segue o exemploemgae=1eb=a =p=0.

Figura3.l:g=ze f=z



CAPITULO 4
Hipersuperficies Weingarten Generalizada do
Tipo Suporte Distancia Especial

Neste capitulo generalizaremos o conceito de superfic@SBNE para o caso de
hipersuperficies e®"1. Apresentaremos uma representacdo para estas hipefsiggerf
no caso em que a projecao estereografica da normal de Gatiskada pela aplicacédo
identidade. Como aplicac&o, caracterizaremos o0s exemgibsonais.

Definic&o 4.1 Dizemos que uma hipersuperficie orientévet R"1 é uma hipersuperfi-
cie Weingarten generalizada do tipo suporte distancia eigphéou, por abreviacdo, uma
hipersuperficie WGSDE) se a curvatura de Gauss-Kronecker (K — 1)-ésima curva-
tura média H_1, a funcao suport& e a funcéo distancia quadratioa satisfazem

2WHn_1+AK =0. (4-1)
para todo pe 2.

SejaC c R, n> 2, uma subvariedade (n-1)-dimensionalRie! tal que a
origem 0¢ C. Um cone generalizado de vértice na origem é uma hiperdojgegerada
pela familia a 1-parametro de retas que passam pqr, @edep € C.

Assim como no caso de superficies, os cones generalizadB$ €nséo exem-
plos de hipersuperficies WGSDE com curvatura de Gaussea¢kanK = 0. A demons-
tracao deste fato é andloga a demonstracao feita na Prap8si€) a menos da dimensao
do espaco ambiente.

Proposicéo 4.2Uma hipersuperficie conexac R é um cone generalizado com vér-
tice na origem se, e somente se, a fungdo supdrte 0. Em particular, uma hipersu-
perficie WGSDE conexa col = 0 € parte de um cone generalizado com vértice na
origem.

Considere uma hipersuperficie WGSDE- R"™, com curvatura de Gauss-
KroneckerK # 0, e sejaY(u) = (u,0), u € U, uma parametrizagéo local ortogonal do
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hiperplanol1. Segue do Teorenia 6 que existe uma fungéo diferenciavelU — R tal
gueZ pode ser localmente parametrizada por

X(u) = (Q(u) - ZTR((I:J))Y(u), —ZTR((JJ))) . ueu (4-2)
Ljj=1,T =1+|uf?
Z L]:YJ Oh e R=(Q)Y)—h=(0Ohu)—h (4-3)
Nestas coordenadas,
N(U)=r1|u|2(2u,l—|u|2), ueU cR" (4-4)

Além disso, a matriz de Weingartéhl de X é dada poW = 2(TV — 2RI,)~! onde
V = (hjj) e I, € a matriz identidade x n. ComoV ¢é simetrica, sejarjay,...,an} 0S

autovalores (todos reais) e Segue qua; = 1<i<n, sédo os autovalores de

Ta — 2R’
W e, consequentemente, as curvatura princikais., k, de > séo dadas por

2 .
1<i<n. (4-5)

O fato de a curvatura de Gauss-Kronedkeser ndo nula em todos os pontoggarante
guek; # 0 paratodo Ki <n.

Assim como na demonstracao do Teore3r2, a funcéo suport® e a funcao
distancia quadraticA deZ sao dadas por

4Rh
T

WL A =|0h?—

- (4-6)

Podemos supor quie(u) # 0 para todou € U. Com efeito, se existitp € U tal que
h(up) = 0 entdo¥(up) = 0. Consequentement&(up)K (up) = 0 e com issoX(up) = 0.
Dessa forma, a menos possivelmente da origem, temos

ZLIJanl—i_/\Hn — O@

2Hh-1 A
Hh 9
2 T 4Rh
kj "“'kjn_ = — (—‘Dh|2—|——) =
nkl...kn Jl<z<Jn—]_ ! ! 2h T
201 T|0Oh|?
N = = o§r——1
n2k 2h
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10 T|Oh|?
=SV (2R-Ta) = 2R-—
ni;< 3) 2h <
1 n T|0Oh|?
— |1 2nR—-T ) 4 = 2R-—
n< i; ) 2h
T B T|0Oh|?
2R—ﬁtra.(V) = 2R—T
1 _|Onhf?
RSN =
hAh = 2|Dh|2. (4-7)

Chegamos entédo ao seguinte resultado.

Teorema 4.3 Seja~ uma hipersuperficie orientavel eRi"! com curvatura de Gauss-
Kronecker K# 0. Considere Yu) = (u,0), ue U. EntdoX é WGSDE se, e somente se,
existe uma funcao diferenciavel b ¢ R" — R satisfazendo

n
hAh = é|Dh\2 (4-8)
tal queZ é localmente parametrizada por

X (u) = (Dh(u) . ZTR((JJ)) u, —ZTR((JJ))) ., ueu (4-9)

onde T(u) = 1+ |ul? e Ru) = (Oh(u),u) —h(u), uc U. Nestas coordenadas, a normal de
Gauss N d& é dada por 4-4). Além disso, W= 2(TV —2RI,) 1 é a matriz de Weingarten
de X, onde V= (hjj) e I € a matriz identidade.

ComoVijj = hjj, segue do Corolari@d.8 que esta parametrizada por linhas de
curvatura se, e somente $g; = 0 para toda # .

Dentre as solucdes da equacéao diferenéieB)( destacam-se as descritas pela
Proposicao a seguir.

Proposi¢éo 4.4Seja@: U C R" — R, n > 3, uma fun¢éo harmonica tal qugu) # 0
Y ueU. Entéo,

h(u) = cp(u)zfzn, ueu (4-10)
satisfaz i\h = g\mmz.
Prova Observe que
hi = S @'ng, 1<i<n (4-11)
: > n ,

2N o2 .
hi = W(PZ‘” (Pﬁ R 1<i<n (4-12)
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Dessa forma

2n 2n 2n-2
@=n|0¢? e Ah= W(PH Ol (4-13)

|Oh|? =

4
(2—n)?

onde utilizamos o fato dé.@= 0. PortantohAh = 2|Dh|2. O

Exemplo 4.5 Considere a funcao harmoniega, : R" — R, n> 3, definida por

b
@ap(U) =au+b, u=(uy,...,un) €U ={ucR%u; # _5} (4-14)

onde a# 0 e b sdo constantes reais. Dessa forma,

W) = 52 07ie e RU) =7 (325 —gu(u)).  (@15)

Voltando em4-9) concluiremos que

2aw

X o)) uus(t) ~ 572 ) UCU (4-16)

| 2gup(u)z' <aT<u> _<ﬂ_
 T(u 2-n 2-n

onde T= 1+ |ul?, define uma hipersuperficie WGSDE. Os coeficientes da perhei
segunda Il formas fundamentais de X sé&o dados por,

(

2n-2 2
[éfznr)'z%b(u) 20— Z}Fe(%)} , i=j=1
(Xi,Xj) = 4R(u)? i—j£1 (4-17)
0, | # ]
% [ZR(U) 2a2n 2”‘2} Ci=j=1
—(XiNj) = TP i=j#1 (419
\ 0, i .

Outra classe importante de solugcdes da equagd) $80 as solucdes radiais.
Estas solucdes dao origem a hipersuperficies WGSDE deimtac

Teorema 4.6 Seja> uma hipersuperficie WGSDE eRf"*1 com curvatura de Gauss-
Kronecker K= 0 e normal de Gauss N dada localmente p&j. EntdoX € de rotacao
se, e somente se, a funcdolh c R" — R é dada por

2
h(u) =co (Ju#"+c1)>", uel (4-19)

ondeg, cteR,p>0,e
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i) U=R",seq=0;
i) U =R"\{0},seq>0;
iy U = {uc RMu#0elu"?+#-c'},seq<0.

Neste caso, a menos de uma dilatacap=£cl), = é localmente parametrizada por

2(JuP"+61) 7" (14 cafu]) 2

X(u) = u,cp — [ul< " ueu. 4-20
W 1+]uf? ( e ) ) 20
Além disso, seic= 0 entdo X parametriza uma hiperesfera.

Prova Como X é uma hipersuperficie WGSDE e®™! com curvatura de Gauss-
KroneckerK # 0 e normal de Gausd dada localmente po#{4), segue do Teorema
4.3 que existe um funcédo diferenciavel U ¢ R" — R, satisfazendo4(-8), tal queZ é
localmente parametrizada pat-9). Pelo Corolario2.9, temos que é de rotacao se, e
somente se, a fungdoé radial. Dessa forma, sefjéu) = J(t),uc U, ondet = [u]? eJ é
uma funcao diferenciavel unidimensional. Logo,

hi=2uJ e hj=4u2)"+2Y, 1<i<n (4-21)
ondeJ’ denota a derivada derelativa at. Com isso,
IOh?=4(J)% e Ah=4J"t+2nJ. (4-22)
Substituindo estas expressfes na equata), teremos
233"t +ndJ =n(J)%. (4-23)

Podemos supor quit) # 0 e J'(t) # 0 para toda > 0. De fato, em ambos 0s casos
A = 0. Assim, a menos quando= 0, podemos dividir a expressdo acima pdt. Dessa

forma obtemos , ,
AN
(2] o wes

As solucdes da equacao acima sao descritas por

2

xwz%0%+qfq (4-25)

2
para constante, c1 € R, ¢p > 0. Consequentemente(u) = co (|u/> "+c;) 2. Note
que sec; > 0,U = R™. Por outro lado, se; < 0,U = {u€ R"; Ju"2 # —c; 1}
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A menos de uma dilatacdo, podemos supoe 1. Dessa forma, as expressoes
[Jh e R séo dados, respectivamente, por

RW) = (U2 " +¢)?" (U2 "—cy).  (4-26)

Voltando em 4-9) concluiremos qué& é localmente parametrizada pdrZ0).
No caso em que; = 0 entédo 4-20) torna-se
X (u) (u,luf®, ueR" (4-27)

14U

Dessa formaX parametriza uma hiperesfera de centra®m.,0, —1) € R™! e raio 1.0

Foram feitas varias escolhas para c;. Em cada uma delas, foi verificado
computacionalmente que o comportamento das curvas quen gesahipersuperficies
WGSDE sao semelhantes quando considerarnos0 ouc; < 0. Apresentaremos no
exemplo a seguir o caso= 3.

Exemplo 4.7 (Hipersuperficies WGSDE rotacionais éRf) Paran=3 e g =1 a
expressao4-19 torna-se

2
h(u):Lz, ueRS. (4-28)
(1+cyu))
Consequentemente, per-20), temos
X(U) = 1+ c1|u))®u, (calul — 1)|uf?) ,ue U. 4-29
W = g (@ calu) (ealul - Dlu?) (4-29)

Como observado anteriormente, paka€0 a hipersuperficie WGSDE de rotacao é parte
de uma hiperesfera. Parg & 0 temos uma hipersuperficie WGSDE de rotacdo com uma
singularidade isolada. Finalmente, para & 0O, a hipersuperficie WGSDE de rotagéo é
parte de uma hipersuperficie cujas singularidades estéesferas.

As curvas que descrevem as hipersuperficies WGSDE de ogpaga cada um
dos casos listados acima séo:
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(@)cy=0.

(b)cy <O.

(c)ci>0.
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