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Instituto de Matemática e Estat́ıstica

Marcos Tsujii

Bifurcações em Sistemas Dinâmicos
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RESUMO

Neste trabalho, estudaremos a dinâmica em campos de vetores sua-
ves, em campos de vetores em variedades com bordo e em campos de vetores
suaves por partes e cada um dos seus respectivos tipos de bifurcações mais
conhecidos.
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ABSTRACT

In this work, we will study the dynamics in smooth vector fields, in
vector fields near the boundary and in piecewise-smooth vector fields and
each of their most popular types of bifurcations up to now.
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3.1 Pontos Cŕıticos do tipo Foco, Sela e Centro . . . . . . . . . . . 8
3.2 Sistemas Lineares Bidimensionais . . . . . . . . . . . . . . . . 9
3.3 Sistemas Lineares de Dimensão Superior . . . . . . . . . . . . 15

4 Sistemas não-lineares 17
4.1 Classificação de pontos e trajetórias . . . . . . . . . . . . . . . 18
4.2 Teorema do Fluxo Tubular . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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1 Introdução

Nosso enfoque neste trabalho será o estudo das bifurcações, em es-
pecial os de codimensão zero e um de campos de vetores suave por partes.

Em relação à dinâmica de campos suaves, consideraremos os princi-
pais tipos de bifurcação e faremos um estudo paralelo comparando-lhes com
os tipos de bifurcações para campos de vetores suaves por partes.

Sem pretensão de abordar o assunto sobre bifurcações em campos
vetoriais suaves em sua totalidade, direcionaremos então o estudo aos campos
vetoriais definidos em variedades com bordo, a fim de introduzirmos conceitos
para campos vetoriais suaves por partes e algumas bifurcações importantes
estudadas até o momento.

No Caṕıtulo 2, faremos uma breve exposição das definições preli-
minares para nosso trabalho, sendo necessário apenas o conhecimento de
conceitos básicos de Análise no Rn encontrado em [16], a parte introdutória
da Teoria Qualitativa das Equações Diferenciais Ordinárias, encontrado em
[18], aspectos básicos de Geometria Diferencial, encontrado em [3] e, eventu-
almente, Álgebra Abstrata, para compreensão do leitor.

No Caṕıtulo 3, apresentaremos os sistemas lineares e as suas respec-
tivas dinâmicas, em especial, as bidimensionais.

No Caṕıtulo 4, apresentaremos as definições relevantes e teoremas
clássicos, tais como, o Teorema do Fluxo Tubular e o Teorema de Grobman-
Hartman.

No Caṕıtulo 5, baseado em [26], dedicamo-nos especialmente às for-
mas normais, dada a sua tamanha importância em relação à simplificação de
campos de vetores em sua forma de Taylor. Neste caṕıtulo, apresentamos os
procedimentos para transformar um dado sistema na sua forma normal e o
Teorema das Formas Normais.

No Caṕıtulo 6, baseado em [18], apresentaremos os casos clássicos
de bifurcações para campos suaves: Sela-Nó, Trascŕıtica, Pitchfork e Hopf.

No Caṕıtulo 7, baseado no artigo [22], estudaremos campos vetoriais
em variedades definidas com bordo a fim de prepararmos os conceitos para
estudarmos campos suaves por partes, definindo relação de equivalência. De-
finiremos ainda, através de uma construção, a aplicação de primeiro retorno
para as variedades com bordo.

No Caṕıtulo 8, usando os artigos [9], [11] e [24], será explanado como
foi definido o campo suave por partes, a variedade de descontinuidade, a com-
binação convexa de acordo com a convenção de Filippov.

O Caṕıtulo 9 foi dedicado apenas às bifurcações genéricas e o con-
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junto das singularidades do tipo dobra-dobra.
Finalmente, no Caṕıtulo 10, baseado em [4], [12] e [13], explanaremos

as bifurcações em singularidades do tipo dobra-dobra, incluindo a Teixeira
Singularidade, que possui uma dinâmica muito mais rica em relação às de-
mais. Com isso, teremos condições para compararmos as bifurcações do caso
cont́ınuo com o caso suave por partes.

Esperamos, ao finalizar este trabalho, que ele possa possa trazer con-
tribuições para a teoria das bifurcações dentro da área de Sistemas Dinâmicos
e áreas de conhecimento relacionadas a ele.
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2 Conceitos Preliminares

Este caṕıtulo será dedicado a enunciar definições e teoremas impor-
tantes para o nosso trabalho, oriundos da Geometria Diferencial, Álgebra
Abstrata e Análise no Rn e que darão suporte a toda teoria que será apre-
sentada.

Ao longo deste trabalho, estarão presentes alguns dos principais re-
sultados conhecidos até então para campos suaves, tais como Teorema do
Fluxo Tubular, Teorema de Hartman-Grobman, Teorema de Peixoto, Teo-
rema de Sotomayor, além das bifurcações clássicas em campos suaves.

Note que ao longo do texto há uma pequena diferença na notação
que distingue ponto do Rn dada por x, da notação de coordenada, dada por
(x1, . . . , xn).

Todos os conceitos e teoremas desta subseção serão utilizados ao
longo do trabalho. É necessário que o leitor tenha conhecimento básico das
áreas de Análise e Geometria Diferencial, e alguns poucos tópicos de Álgebra.

2.1 Conceitos Preliminares de Análise

O conceito de diferenciabilidade para aplicações é uma importante
definição para o nosso trabalho, conforme veremos a seguir:

Definição 2.1.1. Dizemos que uma aplicação f : U → Rn, definida no aberto
U ⊂ Rm é diferenciável no ponto a ∈ U quando existe uma aplicação linear
Ta : Rm → Rn tal que:

f(a+ v)− f(a) = Ta · v + r(v),

onde lim
v→0

r(v)

||v||
= 0 em que a + v ∈ U e || . || denota a norma euclidiana

usual. A aplicação linear T desta definição é tal que Ta · v =
∂f

∂v
(a) =(

∂f1

∂v
(a), · · · , ∂fn

∂v
(a)

)
.

Definição 2.1.2. Dados dois conjuntos U ⊂ Rn e V ⊂ Rn, um homeo-
morfismo entre U e V é uma bijeção cont́ınua f : U → V , cuja inversa
f−1 : V → U também é cont́ınua.

Definição 2.1.3. Se U e V são conjuntos abertos em Rn, uma função dife-
renciável h : U → V com inversa diferenciável h−1 : V → U será chamada
difeomorfismo.
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O próximo conceito será relevante para estudarmos a dinâmica sobre
a variedade de descontinuidade, pois analisaremos os pontos fixos.

Definição 2.1.4. Um ponto fixo de uma aplicação ξ : U → Rm, U ⊂ Rm,
é um ponto x ∈ U tal que ξ(x) = x. Denotaremos por Fix(ξ) o conjunto dos
pontos fixos {p ∈ U ; ξ(p) = p} em que U é um subconjunto aberto do Rn.

Usando a definição de difeomorfismo, veremos uma definição rele-
vante que será aplicada no último caṕıtulo.

Definição 2.1.5. Dizemos que um difeomorfismo ξ : U → U de classe Cr

onde r > 1 é uma involução se ξ ◦ ξ = id, ou seja, se a inversa de ξ é ela
mesma.

Exemplo 2.1.1. A aplicação ξ : R3 → R3 dada por ξ(x, y, z) = (y, x,−z) é
uma involução.

A seguir, enunciaremos o Teorema de Sard, cuja demonstração pode
ser encontrada em [16], página 360, que será útil para estudarmos campos de
vetores definidos em variedades com bordo nos caṕıtulos seguintes.

Teorema 2.1.1. (Teorema de Sard) Seja f : M → N uma aplicação de
classe C1 entre as superf́ıcies de mesma dimensão m. Seja S o conjunto
dos pontos x ∈ M nos quais a derivada f ′(x) : TxM → Tf(x)M não é um
isomorfismo. Então f(S) tem medida de Lebesgue nula em N .

Em outras palavras, o Teorema de Sard diz que a imagem do con-
junto S dos pontos singulares de uma aplicação de classe C1 tem medida
nula. Sua principal consequência é que N − f(S) é denso em N . Em parti-
cular, N − f(S) 6= ∅, ou seja, toda aplicação f : M → N de classe C1 entre
superf́ıcies de mesma dimensão possui valores regulares.

A seguir, temos uma importante definição que classifica uma aplicação
linear quanto a sua hiperbolicidade. Note que esta definição concerne a um
difeomorfismo, conceito diferente ao de ponto cŕıtico hiperbólico, que veremos
adiante.

Definição 2.1.6. Dizemos que um difeomorfismo é hiperbólico se nenhum
dos autovalores possui valor absoluto igual a 1.

Definição 2.1.7. Seja f : U → Rn diferenciável. Dado um subconjunto
X ⊂ U , diz-se que f

∣∣
X

é um mergulho de X em Rn quando:

• 1) f
∣∣
X

é um homeomorfismo de X sobre f(X);

• 2) para cada x ∈ X, a derivada f ′(x) : Rm → Rn é injetiva.

Para maiores detalhes, consulte [16].
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2.2 Conceitos Preliminares de Geometria

Considerando que o leitor está familiarizado com a definição de
superf́ıcie, que pode ser encontrada em [2], veremos uma generalização desse
conceito, pois ele depende do espaço em que se está definido, enquanto o
conceito de variedade diferenciável é mais abstrato e não depende de nenhum
espaço.

Definição 2.2.1. Uma variedade diferenciável de dimensão n é um con-
junto M dotado de uma famı́lia de aplicações bijetoras xα : Uα ⊂ Rn → M ,
onde α ∈ Λ, Uα ⊂ Rn abertos com as seguintes propriedades:

1.
⋃
α∈Λ

xα(Uα) = M , isto é, a união da imagem dos abertos Uα por xα

cobre M .

2. Para todo α, β com xα(Uα)∩ xβ(Uβ) = W 6= ∅, os conjuntos x−1
α (W ) e

x−1
β (W ) são abertos em Rn e as aplicações x−1

β e xα são diferenciáveis.

3. A famı́lia {(Uα, xα)} é máxima relativamente às condições 1. e 2.

O par (Uα, xα) com p ∈ xα(Uα) é chamado uma parametrização de M .
Uma famı́lia {(Uα, xα)} que satisfaz 1. e 2. é chamada uma estrutura

diferenciável.

Definição 2.2.2. Seja M uma variedade diferenciável. Uma aplicação dife-
renciável α : (−ε, ε) → M é chamada uma curva diferenciável em M , onde
ε ∈ R.

Suponha α(0) = p ∈M e seja D ={f : M → R; f é diferenciável em
p ∈ M}. O vetor tangente à curva α em t = 0 é a função α′(0) : D → R
dada por

α′(0)f =
d(f ◦ α)

dt

∣∣
t=0
, f ∈ D.

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em t = 0 de alguma
curva α : (−ε, ε)→ M com α(0) = p. O conjunto de vetores tangentes a M
em p será indicado por TpM . Escrevendo α(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), podemos
expressar o vetor tangente α′(0) como

α′(0)f =
d

dt
(f ◦ α)

∣∣
t=0

=
d

dt
f(x1(t), . . . , xn(t))

∣∣
t=0

=

=
n∑
i=1

x′i(0)

(
∂f

∂xi

) ∣∣∣∣
t=0

=

(∑
i

x′i(0)

(
∂

∂xi

) ∣∣∣∣
t=0

)
f.
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ou seja, α′(0) pode ser expresso na parametrização x por

α′(0) =
∑
i

x′i(0)

(
∂

∂xi

) ∣∣∣∣
t=0

. (2.1)

Observando que

(
∂

∂xi

) ∣∣∣∣
t=0

é o vetor tangente em p à “curva coordenada”:

xi → x(0, . . . , 0, xi, 0, . . . , 0).

e que, por (2.1) o vetor tangente a uma curva α em p depende apenas das
derivadas de α em um sistema de coordenadas, decorre que o conjunto TpM ,
com as operações usuais de funções, forma um espaço vetorial de dimensão
n, e que a escolha de uma parametrização x : U → M determina uma base
associada {(

∂

∂x1

) ∣∣∣∣
t=0

, . . . ,

(
∂

∂xn

) ∣∣∣∣
t=0

}
em TpM .

Desta maneira, TpM é chamado o espaço tangente de M em p.

Definição 2.2.3. Um campo de vetores X em uma variedade diferenciável
M é uma correspondência que a cada ponto p ∈M associa um vetor X(p) ∈
TpM . Considerando uma parametrização x : U ⊂ Rn → TM , podemos
escrever:

X(p) =
n∑
i=1

ai(p)
∂

∂xi

onde cada ai : U → R é uma função em U e

{(
∂

∂xi

)}
é a base associada

à parametrização x, i = 1, . . . , n e TM é a estrutura diferenciável chamado
de fibrado tangente, dado por TM = {(p, v) : p ∈M, v ∈ TpM}.

Para maiores detalhes, consultar [3].

2.3 Conceitos Preliminares da Teoria Qualitativa das
Equações Diferenciais Ordinárias

Nesta subseção enunciaremos o teorema fundamental da existência
e unicidade de solução de uma equação diferencial ordinária

ẋ = f(t, x)

sob a hipótese que f ∈ C1(E) em que E é um subconjunto aberto do R×Rn.
Para isto, definiremos o conceito de fluxo.
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Definição 2.3.1. Seja E um subconjunto aberto do Rn e seja f ∈ C1(E).
Para x0 ∈ U , seja φ(t, x0) a solução do problema de valor inicial com a
condição inicial x(0) = x0 definida no seu intervalo máximo de existência,
denotado por I(x0). Então para t ∈ I(x0), o conjunto das aplicações definidas
por

φt(x0) = φ(t, x0)

é chamada de fluxo da equação diferencial (2.3) ou fluxo definido pela
equação diferencial ẋ = f(x); ou ainda, também conhecido como fluxo do
campo de vetores f(x).

Omitiremos a demonstração do próximo teorema, que se encontra
em [18], página 74, e baseia-se no teorema do ponto fixo para contrações
([16], p. 278), no método das aproximações sucessivas de Picard e no fato de
f ser Lipschitziana. Dizemos f : U → Rn ser Lipschitziana, com U ⊂ Rm ,
se existe uma constante K > 0 tal que, para todo x, y ∈ U tem-se

|f(x)− f(y)| ≤ K|x− y|.

Quando 0 ≤ K < 1, dizemos que f é uma contração.
O Teorema 2.3.1 a seguir será usado nos sistemas suaves por partes

para mostrar que certas trajetórias não podem coincidir na parte em que o
campo é cont́ınuo.

Teorema 2.3.1. (Teorema Fundamental da Existência e Unicidade). Con-
sidere a equação diferencial com o problema de valor inicial{

ẋ = f(t, x)
x(t0) = x0,

(2.2)

onde f ∈ Cr(E), r ≥ 1, em algum conjunto aberto E ⊂ R × Rn. Seja
(t0, x0) ∈ E. Então existe um número a > 0 tal que (2.2) possui uma única
solução x(t) no intervalo [t0 − a, t0 + a], passando por x0 em t = t0.

As definições a seguir serão usadas inúmeras vezes em quase todos
os caṕıtulos que se seguem.

Definição 2.3.2. Dizemos que x0 ∈ Rn é um ponto de equiĺıbrio, singu-
laridade ou ponto cŕıtico do sistema linear

ẋ = f(x) (2.3)

se f(x0) = 0, onde f : U ⊂ Rn → Rn é uma aplicação de classe Ck, k ≥ 2.
Assim, um ponto cŕıtico x0 ∈ Rn é chamado poço se todos os autovalores da
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matriz jacobiana A = Df(x0) possuem parte real negativa; é chamado fonte
se todos os autovalores de Df(x0) possuem parte real positiva; é chamado
sela se ele é um ponto de equiĺıbrio hiperbólico e Df(x0) possui pelo menos
um autovalor real positivo e pelo menos um autovalor negativo. Dizemos que
x0 ∈ Rn é ponto cŕıtico do tipo centro de (3.1) se todos os autovalores de A
possuem parte real nula. (cf [18], Seção 2.6 e 2.10)

Definição 2.3.3. Um ponto de equíıbrio x0 ∈ Rn do sistema (2.3) é cha-
mado um ponto de equiĺıbrio hiperbólico se f(x0) = 0 e nenhum dos
autovalores da matriz jacobiana Df(x0) possuem parte real nula.

Definição 2.3.4. Pontos que não são de equiĺıbrio ou cŕıticos são chamados
de pontos regulares e as trajetórias que passam por pontos regulares são
denominadas trajetórias regulares. Analogamente, trajetórias que passam
por pontos de equiĺıbrio são denominadas trajetórias singulares.

Definição 2.3.5. Um ponto cŕıtico do sistema ẋ = f(x) na qual Df(x0)
possua somente autovalores com parte real não nula é chamado um ponto
cŕıtico não degenerado e, caso contrário, é chamado um ponto cŕıtico
degenerado do sistema.

2.4 Conceitos Preliminares de Topologia

As seguintes definições serão usadas em diversas classificações nos caṕıtulos
finais.

Definição 2.4.1. Um subconjunto X de um espaço métrico M diz-se magro
em M quando é uma reunião enumerável, X =

⋃
Xn, tal que, para cada

n ∈ N, intXn = ∅.

Definição 2.4.2. Topologia induzida de um subespaço S em um espaço
topológico X é o conjunto das interseções de S com os abertos de X.

Definição 2.4.3. Dizemos que a topologia produto é a menor topologia
em um produto de espaços topológicos que torna cada projeção canônica uma
função cont́ınua.

3 Sistemas Lineares

3.1 Pontos Cŕıticos do tipo Foco, Sela e Centro

Como nosso objetivo inicial é estudar alguns tipos de bifurcações em sistemas
lineares suaves, introduziremos os conceitos de pontos cŕıticos do tipo foco,
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centro, nó e sela sem os quais não poderemos prosseguir nas bifurcações
mencionadas. Para o desenvolvimento de nosso trabalho, verificaremos de
forma sucinta o comportamento dos sistemas lineares do tipo

ẋ = Ax (3.1)

onde x ∈ Rn e A ∈Mn(R), onde Mn(R) é o conjunto das matrizes quadradas
reais de ordem n.

Dado um sistema do tipo (3.1), podemos diagonalizar A para sim-
plificar sua análise qualitativa. Para isto, seja B = P−1AP , onde P é a
matriz que diagonaliza A. Para obter a matriz B, devemos determinar pri-
meiramente a matriz P , cuja construção é obtida pelo seguinte Teorema e
sua demonstração está indicada em [18].

Teorema 3.1.1. Se os autovalores λ1, . . . , λn de uma matriz An×n são reais,
então qualquer conjunto de autovetores correspondentes {v1, . . . , vn} forma
uma base para Rn. A matriz P = [v1, . . . , vn] é invert́ıvel e além disso,

P−1AP = diag[λ1, . . . , λn] = B.

Dizemos, neste caso, que as matrizes A e B são conjugadas.

3.2 Sistemas Lineares Bidimensionais

Podemos analisar o comportamento de (3.1) através do sistema linear ẋ =
Bx, onde B assume uma das seguintes formas, no caso n = 2:

B =

[
λ 0
0 µ

]
, B =

[
λ 1
0 λ

]
ou B =

[
a −b
b a

]
.

Os Teoremas seguintes nos darão uma forma de encontrar soluções
para o sistema (3.1), lembrando que a definição de exponencial de uma matriz
A ∈Mn(R) é dada por

etA = I + tA+
1

2!
t2A2 +

1

3!
t3A3 + · · ·+ 1

j!
tjAj + · · · =

∞∑
j=0

1

j!
tjAj

em que I denota a matriz identidade de ordem n e t ∈ R. Note que

d

dt
etA = AetA.

Não desviaremos nosso foco para estudar a convergência desta série,
porém, com o propósito de compreender o processo de linearização, é im-
portante observar que se uma matriz está diagonalizada na forma D =
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diag(λ1, λ2, . . . , λn), podemos concluir que Dj = diag(λj1, λ
j
2, . . . , λ

j
n) e eD =

diag(eλ1 , eλ2 , . . . , eλn). Assim, temos os seguintes teoremas:

Teorema 3.2.1. Se A, B, P ∈ Mn(R) são matrizes tais que AP = PB,
então eAP = PeB. Em particular, se as matrizes A e B são conjugadas,
também as matrizes eA e eB são conjugadas e, além disso, podemos usar a
mesma matriz de conjugação; ou seja, se P ∈ Mn(R) é invert́ıvel e A =
PBP−1, então

eA = PeBP−1.

Demonstração. Como AP = PB, temos que

A2P = AAP = APB = PBB = PB2

e, por indução, AjP = PBj, para todo j ∈ N. Assim,

eAP =

(
lim
l→∞

l∑
j=0

1

j!
Aj

)
P = lim

l→∞

l∑
j=0

1

j!
AjP

lim
l→∞

l∑
j=0

1

j!
PBj = P

(
lim
l→∞

l∑
j=0

1

j!
Bj

)
= PeB.

Teorema 3.2.2. Se A ∈Mn(R), x0 ∈ Rn e t ∈ R, então o caminho

x(t) = etAx0

define a única solução de (3.1) com a condição inicial x(0) = x0.

Demonstração. Derivando ambos os lados de x(t) = etAx0 temos ẋ(t) =
AetAx0, onde é imediato que ẋ(t) = Ax e, portanto, x(t) é solução de (3.1).

Desta forma a solução para o problema de valor inicial{
ẋ = Bx

x(0) = x0

supondo que A seja uma matriz já diagonalizada, é dada respectivamente
por:

x(t) =

[
eλt 0
0 eµt

]
x0, x(t) = eλt

[
1 t
0 1

]
x0
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ou

x(t) = eat
[
cos(bt) −sen(bt)
sen(bt) cos(bt)

]
x0,

considerando as formas canônicas de Jordan de ordem 2.
Em cada caso, obtemos um retrato de fase, que é um esboço das cur-

vas parametrizadas definidas pelas soluções da equação diferencial cujo obje-
tivo é ilustrar o comportamento global das soluções com diferentes condições
iniciais.

Essas soluções estão agrupadas de acordo com os seus respectivos
tipos topológicos:

Caso 1 : Se B =

[
λ 0
0 µ

]
, com λ < 0 < µ, temos uma sela na origem,

conforme Figura 3.1.

X1

X2

Figura 3.1: Um ponto cŕıtico do tipo Sela.

Caso 2(a) : Se B =

[
λ 0
0 µ

]
, com λ ≤ µ < 0 temos que a origem é um nó estável

na origem, conforme Figura 3.2(a) e 3.2(b).

Caso 2(b) : Se B =

[
λ 1
0 λ

]
, com λ < 0, temos um nó impróprio atrator na

origem, conforme Figura 3.2(c).
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X1 X1 X1

X2 X2

λ = µ λ < µ λ < 0

(a) (b) (c)

Figura 3.2: Poço (a), (b) e Nó Impróprio (c) na origem.

Caso 3 : Se B =

[
a −b
b a

]
, com a < 0, temos um foco estável na origem,

conforme Figura 3.3.

X1 X1

X2X2

b > 0 b < 0

Figura 3.3: Um Foco Estável na origem.

Caso 4 : Se B =

[
0 −b
b 0

]
temos um centro na origem, conforme Figura 3.4.

Definição 3.2.1. Dizemos que o sistema linear (3.1) possui uma sela, nó,
foco ou centro na origem se a matriz A for do tipo B, apresentado nos casos
(1), (2), (3) ou (4), respectivamente.
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X1 X1

X2 X2

b > 0 b < 0

Figura 3.4: Um Centro na origem.

Observe que, nos casos (1), (2), (3) e (4), a dinâmica do sistema
(3.1) em R2 muda de acordo com alguns elementos dessa matriz. O Teorema
3.2.3 a seguir, para o caso n = 2, resume o estudo para os sistemas lineares:

Teorema 3.2.3. Considere o sistema linear (3.1) e sejam δ = det A e
τ = tr A onde x = (x1, x2) ∈ R2 e A ∈M2(R). Sendo assim:

(a) Se δ < 0, então (3.1) possui uma sela na origem.

(b) Se δ > 0 e τ 2 − 4δ ≥ 0 então (3.1) possui um nó na origem, sendo:

(i) estável, se τ < 0;

(ii) instável, se τ > 0.

(c) Se δ > 0 e τ 2 − 4δ < 0 então (3.1) possui um foco na origem, sendo:

(i) estável, se τ < 0;

(ii) instável, se τ > 0.

(d) Se δ > 0 e τ = 0, então (3.1) possui um centro na origem.

Veja Figura 3.5.

Demonstração. Seja o sistema (3.1) com a matriz

A =

(
a b
c d

)
13



Calculando os autovalores,

det (A− λI) =

∣∣∣∣ a− λ b
c d− λ

∣∣∣∣ = 0

obtemos equação caracteŕıstica

λ2 − (a+ d)λ+ (ad− bc) = 0

isto é,
λ2 − τλ+ δ = 0

onde obtemos os autovalores

λ1,2 =
τ ±
√
τ 2 − 4δ

2
.

Dáı, escrevendo o discriminante ∆ = τ 2 − 4δ:

(a) se δ < 0 então λ1 e λ2 são reais de sinais opostos. A origem, portanto,
é uma sela.

(b) se δ > 0 e ∆ ≥ 0 então λ1 e λ2 são reais de mesmo sinal. Portanto, a
origem é um nó, sendo estável para τ < 0 e instável para τ > 0.

(c) se δ > 0 e ∆ ≥ 0 então λ1 e λ2 são complexos e conjugados λ1,2 = α±iβ.
Portanto, a origem é um foco estável para τ < 0 e instável para τ > 0.

(d) se δ > 0 e τ = 0 então λ1 e λ2 são imaginários puros. Logo, a origem é
um centro.
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δ

τ
0

Sela Sela Sela

Poço Fonte

C
en

tr
o

Figura 3.5: Diagrama de variação de δ e τ para o Teorema 3.2.3.

Maiores detalhes podem ser encontrados em [18], Seção 1.5.

3.3 Sistemas Lineares de Dimensão Superior

Para o caso mais geral, onde n > 2, considerando a Forma Canônica de
Jordan, podemos concentrar nosso estudo nos blocos que compõem sua Forma
Canônica. Para ilustrar, vejamos o seguinte exemplo:

Exemplo 3.3.1. Considere o sistema ẋ = Ax, com

A =

 1 0 0
1 2 0
1 0 −1

 .
Calculando os seus autovalores:

det[λI − A] = 0⇒

∣∣∣∣∣∣
λ− 1 0 0
−1 λ− 2 0
−1 0 λ+ 1

∣∣∣∣∣∣ = 0

⇒ (λ− 1).(λ− 2).(λ+ 1) = 0⇒ λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = −1.

Explicitemos agora os respectivos autovetores:

(i) Para λ1 = 1, seja −→v1 = (a b c)T o autovetor associado ao autovalor λ1.
Temos

(I − A)(−→v1) = ~0⇒

 0 0 0
1 −1 0
−1 0 2

 ·
 a
b
c

 =

 0
0
0

 ,
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onde obtemos o autovetor −→v1 = (2,−2, 1)T associado ao autovalor λ1 =
1

(ii) Para λ2 = 2, temos

(I − A)(−→v2) = ~0⇒

 1 0 0
−1 0 0
−1 0 3

 ·
 a
b
c

 =

 0
0
0

 .
onde obtemos o autovetor −→v2 = (0, 1, 0)T associado ao autovalor λ2 = 2

(iii) Para λ3 = −1, temos

(I − A)(−→v3) = ~0⇒

 −2 0 0
−1 −3 0
−1 0 0

 ·
 a
b
c

 =

 0
0
0


onde obtemos o autovetor −→v3 = (0, 0, 1)T associado ao autovalor λ3 =
−1.

Note que os vetores −→v1 , −→v2 e −→v3 formam uma base de R3 e x1(t) =
et · −→v1 , x2(t) = e2t · −→v2 e x3(t) = e−t · −→v3 formam uma base para o espaço da
solução de (3.1). Temos os seguintes subespaços: ES = Span{−→v3} estável
(λ3 < 0) e EU = Span{−→v1 ,

−→v2} instável (λ1, λ2 > 0). Pelo Teorema 3.1.1,
obtemos a matriz

P =

 2 0 0
−2 1 0
1 0 1


que diagonaliza A; então

x(t) = P.

 et 0 0
0 e2t 0
0 0 e−t

 .P−1

⇒ x(t) =

 et 0 0
−et + e2t e2t 0
−(e−t + et)/2 0 e−t

x0,

Para o retrato de fase, analisaremos os autovalores, dois a dois:

(i) Para λ1 = 1 e λ2 = 2, ambos positivos, temos um nó repulsor na origem
do autoespaço Span{−→v1 ,

−→v2};
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(ii) Para λ1 = 1 e λ3 = −1, temos uma sela na origem do autoespaço
Span{−→v1 ,

−→v3};

(iii) Para λ2 = 2 e λ3 = −1, também temos uma sela na origem do auto-
espaço Span{−→v2 ,

−→v3}.

Finalmente, obtemos o retrato de fase explicitado na Figura 3.6.

X1

X2

X3

0

Figura 3.6: Uma singularidade sela no espaço R3.

4 Sistemas não-lineares

Nesta seção, apresentaremos resumidamente os principais resultados
da teoria local dos sistemas não-lineares bem como o processo de linearização,
utilizando o Teorema de Grobman-Hartman para pontos cŕıticos hiperbólicos.
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4.1 Classificação de pontos e trajetórias

O sistema linear
ẋ = Ax (4.1)

é chamado de linearização do sistema ẋ = f(x) em uma vizinhança de
x0 ∈ Rn, onde A = Df(x0) é o jacobiano de f em x0.

A linearização do campo serve para dar condições, por meio do es-
tudo do campo linearizado (que é mais simples), para que obtenhamos in-
formações sobre a dinâmica do campo ẋ = f(x) original. Isto será feito
através do Teorema de Grobman-Hartman adiante.

4.2 Teorema do Fluxo Tubular

Nesta subseção, estudaremos um fato peculiar que ocorre numa vizinhança
de um ponto regular do campo.

Definição 4.2.1. Considere um campo de vetores

f : E ⊂ R× Rn → Rn tal que ẋ = f(t, x) .

Dizemos que x0 ∈ E possui a propriedade do fluxo tubular se existem
uma vizinhaça U ⊂ E de x0, denominada vizinhança tubular de x0, um
aberto W ⊂ Rn−1, uma constante ε > 0 e um difeomorfismo h : U →
(−ε, ε) × W que conjuga o fluxo φt de f em U com o fluxo ψt do campo
constante f(y1, y2, . . . , yn) = (1, 0, . . . , 0) em (−ε, ε)×W , ou seja, vale

ψ(t, h(x)) = h(φ(t, x))

qualquer que seja x ∈ U e cada |t| < ε.

Isto significa que o ponto x0 ∈ U possui a propriedade do fluxo
tubular se o campo de vetores f , na vizinhança de x0, é dado por f , a menos
de uma mudança de coordenadas. Observe que na vizinhança tubular não
pode haver singularidades do campo. Sendo assim, motivando para o próximo
teorema que afirma:“ todo campo, localmente em torno de um ponto regular,
se comporta como o campo constante f , como ilustrado na Figura 4.1”. A
demonstração deste teorema pode ser encontrado em [20].

Teorema 4.2.1. (Teorema do Fluxo Tubular)
Seja f : E → Rn um campo de classe C1(E), onde E ⊂ Rn é um

aberto. Se x0 ∈ E não é ponto de equiĺıbrio, então x0 tem a propriedade do
fluxo tubular.

Note que o Teorema do Fluxo Tubular afirma que localmente em
torno de x0, que não seja singularidade, o campo f na vizinhança U de x0 é
sempre integrável!
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x0

φ(t, x)

h

h−1

−ε ε0

0

ψ(t, h(x))

U ⊂ E (−ε, ε)×W

Figura 4.1: Teorema do Fluxo Tubular.

4.3 Sistemas Dinâmicos

Os Sistemas Dinâmicos nos permitem ter a descrição funcional de
um fenômeno f́ısico ou de algum modelo matemático descrevendo um pro-
blema f́ısico que depende do tempo, conforme [19]. Mas o que é um Sistema
Dinâmico?

Definição 4.3.1. Um sistema dinâmico em E é uma aplicação de classe C1

φ : R× E → E

onde E é um conjunto aberto do Rn e se φt(x) = φ(t, x), então φt satisfaz as
seguintes propriedades:

(i) φ0(x) = x, para todo x ∈ E;

(ii) φt+s(x) = φt ◦ φs(x), para todo s, t ∈ R e para todo x ∈ E.

Considere o sistema dinâmico ẋ = f(t, x), com f ∈ C1(E), onde
E ⊂ Rn é aberto. Para x ∈ E, a função φ(., x) : R→ E define uma solução,
trajetória ou órbita deste sistema passando pelo ponto x0 ∈ E.

Em outras palavras, um Sistema Dinâmico é uma aplicação que des-
creve o comportamento de um objeto à medida que o tempo varia.

Do ponto de vista da Álgebra, se Dif(n) = {f : Rn → Rn; f é um
difeomorfismo} (o leitor pode verificar que (Dif(n), ◦) é um grupo com a
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composição de aplicações), então um sistema dinâmico agindo em Rn é um
homomorfismo de grupos φ(·, x) : R→ Dif(n) tal que φ(t+ s) = φ(t) ◦φ(s).

A partir deste ponto do trabalho, podemos falar em Sistemas Dinâmicos
lineares, não-lineares, Sistemas Dinâmicos suaves e suave por partes, dentre
outros.

4.4 Teorema de Grobman-Hartman

O próximo teorema nos dá condições de determinarmos completa-
mente o comportamento qualitativo de sistema não linear em uma vizinhança
de um ponto cŕıtico hiperbólico, por meio do processo de linearização do
campo vetorial.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que o ponto cŕıtico está na
origem do espaço euclidiano, pois caso contrário, pode-se translada-lo para a
origem utilizando a translação x 7→ x− x0.

Teorema 4.4.1. (Grobman-Hartman) Seja E um subconjunto aberto do
Rn contendo a origem, f ∈ C1(E) e seja φt o fluxo do sistema não linear
(2.3). Suponha f(0) = 0 e que a matriz A = Df(0) não tenha nenhum
autovalor com parte real nula. Então existe um homeomorfismo H de um
conjunto aberto U contendo a origem em um conjunto aberto V contendo a
origem tal que para cada x0 ∈ U , existe um intervalo aberto I0 ⊂ R contendo
a origem tal que para todo x0 ∈ U e t ∈ I0,

H ◦ φt(x0) = eAtH(x0)

i.e., H leva trajetórias de (2.3) em trajetórias de (4.1) em uma vizinhança
da origem e preserva a orientação pelo tempo.

Como consequência, temos o seguinte corolário: “ Considere um
sistema não linear do tipo (2.3)” :

Corolário 4.4.1. Seja E um subconjunto aberto do Rn contendo a origem
e seja f ∈ C2(E). Suponha que a origem seja um ponto cŕıtico hiperbólico
do sistema ẋ = Ax, onde A = Df(0). Então a origem é um poço (ou fonte)
para o sistema não linear ẋ = f(x) se, e somente se ele é um poço (ou fonte)
para o sistema linear ẋ = Ax. Analogamente, a origem é um poço (ou fonte)
do sistema não linear ẋ = f(x) se, e somente se, ele é um poço (ou fonte)
do sistema linear ẋ = Ax.

20



4.5 Trajetórias Distintas

Nesta seção, apresentaremos alguns tipos topológicos de órbitas de
um campo de vetores

ẋ = f(x) (4.2)

onde x ∈ Rn.

4.5.1 Órbitas Periódicas

Definição 4.5.1. Um ciclo ou órbita periódica de peŕıodo T de ẋ = f(x)
é qualquer curva solução fechada e limitada de ẋ = f(x) que não seja um
ponto de equiĺıbrio de ẋ = f(x), isto é,

Γ = {φ(t, x); s ≤ t < s+ T}

onde a curva solução φ descreve toda uma curva fechada e limitada em qual-
quer intervalo de peŕıodo T uma única vez, qualquer que seja s ∈ R.

Definição 4.5.2. Seja E um subconjunto aberto do Rn. Um ponto p ∈ E é
um ponto ω-limite de uma trajetória φ(·, x) do sistema ẋ = f(x) se existir
uma sequência tn → +∞ tal que

lim
n→∞

φ(tn, x) = p

e, analogamente, se existir uma sequência tn → −∞ tal que

lim
n→∞

φ(tn, x) = q

com q ∈ E, então o ponto q é chamado de ponto α-limite, conforme ilus-
trado na Figura 4.2.

Seguindo um racioćınio análogo à definição de ponto limite, temos a
seguir os conjuntos limite.

O conjunto de todos os pontos ω-limite de uma trajetória Γ é cha-
mada de conjunto ω-limite, denotado por

ω(x) = {p ∈ E;∃{tn} com tn →∞ e φ(tn)→ p, quando n→∞},

e, analogamente, o conjunto de todos os pontos α-limite é chamado de con-
junto α-limite, denotado por

α(x) = {p ∈ E;∃{tn} com tn → −∞ e φ(tn)→ p, quando n→∞}.
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E E

Γ Γ

q p

q é α-limite p é ω-limite

Figura 4.2: Pontos Limite.

Finalmente, o conjunto de todos os pontos limites de Γ, o conjunto α(x)∪ω(x)
é chamado simplesmente de conjunto limite de Γ, conforme Figura 4.3.

Se qualquer ponto p regular está em α(p) ou ω(p) então a trajetória
através de p é chamada de órbita limite de Γ.

Definição 4.5.3. Sejam U um conjunto aberto de R2 e X : U → R2 um
campo vetorial de classe C1. Uma órbita periódica Γ é um ciclo limite Γ
de um sistema planar ẋ = f(x) se existir uma vizinhança V de Γ tal que Γ é
a única órbita fechada de X que intercepta V .

Proposição 4.5.1. Com as notações da Definição 4.5.3, existem apenas os
seguintes tipos de ciclos limites (diminuindo V , se necessário):

(a) Estável, quando lim
t→+∞

d(φ(t, x),Γ) = 0, para todo x ∈ V ;

(b) Instável, quando lim
t→−∞

d(φ(t, x),Γ) = 0, para todo x ∈ V ;

(c) Semi-estável, quando lim
t→+∞

d(φ(t, x),Γ) = 0, para todo x ∈ V ∩ExtΓ
e lim
t→−∞

d(φ(t, x),Γ) = 0, para todo x ∈ V ∩ IntΓ, ou caso contrário.

A demonstração da Proposição 4.5.1 pode ser conferida em [20].
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α(p) ω(p)

Ciclo limite instável Ciclo limite estável

Figura 4.3: Exemplos de Ciclos Limite.

4.6 A Aplicação de Poincaré

A seguir, definiremos um importante conceito no estudo do compor-
tamento de ciclos limite. Primeiramente, introduziremos o conceito de seção
transversal local numa vizinhança de x0 ∈ E ⊂ Rn que é um ponto regular
do campo de vetores ẋ = f(x).

Sejam M uma variedade diferenciável e f : Mn → M
n+1

uma
imersão de codimensão 1. Então, para cada p ∈ M , existe uma vizinhança
E ⊂M de p tal que f(E) ⊂M é uma subvariedade de M . A esta subvarie-
dade Σ = f(E) denominamos hiperplano.

Esse hiperplano pode ser imerso de muitas formas. Para nossos
propósitos, será mais útil que ele seja transversal ao fluxo do campo de vetores
em questão, no seguinte sentido: sejam f : E → Rn, E ⊂ Rn e x0 ∈
E um ponto regular de f . Dizemos que um hiperplano Σ contendo x0 é
transversal a f em x0 se o vetor f(x0) não está contido em Σ. No caso de
Σ ser perpedicular, temos Σ = {x ∈ Rn|(x − x0).f(x0) = 0}. É evidente
que o hiperplano Σ poderá ser transversal a qualquer órbita, em particular,
para órbitas periódicas, conforme detalhamento a seguir. A Aplicação de
Poincaré está ilustrada na Figura 4.4. Enunciaremos o seguinte Teorema,
cuja demonstração é uma aplicação imediata do Teorema da Função Impĺıcita
e pode ser visto em [1], [18] e [26]:

Teorema 4.6.1. Seja E um subconjunto aberto do Rn e f ∈ C1(E). Suponha
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que φt(x0) seja uma solução de (4.2) de peŕıodo T e que o ciclo limite

Γ = {x ∈ Rn; x = φt(x0), 0 ≤ t ≤ T}

esteja contido em E. Seja Σ o hiperplano ortogonal a Γ em x0, também
chamado de Seção Transversal, mais precisamente

Σ = {x ∈ Rn; (x− xo) · f(x0) = 0}.

Então existem um δ > 0 e uma única função τ(x), definida e continuamente
diferenciável em x ∈ Nδ(x0), onde Nδ(x0) é vizinhança centrada em x de raio
δ, tal que τ(x0) = T e

φτ(x)(x) ∈ Σ,

para todo x ∈ Nδ(x0).

Definição 4.6.1. Sejam Γ, Σ, δ e τ(x) definido no Teorema 4.6.1. Então,
para x ∈ Nδ ∩ Σ, a função

P (x) = φτ(x)(x)

é denominada Aplicação de Poincaré, também chamada de Aplicação
de Primeiro Retorno.

A Aplicação de Poincaré também é usada para verificar a existência
de ciclos limite analisando a imagem da função deslocamento.

Concentramo-nos agora no caso onde n = 2. Observe que o Teorema
4.6.1 afirma que a Aplicação de Poincaré P (s) está definida para |s| < δ e,
portanto, P (0) = 0. Como consequência, podemos verificar a estabilidade de
um ciclo Γ determinado por P ′(0) definindo a seguinte função:

Definição 4.6.2. Dado a Aplicação de Primeiro Retorno de Poincaré da
Definição 4.6.1, a função deslocamento é dada por:

d(s) = P (s)− s.

Assim, temos d(0) = 0 e d′(s) = P ′(s)− 1; aplicando o Teorema do
Valor Médio, para |s| < δ, existe um número c entre 0 e s tal que

d(s) = d′(c) · s.

Como d′(s) é cont́ınua, o sinal de d′(s) será o mesmo de d′(0) numa vizinhança
de s, desde que d′(0) 6= 0. Portanto, se d′(0) < 0, temos d(s) < 0 para s > 0
e d(s) > 0 para s < 0, isto é, Γ é estável. Isso é equivalente a dizer que se
P ′(0) < 1, então Γ é estável. Analogamente para d′(0) > 0, se P ′(0) > 1,
então Γ é instável. Esclareceremos no exemplo a seguir que a estabilidade de
Γ fica determinada pela derivada da Aplicação de Poincaré.
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Γ

x0

x

P (x)
Σ

Figura 4.4: Aplicação de Primeiro Retorno de Poincaré.

Exemplo 4.6.1. Considere o seguinte sistema:{
ẋ = −y + x(1− x2 − y2)
ẏ = x+ y(1− x2 − y2).

(4.3)

O termo −(x2 + y2) que aparece no sistema sugere uma mudança para coor-
denadas polares {

x = r.cos θ
y = r.sen θ,

onde {
r2 = x2 + y2

tg θ =
y

x
.

(4.4)

Derivando as equações de (4.4) e substituindo convenientemente ẋ e ẏ no
sistema (4.3), obtemos {

ṙ = r(1− r2)

θ̇ = 1,
(4.5)

em que o leitor pode verificar que (4.5) possui um ciclo limite Γ representado
por γ(t) = (cos(t), sen(t))T , conforme Figura 4.5.

A Aplicação de Poincaré para Γ pode ser obtida resolvendo a pri-
meira equação de (4.5) por separação de variáveis e aplicando frações parci-
ais com a condição inicial r(0) = r0 e θ(0) = θ0 de modo que a solução da
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primeira equação de (4.5) é dada por

r(t, r0) =

[
1 +

(
1

r2
0

− 1

)
e−2t

]−1/2

e
θ(t, θ0) = t+ θ0.

Supondo que Σ passa pela origem com ângulo θ = θ0, então Σ é
perpendicular a Γ e a trajetória que passa pelo ponto (r0, θ0) em Σ ∩ Γ no
instante t = 0 intersecta Σ novamente quando t = 2π, conforme pode ser
visto na Figura 4.5.

O
θ0

Γ
r0

P (r0)

x

y

1

Σ

Figura 4.5: Aplicação de Poincaré para o sistema (4.3).

Constrúıda desta maneira, a Aplicação de Poincaré para o sistema
(4.3) é dada por

P (r0) =

[
1 +

(
1

r2
0

− 1

)
e−4π

]−1/2

.

Pode-se observar que P (1) = 1 corresponde ao ciclo limite Γ e a
derivada de P (r0) é facilmente calculada, onde obtemos:

P ′(r0) = e−4π.r−3
0 .

[
1 +

(
1

r2
0

− 1

)
e−4π

]−3/2

em que P ′(1) = e−4π < 1 mostra que Γ é um ciclo limite atrator, conforme
mostra a Figura 4.5.
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Portanto, o sinal da derivada da Aplicação de Poincaré nos mostra
a estabilidade do ciclo limite Γ: se P ′(r0) < 1, Γ é estável; se P ′(r0) > 1, Γ
é instável.

O Teorema 4.6.2 a seguir fornece uma fórmula para P ′(0) em termos
do campo vetorial f(x) do sistema (2.3), cuja demonstração se encontra em
[1], página 118.

Teorema 4.6.2. Seja E um subconjunto aberto de R2 e suponha que f ∈
C1(E). Seja γ(t) uma solução periódica de (2.3) de peŕıodo T . Então a
derivada da aplicação de Poincaré P (r0) ao longo da seção transversal Σ
normal a Γ = {x ∈ R2/x = γ(t)− γ(0), 0 ≤ t ≤ T} em x = 0 é dada por

P ′(0) = exp

∫ T

0

∇ · f(γ(t))dt,

onde ∇f denota o divergente de f dado por

∇f =
∂f1

∂x
+
∂f2

∂y
.

Uma das importantes consequências do Teorema 4.6.2 é o Corolário
4.6.1 que nos fornece uma interpretação de P ′(0) para determinar se dada
solução γ(t) é um ciclo limite estável ou instável conforme o sinal de P ′(0):
estável se negativo e instável se positivo.

Corolário 4.6.1. Sob as hipóteses do Teorema 4.6.2, a solução periódica
γ(t) é um ciclo limite estável se:

exp

∫ T

0

∇ · f(γ(t))dt < 0

e é um ciclo limite instável se

exp

∫ T

0

∇ · f(γ(t))dt > 0.

A Aplicação de Poincaré é amplamente usada no estudo de ciclos
limites e será vista com certa frequência.

Exemplo 4.6.2. Mostre que γ(t) = (2cos(2t), sen(2t))T é uma solução periódica
do sistema 

ẋ = −4y + x

(
1− x2

4
− y2

)
ẏ = x+ y

(
1− x2

4
− y2

)
27



e mostre que γ(t) representa um ciclo limite estável deste sistema.
Resolução:
Para mostrar que γ(t) é solução periódica, basta substituir γ(t) no sistema,
onde obtemos

ẋ = −4 · sen(2t)
ẏ = 2 · cos(2t)

que é claramente um ciclo do sistema, com peŕıodo t = 2π.
Reescrevendo o sistema na seguinte notação:

f1 = −4y + x

(
1− x2

4
− y2

)
f2 = x+ y

(
1− x2

4
− y2

)
,

calcularemos o divergente. Por:

(i)
∂f1

∂x
= 1− 3x2

4
− y2;

(ii)
∂f1

∂x
= 1− x2

4
− 3y2,

obtemos o divergente ∇f = 2 − (x2 + 4y2). Substituindo γ(t), vemos que
∇f(γ(t)) = −2. Aplicando o Corolário 4.6.1, tem-se

exp

∫ T

0

∇ · f(γ(t))dt = exp

∫ T

0

−2dt = −2 · exp
∫ T

0

dt = −2 · eT < 0.

Conclúımos que Γ é um ciclo limite estável.
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5 Introdução às Formas Normais

Este caṕıtulo será dedicado a uma técnica utilizada para reduzir ao
máximo os termos de maior ordem de um sistema para obter outro equi-
valente mais simples, porém, com a mesma dinâmica do sistema original.
Definindo uma relação de equivalência, podemos considerar o grupo quoci-
ente dos campos vetoriais e escolher o representante mais simples, isto é, a
Forma Normal. Isso simplificará muito nosso trabalho, pois estudaremos os
sistemas em sua forma normal.

5.1 Relação de Equivalência Topológica

Seja M uma variedade compacta, C∞, orientável de dimensão finita,
com fronteira ∂M . Consideraremos M ⊂ R3.

Definição 5.1.1. Considere duas variedades diferenciáveis M e N e um
ponto x ∈M . Sejam U1 e U2 duas vizinhanças de x ∈M . Introduzimos a se-
guinte relação de equivalência ∼: duas aplicações f1 : U1 → N , f2 : U2 → N
são equivalentes quando existir uma vizinhança U de x ∈ M que depende
de f1 e f2 tal que elas coincidam nas restrições f1

∣∣
U

e f2

∣∣
U

. Escreveremos
f1 ∼ f2. As classes de equivalência sob essa relação são chamadas de ger-
mes de campos de vetores.

Analogamente, define-se germe de funções. Para que aplicações coin-
cidam numa vizinhança não vazia de M , é preciso definir a lei que associa
estes campos nesta vizinhança, ponto a ponto. Note que isso pode ser feito
de várias maneiras conforme o objeto de estudo. Definiremos esta relação.

Definição 5.1.2. Dois campos de vetores X e Y em M são ditos topologi-
camente equivalentes se existir um homeomorfismo h : M → M levando
órbitas de X em órbitas de Y , preservando orientação, isto é, dados p ∈ M
e δ > 0, existe um ε > 0 tal que 0 < t < δ, então h(φX(t, p)) = φY (t̃, h(p)),
para algum 0 < t̃ < ε.

Se essa equivalência topológica, além de preservar orientação também
preservar o tempo, isto é, se dados p ∈ M e t ∈ R, tivermos h(φX(t, p)) =
φY (t, h(p)), então dizemos que os campos X e Y são topologicamente con-
jugados, que é uma relação mais forte.

Uma vez estabelecida a relação de equivalência entre sistemas de
equações diferenciais, podemos fazer um estudo qualitativo de tal forma que
este estará satisfeito se tomarmos um representante dessa classe independen-
temente da escolha. Desse modo, podemos escolher a forma mais simples
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da classe em questão, que é chamada de Forma Normal (veja [25] e [26]).
Contudo, para obtermos a Forma Normal a partir de um dado sistema de
equações diferenciais, precisamos seguir alguns passos, conforme a próxima
subseção.

5.2 Preparação Preliminar das Equações

Agora, considere o seguinte campo de vetores

ẇ = G(w), w ∈ Rn (5.1)

onde G é de classe Ck e onde k é grande o suficiente para nossos propósitos.
Suponha que (5.1) tenha um ponto fixo em w = w0.

Nosso objetivo é transformar (5.1) em sua forma mais simples.

1. Primeiramente, transladamos o ponto cŕıtico para a origem, posśıvel
usando da translação

v = w − w0, v ∈ Rn,

obtendo assim o sistema

v̇ = G(v + w0) ≡ H(v). (5.2)

2. Aqui, separaremos a parte linear do campo de vetores e reescreveremos
(5.2) da seguinte maneira:

v̇ = DH(0)v +H(v) (5.3)

onde H(v) ≡ H(v)−DH(0)v tal que H(v) = O(|v|2).

3. Seja T a matriz que transforma a matriz DH(0) na forma canônica de
Jordan (real). Então, pela transformação

v = Tx (5.4)

o campo de vetores (5.3) torna-se

ẋ = T−1DH(0)Tx + T−1H(Tx). (5.5)

Denotando a forma canônica de Jordan (real) de DH(0) por J , temos

J ≡ T−1H(Tx)
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tal que (5.3) poderá ser escrito como

ẋ = Jx + F (x), x ∈ Rn. (5.6)

É importante notar que a transformação (5.4) simplificou a parte linear
de (5.3) o máximo posśıvel. Agora prosseguiremos com a tarefa de
simplificar a parte não linear F (x). No entanto, se o ponto for regular
ou cŕıtico hiperbólico, o processo termina aqui.

4. Podemos expandir na Forma de Taylor de F (x) em torno da origem tal
que (5.6) torne-se

ẋ = Jx + F2(x) + F3(x) + · · ·+ Fk−1(x) +O(|x|k), (5.7)

onde Fi(x) representa o i-ésimo termo na expansão de Taylor de F (x).

5.3 Simplificação de termos de segunda ordem

A seguir, considerando (5.7), introduziremos a seguinte mudança de coorde-
nadas:

x = y + h2(y), (5.8)

onde h2(y) é um termo de segunda ordem em y. Substituindo (5.8) em (5.7),
obtemos:

ẋ = (Id+Dh2(y))ẏ = Jy + Jh2(y) + F2(y + h2(y))
+F3(y + h2(y)) + · · ·+ Fr−1(y + h2(y)) +O(|y|r), (5.9)

onde Id denota a matriz identidade n× n. Observe que cada termo

Fk(y + h2(y)), 2 ≤ k ≤ r − 1,

pode ser escrito na forma

Fk(y) +O(|y|k+1) + · · ·+O(|y|2k),

de modo que (5.9) torna-se

(Id+Dh2(y))ẏ = Jy + Jh2(y) + F2(y)+

+F̃3(y) + · · ·+ F̃r−1(y) +O(|y|r), (5.10)

em que a mudança de notação para os termos de ordem O(|y|k) para F̃k(y)
serve para denotar que eles foram modificados devido à mudança de coorde-
nadas.
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Assim, para y suficientemente pequeno,

(Id+Dh2(y))−1

existe e pode ser representado como uma série expandida como segue abaixo:

(Id+Dh2(y))−1 = id−Dh2(y) +O(|y|2). (5.11)

Substituindo (5.11) em (5.10), obtemos

ẏ = Jy + Jh2(y)−Dh2(y)Jy + F2(y)+

+F̃3(y) + · · ·+ F̃r−1(y) +O(|y|r). (5.12)

Podemos escolher uma forma espećıfica para h2(y) de modo que sim-
plifique os termos O(|y|2) o máximo posśıvel. Portanto, escolhendo conveni-
entemente h2(y), obtemos

Dh2(y)Jy − Jh2(y) = F2(y) (5.13)

tal que F2(y) pode ser eliminado de (5.12). A equação (5.13) pode ser vista
como uma equação para um h2(y) desconhecido. Queremos destacar que,
quando visto de maneira correta, ela é de fato uma equação linear agindo
num espaço vetorial linear. Isto pode ser obtido da seguinte maneira:

1. definindo um espaço vetorial linear apropriado;

2. definindo o operador linear no espaço vetorial e;

3. descrevendo a equação a ser resolvida neste espaço vetorial (que se
tornará (5.13).

Primeiro passo: Considere o espaço vetorial dos polinômios ho-
mogêneos de grau k, denotado por Hk.

Seja {s1, . . . , sn} uma base de Rn e seja y = (y1, . . . , yn) as coorde-
nadas com relação a essa base, considere que esses elementos da base contém
coeficientes consistindo de polinômios homogêneos de grau k, isto é,

(ym1
1 ym2

2 · · · ymn
n )si,

n∑
j=1

mj = k

onde mj ≥ 0 são inteiros. Referimo-nos a esses objetos como o conjunto de
todos os vetores polinomiais homogêneos de grau k. O conjunto de todos esses
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vetores formam um espaço vetorial linear, que denotamos por Hk. A base
para Hk consiste de elementos formados por todas as posśıveis combinações
de polinômios homogêneos de grau k de multiplicidade si, como no seguinte
exemplo:

Exemplo 5.3.1. Considere a base canônica do R2{(
1
0

)
,

(
0
1

)}
.

Denotamos as coordenadas com respeito a essa base por x e y, res-
pectivamente. Assim, obtemos

H2 = Span

{(
x2

0

)
,

(
xy
0

)
,

(
y2

0

)
,

(
0
x2

)
,

(
0
xy

)
,

(
0
y2

)}
.

Segundo passo Definir o operador linear em Hk.
Considere a equação (5.13). Claramente h2(y) pode ser visto como

elemento de H2 e
h2(y) 7−→ Dh2(y)Jy − Jh2(y)

é uma aplicação linear de H2 em H2. De modo análogo, para qualquer
elemento Hk(y) ∈ Hk, temos

hk(y) 7−→ Dhk(y)Jy − Jhk(y)

que é uma aplicação linear de Hk em Hk.
Mencionaremos uma terminologia associada à equação (5.13) que se

tornou usual. Devido à Álgebra de Lie, essa aplicação é tradicionalmente
denotada por

L
(k)
J (hk(y)) ≡ −(Dhk(y)Jy − Jhk(y))

Terceiro passo: A solução de (5.13).
Lembrando que h2(y) pode ser vista como elemento de H2, utilizando

a álgebra linear podemos escrever H2 de maneira única como

H2 = L
(2)
J (H2)⊕G2

onde G2 representa o espaço complementar a L
(2)
J (H2). Resolvendo (5.13)

do mesmo modo que se resolve a equação Ax = b da álgebra linear. Se
F2(y) estiver na imagem de L

(2)
J (·), então todos os termos O(|y|2) podem ser
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eliminados de (5.13). Em qualquer caso, podemos escolher h2(y) de tal modo
que restem apenas os termos O(|y|2) em G2. Denota-se esses termos por

F r
2 (y) ∈ G2

em que r denota o termo ressonante, que representa o termo não-linear que
não pode ser removido.

Portanto, (5.12) pode ser simplificado a

ẏ = Jy + F r
2 (y) + F̃3(y) + · · ·+ F̃r−1 +O(|y|r).

Procedendo dessa maneira, introduzimos uma mudança de coorde-
nadas de tal modo que o novo sistema de coordenadas possui apenas os
termos de segunda ordem no espaço complementar a L

(2)
J (H2). Portanto, se

L
(2)
J (H2) = H2, então todos os termos de segunda ordem podem ser elimina-

dos.

5.4 Teorema da Forma Normal

O Teorema da Forma Normal afirma que podemos simplificar um dado sis-
tema de equações diferenciais por uma mudança de coordenadas conveniente.
Isso nos permite escrever um sistema em expansão de Taylor separando a
parte linear dos termos de ordem mais alta até ordem k − 1. Eliminamos os
termos de ordem mais alta de maneira análoga ao procedimento da subseção
5.3 (consulte [26], p.272 ∼ 275), obtendo um sistema mais simples a partir
de (5.7) com a mesma dinâmica do sistema original.

Teorema 5.4.1. (Teorema da Forma Normal) Dado o sistema (5.7), é posśıvel,
através de uma sequência apropriada de mudança de coordenadas escrever
(5.7) como:

ẏ = Jy + F r
2 (y) + · · ·+ F r

r−1(y) +O(|y|r), (5.14)

onde F r
k (y) ∈ Gk, 2 ≤ k ≤ r− 1 e Gk é o espaço complementar de L

(k)
j (Hk).

Dizemos que a equação (5.14) está na Forma Normal de ordem r − 1.

Desta etapa em diante, consideraremos sistemas em sua forma nor-
mal. Fazendo uma analogia com o que acontece nos números racionais, pre-
ferimos sempre escolher a fração irredut́ıvel como representante mais simples
de uma classe de frações. Assim, a teoria das formas normais torna-se indis-
pensável para simplificação do Sistema (5.1).
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6 Bifurcações em Campos Vetoriais

Cont́ınuos

Neste caṕıtulo, nosso objetivo é apresentar os conceitos preliminares
para a teoria das bifurcações em campos vetoriais suaves. Estudaremos as
bifurcações clássicas de codimensão um em R2: o Teorema de Peixoto, que
mostra uma condição necessária e suficiente para a estabilidade estrutural
de um campo bidimensional, e o Teorema de Sotomayor que classifica essas
bifurcações através da diferencial do campo e dos seus autovalores. Finali-
zando esta parte, estudaremos a bifurcação clássica de Hopf cujo o campo de
vetores possui um par de autovalores imaginários puros.

6.1 Estabilidade Estrutural

Definição 6.1.1. Seja f ∈ C1(E) onde E é um subconjunto aberto do Rn.
Definimos a norma-C1 no espaço C1(E) por

||f ||1 = sup
x∈E
|f(x)|+ sup

x∈E
||Df(x)||

onde | · | denota a norma Euclidiana em Rn e || · || denota a norma usual
de matrizes Df(x) definida por ||T || = max

|x|≤1
|T (x)|, onde T : Rn → Rn é um

operador linear.

Definição 6.1.2. Seja E um subconjunto do Rn. Um campo de vetores
f ∈ C1(E) é dito estruturalmente estável se existir um número ε > 0,
tem-se que para todo g ∈ C1(E) com

||f − g||1 < ε

e f deve ser topologicamente equivalente a g em E, ou seja, deve existir um
homeomorfismo h : E → E que leva trajetórias de ẋ = f(x) em trajetórias de
ẋ = g(x) e preserva orientação do tempo. Neste caso, dizemos que o sistema
dinâmico ẋ = f(x) é estruturalmente estável.

No próximo exemplo, analisaremos o comportamento qualitativo de
um sistema do tipo (2.3) dado por

ẋ = f(x)

e a estabilidade estrutural diante de uma pequena perturbação deste campo
de vetores

ẋ = f(x, µ). (6.1)
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O comportamento estrutural de (6.1) varia de acordo com o parâmetro
µ. Assim, um valor µ0 do parâmetro µ na equação (6.1), tal que o campo
de vetores f(x, µ) de classe C1 não seja estruturalmente estável, é chamado
de valor de bifurcação. Assumiremos que f ∈ C1(E × J) onde E é um
conjunto aberto do Rn e J ⊂ R é um intervalo. Resumindo, a dinâmica do
sistema é alterada de acordo com a variação de µ ∈ J .

Exemplo 6.1.1. O campo de vetores

f(x) =

(
−y
x

)
em R2 não é estruturalmente estável em qualquer subconjunto compacto K ⊂
R2 contendo a origem em seu interior.

De fato, se considerarmos a perturbação µ a seguir, relativa ao sistema acima,
temos

f(x, µ) =

(
−y + µx
x+ µy

)
. (6.2)

Então, chamando g(x) = f(x, µ),

||f − g||1 = sup
x∈K

∣∣∣∣( −yx
)
−
(
−y + µx
x+ µy

)∣∣∣∣+ sup
x∈K

∣∣∣∣∣∣∣∣( 0
0

)
−
(

0 + µ
0 + µ

)∣∣∣∣∣∣∣∣
||f − g||1 = sup

x∈K

∣∣∣∣( −µx−µy
)∣∣∣∣+ sup

x∈K

∣∣∣∣∣∣∣∣( −µ−µ
)∣∣∣∣∣∣∣∣

||f − g||1 = |µ| · sup
x∈K

∣∣∣∣( x
y

)∣∣∣∣+ |µ| · sup
x∈K

∣∣∣∣∣∣∣∣( 1
1

)∣∣∣∣∣∣∣∣ ;
como K é compacto, então

||f − g||1 = |µ|(max
x∈K
|x|+ 1).

Seja d o diâmetro de K, isto é, se d = max
x,y∈K

|x− y|, então

||f − g||1 = |µ|(max
x∈K
|x|+ 1) ≤ |µ|(d+ 1).

Se tomarmos µ ∈ R tal que |µ| = ε

(d+ 2)
, obtemos ||f − g||1 < ε.

No entanto, pode-se verificar o jacobiano de cada campo:
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Df(x, µ) =

(
0 −1
1 0

)
e Dg(x, µ) =

(
µ −1
1 µ

)
e verificar que, pelo Teorema 3.2.3, f possui um centro e g possui um foco
para µ 6= 0 e não existe homeomorfismo que leva trajetórias fechadas de f
em g, pois este não as possui. Assim, f não é topologicamente equivalente a
g e, portanto, f não é estruturalmente estável em R2.

O número µ0 = 0 é chamado de valor de bifurcação do sistema
ẋ = g(x). O retrato de fase deste sistema está na Figura 6.1.

X1 X1 X1

X2 X2 X2

µ < 0 µ = 0 µ > 0

Figura 6.1: Retrato de fase do sistema (6.2) de acordo com o sinal de µ.

Antes de concluirmos esta parte introdutória, definiremos o que é
ponto não errante para enunciar o Teorema de Peixoto, que merece destaque
na parte de estabilidade estrutural.

Seja E um conjunto aberto do Rn (ouM uma subvariedade compacta
do Rn).

Definição 6.1.3. Um ponto x ∈ E (ou x ∈ M) é chamado um ponto não
errante do fluxo φt, definido por ẋ = f(x) se para toda vizinhança U ⊂ E
(U ⊂M) de x e para todo T > 0 existir um t > T tal que

φt(U) ∩ U 6= ∅.

O conjunto não errante Ω do fluxo φt, é o conjunto de todos os pontos
não errantes de φt em E (ou em M). Qualquer ponto x ∈ E \ Ω (ou em
M \ Ω) é chamado de ponto errante de φt.

37



6.2 Teorema de Peixoto

Estabelecidas essas definições, podemos enunciar o Teorema de Pei-
xoto, provado pelo matemático brasileiro Mauŕıcio Matos Peixoto, um dos
pioneiros mundiais nos estudos de estabilidade estrutural.

Teorema 6.2.1. (Peixoto,1962) Seja f um campo de vetores de classe C1

definido em uma variedade M diferenciável compacta e bidimensional. Então
f é estruralmente estável em M se, e somente se,

1. o número de pontos cŕıticos e ciclos limites é finito e todos são hi-
perbólicos;

2. não existem trajetórias conectando pontos de sela;

3. o conjunto de pontos não errantes Ω consiste somente de pontos cŕıticos
e ciclos limites.

Exemplo 6.2.1. Considere o sistema ẋ = −y + xy

ẏ = x+
x2 − y2

2
.

Calculando os pontos cŕıticos deste campo de vetores:

• da primeira equação, os pontos cŕıticos estão sobre os conjuntos: (x, 0)
e (1, y).

• da segunda equação, os pontos cŕıticos estão sobre a hipérbole

(x+ 1)2 − y2 = 1.

Se y = 0, temos x = 0 ou x = −2. Se x = 1, temos y =
√

3 ou y = −
√

3.
Os pontos cŕıticos são (0, 0), (−2, 0), (1,−

√
3) e (1,

√
3).

Determinando os autovalores,

Df =

(
y x− 1

x+ 1 −y

)
⇒
∣∣∣∣ λ− y 1− x
−1− x λ+ y

∣∣∣∣ = 0

temos o polinômio caracteŕıstico

λ2 − x2 − y2 + 1 = 0,

que na origem nos fornecem autovalores imaginários puros, λ = ±i, sendo
(0, 0) um ponto cŕıtico não hiperbólico. Pelo Teorema 6.2.1, esse sistema é
estruturalmente instável.

38



6.3 Bifurcações em Pontos de Equiĺıbrio Não Hiperbólicos

Da teoria local dos sistemas não lineares, sabemos que podemos de-
terminar localmente a dinâmica do sistema (2.3)

ẋ = f(x)

com x ∈ Rn, por meio do processo de linearização do sistema (2.3) em uma
vizinhança do ponto cŕıtico x0 usando o Teorema 4.4.1 (Grobman-Hartman),
desde que nenhum dos autovalores da matriz Df(x0) tenham parte real nula.
Além disso, se (2.3) é um sistema, isto é, ẋ = f(x, µ).

Sabemos que, se variarmos pouco o parâmetro µ, não alteramos a
natureza da estabilidade estrutural do sistema nos pontos hiperbólicos.

Desta forma, nossos estudos se concentrarão em pontos cŕıticos não
hiperbólicos em sistemas na sua forma normal, conforme Caṕıtulo 5.

Neste caṕıtulo, discutiremos o comportamento qualitativo das soluções
de um sistema do tipo (6.1) que dependem de um parâmetro µ ∈ R.

Para ilustrar as principais bifurcações no caso cont́ınuo, exibiremos
os três exemplos mais importantes de bifurcações que ocorrem em pontos
cŕıticos não hiperbólicos.

Iniciaremos nosso estudo para campo de vetores unidimensionais e,
em seguida, estudaremos o caso geral.

6.3.1 Bifurcação Sela-Nó

Considere o campo de vetores unidimensional na forma normal

ẋ = µ− x2 (6.3)

com x ∈ R e µ ∈ J ⊂ R, onde J é um intervalo contendo a origem. Para
calcular os pontos cŕıticos, devemos ter f(x, µ) = 0, isto é, µ − x2 = 0,
onde obtemos x = ±√µ. Analisando a matriz jacobiana neste caso, obtemos
Df(±√µ, µ) = ±2

√
µ.

Note que, pelo Teorema 4.4.1 (Grobman-Hartman):

• Se µ > 0, temos dois pontos cŕıticos hiperbólicos em x = ±√µ. Ana-
lisando a estabilidade sobre o eixo-x (ver Figura 6.2), verificamos que
um desses pontos é estável, representado na Figura 6.3 pela parte sólida
do ramo da parábola e o outro ponto é instável, que está representado
pela parte pontilhada na parábola.

• Se µ = 0, temos um ponto cŕıtico não hiperbólico ou singularidade em
x = 0, pois Df(0, 0) = 0. Para este caso, o ponto µ = 0 é chamado de
valor de bifurcação. (Figura 6.3).
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• Se µ < 0, não há pontos cŕıticos.

x x x

µ < 0 µ = 0 µ > 0

Figura 6.2: Bifurcação Sela-nó: pontos cŕıticos conforme a variação do
parâmetro µ.

µ

µ = x2

x

Figura 6.3: Bifurcação Sela-Nó: parábola que representa estabilidade dos
pontos cŕıticos do sistema ẋ = f(x, µ) no plano de bifurcação.

Na Figura 6.3, as setas ao longo das linhas verticais representam o
fluxo gerado por (6.3) ao longo da direção x. Cada linha vertical da Figura
6.3 está representada individualmente na Figura 6.2. A Figura 6.3 é deno-
minada diagrama de bifurcação. Este caso particular é conhecido como
Bifurcação Sela-Nó.
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Assim, o campo de vetores unidimensional f(x) = −x2 é estrutu-
ralmente instável com valor de bifurcação µ0 = 0, pois para pequenas per-
tubações de µ, o comportamento do campo se altera.

6.3.2 Bifurcação Transcŕıtica

Considere o sistema unidimensional na forma normal

ẋ = µx− x2. (6.4)

Os pontos cŕıticos são obtidos por µx − x2 = 0, de onde obtemos
x = 0 ou x = µ. Mas observe que se µ = 0, temos que x = 0 é o único ponto
cŕıtico e ele é não hiperbólico, pois Df(x, µ) = µ− 2x.

(i) Se x = 0, temos Df(0, µ) = µ com as seguintes possibilidades:

• µ < 0 ⇒ Df(0, µ) < 0. Logo x = 0 é ponto cŕıtico estável.

• µ = 0 ⇒ Df(0, 0) = 0. Ponto cŕıtico não hiperbólico.

• µ > 0 ⇒ Df(0, µ) > 0. Logo, x = 0 é um ponto cŕıtico instável.

(ii) Se x = µ, temos Df(µ, µ) = −µ com as seguintes possibilidades:

• µ < 0 ⇒ Df(0, µ) > 0. Logo, x = 0 é um ponto cŕıtico instável.

• µ = 0 ⇒ Df(0, 0) = 0. Ponto cŕıtico não hiperbólico.

• µ > 0 ⇒ Df(0, µ) < 0. Logo x = 0 é ponto cŕıtico estável.

Na Figura 6.4, temos os retratos de fase para cada valor de µ e na Figura
6.5, o diagrama de bifurcação.

x x x

µ < 0 µ = 0 µ > 0

Figura 6.4: Bifurcação Transcŕıtica: pontos cŕıticos conforme a variação do
parâmetro µ.

Assim, o campo de vetores f(x) = −x2 é estruturalmente instável
com valor de bifurcação µ0 = 0, pois para pequenas pertubações µ, a dinâmica
do campo se altera.
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No diagrama de bifurcação da Figura 6.5, cada reta vertical repre-
senta o fluxo gerado por (6.4) ao longo da direção x. Cada reta vertical está
representada individualmente na Figura 6.4.

µ

x
µ = x

Figura 6.5: Bifurcação Transcŕıtica: reta que representa µ = x no diagrama
de bifurcação.

O valor de bifurcação é µ0 = 0. Esse tipo de bifurcação é chamado
de Bifurcação Transcŕıtica.

6.3.3 Bifurcação Pitchfork

Considere o sistema unidimensional em sua forma normal

ẋ = µx− x3. (6.5)

Os pontos cŕıticos ocorrem em x = 0 ou x = ±√µ. Denotando (6.5)
por f(x, µ) = µx− x3, analisaremos seu jacobiano Df(x, µ) = µ− 3x2.

Se x = 0, temos o jacobiano Df(0, µ) = µ. Dáı, segue que

• µ < 0⇒ Df < 0. Então, a origem é um ponto cŕıtico atrator.

• µ = 0⇒ Df = 0, temos um ponto cŕıtico não hiperbólico de ẋ = −x3

em x = 0, o que implica que 0 é o único ponto cŕıtico não hiperbólico,
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pois
µx− x3 = 0⇒ x (µ− x2)︸ ︷︷ ︸

6=0

= 0.

• µ > 0⇒ Df > 0. Logo, a origem é um ponto cŕıtico repulsor.

De modo inteiramente análogo, analisando para x = ±√µ, temos o
jacobiano Df(

√
µ, µ) = −2µ onde

• µ < 0⇒ Df > 0. Portanto, x = ±√µ é um ponto cŕıtico repulsor.

• µ = 0 ⇒ Df = 0. Portanto, x = ±√µ é um ponto cŕıtico não
hiperbólico.

• µ > 0⇒ Df < 0, Portanto, x = ±√µ é um ponto cŕıtico atrator.

Na Figura 6.7, as setas ao longo das linhas verticais representam o
fluxo gerado por (6.5) ao longo da direção x. Cada linha vertical da Figura
6.7 está representada individualmente na análise unidimensional na Figura
6.6.

µ ≤ 0 µ > 0

x x

Figura 6.6: Bifurcação Pitchfork : pontos cŕıticos conforme a variação do
parâmetro µ.

Definição 6.3.1. Considere o sistema de equações diferenciais (6.1). Dize-
mos que o sistema possui um ponto cŕıtico de multiplicidade m em x = 0, se
Df(0, 0) = · · · = Dm−1f(0, 0) = 0 e Dmf(0, 0) 6= 0.

Note que nos sistemas (6.3) e (6.4), com o valor de bifurcação µ0 = 0,
a origem é um ponto cŕıtico de multiplicidade 2. No sistema (6.5), a origem
é um ponto cŕıtico de multiplicidade 3.

Existe uma relação intŕınseca entre esses fatos e a caracterização des-
sas bifurcações. Um fato notável é que esta caracterização é válida também
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µ

x

µ = x2

Figura 6.7: Bifurcação Pitchfork : parábola que representa µ = x2 no dia-
grama de bifurcação.

para sistemas de dimensões mais altas, o que foi provado por Jorge Sotomayor
em 1976 (veja [10] p. 148), conforme enunciaremos a seguir. Com a seguinte
notação para o sistema diferenciável onde assumiremos que as funções

fi : Rn × R −→ R
(x, µ) 7−→ fi(x, µ)

são cont́ınuas. Considere 
ẋ1 = f1(x, µ)
ẋ2 = f2(x, µ)

...
ẋn = fn(x, µ)

(6.6)

em que Df denota a matriz jacobiana de f com relação a x, e fµ denota o
vetor das derivadas parciais das componentes de f com respeito ao escalar
µ.

Teorema 6.3.1. (Sotomayor) Seja ẋ = f(x, µ) um sistema de equações
diferenciais em Rn que depende de um único parâmetro µ ∈ R. Quando µ =
µ0, assuma que exista um equiĺıbrio para o qual a matriz jacobiana An×n ≡
Df(x, µ) tenha um único autovalor nulo λ = 0, com autovetor correspondente
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v e AT possua um autovetor w correspondente ao autovalor nulo. Além disso,
suponhamos que A possua k autovalores com parte real negativa e n− k − 1
autovalores com parte real positiva. Se ocorrer:

(i) wT .fµ(x0, µ0) 6= 0;
(ii) wT .[D2f(x0, µ0)(v, v)] 6= 0,

(6.7)

então existe uma curva suave de pontos de equiĺıbrio de (6.6) em Rn × R
passando por (x0, µ0), tangente ao hiperplano Rn×{µ0}. Dependendo do sinal
das expressões em (6.7), não existem pontos de equiĺıbrio de (6.6) próximos
de x0 quando µ < µ0 (ou quando µ > µ0) e existem dois pontos de equíılibrio
de (6.6) próximos de x0 quando µ > µ0 (ou quando µ < µ0). Os dois
pontos de equiĺıbrio de (6.6) próximos de x0 são hiperbólicos e tem variedades
estáveis de dimensões k e k + 1 respectivamente, i.e., o sistema (6.6) possui
uma Bifurcação Sela-Nó no ponto de equiĺıbrio x0, em que o parâmetro
µ assume o valor de bifurcação µ = µ0.

Se as condições descritas em (6.7) forem substitúıdas por

(i) wT .fµ(x0, µ0) = 0;
(ii) wT .[Dfµ(x0, µ0)v] 6= 0;
(iii) wT .[D2f(x0, µ0)(v, v)] 6= 0;

então o sistema (6.6) possui uma Bifurcação Transcŕıtica no ponto de
equiĺıbrio x0, em que o parâmetro µ assume o valor de bifurcação µ = µ0.

E ainda, se as condições (6.7) forem substitúıdas por

(i) wT .fµ(x0, µ0) = 0;
(ii) wT .[Dfµ(x0, µ0)v] 6= 0;
(iii) wT .[D2f(x0, µ0)(v, v)] = 0;
(iv) wT .[D3f(x0, µ0)(v, v, v)] 6= 0;

então o sistema (6.6) possui uma Bifurcação Pitchfork no ponto de equiĺıbrio
x0, em que o parâmetro µ assume o valor de bifurcação µ = µ0.

Para ilustrar, veja o seguinte exemplo em que o comportamento qua-
litativo do sistema em uma vizinhança de um ponto não-hiperbólico pode ser
determinado utilizando o Teorema de Sotomayor.

Exemplo 6.3.1. Considere o sistema planar{
ẋ = µx− x3

ẏ = −y.

O único ponto cŕıtico é a origem. Calculando A = Df , D2f , D3f , fµ e Dfµ:
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• Df =

[
µ− 3x2 0

0 −1

]
⇒ Df(0, 0) =

[
0 0
0 −1

]
;

• D2f =

[
−6x 0

0 −1

]
⇒ D2f(0, 0) =

[
0 0
0 −1

]
;

• D3f =

[
−6 0
0 −1

]
⇒ D3f(0, 0) =

[
−6 0
0 −1

]
;

• fµ =

[
(f1)µ
(f2)µ

]
=

[
x
0

]
⇒ fµ(0, 0) =

[
0
0

]
e

• Dfµ =

[
1
0

]
.

O autovetor v associado ao autovalor λ = 0 é v = w = (1, 0)T . Verificando
as condições do Teorema:

(i) wT .fµ(0, 0) = [1 0].

[
0
0

]
= [0];

(ii) wT .[Dfµ(0, 0).v] = [1 0].

[
1
0

]
= [1] 6= 0;

(iii) wT .[D2f(0, 0).(v, v)] = [1 0].

[
0 0
0 −1

]
.

[
1
0

]
= [0] e

(iv) wT .[D3f(0, 0).(v, v, v)] = [1 0].

[
−6 0
0 −1

]
.

[
1
0

]
= [−6] 6= 0.

Pelo Teorema 6.3.1, temos uma Bifurcação Pitchfork (Figura 6.7) na origem
onde o valor de bifurcação é µ0 = 0.

6.4 Bifurcação Hopf

Até esta etapa, consideramos alguns tipos de bifurcação que ocorrem
em pontos de equiĺıbrios não-hiperbólicos x0 de um sistema do tipo (6.1), no
qual (x, µ) ∈ Rn × R e a matriz jacobiana Df possui um único autovalor
nulo. Nesta seção, verificaremos comportamentos que podem ocorrer em um
sistema se este possui um único par de autovalores imaginários puros e os
demais autovalores possuem parte real não nula. Considere o sistema planar
na forma normal: {

ẋ = −y + x(µ− x2 − y2)
ẏ = x+ y(µ− x2 − y2).

(6.8)
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Observe que o único ponto cŕıtico deste sistema é a origem, pois, supondo
que existam outros pontos cŕıticos diferentes da origem, chegamos a uma
contradição: {

−y + x(µ− x2 − y2) = 0
x+ y(µ− x2 − y2) = 0.

Assim, conclúımos que (µ− x2 − y2)2 = −1. Logo

Df((x, y), µ) =

[
(µ− x2 − y2)− 2x2 −1− 2xy

1− 2xy (µ− x2 − y2)− 2y2

]
,

sendo

Df(0, µ) =

[
µ −1
1 µ

]
.

Pelo Corolário 4.4.1, a origem será um foco estável ou instável do
sistema (6.8) para µ < 0 e µ > 0, respectivamente. Observe que se µ = 0,
temos que

Df(0, 0) =

[
0 −1
1 0

]
que nos fornece um par de autovalores imaginários puros e portanto a origem
será um centro ou um foco de seu sistema com µ = 0. Fazendo mudança de
coordenadas polares, podemos reescrever o sistema (6.8) como:{

ṙ = r(µ− r2)

θ̇ = 1.

Observe que:

• Se r <
√
µ, então ṙ > 0. O raio r aumenta, i.e., a trajetória converge

para o parabolóide por dentro;

• Se r =
√
µ, então ṙ = 0. O raio r não varia e portanto temos um ciclo

limite Γ sobre o parabolóide;

• Se r >
√
µ, então ṙ < 0. O raio r diminui, i.e., a trajetória converge

para o parabolóide por fora.

Esse comportamento pode ser observado na Figura 6.8.
Observe que se ṙ = 0, então r =

√
µ (raio invariante) nos fornece a

famı́lia de ciclos limite

Γµ = γµ(t) =
√
µ(cos t, sen t)T .
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x

y

µ < 0 µ = 0 µ > 0

x

y

Γµ

µ

Figura 6.8: Diagrama de Bifurcação Hopf.

Assim, se µ > 0, temos um ciclo limite para µ0 =
√
µ e trajetórias que

se aproximam de Γ para outros valores de µ > 0, onde Γµ representa uma
famı́lia de ciclos limite deste sistema.

O parabolóide representado na Figura 6.8 representa a famı́lia de
ciclos limite Γµ que define uma superf́ıcie em R2 × R.

A seguir, definiremos o número de Liapunov que será usado no Te-
orema de Hopf.

A definição a seguir foi obtida por Liapunov e pode ser conferida em
[1] p. 252 e [18] p. 218-219, na qual enunciaremos, sem demonstração, um
teorema que nos será útil para mostrar que m ciclos limites podem ser bifur-
cados a partir de um foco de multiplicidade m sob pequenas perturbações do
sistema do tipo
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{
ẋ = ax− by + p(x, y)
ẏ = cx+ dy + q(x, y)

(6.9)

onde p e q são funções da forma:

p(x, y) =
∑
i+j≥2

aijx
iyj = (a20x

2 + a11xy + a02y
2)+

+(a30x
3 + a21x

2y + a12xy
2 + a03y

3) + · · ·

q(x, y) =
∑
i+j≥2

bijx
iyj = (b20x

2 + b11xy + b02y
2)+

+(b30x
3 + b21x

2y + b12xy
2 + b03y

3) + · · ·

Neste caso, se µ = 0 e Df(0, 0) tiver um par de autovalores imaginários
puros, a origem é chamada de foco fraco.

Definição 6.4.1. Seja a Função Deslocamento da Definição 4.6. Se d′(0) =
d′′(0) = 0 e d′′′(0) 6= 0, então o número de Liapunov para o foco na
origem de (6.9) é dado pela expressão:

σ ≡ d′′′(0) =
3π

2b

{
[3(a30 + b03) + (a12 + b21)

− 1

b
[2(a20b20 − a02b02)− a11(a02 + a20) + b11(b02 + b20)]

}
. (6.10)

Lembrando da Aplicação de Poincaré da Definição 4.6.1 e de sua
Função Deslocamento da Definição 4.6, dada por d(s) = P (s) − s, enuncia-
remos o seguinte Teorema, demonstrado em [1], p. 241.

Teorema 6.4.1. Seja P (s) a Aplicação de Poincaré para um foco na origem
do sistema planar anaĺıtico (6.9) com b 6= 0 e suponha que P (s) é definido
para 0 < s < δ0. Então existe um número δ > 0 tal que P (s) pode ser
expandido como uma função anaĺıtica para |s| < δ. Além disso, P (0) = 0,
P ′(0) = exp(2πa/b), e se d(s) = P (s) − s, então d(s) · d(−s) < 0 para
0 < |s| < δ.

A consequência desse Teorema é que o fato de d(s) · d(−s) < 0 para
0 < |s| < δ pode ser usado para mostrar que se

d(0) = d′(0) = · · · = d(k−1)(0) = 0 e d(k)(0) 6= 0,
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então k é ı́mpar, isto é, k = 2m + 1 para m ∈ N. O número inteiro m =
(k − 1)/2 é chamado de multiplicidade do foco. Se m = 0, o foco é chamado
de foco simples e pelo Teorema 6.4.1, segue que o sistema (6.9), com b 6= 0
tem um foco simples na origem se, e somente se, a 6= 0. Portanto, o sinal
de d′(0) determina a estabilidade da origem. Se a < 0, a origem é um foco
estável; caso contrário, instável. Em qualquer caso, se d′(0) = 0, o sistema
(6.9) tem um foco ou centro na origem. Dáı, se d′(0) = 0, então a primeira
derivada não nula σ ≡ dk(0) 6= 0 é chamada de número de Liapunov do
foco. Segue que, se σ < 0, então o foco é estável; se σ > 0, o foco é instável.
Em particular, se σ 6= 0, então a origem será um foco fraco de multiplicidade
1, foco estável se σ < 0 e instável se σ > 0.
Para o caso planar mais geral{

ẋ = ax+ by + p(x, y)
ẏ = bx+ ay + q(x, y)

com ∆ = ad− bc > 0, a+ d = 0 e p(x, y), q(x, y), tem-se

Df(0) =

[
a b
c d

]
.

Esse jacobiano possui um par de autovalores imaginários puros e, portanto, a
origem será um foco fraco (i.e., possui um par de autovalores com parte real
nula). Em geral, quaisquer que sejam os termos de ordem mais alta acrescen-
tados ao sistema linear (6.9), ocorrerá uma bifurcação Hopf na origem com
o valor de bifurcação µ0 = 0 desde que o número de Liapunov seja diferente
de zero.

Teorema 6.4.2. (Bifurcação de Hopf) Se o número de Liapunov σ 6= 0,
então uma bifurcação de Hopf ocorre na origem do sistema planar (6.9) com
um valor de bifurcação µ0 = 0; em particular, se σ < 0, então um único
ciclo limite estável bifurca na origem de (6.9) com uma perturbação µ > 0,
e se σ > 0, então um único ciclo limite instável bifurca na origem de (6.9)
com uma perturbação µ < 0. Se σ < 0, o retrato de fase local para (6.9) é
topologicamente equivalente a um dos apresentados na Figura 6.8 e tem uma
superf́ıcie de órbitas periódicas que possuem uma tangência quadrática com
o plano xy na origem em R2 × R.

A demonstração desse Teorema pode ser conferida em [1], p. 261-264.

Exemplo 6.4.1. Considere o seguinte sistema planar:{
ẋ = µx− y + x2

ẏ = x+ µy + x2,
(6.11)
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temos que Df(0, 0) =

[
µ −1
1 µ

]
e, para µ = 0, esta matriz jacobiana possui

um par de autovalores imaginários puros que coincide com a matriz jacobiana
de (6.8) e a origem, portanto, é um foco fraco.
Calculando seu número de Liapunov pela Definição 6.4.1, temos a = µ,
b = 1, c = 1 e d = −µ com a20 = b20 = 1, coeficientes de x2 na primeira e
segunda equação, respectivamente:

σ =
3 · π
2 · b

·
(
−1

b

)
(2 · a20b20)

3 · π
2 · 1

·
(
−1

1

)
[2 · 1 · 1] = −3π 6= 0.

Segue do Teorema 6.4.2 que o sistema possui um foco fraco de multiplicidade
1 na origem para µ = 0. Além disso, se σ < 0, o sistema possui um único
ciclo limite estável que bifurca na origem para µ = 0. Observe que, neste
caso, ∆ = ad − bc = µ2 + 1 > 0 e a + d = 2µ = 0, que está de acordo com
(6.9).

Encerramos aqui esta seção. Na próxima seção, comentaremos pri-
meiramente sobre campos vetoriais definidos em variedades com bordo, a
fim de estabelecermos conceitos necessários ao nosso estudo para, então, es-
tudarmos as bifurcações nos campos de vetores suaves por partes. Adiante
relacionaremos as bifurcações em campos cont́ınuos e campos suaves por par-
tes.
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7 Campos vetoriais definidos em variedades

com bordo

Considerando a Definição 5.1.1 de germes de campos vetoriais e de con-
jugação topológicas já discutidas naquela seção, estudaremos os campos em
variedades M com bordo ou fronteira ∂M , baseado em [24].

7.1 Estabilidade Estrutural em Campos Vetoriais de-
finidos em Variedades com bordo

Para nossos propósitos, denote Xr(n) o espaço de todos os germes dos campos
de vetores Cr em Rn munido da topologia Cr com r > 1 suficientemente
grande para nossos propósitos e n = 2, 3.

Definição 7.1.1. Dizemos que X ∈ Xr(n) é estruturalmente estável em
Xr(n) se existir uma vizinhança V ⊂ Xr(n) tal que, para todo Y é topologi-
camente equivalente a X, para todo Y ∈ V .

Antes de mostrarmos condições para classificar os diferentes tipos de
contato entre um campo suave X e a fronteira ∂M da variedade compacta
M , denote por Σ = ∂M . Seja Σ = h−1(0) (onde 0 é um valor regular), uma
subvariedade em que h ∈ Cr é (um germe de) uma função suave

h : U ⊂ Rn, 0→ R, 0 (7.1)

possuindo 0 como valor regular. Essa notação significa que h é um germe de
uma função definida em uma vizinhança de 0 em Rn.

7.1.1 As Classes de Equivalência Topológicas

Definição 7.1.2. Sejam X : U → U um campo vetorial definido em U ⊂ Rn

e h : U → R uma aplicação, onde ambas são de classe Cr em U . Se ∇h
denota o gradiente de h, definimos

Xh = 〈X,∇h〉 =

〈
(X1, . . . , Xn),

(
∂h

∂x1

, . . . ,
∂h

∂xn

)〉
=

n∑
i=1

Xi
∂h

∂xi
(7.2)

chamada Derivada de Lie, onde X = (X1, . . . , Xn).

Essa derivada é nossa principal ferramenta para caracterizar os tipos
de contato do fluxo do campo sobre uma variedade Σ = ∂M = h−1(0), como
veremos a seguir:
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Definição 7.1.3. O conjunto Γ0(n) de elementos X em Xr(n) é um conjunto
que satisfaz uma das seguintes condições:

(0) Xh(0) 6= 0 (0 é ponto regular e X é transversal a Σ);

(1) Xh(0) = 0 e X2h(0) 6= 0 (0 é um ponto de dobra ou tangência
quadrática de X);

(2) Xh(0) = X2h(0) = 0 e X3(0) 6= 0 e o conjunto {Dh(0), DXh(0), DX2h(0)}
é linearmente independente (0 é chamado de ponto de cúspide ou
tangência cúbica (ou ainda, dobra de grau 3) de X);

...

(n) Xh(0) = X2h(0) = · · · = Xnh(0) = 0 e Xn+1h(0) 6= 0 com
{Dh(0), DXh(0), DX2h(0), . . . , DnXh(0)} é linearmente independente.

Denotemos por τX = {p ∈ Σ;h(p) = X.h(p) = 0}, o conjunto das
Σ-singularidades ou conjunto das tangências de X ∈ Xr(n).

Por exemplo, se n = 3, temos a classe Γ0(3), conforme Figura 7.1.

τX τX

Σ Σ Σ

Transversal Dobra Cúspide

Figura 7.1: A classe Γ0(3) de campos em variedades com bordo.

O nosso objetivo é estudar casos de bifurcações sobre as dobras. A
seguir, conforme mostrado na Figura 7.2, diremos que a tangência ou dobra
do campo de vetores para Σ é:

• viśıvel, se X2h(p) > 0 e

• inviśıvel, se X2h(p) < 0.
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X2h(p) > 0

p

X2h(p) < 0

p

Tangência viśıvel Tangência inviśıvel

Σ

Σ

Figura 7.2: Tangências em p ∈ Σ.

Como demonstrado em [25], sabemos que Γ0(n) ⊂ Xr(n) é aberto e
denso1 e que ele coincide com o campo de vetores Σ-estruturalmente estável
em Xr(n). Deste modo, dizemos que Γ0(n) é uma subvariedade de codi-
mensão 0 em Xr(n).

Note que, genericamente, toda dobra constitui um conjunto aberto
e denso de τX . E se X(0) = 0, então X /∈ Γ0(n).

O conjunto das Σ-bifurcações está representado por

Xr
1(n) = Xr(n) \ Γ0(n).

Vishik, em [25], considerou duas maneiras de se abordar os campos
vetoriais em variedades com bordo. Ele exibiu as formas normais das Σ-
singularidades de codimensão zero, que são as seguintes:

(i) Fluxo tubular: X(x) = (1, 0, . . . , 0) e h(x) = xk1 + x2x
k−1
1 + x3x

k−2
1 +

· · ·+ xkx
1
1 + xk onde k = 0, 1, . . . , n ou

(ii) Fronteira Plana: X(x) = (x2, x3, . . . , xk, 1, 0, 0, . . . , 0) e h(x) = x1

em que k é a ordem do contato.
As duas diferentes abordagens de Vishik estão representadas na Fi-

gura 7.3.
Discutiremos adiante uma importante interação entre o campo de

vetores próximo de Σ e as singularidades dessas aplicações. Veremos de que
maneira algumas técnicas poderão ajudar na compreensão da dinâmica de
nossos sistemas.

1Cf. Teorema de Sard, página 4.
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Σ

Σ

(i) Fluxo Tubular (ii) Fronteira Plana

X

X

Figura 7.3: Exemplos de Formas Normais de Vishik.

7.1.2 Aplicação de Primeiro Retorno para Campos Vetoriais em
Variedades com Bordo

Considere a seguinte construção, que pode ser encontrada em [24]:
seja X ∈ Xr(n). Considere o sistema de coordenadas x = (x1, x2, . . . , xn) ∈
Rn, 0 tal que Σ = {x1 = 0} e X = (X1, X2, . . . , Xn), onde assumiremos que
X(0) 6= 0 e X1(0) = 0. Seja N0 uma seção transversal a X em 0.

Pelo Teorema da Função Impĺıcita, para cada p ∈ Σ, 0, existe um
único t = t(p) em R, 0 tal que a órbita-solução t 7→ γ(t, p) de X através de p
passa por N0 no ponto p̃ = γ(t(p), p), como mostrado na Figura 7.4.

Definimos a aplicação suave

φX : Rn, 0→ Rn, 0
p 7−→ p̃ = γ(t(p), p).

Essa aplicação é uma ferramenta usada no estudo dos campos de vetores
na vizinhança da fronteira de uma variedade. Observe que o conjunto τX
coincide com o conjunto de pontos fixos de φX .

Essa construção simplificará nosso trabalho, uma vez que estamos
interessados em encontrar uma relação de equivalência entre dois campos de
vetores que preservem Σ, pois eventualmente podemos reduzir esse problema
encontrando equivalências entre φX e φY no âmbito das singularidades dessas
aplicações.

Lembrando que quando 0 é uma Σ-singularidade do tipo dobra de
X então, associado à aplicação φX , existe um difeomorfismo simétrico βX
que satisfaz a relação φX ◦ βX = φX . A construção foi realizada sobre uma

55



R, 0

0

t

γ

x1

. . . xn
x2 . . .

p̃

N0

0

Σ

γ(t, p)

p

Figura 7.4: Órbita γ(t, p) que passa pela seção N0 em p̃.

variedade em que o campo deve ser definido em duas partes para que haja
primeiro retorno. O fato de considerarmos o campo em duas partes já nos
induz aos próximos caṕıtulos, em que definiremos campos de vetores suaves
por partes.

Para isto, precisaremos adiantar uma definição: considere um campo
Z = (X, Y ), como definido em (8.1), tal que φX e φY são dobras com
X2h(0) < 0 e Y 2h(0) > 0. Então a composta βX com βY nos fornece a
aplicação de primeiro retorno βZ associado a Z e Σ. Veremos adiante que
essa situação será chamada de singularidade dobra-dobra eĺıptica, onde a
aplicação βZ desempenhará um papel fundamental nos estudos da dinâmica
dos campos de vetores suaves por partes.

7.2 Σ-singularidades de codimensão um em variedades
de dimensões dois e três

7.2.1 Variedades de dimensão 2

No caso das variedades de dimensão 2, a única Σ-singularidade de codimensão
zero é um ponto de dobra em R2, 0. As Σ-singularidades de codimensão um,
definidas a seguir, são representadas pelos subconjuntos Γ1(2) de Xr

1(2) de
acordo com [24].
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Definição 7.2.1. Dizemos que a p é uma Σ-singularidade de codimensão um
de X ∈ Γ1(2), se a p ∈ Σ é uma singularidade do tipo cúspide ou se p ∈ Σ é
um ponto cŕıtico Σ-hiperbólico do campo de vetores X.

Uma singularidade cúspide é caracterizada por Xh(p) = X2h(p) = 0
e X3h(p) 6= 0 (ver Figura 7.5). No segundo caso, isto significa que p é um
ponto cŕıtico hiperbólico de X (ver Figura 7.6) com autovalores distintos e
com variedades invariantes transversais (estável, instável e fortemente estável
ou fortemente instável).

Σ Σ Σ

X X X

Cúspide

Figura 7.5: Singularidade Cúspide e seu desdobramento.

X X X

Σ Σ Σ

Figura 7.6: Ponto de sela na fronteira e seu desdobramento.

Nesta subsubseção, considere o sistema de coordenadas em R2, 0 tal
que h(x, y) = y.

O próximo teorema, provado em [22], apresenta as formas normais
das singularidades de codimensão um, tais como na Definição 7.2.1. As
formas normais são as representantes mais simples da classe de equivalência
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dos germes dos campos de vetores e, por isso, a grande importância de se
estabelecer as formas normais para cada caso. Nesta subseção, considere
h(x, y) = y e o Teorema 3.2.3.

Teorema 7.2.1. Seja X ∈ Xr
1(2). O campo de vetores X é estruturalmente

estável relativamente a Xr
1(2) se, e somente se, X ∈ Γ1(2). Além disso, Γ1(2)

é uma subvariedade mergulhada de codimensão um e denso em Xr
1(2).

Além disso, temos as seguintes formas normais:
• Para codimensão zero:

1: Xµ(x, y) = (1, 0) (ponto regular);

2: Xµ(x, y) = (1, x) (singularidade de dobra).

• Para codimensão um:

1: Xµ(x, y) = (1, µ+ x2) (singularidade cúspide);

2: Xµ(x, y) = (ax, x + by + µ), com a = ±1 e b = ±2, onde obtemos as
seguintes Formas de Jordan:

∗
(

1 0
0 2

)
, que é uma fonte;

∗
(

1 0
0 −2

)
, que é uma sela;

∗
(
−1 0
0 2

)
, que é uma sela;

∗
(
−1 0
0 −2

)
, que é um poço;

3: Xµ(x, y) = (x, x− y + µ), obtemos a Forma de Jordan(
−1 0
0 −1

)
,

que é um poço;

4: Xµ(x, y) = (x+ y,−x+ y + µ), obtemos a Forma de Jordan(
1− i 0

0 1 + i

)
,

que é um foco repulsor.
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7.2.2 Variedades de dimensão 3

Nossa atenção agora será dada aos casos de dimensão 3. Nesta subseção,
considere h(x, y, z) = z. Em [21], Sotomayor e Teixeira estudaram o conjunto
de Σ-bifurcações, que denotamos por Xr

1(3), e caracterizaram sua estabilidade
estrutural, que é caracterizada no seguinte Teorema.

Teorema 7.2.2. Um campo X ∈ Xr(3) é estruturalmente estável se, e so-
mente se:

(1) X(p) 6= 0, para todo p ∈ Σ;

(2) Para toda definição local h de Σ em p, uma das seguintes condições é
satisfeita:

(2.1) Caso regular: (X.h)(p) 6= 0;

(2.2) Caso dobra: (X.h)(p) = 0 e (X2.h)(p) 6= 0;

(2.3) Caso cúspide: (X.h)(p) = 0, (X2.h)(p) = 0, (X3.h)(p) 6= 0
onde o conjunto de vetores {Dh(p), D(X.h)(p), D(X2.h)(p)} é linear-
mente independente.

Considere Γ0(3) a classe de campos de vetores em Xr(3) satisfazendo
(2.1), (2.2) ou (2.3). Fixando h(x, y, z) = z, ainda em [21] são exibidas
as formas normais dos campos de vetores em Γ0(3):

(3) Caso regular: X(x, y, z) = (0, 0, 1);

(4) Caso dobra: X(x, y, z) = (1, 0, x);

(5) Caso cúspide: X(x, y, z) = (1, 0, x2 + y) e Γ0(3) é denso em Xr(3).

Definição 7.2.2. Seja Xr
1(3) = Xr(3) \ Γ0(3). Diremos que um campo de

vetores X está em Γ1(a) ⊂ Xr
1(3), se as seguintes condições forem satisfeitas:

(a.1) X(0) = 0 e 0 é um ponto cŕıtico hiperbólico de X;

(a.2) os autovalores de DX(0) são dois a dois distintos e os autoespaços
correspondentes são transversais a Σ em 0;

(a.3) cada par de autovalores não complexos conjugados de DX(0) possui
partes reais distintas.

Definição 7.2.3. Diremos que um campo de vetores X está em Γ1(b) ⊂
Xr

1(3), se X(0) 6= 0, Xh(0) = 0, X2h(0) = 0 e uma das condições forem
satisfeitas:
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(b.1) X3h(0) 6= 0, posto{Dh(0), DXh(0), DX2h(0)} = 2 e 0 é um ponto
cŕıtico não-degenerado de Xh|Σ;

(b.2) X3h(0) = 0, X4h(0) 6= 0 e 0 é um ponto regular de Xh|Σ.

O próximo resultado também pode ser encontrado em [21] e nos
fornece as condições intŕınsecas de um campo de codimensão um, definido
em uma variedade de dimensão três, com bordo Σ.

Teorema 7.2.3. São válidas as seguintes afirmações:

(i) Γ1(3) = Γ1(a) ∪ Γ1(b);

(ii) Γ1(3) é uma subvariedade de codimensão um de X1(3);

(iii) Γ1(3) é um conjunto aberto e denso em X1(3) na topologia induzida de
Xr(3);

(iv) Para um conjunto residual2 de curvas suaves γ : R, 0→ Xr(3), a curva
γ encontra Γ1(3) transversalmente.

Lema 7.2.1. (Lema de classificação)

• Os elementos de Γ1(a) são classificados da seguinte maneira:

(a.1.1) Σ-singularidade Nó: Se X(0) = 0, os autovalores de
DX(0), λ1, λ2 e λ3 são reais e distintos, com λiλj > 0, j = 2, 3 e os
autoespaços são transversais à Σ em 0.

(a.1.2) Σ-singularidade Sela: Se X(0) = 0, os autovalores de
DX(0), λ1, λ2 e λ3 são reais, distintos, com λ1λj < 0, j = 2 ou 3 e os
autoespaços são transversais à Σ em 0.

(a.1.3) Σ-singularidade Foco: Se 0 é um ponto cŕıtico hiperbólico
de X, os autovalores de DX(0) são λ12 = a ± bi, λ3 = c com a, b e c
distintos de zero e c 6= a, e os autoespaços são transversais à Σ em 0.

• Os elementos de Γ1(b) são classificados da seguinte maneira:

Considerando a definição 7.2.3, temos:

2É o complementar de um conjunto magro.
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(b.1.1) Σ-singularidade Lips: Se ocorrer (b.1), com

det(Hess(Xh
∣∣
Σ

)) > 0

(Ver Figura 7.7).

(b.1.2) Σ-singularidade Bec to Bec: Se ocorrer (b.1), com

det(Hess(Xh
∣∣
Σ

)) < 0

(Ver Figura 7.8).

(b.1.3) Σ-singularidade Dove’s Tail: Se ocorrer (b.2) (Ver Fi-
gura 7.9).

τX

τX

Σ Σ Σ

λ < 0 λ = 0 λ > 0

Figura 7.7: Σ-Singularidade do tipo Lips.

τX τX τX

Σ Σ Σ

λ < 0 λ = 0 λ > 0

Figura 7.8: Σ-Singularidade do tipo Bec to Bec.
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τX τX τX

λ < 0 λ = 0 λ > 0

Σ Σ Σ

Figura 7.9: Σ-Singularidade do tipo Dove’s Tail.

O próximo teorema, cuja demonstração encontra-se em [17], relaci-
ona formas normais de uma singularidade de codimensão um.

Teorema 7.2.4. (Bifurcações genéricas e formas normais)

(i) Seja X ∈ Xr(3). O campo de vetores X é Σ-estruturalmente estável
relativamente à Xr

1(3) se, e somente se, X ∈ Γ1(3).

(ii) (Desdobramento versal) No espaço de famı́lias um-parâmetro de campo
de vetores Xα em Xr(3), com µ ∈ (−ε, ε) em todo conjunto denso é
formado por famı́lias genéricas tais que suas formas normais são as
seguintes:

Codim 0: Para Xµ ∈ Γ0(3):
1) Xµ(x, y, z) = (0, 0, 1).
2) Xµ(x, y, z) = (z, 0,±x).
3) Xµ(x, y, z) = (z, 0, x2 + y).

Codim 1: Para X0 ∈ Γ1(3):

1) Xµ(x, y, z) =

(
z, 0,
−3x2 ± y2 + µ

2

)
.

2) Xµ(x, y, z) =

(
z, 0,

4δx3 + y + µx

2

)
, com δ ± 1.

3) Xµ(x, y, z) =

(
axz, byz,

ax+ by + cz2 + µ

2

)
, com (a, b, c) =

δ(3, 2, 1), δ = ±1.

4) Xµ(x, y, z) =

(
axz, byz,

ax+ by + cz2 + µ

2

)
, com (a, b, c) =

δ(1, 3, 2), δ = ±1.

5) Xµ(x, y, z) =

(
axz, byz,

ax+ by + cz2 + µ

2

)
, com (a, b, c) =
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δ(1, 2, 3), δ = ±1.

6) Xµ(x, y, z) =

(
xz, 2yz,

x+ 2y − cz2 + µ

2

)
.

7) Xµ(x, y, z) =

(
(−x+ y)z, (−x− y)z,

−3x2 − y2 + z2 + µ

2

)
.

A notação δ = ±1 significa que, ou δ(1, 2, 3) = (1, 2, 3) ou δ(1, 2, 3) =
(−1,−2,−3), por exemplo.
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8 Sistemas Descont́ınuos

8.1 Campos de Filippov

Antes de estudarmos as bifurcações em campos descont́ınuos, apre-
sentaremos algumas definições importantes. Existem vários tipos de con-
venções para se definir um campo vetorial descont́ınuo, onde cada uma dessas
convenções têm seus respectivos propósitos e aplicações. Aquela que melhor
se aplica neste trabalho é a seguinte convenção de Filippov:
Seja Ωr(n) o espaço de todos os germes dos campos de vetores Z ∈ Rn tal

que

Z(p) =

{
X(p) , se h(p) ≥ 0
Y (p) , se h(p) ≤ 0,

(8.1)

em que X, Y ∈ Xr(n) são campos de vetores suaves em Rn e a função h é
uma função escalar definida em (10.2). Caso esse sistema não esteja em sua
forma normal, é posśıvel aplicar os procedimentos do Caṕıtulo 5 de modo
que possamos obter uma forma mais simples com a mesma dinâmica que o
campo original, isto é, um representante mais simples da mesma classe de
equivalência. Adiante, explanaremos os conceitos exemplificando campos em
sua forma normal.

Σ

X

Y

0
h

R

0

Figura 8.1: Região de descontinuidade Σ.

Adotaremos a notação tradicional Z = (X, Y ) para o campo (8.1),
que está ilustrado na Figura 8.1. A região de descontinuidade Σ = h−1(0)∩U ,
sendo 0 um valor regular, é uma subvariedade diferenciável de codimensão
um e divide o conjunto aberto U em duas regiões abertas que podem ser
denotadas, respectivamente, por Σ+ = {p ∈ U : h(p) > 0} e Σ− = {p ∈ U :
h(p) < 0}.
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Note que Z é um campo vetorial suave por partes, com diferentes
dinâmicas no campo X e no campo Y . Consideraremos Ωr(n) = Xr(n) ×
Xr(n), munidos com a topologia produto.

8.2 Regiões de descontinuidade

Conforme a convenção de Filippov estabelecida em [7], dado qualquer campo
descont́ınuo Z = (X, Y ), tem-se a seguinte classificação das regiões sobre as
variedades de descontinuidade Σ, representadas na Figura 8.2:

• Região de Costura (crossing region):
Σc = {p ∈ Σ : Xh(p) · Y h(p) > 0};

• Região de Deslize (sliding region):
Σs = {p ∈ Σ : Xh(p) < 0 e Y h(p) > 0};

• Região de Escape (escape region):
Σe = {p ∈ Σ : Xh(p) > 0 e Y h(p) < 0}.

Σc Σs Σe

Y

X X

Y

X

Y

Região de costura Região de deslize Região de escape

Figura 8.2: As diferentes regiões de descontinuidades, segundo Filippov.

Definição 8.2.1. Sejam dois campos de Filippov Z e Z̃ definidos em abertos
U ⊂ Rn, 0 e Ũ ⊂ Rn, 0 possuindo regiões de descontinuidade Σ e Σ̃. Dizemos
que Z, Z̃ ∈ Ωr(n) são Σ-equivalentes se existir um homeomorfismo h :
U → Ũ que leva órbitas de Z em órbitas de Z̃ e h(Σ) = Σ̃.

Deste modo, definiremos o conceito de estabilidade Σ-estrutural
em Ω(n).

Definição 8.2.2. Dizemos que Z ∈ Ωr(n) é Σ-estruturalmente estável
se existir uma vizinhança V ⊂ Ωr(n) tal que todo Z̃ ∈ V é Σ-equivalente a
Z.
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8.3 Combinação convexa para campos vetoriais desli-
zantes

A seguir, definiremos as trajetórias passando por p em Σc, Σs e Σe.
Se p estiver na região de costura, os campos apontam na mesma direção e,
portanto, é suficiente justapor as trajetórias de X e Y por aquele ponto.
Caso contrário, isto é, se p ∈ Σs ou p ∈ Σe, adotaremos a órbita local dada
pela convenção de Filippov, definindo a combinação convexa.

Definição 8.3.1. Para cada p ∈ Σs∪Σe é dado uma combinação linear con-
vexa de X(p) e Y (p), que denotaremos por Z

s
(p) o campo que seja tangente

em todo p ∈ Σ, que é dado por:

Z
s

=
1

(Y −X)∇h
(Y∇h ·X −X∇h · Y )

∣∣∣∣
p∈Σe,s

. (8.2)

Definido desta forma, Z
s

é chamado um campo vetorial desli-
zante3 e independe de estar definido na região de deslize ou de escape, con-
forme ilustrado na Figura 8.3.

Σ+

Σ−

Σ

X(p)

Y (p)

Z
s
(p)

X(p)

Y (p)

Z
s
(p)

Σ+

Σ−

p

p

Σ é região de deslize. Σ é região de escape.

q q

Figura 8.3: Combinação convexa de Filippov para estabelecer o campo Z
s
.

Geometricamente, a combinação linear convexa do campo Z
s

é for-
mado pelos campos X(p) e Y (p) da seguinte maneira: para cada p ∈ Σ, o
vetor ~p esteja contido no cone formado pelos campos X(p) e Y (p) e intercepte

3ou Campo Vetorial de Filippov.
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o segmento X(p) − Y (p) no ponto q e o vetor ~q − ~p = Σ
s

seja tangente à
variedade Σ.

O denominador em Z
s

se anula na origem e não há como fazer uma
Cr-estensão numa vizinhança da origem. No entanto, podemos observar que
a órbita futura de Z

s
coincide, em Σ, com a órbita futura do campo de vetores

Zs = (Y∇h ·X −X∇h · Y )

∣∣∣∣
p∈Σe,s

.

Faremos uso desse campo em vez de Z
s
. Chamaremos esse campo de campo

de vetores deslizante normalizado. Assim, Zs pode ser Cr-estendido na
origem. Portanto, toda vez que afirmarmos Cr-estendido, fica subentendido
que estamos utilizando o campo deslizante normalizado.

Lema 8.3.1. Quando X(p) e Y (p), com p ∈ Σe∪Σs, são linearmente depen-
dentes, então Z

s
(p) = 0. Neste caso, dizemos que p é uma singularidade

simples de Z.

Demonstração. Se X(p) e Y (p) são linearmente dependentes, então, para
cada p ∈ Σe,s, existe um número K ∈ R \ {0} tal que X(p) = K · Y (p), onde
é imediato por (8.2) que Z

s
(p) = 0.

Definição 8.3.2. A trajetória local (ou solução orbital) de um campo vetorial
descont́ınuo Z(q) é definida da seguinte maneira:

• Para p ∈ Σ+ (pontos regulares do campo X em Σ+), a trajetória é dada
por φZ(t, p) = φX(t, p) para t ∈ I ⊂ R.

• Para p ∈ Σc tal que Xh(p)·Y h(p) > 0 e tomando a origem do tempo em
p, a trajetória é definida como φZ(t, p) = φY (t, p) para t ∈ (I∩{t ≤ 0})
e φZ(t, p) = φX(t, p) para t ∈ (I ∩ {t ≥ 0}). Analogamente, para
Xh(p) · Y h(p) < 0.

• Para p ∈ Σe ∪ Σs, a trajetória é definida por φZ(t, p) = φZs para
t ∈ I ⊂ R, onde Zs é um campo vetorial deslizante.

• Para p ∈ ∂Σc ∪ ∂Σs ∪ ∂Σe tais que as definições de trajetórias por
pontos em Σ em ambos os lados de p podem ser estendidas para p e
coincidirem, então a trajetória por p será esta trajetória. Chamaremos
esses pontos de pontos de tangência regulares.

• Para qualquer outro ponto φZ(t, p) = p para todo t ∈ R, temos que os
pontos de tangência sobre Σ não regulares serão chamados de pontos
de tangência singulares nos pontos cŕıticos do campo X em Σ+, Y
em Σ− e Zs em Σs ∪ Σe.
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Uma vez que definimos precisamente o que é trajetória, passaremos
ao conceito de órbita.

Definição 8.3.3. A órbita local de um ponto p ∈ U é o conjunto

γ(p) = {φZ(t, p) : t ∈ I}.

Nos sistemas autônomos, usaremos os termos trajetória e órbita in-
distintamente quando não houver perigo de ambiguidade.

Definida a aplicação de primeiro retorno para campos cont́ınuos na
Definição 4.6.1 e para campos em variedades com bordo na Seção 7.1.2 e
agora definiremos de modo semelhante a aplicação de primeiro retorno para
campos suaves por partes, usando um exemplo concreto.

Exemplo 8.3.1. Considere o seguinte campo de vetores Z ∈ Ωr(n):

Z = (X, Y ) =

{
X = (a, b, x) , se h(p) ≥ 0
Y = (c, d, y) , se h(p) ≤ 0

, p ∈ R3 (8.3)

onde a, b, c, d ∈ R, ou seja, o campo (8.3) é da forma

X =


ẋ = a
ẏ = b
ż = x

, Y =


ẋ = c
ẏ = d
ż = y

,

de maneira que a origem seja um ponto de dobra para ambos os campos.
Calculando os fluxos associados a cada campo, temos:

φX(t, p) = φX(t, (x0, y0, t0)) =

(
at+ x0, bt+ y0,

at2

2
+ x0t+ z0

)
e

φY (t, p) = φY (t, (x0, y0, t0)) =

(
ct+ x0, dt+ y0,

dt
2

2
+ x0t+ z0

)
.

Sem perda de generalidade, considere para nossos propósitos, a = −1 e d = 2
no campo (8.3) em z0 = 0, temos os fluxos

φX(t, p) = φX(t, (x0, y0, t0)) =

(
−t+ x0, bt+ y0,

−t2

2
+ x0t

)
e

φY (t, p) = φY (t, (x0, y0, t0)) =
(
ct+ x0, 2t+ y0, t

2
+ x0t

)
.
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Como estamos interessados em saber qual o tempo de retorno, queremos
z = 0. Pelo Teorema da Função Impĺıcita, para cada p ∈ Σ, 0, existe um
único tempo positivo t(p) = t1 tal que a órbita-solução t→ φX(t(p), p) de X
através de p intercepta Σ no ponto p1 = φX(t(p), p), respectivamente. Logo,

X :
−t2

2
+ x0t = 0⇒ t0 = 0 ou t1 = 2x0

e analogamente,

Y : t
2

+ y0t = 0⇒ t0 = 0 ou t1 = −y0,

em que t1 é o tempo de retorno da aplicação φX e t1, da aplicação φY . Sendo
assim, substituindo t1 em φX

∣∣
z=0

e t1 em φY
∣∣
z=0

temos os caminhos

γX = (−x0, 2bx0 + y0)

e
γY = (x0 − cy0,−y0).

(t0, p0)

γX

φX(t0, p0) = (t0, p0)

γY

φY (t0, p0) = ϕZ(t0, p0)
Σ

X

Y

Figura 8.4: Aplicação de Primeiro Retorno para campos descont́ınuos.

Compondo, obtemos a aplicação de primeiro retorno para este caso
particular

ϕZ(t, p) = γY ◦ γX(t, p) =
(
(−1− 2bc)x0 − cy0,−2bx0 − y0

)
.

Assim, procedendo de modo análogo, podemos definir a aplicação de
primeiro retorno para campos descont́ınuos.
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Definição 8.3.4. A aplicação de primeiro retorno ϕZ : Σ, 0 → Σ, 0 para o
campo (8.1) é definida pela composição

ϕZ = γY ◦ γX .

Vamos denotar por LZ a parte linear de ϕZ .

8.4 Singularidades e Estabilidade Estrutural em Cam-
pos de Filippov

Como já definimos as trajetórias e a aplicação de primeiro retorno
para campos suaves por partes, daremos agora uma classificação para as
singularidades conforme o comportamento do campo planar de Filippov.

Definição 8.4.1. Seja p ∈ Σs ∪ Σe.

• Os pontos p ∈ Σs ∪ Σe tais que Zs(p) = 0, são chamados de pseudo-
equiĺıbrios ou equiĺıbrios singulares de Z.

• Os pontos p ∈ Σs que satisfazem Zs(p) = 0 e os autovalores de D(Zs)(p)
que possuem parte real negativa são chamados de pseudo-atratores.

• Os pontos p ∈ Σe que satisfazem Zs(p) = 0 e os autovalores de D(Zs)(p)
que possuem parte real positiva são chamados de pseudo-repulsores.

• Os pontos p ∈ Σs que satisfazem Zs(p) = 0 e os autovalores de D(Zs)(p)
que possuem parte real positiva ou p ∈ Σe com Zs(p) = 0 e os auto-
valores de D(Zs)(p) que possuem parte real negativa são chamados de
pseudo-sela.

As singularidades podem ser caracterizadas como zeros de certas
funções apropriadas, como se segue:

Definição 8.4.2. As singularidades de um campo de vetores suaves por par-
tes podem ser classificadas como:

• p ∈ Σ± tal que p é um equiĺıbrio de X ou de Y (ou seja, X(p) = 0 ou
Y (p) = 0);

• p ∈ Σs ∪ Σe tal que p é um pseudo-equiĺıbrio (ou seja, Zs(p) = 0);

• p ∈ ∂Σc ∪ ∂Σs ∪ ∂Σe é uma tangência regular ou singular (ou seja,
Xh(p) = 0 ou Y h(p) = 0).
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• Qualquer outro ponto é chamado um ponto regular.

De suma importância, a próxima definição é um dos pilares do Teo-
rema principal desta subseção.

Definição 8.4.3. Em um campo planar de Filippov, as Singularidades
Genéricas em Σ podem ser dos seguintes tipos:

• pontos de dobra regulares, ou seja, p ∈ Σ tal que Xh(p) = 0 e X2h(p) 6=
0 e Y h(p) 6= 0 (respectivamente, p ∈ Σ tal que Y h(p) = 0 e Y 2h(p) 6= 0
e Xh(p) 6= 0);

• pontos cŕıticos hiperbólicos de campo de deslize, ou seja, pontos p ∈
Σs ∪ Σe tais que X(p) ‖ Y (p), p é ponto cŕıtico hiperbólico de Zs e
D(Zs)(p) 6= 0.

Notação: X(p) ‖ Y (p) significa que os campos são paralelos no
ponto p ∈ Σ.

No caso em que n = 2, temos o Teorema 8.4.1 a seguir, que caracte-
riza a estabilidade estrutural e Σ-estrutural do campo de Filippov Z = (X, Y )
numa vizinhança da origem. A demonstração deste Teorema pode ser encon-
trado em [9], p. 1982.

Teorema 8.4.1. Seja Z0 = (X0, Y0) ∈ Ω definido em uma vizinhança da
origem (0, 0) ∈ Σ e com curva de descontinuidade Σ = {(x, 0) : x ∈ R}.
Se (0, 0) ∈ Σ é um ponto regular ou uma singularidade genérica, então Z0 é
local e estruturalmente estável e local e Σ-estruturalmente estável.

O Teorema 8.4.1 caracteriza o conjunto Σ0 de sistemas planares de
Filippov que são estruturalmente estáveis numa vizinhança da origem em R2.

Na próxima seção, vamos analisar o que ocorre no conjunto comple-
mentar de Σ0(n) ⊂ Ωr(n), isto é, no conjunto das bifurcações.

9 Bifurcações Genéricas em Ωr(n)

Sejam Z = (X, Y ) ∈ Ωr(n) e Σ0(n) (respectivamente Σ1(n)) o con-
junto de todos os elementos que são estruturalmente estáveis em Ωr(n) (res-
pect. Ωr

1(n) = Ωr(n) \ Σ0(n)).

É evidente que uma pré-classificação das singularidades genéricas
também garante que se Z = (X, Y ) ∈ Σ0(n) (respect. Z = (X, Y ) ∈ Σ1(n))
então X e Y estão em Γ0(n) (respect. X ∈ Γ0(n) e Y ∈ Γ1(n) ou vice-versa).
Caso ocorra X ∈ Γ1(n) e Y ∈ Γ1(n), teremos um fenômeno de, pelo menos,
codimensão 2.
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9.1 Caso Bi-dimensional

O teorema a seguir caracteriza a estabilidade estrutural em Ωr(2) e
os detalhes podem ser encontrados em [14].

Teorema 9.1.1. Seja Σ0(2) um conjunto aberto e denso de Ωr(2). Um campo
de vetores Z = (X, Y ) está em Σ0(2) se, e somente se, uma das seguintes
condições forem satisfeitas:

(i) Ambos os elementos X e Y são regulares. Quando 0 ∈ Σ é uma singu-
laridade simples de Z então assumimos que ele seja um ponto cŕıtico
hiperbólico de Zs;

(ii) X é uma singularidade do tipo dobra e Y é regular (e vice-versa).

O próximo teorema segue a mesma linha de racioćınio do Teorema
7.2.3, considerando sua utilidade para classificar as bifurcações genéricas.

Teorema 9.1.2. Γ1(2) é um conjunto aberto e denso de Ωr
1(2). O campo de

vetores Z = (X, Y ) está em Σ1(2) desde que uma das seguintes condições
estejam satisfeitas:

(i) Ambos elementos X e Y são Σ-regulares. Quando 0 ∈ Σ é uma sin-
gularidade simples de Z, então assumimos que é um ponto cŕıtico de
codimensão um;

(ii) 0 é uma Σ-singularidade de X e Y , um ponto regular. Neste caso temos
que 0 é ou uma Cúspide Σ-singular ou um ponto cŕıtico;

(iii) Ambos X e Y são dobras Σ-singulares em 0. Neste caso temos que
exigir que 0 seja um ponto cŕıtico hiperbólico de uma Cr-estensão de
Zs, desde que esteja na fronteira de Σe ∪ Σs. Além disso, quando 0
é uma singularidade distinta do tipo dobra-dobra de Z então 0 é um
ponto fixo hiperbólico da aplicação de primeiro retorno βZ.

9.2 Caso tridimensional: dobra-dobra

Considere Z = (X, Y ) ∈ Ωr(3). Analisaremos apenas o caso mais
relevante para nossos propósitos, onde ambos os campos de vetores X e Y
apresentam singularidades tipo dobra na origem.

Denotemos por A = {Z ∈ Ωr(3); 0 é uma singularidade dobra-dobra
de Z}. Antes de prosseguir, observe os seguintes fatos:
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(i) Os conjuntos de tangência τX e τY em Σ em geral se interceptam trans-
versalmente, de maneira que determinam 4 quadrantes sobre a varie-
dade Σ, a saber, duas sendo de costura, uma sendo de escape e outra
sendo de deslize, conforme Figura 9.1;

(ii) As regiões de deslize e escape revertem a orientação, conforme mostra
a Figura 9.1.

(iii) As trajetórias dos campos X e Y que passam pela origem possuem
contato quadrático com Σ em 0;

(iv) A é um subconjunto aberto de Ωr(3) se, e somente se, ocorrer (i);

(v) O campo de Filippov Zs pode ser Cr-estendida para uma vizinhança
da origem em Σ. Além disso, Zs(0) = 0.

Σs

Σc1Σe

Σc2

τX

τY

Figura 9.1: Os 4 quadrantes sobre a variedade de descontinuidade Σ e uma
dobra-dobra eĺıptica com uma T-singularidade.

9.2.1 Partições do Conjunto das Singularidades Dobra-dobra.

De acordo com a definição 7.1.3, concentraremo-nos agora no caso de contato
quadrático (dobra) e suas posśıveis combinações, dois a dois, respectivamente
nos campos X e Y .

Nosso objetivo será estudar bifurcações sobre uma variedade de des-
continuidade de dimensão 2, Σ ⊂ Ωr(3). Nossa maior atenção estará voltada
para as dobras. Para isso, é importante conhecermos os casos de dobra-dobra,
que estão na seguinte Definição:

Definição 9.2.1. Considere os seguintes conjuntos:
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(1) Regular:

(i) Rr = {Z = (X, Y ); X e Y são regulares na origem} (Caso regular-
regular);

(ii) Rd = {Z = (X, Y ); 0 é uma singularidade do tipo dobra para X e
Y é regular à Σ na origem (ou vice-versa) } (Caso dobra-regular),
que está ilustrado na Figura 9.2;

(iii) Rc = {Z = (X, Y ); 0 é uma singularidade do tipo cúspide para X
e Y é regular à Σ (ou vice-versa) } (Caso cúspide-regular).

(a) Regular dobra viśıvel. (b) Regular dobra inviśıvel.

X X

Y Y

Σ Σ

τ τ

Figura 9.2: Campos do conjunto Rd para X possuindo uma dobra na origem
e Y regular à Σ na origem.

(2) Dobras: A0 = {Z = (X, Y ) ⊂ A; tal que o contato entre τX e τY
sejam transversais em 0, os autovetores de DZs(0) são transversais a
τX e τY em 0, sendo este um ponto cŕıtico hiperbólico de Zs}. Observe
que A0 é um subconjunto aberto e denso de A. Assim, em A0, podemos
classificar os seguintes subconjuntos em três casos, conforme o tipo de
dobra-dobra, conforme esboçado na figura 9.3.

(i) Caso Eĺıptico: é conjunto Ae = {Z ∈ A0 : X2h(0) < 0 e Y 2h(0) >
0}, chamado de dobra-dobra inviśıvel e pode ser vista na Figura
9.1.

(ii) Caso Parabólico: Ap = {Z ∈ A0 : X2h(0) > 0, Y 2h(0) >
0 ou X2h(0) < 0, Y 2h(0) < 0}, chamado de dobra-dobra viśıvel-
inviśıvel.

(iii) Caso Hiperbólico: Ah = {Z ∈ A0 : X2h(0) > 0 e Y 2h(0) < 0},
chamado de dobra-dobra viśıvel.
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Definição 9.2.2. Seja Z ∈ Ae. Dizemos, neste caso, que p ∈ Z é uma
T-singularidade4.

τ τ τ τ
Σ Σ Σ Σ

X X X X

Y Y Y Y
Eĺıptico Parabólicos Hiperbólico

Figura 9.3: Esboço dos tipos de tangência.

Na Figura 9.3 está esboçado como foram pensadas as possibilidades
de contato quadrático, duas a duas. Uma ilustração mais precisa pode ser
vista na Figura 9.4.

Após essa classificação, podemos enunciar o seguinte resultado, de-
monstrado em [24]:

Teorema 9.2.1. O campo de vetores Z = (X, Y ) pertence a Σ0(3) desde que
uma das seguintes condições seja satisfeita:

(i) Ambos elementos X e Y são regulares. Quando 0 ∈ Σ é uma sin-
gularidade simples de Z então assumimos que ele é um ponto cŕıtico
hiperbólico de Z;

(ii) X é uma singularidade tipo dobra em 0 e Y é regular em 0;

(iii) X é uma singularidade tipo cúspide em 0 e Y é regular em 0;

(iv) Ambos sistemas X e Y são do tipo dobra em 0. Além disso:

(a) Os conjuntos de tangência τX e τY são transversais em 0 ∈ Σ;

(b) Os autoespaços associados à Zs são transversais a τX e τY em
0 ∈ Σ;

Encerramos então esta subseção apresentando algumas das bifurcações
genéricas mais relevantes para o caso em que o campo de vetores suave por
partes apresenta uma singularidade do tipo dobra-dobra na origem.

4Esta nomenclatura é em homenagem a Marco Antonio Teixeira, que em 1990 estudou
pela primeira vez a singularidade sobre a dobra-dobra inviśıvel.
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Σ Σ

Σ Σ

τX τX

τX τX

τY τY

τYτY

Caso parabólico Caso parabólico

Caso eĺıptico Caso hiperbólico

Figura 9.4: Tipos de tangência da Definição 9.2.1 (2).

10 Bifurcações do tipo Grazing e do tipo Ca-

tastrofic nos ciclos limite no R3

10.1 Introdução

Neste caṕıtulo apresentaremos dois tipos de bifurcações bem distin-
tas daquelas já vistas nos caṕıtulos anteriores. Essas bifurcações envolvem
ciclos limite no espaço tridimensional, que podem ser encontradas em [12].

Existem vários modelos matemáticos aplicados aos sistemas dinâmicos
descont́ınuos nas atuais linhas de pesquisa, tais como modelos de chavea-
mento, sistemas de controle e relê, aplicações em economia, ecologia e neu-
rofisiologia.

Essas teorias ainda estão em franco desenvolvimento com trabalhos
recentes mostrando que as singularidades do tipo Grazing formam centros
de estabilidade de modo que bifurcações de ciclos limites foram descritos
por di Bernardo em [6] e rotas para o Caos, descrito por Galvanetto em [8].
O termo “Grazing” refere-se a uma órbita que tangencialmente se choca e
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desliza sobre a variedade de descontinuidade, avançando sobre a fronteira
entre a dinâmica suave e não-suave.

Já o termo “Catastrofic” refere-se às bifurcações de ciclos limite que
são destrúıdos depois do choque com a variedade de descontinuidade, con-
forme condições que veremos adiante.

Neste caṕıtulo, analisaremos um caso particular e interessante de
um caso genérico em três dimensões: a singularidade dobra-dobra (conforme
Subseção 7.1.2 e Seção 9.2). Neste caso, dinâmicas importantes de um sis-
tema suave por partes estão presentes: órbitas que são transversais às su-
perf́ıcies deslizantes (segundo a convenção de Filippov) e regiões deslizantes
instáveis. Dentro deste contexto, o caso dobra-dobra com dinâmica mais rica
é a Teixeira singularidade ou T -singularidade.

10.2 O problema dobra-dobra

Considere o campo de vetores:

Z =

{
X = aR + gR(x), se h(x) ≥ 0
Y = aL + gL(x), se h(x) ≤ 0

, x ∈ R3, (10.1)

para uma função real monótona h, vetores constantes ai e polinômios cont́ınuos
gi tais que gi(0) = 0, i = R ou L.

A função real h é escolhida convenientemente por:

h(w, y, z) = w +
αy2 + βz2 − 2αβyz

2(1− αβ)
, (10.2)

onde α, β ∈ R, representado na Figura 10.1.
A variedade de descontinuidade é Σ = {x ∈ R3 : h(x) = 0}. Se

p ∈ Σ é tangenciada por ambos os lados, então Xh(p) = Y h(p) = 0. De
acordo com a Definição 7.1.3, as condições genéricas X2h, Y 2h 6= 0 devem
ser satisfeitas a fim de que as tangências sejam quadráticas.

Para nossos propósitos, vamos considerar os seguintes conjuntos de
tangência que intersectam transversalmente:

τX = {p ∈ Σ : Xh = 0}
τY = {p ∈ Σ : Y h = 0} (10.3)

e vetores da forma

aR = η

 0
1
α

 , aL = µ

 0
β
1

 , (10.4)
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Σh < 0

h > 0

ẋR

ẋL

Figura 10.1: Variedade de descontinuidade Σ tipo Sela em R3: um sistema
dinâmico constante por partes com região de descontinuidade em h = 0, onde
h é da forma h ∼ w + y2 − z2.

com α, β ∈ R, onde podemos escrever (10.1) como

X =


ẇ = 0
ẏ = η
ż = αη

+O(1), Y =


ẇ = 0
ẏ = βµ
ż = µ

+O(1).

Geometricamente, α (respectivamente β) é o valor da tangente do ângulo θX
(respect.θY ) entre o campo de vetores X (respect. Y ) e sua linha de dobra
Xh
∣∣
h=0

= 0 (respect. Y h
∣∣
h=0

= 0). De acordo com [4], os números α e β
podem ser obtidos na T-singularidade pela seguinte fórmula:

α = tg(θX) =

√
−(X2h)(Y 2h)

X(Y h)
e β = tg(θY ) = −

√
−(X2h)(Y 2h)

Y (Xh)
(10.5)

avaliados na dobra-dobra, desde que (X2h) · (Y 2h) < 0.
Podemos escolher convenientemente o sinal dos parâmetros η, µ =

±1 que nos fornece três casos distintos pela combinação de sinais, uma vez
que o caso η =−µ =1 é equivalente a −η =µ=−1.

Nesta seção, considere h(x, y, z) = x. A escolha de (10.2) não é por
acaso. Esse sistema é equivalente à forma normal dobra-dobra definida por
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Teixeira em [23], para o qual a variedade de descontinuidade é plana. A
mudança de coordenadas a fim de obtermos uma fronteira plana, conforme
Figura 7.3, é dada substituindo-se a variável w pela variável x, com a seguinte
dinâmica:

ẋ = ẇ +
αy(ẏ − βż)− βz(αẏ − ż)

1− αβ
que foi obtida derivando (10.2) em relação a t. Substituindo (10.4), obtemos

ẋ =

{
ηαy, h ≥ 0
−µβz, h ≤ 0

}
+ gi(x) +O(2) (10.6)

que está de acordo com a forma normal dobra-dobra de Teixeira nas coor-
denadas (x, y, z). Para simplificar (10.6), reescalamos as coordenadas através
da transformação x→ −ηαx em {(x, y, z);h > 0} e x→ µβx em {(x, y, z);h <
0}, com α, β 6= 0.

Desta forma, obtemos Z = (X, Y ) onde

Z =

{
X = (ẋ, ẏ, ż) = (−y, η, ηα), se h(p) ≥ 0
Y = (ẋ, ẏ, ż) = (z, µβ, µ), se h(p) ≤ 0

, p ∈ R3. (10.7)

Posteriormente, consideraremos os diferentes casos para a escolha
dos sinais de η, µ = ±1.

Conforme as classificações das variedades de descontinuidade da Seção
8.2, considere a combinação convexa de Filippov, o campo Z

s
e a função

h(x, y, z) = x.

Esse campo de vetores está confinado em x = 0 planificado. Pela
Combinação Convexa (8.2), podemos escrever como ẋ = Z

s
(y, z) e desconsi-

derar o termo x (ou w), obtendo

Z
s
(y, z) =

(
µβy + ηz

y + z
,
µy + ηαz

y + z

)
e o seu normalizado

Zs(y, z) = (µβy + ηz, µy + ηαz) (10.8)

que pode ser Cr-estendido na origem. Deste modo, temos os três ingredientes
principais da dobra-dobra, que são os campos X, Y e Zs.

O jacobiano de (10.8) é dado por

J =

(
µβ η
µ ηα

)
,
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onde o seu determinante é

δ = −µη(1− αβ) (10.9)

e o seu traço
tr = ηα + µβ.

Calculando os autovalores de J , obtemos

λ1,2 =
1

2

(
ηα + µβ ±

√
(ηα− µβ)2 + 4ηµ

)
, (10.10)

e seus autovetores associados

~v1,2 =

 η
1

2
[ηα− µβ ±

√
(ηα− µβ)2 + 4ηµ]

, 1

 . (10.11)

Tomando (10.10) e adicionando −µβ a ambos os termos, chegamos
a:

λ1,2 =
1

2

(
ηα + µβ ±

√
(ηα− µβ)2 + 4ηµ

)
λ1,2 =

1

2
ηα +

1

2
µβ ± 1

2

√
(ηα− µβ)2 + 4ηµ

λ1,2 − µβ =
1

2
ηα− 1

2
µβ ± 1

2

√
(ηα− µβ)2 + 4ηµ

λ1,2 − µβ =
1

2

[
ηα− µβ ±

√
(ηα− µβ)2 + 4ηµ

]
onde os autovetores (10.11) ficam escritos como

~v1,2 =

(
η

λ1,2 − µβ
, 1

)
. (10.12)

Note que usaremos o Teorema 3.2.3 nos casos a seguir, onde existe esse
paralelo entre os casos cont́ınuos e suaves por partes. Uma vez determinados
esses importantes elementos, analisaremos os casos η = µ = −1, η = −µ = 1
e η = µ = 1.

80



Σe Σs

Σc1

Σc2

h

z

y
τZ

τY

Figura 10.2: Coordenadas e conjuntos de tangência em uma dobra-dobra
viśıvel.

10.2.1 Dobra-dobra viśıvel

O campo de vetores descont́ınuo (10.7) com η = µ = −1, possui tangências
de ordem 2, com dobras viśıveis, conforme Figura 10.2, e tem a forma

Z =

{
(−y,−1,−α), se h(p) ≥ 0
(z,−β,−1), se h(p) ≤ 0

, p ∈ R3. (10.13)

Computando os elementos δ, λ1,2 e ~v1,2, obtemos

δ = αβ − 1,

λ1,2 = −1

2

(
α + β ±

√
(β − α)2 + 4

)
e

~v1,2 =

(
−1

λ1,2 − β
, 1

)
.

Segue do Teorema 3.2.3 que:

(i) Se αβ < 1, então δ < 0, temos que a origem é uma sela;

(ii) Se αβ > 1, então δ > 0, a origem é:

* um nó, se (β − α)2 + 4 > 0;
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* um centro, se α + β = 0.

Os autovalores são ambos reais, uma vez que (β − α)2 + 4 > 0, para todo
α, β ∈ R.

y y y

z z z

(i) (ii) (iii)

Figura 10.3: Dinâmica próxima à dobra-dobra viśıvel.

Na Figura 10.3, podemos observar os seguintes casos:

(i) Caso Sela, com αβ < 1;

(ii) Caso Nó, com αβ > 1 e α, β > 0;

(iii) Caso Nó, com αβ > 1 e α, β < 0.

Os pontos sobre os eixos y e z são os pontos onde as trajetórias deixam a
região de descontinuidade.

Suponhamos, então, que o sistema (10.13) (ou mais genericamente
(10.7)) seja a aproximação local de um sistema global onde um ciclo limite
desliza Σ próxima a uma singularidade dobra-dobra e assuma que este ciclo
limite esteja inteiramente contido em h ≥ 0 com um único ponto de contato
ao longo da linha τZ . É posśıvel observar que τZ faz fronteira com Σe e
Σs. O sistema global não é genérico: sob certas perturbações, o ciclo limite
pode deslizar por um certo tempo e perder contato com Σ ou atravessar Σ.
A bifurcação tipo Grazing é constitúıda de um ponto de bifurcação, cujo
sistema pode ser desdobrado com um único parâmetro global.

Mas, se considerarmos que o ciclo limite desliza sobre {τZ : z < 0}
na fronteira de Σe, temos as seguintes condições:

Xh = 0 e Y h < 0 < X2h.
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ΣsΣe

y

z

h

Σc1

Σc2

τZ

τY

Figura 10.4: Bifurcação tipo Grazing numa tangência viśıvel.

Em um dos lados da bifurcação, uma órbita está em h > 0, mas em outro
lado, a órbita que está bifurcando sofrerá um impacto em Σ e atravessará
até h < 0, conforme mostra a Figura 10.5. O segmento externo da órbita
salta descontinuamente de h > 0 para h < 0 de tal modo que o ciclo limite é
destrúıdo e, por tal razão, este é denominado bifurcação Catastrofic.

Σe
Σs

Σc1

Σc2

h

z

yτZ

τY

Figura 10.5: Bifurcação tipo Catastrofic numa tangência viśıvel de ordem 2.

Sob a variação de um único parâmetro, um ciclo limite Grazing pode
não interceptar o ponto de dobra-dobra (0, 0, 0). No entanto, um ciclo limite
com uma órbita deslizante pode. As diferentes topologias podem ser conferi-
das na Figura 10.3. Destes, podemos deduzir uma nova classe de bifurcações
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Catastrofic.
Para isto, suponha um ciclo limite em h ≥ 0, com um segmento

deslizante que intercepta a singularidade. O segmento deslizante começa
em um ponto de impacto em Σs e termina em uma singularidade, em que
a dinâmica é peculiar: a órbita pode retornar para h > 0 ou para h < 0
ou ainda, pode seguir no campo deslizante em direção a Σe. Este segmento
deslizante em Σs é parte de uma órbita deslizante especial: a variedade estável
da sela para αβ < 1 descrita anteriormente e as direções estáveis fortes ou
fracas nas singularidades tipo nó, para αβ > 1.

τX

τY

h

y

z

Σc1

Σc2

ΣsΣe

Figura 10.6: Bifurcação tipo Catastrofic numa dobra-dobra viśıvel.

Esta órbita, particularmente, é constitúıda do ponto de bifurcação
degenerado. Como um ponto de impacto de um ciclo limite, ele passa através
de uma órbita especial, o ponto que faz o ciclo limite retornar move-se de τZ
para τY . Em um dos lados da bifurcação, a órbita retorna de Σ para h > 0;
em outro lado, retorna para h < 0 e nunca retornando para h ≥ 0, o que
significa que o ciclo foi destrúıdo. Assim, obtemos uma bifurcação do tipo
Catastrofic, ilustrada na Figura 10.6.

Descrevemos as situações em que um ciclo limite esteja em h ≥ 0 e
intercepta τZ . Os casos de ciclos limite para h < 0 que interceptam τY são
análogos, devido à simetria dos sistemas do tipo dobra-dobra viśıvel.

10.2.2 Dobra-dobra viśıvel-inviśıvel

O campo (10.7) com η = −µ = 1, possui tangências de ordem 2,
com dobras viśıveis e inviśıveis, conforme Figura 10.7, e tem a forma
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Z =

{
(−y, 1, α), se h(p) ≥ 0
(z,−β,−1), se h(p) ≤ 0

, p ∈ R3. (10.14)

Σe Σs

Y

Z

Σc1

Σc2

SR

SL

h

Figura 10.7: Coordenadas e conjuntos de tangência em uma dobra-dobra
viśıvel-inviśıvel.

Calculando os elementos δ, λ1,2 e ~v1,2, obtemos

δ = 1− αβ,

λ1,2 =
1

2

(
α− β ±

√
(α + β)2 − 4

)
e

~v1,2 =

(
1

λ1,2 + β
, 1

)
.

Os autovalores são reais para |α + β| ≥ 2 e os autovetores estão em
Σs ou Σe para α + β > 0 e em Σc para α + β < 0.

O campo de vetores deslizante próximo à dobra-dobra viśıvel-inviśıvel
pode ter uma das seguintes dinâmicas :

(i) Para αβ > 1, temos δ < 0 e se |α+β| ≥ 2, a origem é um ponto cŕıtico
do tipo sela; (Figura 10.8 (i))

(ii) Para αβ < 1, temos δ > 0 e se |α+β| ≥ 2, a origem é um ponto cŕıtico
do tipo fonte, se α− β > 0 (Figura 10.8 (ii)) e poço, se α− β < 0.
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y y y y

z z z z

(i) (ii) (iii) (iv)

Figura 10.8: Dinâmica deslizante próxima à dobra-dobra viśıvel-inviśıvel.

(iii) Para αβ < 1, temos δ > 0 e se |α+β| < 2, a origem é um foco atrator,
se α− β < 0 (Figura 10.8 (iii)) e foco repulsor, se α− β > 0.

(iv) Para αβ < 1 e α − β = 0 temos que a origem é um ponto cŕıtico do
tipo centro, como mostra a (Figura 10.8 (iv)).

Novamente aplicamos o Teorema 3.2.3 do caso cont́ınuo. No entanto,
os retratos de fase omitiram as regiões de costura, como pode ser visto nas
Figuras 10.3, 10.8 e 10.13.

Assim como fizemos na dobra-dobra viśıvel, suporemos que exista
um ciclo limite com pelo menos uma parte que seja um segmento deslizante
que se aproxima da dobra-dobra. O ciclo limite pode interceptar o ponto de
dobra-dobra de diferentes formas sobre o campo deslizante (10.8).

Se o campo deslizante é do tipo sela, ilustrado na Figura 10.8 (i),
então existem duas maneiras em que um ciclo limite pode conter uma dobra-
dobra, ilustrado na Figura 10.9.

h

z

y y

z

h

Σe
Σs Σe

Σs

(i) (ii)

Figura 10.9: Bifurcação Catastrofic em uma dobra-dobra viśıvel-inviśıvel.
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Na Figura 10.9 (i), temos um caso de ciclo limite suave contido em
Σ com uma conexão com a singularidade. Em um dos lados da bifurcação
está o ciclo limite suave em Σ; em outro lado, a órbita é ejetada em τY rumo
a h < 0.

Na Figura 10.9 (ii), temos um ciclo limite em h ≤ 0, com um seg-
mento deslizante sobre Σs que intercepta o ponto de dobra-dobra em τY . Em
um dos lados da bifurcação, há um ciclo limite com um segmento deslizante
e um ponto de ejeção em τY que está em h ≤ 0; em outro lado, não há ponto
de ejeção de modo que o fluxo está confinado em Σs. Em ambos os casos, o
ciclo limite é destrúıdo, constituindo uma bifurcação do tipo Catastrofic.

τY

τZ

z

y

Σe
Σs

Σc1

Σc2

h

Figura 10.10: Bifurcação Non-deterministic em uma dobra-dobra viśıvel-
inviśıvel.

Se o campo deslizante é do tipo nó atrator (Figura 10.8 (iii)), então
em um dos lados da bifurcação existe um ciclo limite em h ≤ 0, com um
segmento deslizante que termina em um ponto de ejeção em τY , que está
ilustrado na Figura 10.10.

Note que a órbita é estável porque o conjunto das órbitas de todos
os fluxos na dobra-dobra apontam para o autoespaço estável.

A dinâmica do futuro da singularidade não é única, segundo a con-
venção de Filippov. Pode ser observado que se o fluxo está sobre a região Σe,
temos várias direções futuras. Analogamente para a região Σs, também não
temos a unicidade do passado. Com isso, fica claro o fato de que o Teorema
2.3.1 (existência e unicidade) não vale para caso suave por partes.

Então, neste conjunto, o ciclo limite é destrúıdo e substitúıdo por
uma evolução não determińıstica (do termo inglês non-deterministic), ou
seja, o campo de vetores não é unicamente determinado pelo ponto de dobra-
dobra. A Figura 10.11 ilustra um não determinismo na Teixeira singulari-
dade, que será estudada na seção seguinte. As órbitas que são inicialmente

87



suaves, ao alcançar a região de deslize Σs, movem-se rumo à singularidade,
onde retornam para um dos campos, X ou Y , assim que a atravessam e não
há como determinar a direção das órbitas a partir deste ponto.

τY

τZ

Σe

Σc2

Σc1

Σs?

?

Figura 10.11: Ilustração do “não-determinismo” na Teixeira singularidade.

Consideremos um ciclo limite que desliza sobre {τZ : z > 0}, com as
condições Xh = 0, X2h > 0 e Y 2h > 0. Isso significa que um ciclo limite
desliza ao longo de τZ onde ele faz fronteira com Σs que sofre uma bifurcação
denominada Grazing, descrito por [15]: em um dos lados da bifurcação, uma
órbita suave está em h > 0; em outro lado, ela desliza em Σs e é toca τZ e
retorna a h > 0, conforme Figura 10.4. Podemos observar que o ciclo limite
permanece sobre a região Σs pois em p ∈ U \Σ ambas X e Y apontam para
Σs onde podemos afirmar que Σs é uma região atratora para Z.
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10.3 A Teixeira singularidade

Considerando que um ponto p é um ponto de dobra-dobra quando
as seguintes condições são satisfeitas:

• Xh(p) = 0 e X2h(p) 6= 0;

• Y h(p) = 0 e Y 2h(p) 6= 0,

em que nem X nem Y tenha ponto de equiĺıbrio próximo da origem, isto é,
X 6= 0 e Y 6= 0, onde o par de retas τX e τY se intersectam transversalmente
na origem com a condição de que det(Dh(p), DXh(p), DY h(p)) 6= 0. No caso
da T-singularidade, tem-se X2h(0) < 0 e Y 2h(0) > 0.

Considerando o campo de vetores (10.7) com η = µ = 1, este possui
tangências quadráticas, com dobra-dobra inviśıveis, conforme Figura 10.12,
e tem a forma

Z =

{
(−y, 1, α), se h(p) ≥ 0
(z, β, 1), se h(p) ≤ 0

, p ∈ R3, (10.15)

onde o seu normalizado é

Zs(Y, Z) = (βy + z, y + αz).

Assim, seu jacobiano é

J =

(
β 1
1 α

)
,

onde obtemos o determinante

δ = αβ − 1,

os autovalores

λ1,2 =
1

2

(
α + β ±

√
(α− β)2 + 4

)
e os seus autovetores associados

~v1,2 =

(
1

λ1,2 − β
, 1

)
.

Os autovalores são ambos reais e os autovetores estão em diferentes
quadrantes de Σ de modo que ~v1 está em Σs (ou Σe) e ~v2 está em Σc, conforme
mostra a Figura 10.13. Se o autovalor λi tem parte real negativa (respect.
positiva), então os seus autoespaços gerados pelos autovetores associados
são estáveis (respect. instáveis). Calculando, podemos verificar que um dos
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Σe Σs

Σc1

Σc2

h

z

y

τY

τZ

Figura 10.12: Coordenadas e conjuntos de tangência na Teixeira Singulari-
dade.

autoespaços atravessam as regiões Σe∪Σs e o outro, Σc1 ∪Σc2 , passando pela
origem. É posśıvel notar também que esses autoespaços nunca podem ser
tangentes a qualquer uma das linhas de dobra, pois corresponderia a uma
tangência cúbica, que não é o caso. Em particular,

(i) Se α, β < 0 e αβ > 1, ambos autoespaços gerados por ~v1,2, são estáveis;

(ii) Se α, β > 0 e αβ > 1, ambos autoespaços gerados por ~v1,2, são instáveis;

(iii) Se αβ < 1 o autoespaço gerado por ~v1, em Σe é estável e o autoespaço
gerado por ~v2 em Σs é instável (ou vice-versa).

Além disso, quando o autoespaço em Σe,s é estável, ele está associado
com o autovalor fraco estável, onde os segmentos de órbita deslizantes são
assintoticamente atráıdos para ele, onde se aproximam da singularidade.

A T-Singularidade é bastante peculiar. Ao contrário dos casos an-
teriores, falta-lhes a tangência viśıvel, o que as impede de conter quaisquer
pontos de retorno em τY ou τZ , exceto na própria singularidade. Sendo as-
sim, ela se difere das dinâmicas apresentadas nas Seções 10.2.1 e 10.2.2. De
todas as singularidades, ela é a única que apresenta todos os elementos da
dinâmica: o campo deslizante Zs, X, Y e a aplicação de primeiro retorno.
É posśıvel notar que não há esses elementos em outros casos por causa das
tangências viśıveis.

No entanto, a dinâmica em torno da T-Singularidade consiste de
órbitas em h > 0 e h < 0 que retornam continuamente sobre Σ, em um
número finito ou infinito de vezes. A partir disso, podem surgir ou não ciclos
limite, dependendo do parâmetro para que a dobra inviśıvel em h > 0 se una
à dobra inviśıvel em h < 0, como sugere a Figura 10.12.
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z z z
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Figura 10.13: Dinâmica próxima à T-Singularidade. (i) Caso Sela, com
αβ < 1, onde ~v1 é repulsor; (ii) Caso Nó, com αβ > 1, onde α + β > 0, a
origem é um nó repulsor, com |λ1| > |λ2|; (iii) Caso Nó, com αβ > 1, onde
α + β < 0, a origem é um nó atrator, com |λ1| < |λ2|.

A seguir, enunciaremos sem demonstração, um teorema que forma-
liza essa idéia e pode ser encontrada em [13].

Teorema 10.3.1. As órbitas em uma vizinhança de uma T-Singularidade
do campo (10.15) satisfazem as seguintes condições:

(i) Se αβ > 1 e α, β < 0, então qualquer órbita de (10.15) atravessa Σ
um número infinito de vezes. Além disso, existe um par de superf́ıcies
invariantes que se interceptam na T-Singularidade;

(ii) Se αβ < 1 ou α > 0 ou β > 0, então qualquer órbita de (10.15)
atravessa Σ um número finito de vezes.

Uma consequência deste Teorema é a seguinte:

Corolário 10.3.1. Seja uma T-Singularidade do campo (10.15) e N o número
de vezes em que uma órbita atravessa a variedade de descontinuidade Σ.

(i) Se α > 0, então N ≤ 1 e a órbita atravessa Σ em y < 0 < z;

(ii) Se β > 0, então N ≤ 1 e a órbita atravessa Σ em z < 0 < y;

(iii) Se 0 < αβ < 1 e α, β < 0, então N ≥ 1.
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Para analisarmos esta singularidade, usaremos a aplicação de pri-
meiro retorno da Definição 8.3.4 no campo (10.15):

Z =

{
(−y, 1, α), se h(x) ≥ 0
(z, β, 1), se h(x) ≤ 0

, x ∈ R3.

Integrando, obtemos os fluxos:

φX(t, p) =

(
−t

2

2
− y0t+ h0, t+ y0, αt+ z0

)
e

φY (t, p) =

(
t
2

2
+ z0t+ h0, βt+ y0, t+ z0

)
.

Como queremos a dinâmica sobre h = 0, pelo Teorema da Função Impĺıcita,
para cada p = (y0, z0) ∈ Σ, 0, existe um único tempo positivo t(p) = t tal
que a órbita-solução t→ φX(t(p), p) de Y através de p intercepta Σ no ponto
p = φX(t(p), p). Para o campo X, obtemos o tempo de retorno:

−t2

2
+ y0t = 0⇒ t0 = 0 ou t1 = −2y0 = t

e um único tempo positivo t(p) = t1 tal que a órbita-solução t→ φY (t(p), p)
de Z através de p intercepta Σ no ponto p1 = φY (t(p), p). Para o campo Y ,
obtemos o tempo de retorno:

t
2

2
+ z0t = 0⇒ t0 = 0 ou t1 = −2z0,

onde t1 é o tempo de retorno. Substituindo t1 em φX
∣∣
h=0

e φY
∣∣
h=0

temos os
caminhos

γX = (−y0,−2αy0 + z0)

e
γY = (y0 − 2βz0,−z0).

Note que podemos escrever γX e γY na forma matricial

γX : R− × R 7−→ R+ × R, onde(
y
z

)
=

(
−1 0
−2α 1

) (
y
z

)
+O(||y, z||2)

(10.16)

que localmente equivale a (y, z) = (−y,−2αy + z) e

γY : R× R− 7−→ R× R+, onde(
ỹ
z̃

)
=

(
1 −2β
0 −1

) (
y
z

)
+O(||y, z||2)

(10.17)
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que localmente equivale a (ỹ, z̃) = (y − 2βz,−z).
Desde o ińıcio, estamos omitindo os termos de ordem mais alta da

expansão de Taylor, pois estamos estudando localmente a dinâmica em Σ, 0.

(t0, p0)

γX

φX(t0, p0) = (t0, p0)
φY (t0, p0) = (t̃0, p̃0)

γY

X

Y

Σ

Figura 10.14: Aplicação de Primeiro Retorno ϕZ para a T-Singularidade.

Podemos então analisar a aplicação ϕ : Σ, 0 → Σ, 0 da Definição
8.3.4 e verificar as dinâmicas de acordo com o comportamento da aplicação
de primeiro retorno.

Assim, a aplicação de primeiro retorno, ilustrada na Figura 10.14, é
obtida pela composição ϕZ(p) = (γY ◦ γX)(p), multiplicando-se as matrizes
de (10.16) e (10.17), isto é:

ϕZ : R− × R 7−→ R× R+, onde(
ỹ
z̃

)
=

(
−1 2β
−2α 4αβ − 1

) (
y
z

)
+O(||y, z||2)

(10.18)

que pode ser escrito simplesmente como

ϕZ(y, z) =
(
− y + 2βz,−2αy + (4αβ − 1)z

)
.

Calculando ao autovalores da matriz de (10.18), obtemos

λ1,2 = −1 + 2αβ ± 2
√
αβ(αβ − 1)

e os autovetores associados

~v1,2 =

(
2β

2αβ + 2
√
αβ(αβ − 1)

, 1

)
,
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ou simplesmente,

~v1,2 =

(
2β

1 + λ1,2

, 1

)
.

Pelo Teorema 10.3.1, se αβ < 1 ou α, β > 0, então todas as órbitas
suficientemente próximas da singularidade alcançam Σs após um número
finito de voltas. Uma bifurcação ocorre quando αβ = 1 e α, β < 0, pois
se exigirmos a condição ϕZ(p) = p, isto é, resolvendo (10.18) igual a (y, z),
chegamos ao sistema: {

y = βz
(2αβ − 1)z − αy = 0,

(10.19)

onde obtemos αβ = 1, que é o valor de bifurcação para a T-Singularidade.
Essa é a condição necessária para que o sistema possua órbitas periódicas e
pseudo-periódicas, definida a seguir.

Definição 10.3.1. Seja Z = (X, Y ) ∈ Ω e p ∈ R3. Dizemos que uma
órbita é pseudo-periódica de Z se ela é fechada, composta por segmentos
de órbitas de X e Y com a orientação não preservada. Veja Figura 10.15.

X

Y

X

Y

Σ Σ

(i) (ii)

Figura 10.15: Em (i), temos a representação de uma órbita pseudo periódica.
Em (ii), temos uma famı́lia de órbitas pseudo-periódicas sobre um conjunto
de pontos fixos.

A seguir, exibiremos as famı́lias de órbitas periódicas e pseudo-
periódicas da T-Singularidade. Para isto, considere a aplicação ϕZ avaliado
em αβ = 1, isto é

ϕZ
∣∣
αβ=1

= (−y + 2βz,−2αy + 3z) (10.20)

cujo jacobiano é

J =

(
−1 2β
−2α 3

)
.
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Seus autovalores são

λ1,2 = 1± 2
√

1− αβ

e seus autovetores associados são

~v1,2 =

(
β

1±
√

1− αβ
, 1

)
.

Como estamos avaliando em αβ = 1, temos que

λ1,2 = 1 e ~v1,2 = (β, 1).

Se |λ| = 1 então o ponto fixo do difeomorfismo dado pela aplicação
de primeiro retorno é não-hiperbólico e, portanto, o sistema é estrutural-
mente instável, pois não podemos concluir que, para αβ = 1, o conjunto
de pontos fixos seja atrator ou repulsor, conforme Proposição a seguir, cuja
demonstração pode ser encontrada em [5].

Proposição 10.3.1. Seja L : R3 → R3 uma aplicação linear. Se L possuir
todos os autovalores com valor absoluto menor (respect. maior) que 1, então
Ln(x)→ 0 quando n→∞ (n→ −∞), para todo x ∈ R3.

Em outras palavras, a atratividade de cada autovetor associado está
relacionada com o valor absoluto de seu respectivo autovalor, i.e., denotando
os autovalores de L por λj temos |λj| < 1, atrator; |λj| > 1, repulsor, onde
j = 1, 2, . . . , k. Em particular, vale para R2.

Geometricamente, podemos ver que a condição é que o conjunto de
pontos fixos da aplicação de primeiro retorno esteja sobre a reta y = −x sobre
o plano z = 0, conforme Definição 2.1.4. Pode-se observar que o coeficiente
angular dessa reta é igual a −1.

Para exibir o par de retas invariantes citados no Teorema 10.3.1,
usaremos o fato de que αβ = 1 na aplicação de primeiro retorno de (10.20).
Resolvendo ϕZ

∣∣
αβ=1

(y, z) = (y, z), obtemos y = βz e z = αy, que são as retas

procuradas. Como α = 1/β, as retas invariantes, que passam pela origem,
são simétricas em relação à bissetriz do primeiro (ou segundo) quadrante do
plano yz.

A seguir, mostraremos que, para a T-Singularidade, temos os pla-
nos invariantes z = y e z = −y. Para mostrar esse fato, enunciaremos as
definições a seguir, que são oriundas de [11].

Definição 10.3.2. Dizemos que um campo de vetores suaves por partes
Z ∈ Ω com a variedade de descontinuidade Σ é ξ-reverśıvel, se existir uma
involução ξ : R3 → R3 tal que:
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• Fix(ξ) ⊂ Σ;

• ∀p /∈ Σ, vale ξ ◦ Z(p) = −Z(ξ(p)).

Definição 10.3.3. Definimos Ωξ ⊂ Ω o conjunto dos elementos Z = (X, Y )
tais que:

• Z ∈ Ae (da Definição 9.2.1);

• Z é ξ-reverśıvel.

Para mostrar que o campo (10.15) é reverśıvel, usaremos o Lema da
seguinte proposição:

Proposição 10.3.2. Se o campo Z ∈ Ω possui uma dobra-dobra inviśıvel em
0, então Z é C0-equivalente ao campo Z̃ = (X̃, Ỹ ) onde:

X̃ = (−y,−X2h(0), XY h(0)) + (O(x, y, z),O(x, y, z),O(x2, y2, z2)),
Ỹ = (z,−Y Xh(0), Y 2h(0)) + (O(x, y, z),O(x, y, z),O(x2, y2, z2)).

Demonstração. A origem pertence à fronteira da região Σs. Como Z possui
uma dobra-dobra inviśıvel, então ele possui duas regiões de tangência que
se interceptam transversalmente e, portanto, podemos escolher um sistema
local de coordenadas tal que

τX = {(x, y, z);x = y = 0} e τY = {(x, y, z);x = z = 0}.

Com isso, a forma normal local é escrita como:

X̃ = (−y,−X2h(0), XY h(0)) + (O(x, y, z),O(x, y, z),O(x2, y2, z2)),
Ỹ = (z,−Y Xh(0), Y 2h(0)) + (O(x, y, z),O(x, y, z),O(x2, y2, z2)).

O Lema que usaremos no campo (10.15) nos dá a condição necessária
para que um campo em Ωξ seja ξ-reverśıvel.

Lema 10.3.1. Se Z ∈ Ωξ, então deve satisfazer as condições

(i) XY h(0) = −Y Xh(0);

(ii) X2h(0) = −Y 2h(0).

Desta forma, considerando o campo (10.15) e h(x, y, z) = x, temos:

• Xh = X∇h = (−y, 1, α)(1, 0, 0) = −y.

• X2h = X(∇Xh) = (−y, 1, α)(0,−1, 0) = −1.
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• Y h = Y∇h = (z, β, 1)(1, 0, 0) = z.

• Y 2h = Y (∇Y h) = (z, β, 1)(0, 0, 1) = 1.

• XY h = X(∇Y h) = (−y, 1, α)(0, 0, 1) = α.

• Y Xh = Y (∇Xh) = (z, β, 1)(0,−1, 0) = −β.

Calculando α e β pela fórmula (10.5) para o campo (10.15), obtemos
α = β = 1 ou α = β = −1, pois estamos avaliando em αβ = 1. Portanto, o
campo (10.15) é reverśıvel.

Definição 10.3.4. Dizemos que Z ∈ Ω é simples em 0 se |X2h(0)| 6=
|XY h(0)|.

Para o campo (10.15), temos |Xh2| = |X(Y h)|, onde conclúımos que
Z é simples.

Por convenção, se p ∈ Σs, a órbita futura de Z através de p é dada
pela trajetória do campo deslizante Zs através de p. Defina-se o conjunto de
retas que passam pela origem

Cα = {(x, αx, 0) : x ∈ R3}

para que possamos enunciar as condições para existência de órbitas pseudo-
periódicas de Z ∈ Ωξ. O próximo Teorema pode ser encontrado em [11].

Teorema 10.3.2. Seja Z ∈ Ωξ. Existe uma vizinhança da origem V0 ⊂ R3,
tal que:

(1) Se Z é simples em 0 e:

(a) XY h(0) 6= 0, então, para todo n ∈ N \ {0}, não existem nem
órbitas n-periódicas e nem órbitas pseudo-periódicas de Z em V0.

(b) XY h(0) = 0, então, para todo:

∗ α < 0, para todo p ∈ Cα ∩ V0, existe um n ∈ N \ {0} tal que
a órbita de Z passando por p é uma órbita 2n-periódica.

∗ α > 0, para todo p ∈ Cα ∩ V0, existe um n ∈ N \ {0} tal que a
órbita de Z passando por p é uma órbita pseudo 2n-periódica.

(2) Se Z não é simples em 0:

(a) então para todo p ∈ C−1 ∩ V0, existe uma única órbita 1-periódica
de Z passando por p.
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(b) então para todo p ∈ C1∩V0, existe em V0 uma única órbita pseudo
1-periódica de Z passando por p.

(c) dado α ∈ R com |α| 6= 1, então para todo p ∈ Cα ∩ V0 e para todo
n ∈ N \ {0}, não existem nem órbitas n-periódicas nem órbitas
pseudo n-periódicas de Z passando por p.

Resumindo:

(1) Pelo Teorema 10.3.2 parte (2), para cada p sobre a reta z = y (respec-
tivamente z = −y), existe uma única órbita pseudo 1-periódica (res-
pectivamente órbita 1-periódica) passando por p, conforme ilustrado
na Figura 10.16.

(2) As retas C−1 (z = −y) e C1 (z = y) possuem infinitos pontos, o que
implica dizer que há infinitas órbitas (pseudo 1-periódica se p ∈ C1∩V0

ou 1-periódica, se p ∈ C−1 ∩ V0) sobre as retas, ilustrado na Figura
10.16.

(3) Para cada ponto p ∈ C±1 existe uma órbita que é estruturalmente
instável, como já visto anteriormente, pois por uma pequena perturbação,
a órbita pode tornar-se um foco atrator ou repulsor, conforme o sinal
de αβ.

(4) Conclúımos que esse campo de vetores não é estruturalmente estável.

(5) Os conjuntos C±1 possuem infinitos pontos fixos para aplicação de pri-
meiro retorno. Logo, possuem infinitas órbitas periódicas ou pseudo-
periódicas. Observe ainda que as duas variedades invariantes não po-
dem coexistir. Caso contrário, sendo cada campo X e Y separadamente
cont́ınuos, contrariaria o Teorema da Existência e Unicidade.

(6) Esse campo possui codimensão infinita.

Isso é um fato notável que, juntamente com a dinâmica caótica da
T-Singularidade quando αβ = 1, nos mostra que esta singularidade é uma
das dinâmicas mais ricas vistas até agora neste trabalho.

Encerramos assim, nosso trabalho de relacionar bifurcações em sis-
temas suaves e sistemas suaves por partes e suas respectivas dinâmicas.
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(i) (ii)

C1

C−1

Σs

Σe

Σc2

Σc1

Σs

Σe

Σc2

Σc1

X

Y

X

Y

Figura 10.16: (i): Para α = 1, temos uma famı́lia de órbitas pseudo 1-
periódicas sobre a reta C1.(ii): Para α = −1, temos uma famı́lia de órbitas
1-periódicas sobre a reta C−1.

.
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CONCLUSÕES

Há algumas relações de semelhanças e diferenças entre bifurcações
de campos vetoriais cont́ı-nuos e campos vetoriais suaves por partes, como
alguns teoremas que podem ser aplicados considerando apenas uma parte do
campo.

Vimos que o Teorema da Existência e Unicidade pode ser aplicado
em cada campo X e Y de Z separadamente. No entanto, não vale para
pontos sobre a variedade de descontinuidade.

Outra semelhança são as definições de estabilidade estrutural e equi-
valência topológica. No entanto, existe uma grande dificuldade em perturbar
sistemas suaves por partes de uma maneira apropriada.

Observamos também que o Teorema 3.2.3 foi amplamente aplicado
sobre as regiões Σe,s e os respectivos retratos de fase foram apenas omitidos
nas regiões Σc nos casos dobra-dobra. Os casos poço, fonte, foco, sela e
centro se repetiram no caso suave por partes, com algumas restrições como
foi observado.

Os critérios para definir se um ponto cŕıtico é atrator ou repulsor
também mudaram um pouco, pois ora trabalhamos com sinal da parte real
dos autovalores para o caso cont́ınuo usando a Definição 2.3.2, ora traba-
lhamos com módulo dos autovalores para os pontos fixos dos difeomorfismos
dadas pela aplicação de primeiro retorno do caso suave por partes, usando a
Definição 2.1.6.

Outro teorema usado foi o Teorema do Fluxo Tubular, que no caso
suave por partes usamo-lo previamente em variedades com bordo no Teorema
de Vishik para planificar uma variedade de descontinuidade. Transformamos
por mudança de coordenadas uma fronteira curva em uma fronteira plana a
fim de simplificarmos os cálculos.

Um Teorema que foi amplamente utilizado em todos os caṕıtulos de
forma sutil, foi o Teorema da Forma Normal, pois devido à complexidade do
assunto, usamos apenas os sistemas na forma normal e isso pode ser aplicado
no caso cont́ınuo e no caso suave por partes. Os sistemas que estudamos
são todos anaĺıticos e podem ser expandidos na Forma de Taylor, onde a
simplificação desses campos foi omitida, mas pode ser estudada em [26].

Também foram usadas as classificações de contato da Definição 7.1.3,
que são uma pequena parte da Teoria do Contato. Note que não as usamos
no caso cont́ınuo.

Outra ferramenta que devemos mencionar é a Derivada de Lie, que
não utilizamos em nenhum momento para o caso cont́ınuo, pois a derivada



tradicional cumpre bem o seu papel de definir campos. Mas, para o caso
suave por partes, a Derivada de Lie é a principal ferramenta de estudo. Sem
ela, não podeŕıamos nem ao menos saber o que seria uma dobra.

Nos campos de vetores cont́ınuos, podemos determinar a existência
de trajetórias periódicas utilizando o Critério de Bendixson (ou sua gene-
ralização, o Critério de Dulac) que pode ser encontrado em qualquer bom
livro do Curso de Equações Diferenciais Ordinárias. Já para campos vetorias
suaves por partes, precisamos de mais ingredientes: os campos X e Y , o
campo Zs e uma aplicação de primeiro retorno, condição sine qua non para
encontrarmos trajetórias periódicas. Por isso, a T-Singularidade é tão rica a
ponto de fazermos essa conexão com o caso suave.

No entanto, a T-Singularidade se mostrou mais rica e complexa, no
sentido em que encontramos um sistema estruturalmente instável de codi-
mensão infinita, o que é um fato notável, considerando que não há casos
semelhantes em campos de vetores suaves.

Portanto, a habilidade de Filippov para definir a dinâmica em cam-
pos descont́ınuos é muito consistente a ponto de termos uma teoria extre-
mamente sólida em torno deste assunto e com importantes aplicações em
diversas áreas da ciência.

Porém, muito trabalho há de ser feito. Essas foram apenas algu-
mas bifurcações dentre as diversas existentes, cuja pesquisa está em franca
ascensão. Existem outras bifurcações interessantes e com dinâmicas ricas
também, como a Bifurcação Bogdanov-Takens que possui dois autovalores
nulos, de codimensão dois. Apesar de não abordarmos o assunto, pode ser
conferida em [18] e [26]. A teoria das bifurcações nos oferece um amplo ter-
reno a ser ainda explorado e espera-se que este trabalho possa servir de apoio
para os estudos na área dos Sistemas Dinâmicos. Nosso objetivo inicial era
comparar as bifurcações para campos vetoriais cont́ınuos e suaves por par-
tes e vimos dinâmicas surpreendentes como a Hopf, Grazing, Catastrofic e a
T-Singularidade.

Em trabalhos futuros, esperamos explicitar os parâmetros das bi-
furcações nos ciclos limites e seu valor de bifurcação para o caso Grazing e Ca-
tastrofic, além de verificar em quais condições os ciclos limites são destrúıdos,
em quais condições temos o controle dos valores de bifurcação mediante per-
turbações e também ampliar mais ainda a gama de instrumentos dessa parte
da teoria das bifurcações que todavia já possui muitas aplicações na mecânica
(osciladores), biologia (modelos predador-presa) e sistemas elétricos (sistemas
com chaveamento).
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do parâmetro µ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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10.6 Bifurcação tipo Catastrofic numa dobra-dobra viśıvel. . . . . . 84
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10.13Dinâmica próxima à T-Singularidade. (i) Caso Sela, com
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