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RESUMO

Neste trabalho, estudaremos a dinamica em campos de vetores sua-
ves, em campos de vetores em variedades com bordo e em campos de vetores
suaves por partes e cada um dos seus respectivos tipos de bifurcacoes mais
conhecidos.
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ABSTRACT

In this work, we will study the dynamics in smooth vector fields, in
vector fields near the boundary and in piecewise-smooth vector fields and
each of their most popular types of bifurcations up to now.
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1 Introducao

Nosso enfoque neste trabalho serd o estudo das bifurcagoes, em es-
pecial os de codimensao zero e um de campos de vetores suave por partes.

Em relagao a dinamica de campos suaves, consideraremos os princi-
pais tipos de bifurcagao e faremos um estudo paralelo comparando-lhes com
os tipos de bifurcagoes para campos de vetores suaves por partes.

Sem pretensao de abordar o assunto sobre bifurcacoes em campos
vetoriais suaves em sua totalidade, direcionaremos entao o estudo aos campos
vetoriais definidos em variedades com bordo, a fim de introduzirmos conceitos
para campos vetoriais suaves por partes e algumas bifurcagoes importantes
estudadas até o momento.

No Capitulo 2, faremos uma breve exposicao das defini¢oes preli-
minares para nosso trabalho, sendo necessario apenas o conhecimento de
conceitos basicos de Anélise no R™ encontrado em [16], a parte introdutéria
da Teoria Qualitativa das Equacoes Diferenciais Ordinarias, encontrado em
[18], aspectos bdsicos de Geometria Diferencial, encontrado em [3] e, eventu-
almente, Algebra Abstrata, para compreensao do leitor.

No Capitulo 3, apresentaremos os sistemas lineares e as suas respec-
tivas dinamicas, em especial, as bidimensionais.

No Capitulo 4, apresentaremos as defini¢des relevantes e teoremas
classicos, tais como, o Teorema do Fluxo Tubular e o Teorema de Grobman-
Hartman.

No Capitulo 5, baseado em [26], dedicamo-nos especialmente as for-
mas normais, dada a sua tamanha importancia em relagao a simplificacao de
campos de vetores em sua forma de Taylor. Neste capitulo, apresentamos os
procedimentos para transformar um dado sistema na sua forma normal e o
Teorema das Formas Normais.

No Capitulo 6, baseado em [18], apresentaremos os casos classicos
de bifurcagoes para campos suaves: Sela-N¢, Trascritica, Pitchfork e Hopf.

No Capitulo 7, baseado no artigo [22], estudaremos campos vetoriais
em variedades definidas com bordo a fim de prepararmos os conceitos para
estudarmos campos suaves por partes, definindo relacao de equivaléncia. De-
finiremos ainda, através de uma construcao, a aplicacao de primeiro retorno
para as variedades com bordo.

No Capitulo 8, usando os artigos [9], [11] e [24], serd explanado como
foi definido o campo suave por partes, a variedade de descontinuidade, a com-
binag¢ao convexa de acordo com a convencao de Filippov.

O Capitulo 9 foi dedicado apenas as bifurcagoes genéricas e o con-



junto das singularidades do tipo dobra-dobra.

Finalmente, no Capitulo 10, baseado em [4], [12] e [13], explanaremos
as bifurcacoes em singularidades do tipo dobra-dobra, incluindo a Teixeira
Singularidade, que possui uma dinamica muito mais rica em relacao as de-
mais. Com isso, teremos condi¢oes para compararmos as bifurcagoes do caso
continuo com o caso suave por partes.

Esperamos, ao finalizar este trabalho, que ele possa possa trazer con-
tribuicoes para a teoria das bifurcacoes dentro da area de Sistemas Dinamicos
e areas de conhecimento relacionadas a ele.



2 Conceitos Preliminares

Este capitulo sera dedicado a enunciar defini¢oes e teoremas impor-
tantes para o nosso trabalho, oriundos da Geometria Diferencial, Algebra
Abstrata e Andlise no R" e que darao suporte a toda teoria que serd apre-
sentada.

Ao longo deste trabalho, estarao presentes alguns dos principais re-
sultados conhecidos até entao para campos suaves, tais como Teorema do
Fluxo Tubular, Teorema de Hartman-Grobman, Teorema de Peixoto, Teo-
rema de Sotomayor, além das bifurcacoes classicas em campos suaves.

Note que ao longo do texto ha uma pequena diferenca na notacao
que distingue ponto do R™ dada por x, da notacao de coordenada, dada por
(X1, ..., Tp).

Todos os conceitos e teoremas desta subsecao serao utilizados ao
longo do trabalho. E necessario que o leitor tenha conhecimento basico das
areas de Analise e Geometria Diferencial, e alguns poucos topicos de Algebra.

2.1 Conceitos Preliminares de Analise

O conceito de diferenciabilidade para aplicacoes é uma importante
definicao para o nosso trabalho, conforme veremos a seguir:

Definicao 2.1.1. Dizemos que uma aplicacao f : U — R"™, definida no aberto
U C R™ € diferencidvel no ponto a € U quando existe uma aplicagcao linear
T, : R™ — R"™ tal que:

fla+v) = fla) =Ta-v+r(v),
r(v)

onde lim —= = 0 em que a+v € U e || . || denota a norma euclidiana

v=0 [[o|
_of

usual. A aplicacao linear T desta definicio € tal que T, - v = a—(a) =
v

(@ @)

Definicao 2.1.2. Dados dois conjuntos U C R™ e V. C R", um homeo-
morfismo entre U e V € uma bijecao continua f : U — V, cuja inversa
1.V = U também € continua.

Definicao 2.1.3. Se U e V sdo conjuntos abertos em R", uma fun¢ao dife-
rencidvel h : U — V' com inversa diferencidvel h™' : V. — U serd chamada
difeomorfismo.



O proximo conceito serd relevante para estudarmos a dinamica sobre
a variedade de descontinuidade, pois analisaremos os pontos fixos.

Definicao 2.1.4. Um ponto fixo de uma aplicacao & : U — R™, U C R™,
¢ um ponto x € U tal que £(x) = x. Denotaremos por Fiz(§) o conjunto dos
pontos fixzos {p € U;&(p) = p} em que U € um subconjunto aberto do R™.

Usando a definicao de difeomorfismo, veremos uma definicao rele-
vante que sera aplicada no dltimo capitulo.

Definicao 2.1.5. Dizemos que um difeomorfismo & : U — U de classe C”
onde r > 1 € uma involugao se £ o & = id, ou seja, se a inversa de & € ela
mesma.

Exemplo 2.1.1. A aplicagio € : R?* — R3 dada por &(x,y, 2) = (y,x,—2) €
uma tnvolucao.

A seguir, enunciaremos o Teorema de Sard, cuja demonstragao pode
ser encontrada em [16], pdgina 360, que serd ttil para estudarmos campos de
vetores definidos em variedades com bordo nos capitulos seguintes.

Teorema 2.1.1. (Teorema de Sard) Seja f : M — N uma aplicagao de
classe C' entre as superficies de mesma dimensio m. Seja S o conjunto
dos pontos v € M nos quais a derwada f'(x) : ToM — TpayM ndo é um
isomorfismo. Entao f(S) tem medida de Lebesgue nula em N.

Em outras palavras, o Teorema de Sard diz que a imagem do con-
junto S dos pontos singulares de uma aplicacdo de classe C! tem medida
nula. Sua principal consequéncia é que N — f(S) é denso em N. Em parti-
cular, N — f(S) # 0, ou seja, toda aplicagao f : M — N de classe C'* entre
superficies de mesma dimensao possui valores regulares.

A seguir, temos uma importante definicao que classifica uma aplicagao
linear quanto a sua hiperbolicidade. Note que esta definicao concerne a um
difeomorfismo, conceito diferente ao de ponto critico hiperbédlico, que veremos
adiante.

Definicao 2.1.6. Dizemos que um difeomorfismo é hiperbolico se nenhum
dos autovalores possui valor absoluto igqual a 1.

Definicao 2.1.7. Seja f : U — R" diferencidvel. Dado um subconjunto
X C U, diz-se que f‘X ¢ um mergulho de X em R" quando:

o 1) f|X ¢ um homeomorfismo de X sobre f(X);
e 2) para cada x € X, a derivada f'(x) : R™ — R™ € injetiva.

Para maiores detalhes, consulte [16].
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2.2 Conceitos Preliminares de Geometria

Considerando que o leitor estd familiarizado com a definicao de
superficie, que pode ser encontrada em [2], veremos uma generalizagao desse
conceito, pois ele depende do espaco em que se estd definido, enquanto o
conceito de variedade diferenciavel é mais abstrato e nao depende de nenhum
espago.

Definicao 2.2.1. Uma variedade diferencidvel de dimensao n é um con-
gunto M dotado de uma familia de aplicacoes bijetoras x, : U, C R™ — M,
onde a € A, U, C R" abertos com as sequintes propriedades:

1. U zo(Uy) = M, isto €, a unido da imagem dos abertos U, por x,
a€el

cobre M.

2. Para todo o, B com x,(Uy) Nxg(Ug) =W # 0, os conjuntos x*(W) e
x;l(W) sao abertos em R™ e as aplicagoes IL‘EI e T, sao diferencidveis.

3. A familia {(Uy,x4)} € mdzima relativamente as condigoes 1. e 2.

O par (Uy, ) com p € z,(U,) é chamado uma parametrizagio de M.
Uma familia {(U,, z,)} que satisfaz 1. e 2. é chamada uma estrutura
diferencidvel.

Definicao 2.2.2. Seja M uwma variedade diferencidvel. Uma aplica¢ao dife-
rencidvel « : (—e,€) — M é chamada uma curva diferencidvel em M, onde
e eR.

Suponha «a(0) =p € M e seja D ={f : M — R; f é diferencidvel em
p € M}. O wvetor tangente a curva o em t = 0 é a funcdo o/(0) : D — R
dada por

d(foa)
(0)f === €D
Um vetor tangente em p é o vetor tangente em ¢ = 0 de alguma
curva « : (—e,e) = M com «a(0) = p. O conjunto de vetores tangentes a M
em p serd indicado por T,M. Escrevendo a(t) = (z1(¢),...,z,(t)), podemos

expressar o vetor tangente o’ (0) como

O] = ST o),y = T Fn (), w®)],, =

-ya0 ()] - (Zxxm ()

i=1
)




ou seja, /(0) pode ser expresso na parametrizagado x por

(0 =340 (57,)

. (2.1)

¢ o vetor tangente em p a “curva coordenada”:
t=0

x; = x(0,...,0,2;,0,...,0).

Observando que < 0 >
8%2‘

e que, por (2.1) o vetor tangente a uma curva o em p depende apenas das
derivadas de o em um sistema de coordenadas, decorre que o conjunto 7, M,
com as operacoes usuais de funcoes, forma um espaco vetorial de dimensao
n, e que a escolha de uma parametrizacao x : U — M determina uma base

associada
o 0
0ry t:O’ U\ Oxy,

Desta maneira, T,M é chamado o espaco tangente de M em p.

} em T,M.

t=0

Definicao 2.2.3. Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel
M ¢é uma correspondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor X (p) €
T,M. Considerando uma parametriza¢ao x : U C R"™ — TM, podemos
escrever:

X(p) = Zai(p)%

i=1

4 )} é a base associada
8%

a parametrizacao x, i = 1,...,n e TM € a estrutura diferencidvel chamado
de fibrado tangente, dado por TM = {(p,v):p € M,v € T,M}.

onde cada a; : U — R € uma funcao em U e {(

Para maiores detalhes, consultar [3].

2.3 Conceitos Preliminares da Teoria Qualitativa das
Equacoes Diferenciais Ordinarias

Nesta subsecao enunciaremos o teorema fundamental da existéncia
e unicidade de solucao de uma equacao diferencial ordinaria

x = f(t,x)

sob a hipétese que f € C1(E) em que E é um subconjunto aberto do R x R™.
Para isto, definiremos o conceito de fluxo.



Definigao 2.3.1. Seja E um subconjunto aberto do R™ e seja f € CH(E).
Para xg € U, seja ¢(t,x¢) a solu¢ao do problema de valor inicial com a
condicao inicial x(0) = xo definida no seu intervalo mdzimo de existéncia,
denotado por 1(xg). Entao parat € I(xq), o conjunto das aplicagdes definidas
por

¢1(x0) = ¢(t, %0)

¢ chamada de fluxo da equacao diferencial (2.3) ou fluxo definido pela
equagdo diferencial X = f(x); ou ainda, também conhecido como fluxo do
campo de vetores f(x).

Omitiremos a demonstragao do préximo teorema, que se encontra
em [18], pagina 74, e baseia-se no teorema do ponto fixo para contragoes
([16], p. 278), no método das aproximagoes sucessivas de Picard e no fato de
f ser Lipschitziana. Dizemos f : U — R"™ ser Lipschitziana, com U C R™ |
se existe uma constante K > 0 tal que, para todo x,y € U tem-se

|f(z) = f(y)] < K|z —y|.

Quando 0 < K < 1, dizemos que f é uma contragao.

O Teorema 2.3.1 a seguir serd usado nos sistemas suaves por partes
para mostrar que certas trajetérias nao podem coincidir na parte em que o
campo é continuo.

Teorema 2.3.1. (Teorema Fundamental da Ezxisténcia e Unicidade). Con-
sidere a equacao diferencial com o problema de valor inicial

{XX = ftx) (2.2)

(to) = xo,

onde f € C"(E), r > 1, em algum conjunto aberto E C R x R". Seja
(to,x0) € E. Entao eziste um nimero a > 0 tal que (2.2) possui uma unica
solugdo x(t) no intervalo [ty — a,to + a], passando por xo em t = t.

As definigoes a seguir serao usadas intimeras vezes em quase todos
os capitulos que se seguem.

Definicao 2.3.2. Dizemos que xo € R™ é um ponto de equilibrio, singu-
laridade ou ponto critico do sistema linear

x = f(x) (2.3)

se f(xo) =0, onde f: U C R™ — R"™ é uma aplicacio de classe C*, k > 2.
Assim, um ponto critico xg € R"™ € chamado pogo se todos os autovalores da
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matriz jacobiana A = D f(xq) possuem parte real negativa; é chamado fonte
se todos os autovalores de D f(xq) possuem parte real positiva; € chamado
sela se ele € um ponto de equilibrio hiperbolico e D f(xq) possui pelo menos
um autovalor real positivo e pelo menos um autovalor negativo. Dizemos que
xo € R™ € ponto critico do tipo centro de (3.1) se todos os autovalores de A
possuem. parte real nula. (cf [18], Se¢do 2.6 e 2.10)

Definicao 2.3.3. Um ponto de equiibrio xo € R"™ do sistema (2.3) € cha-
mado um ponto de equilibrio hiperbdlico se f(xo) = 0 e nenhum dos
autovalores da matriz jacobiana D f(xg) possuem parte real nula.

Definicao 2.3.4. Pontos que nao sao de equilibrio ou criticos sao chamados
de pontos regulares e as trajetorias que passam por pontos requlares sao
denominadas trajetorias regulares. Analogamente, trajetorias que passam
por pontos de equilibrio sao denominadas trajetorias singulares.

Definigao 2.3.5. Um ponto critico do sistema X = f(x) na qual D f(xg)
possua somente autovalores com parte real nao nula € chamado um ponto
critico nao degenerado e, caso contrario, é chamado um ponto critico
degenerado do sistema.

2.4 Conceitos Preliminares de Topologia

As seguintes defini¢oes serao usadas em diversas classificagbes nos capitulos
finais.

Definicao 2.4.1. Um subconjunto X de um espaco métrico M diz-se magro
em M quando é uma reuniao enumerdvel, X = U X,., tal que, para cada
neN, intX, = 0.

Definicao 2.4.2. Topologia induzida de um subespaco S em um espaco
topologico X € o conjunto das intersecoes de S com os abertos de X.

Definicao 2.4.3. Dizemos que a topologia produto ¢ a menor topologia
em um produto de espagos topologicos que torna cada projecao canonica uma
funcao continua.

3 Sistemas Lineares

3.1 Pontos Criticos do tipo Foco, Sela e Centro

Como nosso objetivo inicial é estudar alguns tipos de bifurcacoes em sistemas
lineares suaves, introduziremos os conceitos de pontos criticos do tipo foco,



centro, n6 e sela sem os quais nao poderemos prosseguir nas bifurcacoes
mencionadas. Para o desenvolvimento de nosso trabalho, verificaremos de
forma sucinta o comportamento dos sistemas lineares do tipo

% = Ax (3.1)

onde x € R" e A € M,,(R), onde M,(R) é o conjunto das matrizes quadradas
reais de ordem n.

Dado um sistema do tipo (3.1), podemos diagonalizar A para sim-
plificar sua andlise qualitativa. Para isto, seja B = P~ 'AP, onde P é a
matriz que diagonaliza A. Para obter a matriz B, devemos determinar pri-
meiramente a matriz P, cuja construcao é obtida pelo seguinte Teorema e
sua demonstracao estd indicada em [18].

Teorema 3.1.1. Se os autovalores A1, ..., \, de uma matriz A, x, Sao reais,
entao qualquer conjunto de autovetores correspondentes {vy,...,v,} forma
uma base para R™. A matriz P = [vy,...,v,]| € invertivel e além disso,

PYAP = diag[\y, ..., \] = B.

Dizemos, neste caso, que as matrizes A e B sao conjugadas.

3.2 Sistemas Lineares Bidimensionais

Podemos analisar o comportamento de (3.1) através do sistema linear x =
Bx, onde B assume uma das seguintes formas, no caso n = 2:

A0 Al a —b
B_{O M},B_[O A}oug_{b - }
Os Teoremas seguintes nos darao uma forma de encontrar solucoes
para o sistema (3.1), lembrando que a defini¢ao de exponencial de uma matriz

A € M,(R) é dada por

1 1 1. .. <1 ..
e“‘:I+tA+—t2A2+—t3A3+-~+ftJAJ+---:§ —tI A
9l 3! 5! |
j:

em que I denota a matriz identidade de ordem n e t € R. Note que

d
—ett = Aet,
dt
Nao desviaremos nosso foco para estudar a convergéncia desta série,
porém, com o propoésito de compreender o processo de linearizacao, é im-

portante observar que se uma matriz esta diagonalizada na forma D =



diag(Ai, Aa, ..., M), podemos concluir que D7 = diag(M, X,,... M) e el =
diag(e’\l, e .. ,e’\”). Assim, temos os seguintes teoremas:

Teorema 3.2.1. Se A, B, P € M,(R) sao matrizes tais que AP = PB,

entdo e*P = PeB. Em particular, se as matrizes A e B sio conjugadas,

também as matrizes e e B sdo conjugadas e, além disso, podemos usar a

mesma matriz de conjugacao; ou seja, se P € M,(R) € invertivel e A =
PBP!, entdo
et = pePpt.

Demonstracao. Como AP = PB, temos que
A*P = AAP = APB = PBB = PB?

e, por inducao, A’P = PBJ, para todo j € N. Assim,
L1 L1
AP = <lim —Aj> P = lim — AP

l ! l !
—00 Jay 7] —00 Jany 7]

l l
1 ) 1 .
lim —PBI =P (hm fBJ) = PeP.
I—00 &~ 7! I—s00 &~ !

Jj=0 Jj=0

Teorema 3.2.2. Se A € M,(R), xo € R" et € R, entdo o caminho
x(t) = e'xg

define a unica solugao de (3.1) com a condi¢do inicial x(0) = Xo.

Demonstracdo. Derivando ambos os lados de x(t) = exy temos x(t) =
Aet?xy, onde é imediato que %(t) = Ax e, portanto, x(t) é solucdo de (3.1).
[l

Desta forma a solugao para o problema de valor inicial
x = Bx
x(0) = xo
supondo que A seja uma matriz ja diagonalizada, é dada respectivamente
por:

e 0 1t
X(t):|i 0 e,u,t:|X07X(t):e>\t|iO 1:|X0



ou

u | cos(bt)  —sen(bt)
x(t) =e sen(bt)  cos(bt) %0,

considerando as formas canonicas de Jordan de ordem 2.

Em cada caso, obtemos um retrato de fase, que é um esboco das cur-
vas parametrizadas definidas pelas solugoes da equacao diferencial cujo obje-
tivo é ilustrar o comportamento global das solugoes com diferentes condigoes
iniciais.

Essas solugoes estao agrupadas de acordo com os seus respectivos
tipos topologicos:

Casol : Se B = ())\ 2}, com A < 0 < p, temos uma sela na origem,

conforme Figura 3.1.

X

Figura 3.1: Um ponto critico do tipo Sela.

A
0
na origem, conforme Figura 3.2(a) e 3.2(b).

, com A < < 0 temos que a origem é um noé estavel

Caso 2(a) : Se B = {

Al
0 A
origem, conforme Figura 3.2(c).

Caso 2(b) : Se B = {

], com A < 0, temos um né impréprio atrator na

11



Figura 3.2: Pogo (a), (b) e N6 Impréprio (c) na origem.

a

b ) '
Caso 3 : Se B = - ], com a < 0, temos um foco estavel na origem,

conforme Figura 3.3.

XQ X2

N

S

N

b>0 b<0

Figura 3.3: Um Foco Estavel na origem.

0

Caso4:SeB:{b 0

] temos um centro na origem, conforme Figura 3.4.

Defini¢ao 3.2.1. Dizemos que o sistema linear (3.1) possui uma sela, nd,
foco ou centro na origem se a matriz A for do tipo B, apresentado nos casos
(1), (2), (3) ou (4), respectivamente.
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X2 X2

-~
N

b>0 b<0

S,
-

Figura 3.4: Um Centro na origem.

Observe que, nos casos (1), (2), (3) e (4), a dinamica do sistema
(3.1) em R? muda de acordo com alguns elementos dessa matriz. O Teorema
3.2.3 a seguir, para o caso n = 2, resume o estudo para os sistemas lineares:

Teorema 3.2.3. Considere o sistema linear (3.1) e sejam § = det A e
T=tr A onde x = (r1,73) € R? ¢ A € My(R). Sendo assim:

(a) Se é <0, entao (3.1) possui uma sela na origem.
(b) Sed >0 e7?—46 >0 entio (3.1) possui um nd na origem, sendo:
(i) estdvel, se T < 0;
(i1) instavel, se T > 0.
(c) Sed >0 e1?—46 <0 entdo (3.1) possui um foco na origem, sendo:
(i) estavel, se T < 0;
(i1) instdvel, se T > 0.
(d) Sed >0 e1 =0, entao (3.1) possui um centro na origem.
Veja Figura 3.5.

Demonstracao. Seja o sistema (3.1) com a matriz

-(24)
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Calculando os autovalores,

det (A—A)=| 2=~ 0

obtemos equacao caracteristica
N —(a+d)\+ (ad —bc) =0

isto é,

N—TA+6=0
onde obtemos os autovalores

N s
2= ———(F .
’ 2

Dai, escrevendo o discriminante A = 72 — 44:

(a) se d < 0 entdo A; e Ay s@o reais de sinais opostos. A origem, portanto,
é uma sela.

(b) se § >0 e A >0 entdao A\; e Ay sdo reais de mesmo sinal. Portanto, a
origem ¢ um no, sendo estavel para 7 < 0 e instavel para 7 > 0.

(c) sed >0eA > 0entdo A\; e A\g s@o complexos e conjugados A\; o = atif.
Portanto, a origem é um foco estavel para 7 < 0 e instavel para 7 > 0.

(d) se d > 0e7=0entdo \; e \y sdo imagindrios puros. Logo, a origem é
um centro.

O
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Pocgo Fonte

Centro

0
Sela Sela Sela

Figura 3.5: Diagrama de variagao de ¢ e 7 para o Teorema 3.2.3.

Maiores detalhes podem ser encontrados em [18], Secao 1.5.

3.3 Sistemas Lineares de Dimensao Superior

Para o caso mais geral, onde n > 2, considerando a Forma Canonica de
Jordan, podemos concentrar nosso estudo nos blocos que compoem sua Forma
Canonica. Para ilustrar, vejamos o seguinte exemplo:

Exemplo 3.3.1. Considere o sistema x = Ax, com

10 0
A=11 2 0
1 0 -1

Calculando os seus autovalores:

A—1 0 0
det\[—A]=0=| -1 A=2 0 |=0
~1 0 A+1

Explicitemos agora os respectivos autovetores:

(i) Para A = 1, seja ] = (a b ¢)T o autovetor associado ao autovalor \;.

Temos
0 0 0 a 0
I-A@)=0=|1 -1 0| -|b|=]0],
-1 0 2 0



onde obtemos o autovetor v = (2,—2,1)T associado ao autovalor \; =
1

(ii) Para Ay = 2, temos

1 00 a 0
(I—A)W)=0=1]-10 0 =10
-1 0 3 0

onde obtemos o autovetor o3 = (0, 1,0)7 associado ao autovalor Ay = 2

(iii) Para A3 = —1, temos
-2 0 0 a 0
(I-A)@)=0=|-1 =3 0]|-|b|=1]0
-1 0 0 0
onde obtemos o autovetor 75 = (0,0,1)T associado ao autovalor \3 =
—1.

Note que os vetores ’U_1>, 'U_g e v_g formam uma base de R? e x1(t) =
el 01, my(t) = e - U3 e x3(t) = e~' - U formam uma base para o espaco da
solucao de (3.1). Temos os seguintes subespacos: ES = Span{v}} estével
(A3 < 0)e BV = Span{v_f,v_g)} instavel (A1, A2 > 0). Pelo Teorema 3.1.1,

obtemos a matriz

2 00
P=]1-210
1 01
que diagonaliza A; entao
et 0 0
zt)y=P. | 0 e 0 |.P!

0 0 et

et 0 0

= z(t) = —et+e*t et 0 | o,

—(et+e)/2 0 et

Para o retrato de fase, analisaremos os autovalores, dois a dois:

(i) Para A\; = 1 e Ay = 2, ambos positivos, temos um né repulsor na origem
do autoespaco Spcm{v_1>, v_2>},

16



i1) Para /\1 =1le )\3 = —1, temos uma sela na origem do autoespago
g
Sp(m{vl, Ug};

(iii) Para Ay = 2 ¢ A3 = —1, também temos uma sela na origem do auto-
espago Span{vs, V3 }.

Finalmente, obtemos o retrato de fase explicitado na Figura 3.6.

X3

Figura 3.6: Uma singularidade sela no espaco R3.

4 Sistemas nao-lineares
Nesta se¢ao, apresentaremos resumidamente os principais resultados

da teoria local dos sistemas nao-lineares bem como o processo de linearizacao,
utilizando o Teorema de Grobman-Hartman para pontos criticos hiperbélicos.
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4.1 Classificacao de pontos e trajetoérias

O sistema linear

X = Ax (4.1)
¢ chamado de linearizagao do sistema X = f(x) em uma vizinhanca de
xo € R™, onde A = D f(x¢) é o jacobiano de f em xq.

A linearizagao do campo serve para dar condi¢oes, por meio do es-
tudo do campo linearizado (que é mais simples), para que obtenhamos in-
formagoes sobre a dinamica do campo X = f(x) original. Isto serd feito
através do Teorema de Grobman-Hartman adiante.

4.2 Teorema do Fluxo Tubular

Nesta subsecao, estudaremos um fato peculiar que ocorre numa vizinhanca
de um ponto regular do campo.

Definicao 4.2.1. Considere um campo de vetores
f:ECRXR" = R” tal que x = f(t,x) .

Dizemos que xqg € E possui a propriedade do fluxo tubular se existem
uma vizinhaca U C E de xq, denominada vizinhanc¢a tubular de xq, um
aberto W C R™ !, uma constante € > 0 e um difeomorfismo h : U —
(—e,e) x W que conjuga o fluro ¢y de f em U com o fluxo 1y do campo
constante f(y1,va, ..., Yn) = (1,0,...,0) em (—¢,¢) x W, ou seja, vale

U(t, h(x)) = ho(t, x))
qualquer que seja x € U e cada |t| < e.

Isto significa que o ponto xy € U possui a propriedade do fluxo
tubular se o campo de vetores f, na vizinhanca de x¢, é dado por f, a menos
de uma mudanca de coordenadas. Observe que na vizinhanca tubular nao
pode haver singularidades do campo. Sendo assim, motivando para o proximo
teorema que afirma:“ todo campo, localmente em torno de um ponto regular,
se comporta como o campo constante f, como ilustrado na Figura 4.17. A
demonstragao deste teorema pode ser encontrado em [20].

Teorema 4.2.1. (Teorema do Fluxo Tubular)

Seja f : E — R"™ um campo de classe C'(E), onde E C R" € um
aberto. Se xg € E nao é ponto de equilibrio, entao xo tem a propriedade do
fluzo tubular.

Note que o Teorema do Fluxo Tubular afirma que localmente em
torno de xg, que nao seja singularidade, o campo f na vizinhanca U de xq é
sempre integravel!
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UCE (—e,e) x W

L4
v

Figura 4.1: Teorema do Fluxo Tubular.

4.3 Sistemas Dinamicos

Os Sistemas Dinamicos nos permitem ter a descri¢ao funcional de
um fenomeno fisico ou de algum modelo matematico descrevendo um pro-
blema fisico que depende do tempo, conforme [19]. Mas o que é um Sistema

Dinamico?
Definicao 4.3.1. Um sistema dindmico em E é uma aplicacdo de classe C*

¢ RxE—FE

onde E € um congunto aberto do R™ e se ¢4(x) = ¢(t,x), entdo ¢, satisfaz as
sequintes propriedades:

(i) ¢o(x) =x, para todo x € E;
(11) ¢r1s(X) = @y 0 P5(x), para todo s,t € R e para todo x € E.

Considere o sistema dinamico x = f(t,x), com f € C'(E), onde
E C R"™ é aberto. Parax € F, a fungao ¢(.,x) : R — FE define uma solugao,
trajetoria ou orbita deste sistema passando pelo ponto xy € F.

Em outras palavras, um Sistema Dinamico é uma aplicacao que des-
creve o comportamento de um objeto a medida que o tempo varia.

Do ponto de vista da Algebra, se Dif(n) = {f : R* — R"; f ¢ um
difeomorfismo} (o leitor pode verificar que (Dif(n), o) é um grupo com a
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composicao de aplicages), entdo um sistema dindmico agindo em R" é um
homomorfismo de grupos ¢(-,x) : R — Dif(n) tal que ¢(t+s) = ¢(t) o ¢(s).

A partir deste ponto do trabalho, podemos falar em Sistemas Dinamicos
lineares, nao-lineares, Sistemas Dinamicos suaves e suave por partes, dentre
outros.

4.4 Teorema de Grobman-Hartman

O préximo teorema nos da condicoes de determinarmos completa-
mente o comportamento qualitativo de sistema nao linear em uma vizinhanca
de um ponto critico hiperbodlico, por meio do processo de linearizacao do
campo vetorial.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que o ponto critico esta na
origem do espaco euclidiano, pois caso contrario, pode-se translada-lo para a
origem utilizando a translagao x — x — Xg.

Teorema 4.4.1. (Grobman-Hartman) Seja E um subconjunto aberto do
R" contendo a origem, f € CHE) e seja ¢; o fluzo do sistema ndo linear
(2.3). Suponha f(0) = 0 e que a matriz A = Df(0) ndo tenha nenhum
autovalor com parte real nula. Entao eriste um homeomorfismo H de um
conjunto aberto U contendo a origem em um conjunto aberto V contendo a
ortgem tal que para cada xg € U, existe um intervalo aberto Iy C R contendo
a origem tal que para todo xg € U et € I,

H o ¢y(x0) = e H(xq)

i.e., H leva trajetorias de (2.3) em trajetorias de (4.1) em uma vizinhancga
da origem e preserva a orientagdo pelo tempo.

Como consequéncia, temos o seguinte corolario: “ Considere um
sistema nao linear do tipo (2.3)” :

Corolario 4.4.1. Seja E um subconjunto aberto do R™ contendo a origem
e seja f € C*(E). Suponha que a origem seja um ponto critico hiperbdlico
do sistema X = Ax, onde A = Df(0). Entao a origem é um poco (ou fonte)
para o sistema nao linear X = f(x) se, e somente se ele é um poco (ou fonte)
para o sistema linear X = Ax. Analogamente, a origem é um pogo (ou fonte)
do sistema nao linear x = f(x) se, e somente se, ele € um pogo (ou fonte)
do sistema linear x = AX.
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4.5 Trajetorias Distintas

Nesta secao, apresentaremos alguns tipos topolégicos de érbitas de
um campo de vetores

%= f(x) (4.2)

onde x € R".

4.5.1 Orbitas Periédicas

Definicao 4.5.1. Um ciclo ou 6rbita periddica de periodo T' de x = f(x)
¢ qualquer curva solugdo fechada e limitada de x = f(x) que ndo seja um
ponto de equilibrio de x = f(x), isto €,

F'={¢p(t,x);s<t<s+T}

onde a curva solugao ¢ descreve toda uma curva fechada e limitada em qual-
quer intervalo de periodo T uma unica vez, qualquer que seja s € R.

Definicao 4.5.2. Seja E um subconjunto aberto do R™. Um pontop € E €
um ponto w-limite de uma trajetoria ¢(-,x) do sistema x = f(x) se existir
uma sequéncia t, — +oo tal que

lim (b(tn,X) =D

n—oo

e, analogamente, se existir uma sequéncia t, — —oo tal que

lim ¢(t,,x) =q

n—o0

com q € E, entao o ponto q € chamado de ponto a-limite, conforme ilus-
trado na Figura 4.2.

Seguindo um raciocinio analogo a definicao de ponto limite, temos a
seguir os conjuntos limite.

O conjunto de todos os pontos w-limite de uma trajetéria I' é cha-
mada de conjunto w-limite, denotado por

w(x) ={p € E;H{t,} com t,, — oo e ¢(t,) — p, quando n — oo},

e, analogamente, o conjunto de todos os pontos a-limite é chamado de con-
junto a-limite, denotado por

a(x) ={p € E;3{t,} com t, - —oc0 e ¢(t,) — p, quando n — co}.
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q é a-limite p € w-limite

Figura 4.2: Pontos Limite.

Finalmente, o conjunto de todos os pontos limites de I', o conjunto a(x)Uw(x)
¢ chamado simplesmente de conjunto limite de I', conforme Figura 4.3.

Se qualquer ponto p regular estd em a(p) ou w(p) entao a trajetoria
através de p é chamada de orbita limite de T'.

Definicao 4.5.3. Sejam U um conjunto aberto de R* e X : U — R? um
campo vetorial de classe C*. Uma drbita periddica I' é um ciclo limite T’
de um sistema planar x = f(x) se existir uma vizinhang¢a V de T" tal que T' €
a unica orbita fechada de X que intercepta V.

Proposicao 4.5.1. Com as notacoes da Definicao 4.5.3, existem apenas 0s
sequintes tipos de ciclos limites (diminuindo V', se necessdrio):

(a) Estdvel, quando tliin d(o(t,x),I') =0, para todo x € V;
—+400

(b) Instdvel, quando tlim d(¢(t,x),T') =0, para todo x € V;
——00

(c) Semi-estdvel, quando tlir+n d(¢(t,x),I') =0, para todo x € VN Extl’
——+o00
e tlim d(¢(t,x),T') = 0, para todo x € VN IntT’, ou caso contrdrio.
——00

A demonstragao da Proposi¢ao 4.5.1 pode ser conferida em [20].
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Figura 4.3: Exemplos de Ciclos Limite.

4.6 A Aplicacao de Poincaré

A seguir, definiremos um importante conceito no estudo do compor-
tamento de ciclos limite. Primeiramente, introduziremos o conceito de secao
transversal local numa vizinhanca de xg € E C R™ que é um ponto regular
do campo de vetores x = f(x).

Sejam M uma variedade diferencidvel e f : M" — M uma
imersao de codimensao 1. Entao, para cada p € M, existe uma vizinhanca
E C M de p tal que f(E) C M é uma subvariedade de M. A esta subvarie-
dade ¥ = f(FE) denominamos hiperplano.

Esse hiperplano pode ser imerso de muitas formas. Para nossos
propdsitos, sera mais util que ele seja transversal ao fluxo do campo de vetores
em questao, no seguinte sentido: sejam f : E — R" E C R" e xq €
E um ponto regular de f. Dizemos que um hiperplano ¥ contendo xqy é
transversal a f em xq se o vetor f(xg) nao esta contido em Y. No caso de
% ser perpedicular, temos ¥ = {x € R"|(x — x¢).f(x0) = 0}. E evidente
que o hiperplano Y podera ser transversal a qualquer érbita, em particular,
para Orbitas periddicas, conforme detalhamento a seguir. A Aplicacao de
Poincaré esta ilustrada na Figura 4.4. Enunciaremos o seguinte Teorema,
cuja demonstragao ¢ uma aplicacao imediata do Teorema da Func¢ao Implicita
e pode ser visto em [1], [18] e [26]:

Teorema 4.6.1. Seja E um subconjunto aberto do R" e f € CY(E). Suponha
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que ¢y(xg) seja uma solugdo de (4.2) de periodo T' e que o ciclo limite
I'={xeR"x=¢ix),0<t<T}

esteja contido em E. Seja ¥ o hiperplano ortogonal a I' em xq, também
chamado de Se¢ao Transversal, mais precisamente

Y ={xeR"(x—x,) - f(x0) = 0}.

Entao ezistem um § > 0 e uma unica fungao 7(x), definida e continuamente
diferencidvel em x € Ns(xo), onde Ns(xo) € vizinhanga centrada em x de raio
J, tal que T(x0) =T e

(,b’r(x) (X) € 27

para todo x € Ns(xo).

Definigao 4.6.1. Sejam ', X, § e 7(x) definido no Teorema 4.6.1. Entao,
para x € NsNX, a fungao

P(X) = ¢T(X) (X)

¢ denominada Aplicacao de Poincaré, também chamada de Aplicagao
de Primeiro Retorno.

A Aplicacao de Poincaré também é usada para verificar a existéncia
de ciclos limite analisando a imagem da funcao deslocamento.

Concentramo-nos agora no caso onde n = 2. Observe que o Teorema
4.6.1 afirma que a Aplicacao de Poincaré P(s) esta definida para |s| < 0 e,
portanto, P(0) = 0. Como consequéncia, podemos verificar a estabilidade de
um ciclo I determinado por P’(0) definindo a seguinte fungao:

Definicao 4.6.2. Dado a Aplicacio de Primeiro Retorno de Poincaré da
Definicao 4.6.1, a func¢ao deslocamento € dada por:

d(s) = P(s) — s.

Assim, temos d(0) = 0 e d'(s) = P'(s) — 1; aplicando o Teorema do
Valor Médio, para |s| < 4, existe um numero ¢ entre 0 e s tal que

d(s) =d(c) - s.

Como d'(s) é continua, o sinal de d'(s) serd o mesmo de d'(0) numa vizinhanga
de s, desde que d'(0) # 0. Portanto, se d'(0) < 0, temos d(s) < 0 para s > 0
e d(s) > 0 para s < 0, isto é, I" é estavel. Isso é equivalente a dizer que se
P'(0) < 1, entao I" é estavel. Analogamente para d'(0) > 0, se P'(0) > 1,
entao I' é instavel. Esclareceremos no exemplo a seguir que a estabilidade de
' fica determinada pela derivada da Aplicagao de Poincaré.
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Figura 4.4: Aplicagdao de Primeiro Retorno de Poincaré.

Exemplo 4.6.1. Considere o sequinte sistema:

i = —y+az(l—a?—y?)
{y = z+y(l—2a®—y?). (4.3)

O termo —(z* + y?) que aparece no sistema sugere uma mudanga para coor-
denadas polares

{ T = 1r.cos O

y =r.sen 0,
onde
r?=z%+y?
tg0="Y. (4.4)
x

Derivando as equagoes de (4.4) e substituindo convenientemente & e 1 no
sistema (4.3), obtemos
. _ 1 . 2
{ ro= rd=r) (4.5)

b = 1,

em que o leitor pode verificar que (4.5) possui um ciclo limite I' representado
por y(t) = (cos(t), sen(t))”, conforme Figura 4.5.

A Aplicacio de Poincaré para I' pode ser obtida resolvendo a pri-
meira equagao de (4.5) por separagdo de varidveis e aplicando fragées parci-
ais com a condi¢ao inicial r(0) = ro e 8(0) = 0y de modo que a solugcio da
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primeira equagdo de (4.5) € dada por

1 ~1/2
r(t,ro) = {1 + (ﬁ — 1) e_%}
0

0(t,00) =t + Op.

Supondo que ¥ passa pela origem com angulo 0 = 6y, entao ¥ é
perpendicular a I e a trajetoria que passa pelo ponto (rg,6p) em X NT no
instante t = 0 intersecta X novamente quando t = 2w, conforme pode ser
visto na Figura 4.5.

Figura 4.5: Aplicagdo de Poincaré para o sistema (4.3).

Construida desta maneira, a Aplicacao de Poincaré para o sistema

(4.8) € dada por
1 ~1/2
P(rg) = [1 + (—2 — 1) 6_4“} .
o

Pode-se observar que P(1) = 1 corresponde ao ciclo limite T e a
derivada de P(rg) € facilmente calculada, onde obtemos:

] —3/2
P'(ro) = e ™. {1 + <—2 — 1) 64ﬂ1

o
em que P'(1) = e~ < 1 mostra que I' é um ciclo limite atrator, conforme
mostra a Figura 4.5.
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Portanto, o sinal da derivada da Aplicacao de Poincaré nos mostra
a estabilidade do ciclo limite I': se P'(rg) < 1, I' € estdvel; se P'(ro) > 1, T
€ instdavel.

O Teorema 4.6.2 a seguir fornece uma férmula para P’'(0) em termos
do campo vetorial f(x) do sistema (2.3), cuja demonstracao se encontra em
[1], pdgina 118.

Teorema 4.6.2. Seja E um subconjunto aberto de R® e suponha que f €
CYE). Seja v(t) uma solugdo periddica de (2.3) de periodo T. Entdo a
derivada da aplicagdo de Poincaré P(rg) ao longo da sec¢ao transversal ¥
normal a T = {x € R?/x =v(t) —v(0),0 <t < T} em x =0 é dada por

T
PO) =cop [ V- (0
0
onde V [ denota o divergente de f dado por

0K, Oh

Vi= ox Oy

Uma das importantes consequéncias do Teorema 4.6.2 é o Corolario
4.6.1 que nos fornece uma interpretacao de P’'(0) para determinar se dada
solugao 7(t) é um ciclo limite estavel ou instavel conforme o sinal de P’(0):
estavel se negativo e instavel se positivo.

Corolario 4.6.1. Sob as hipoteses do Teorema 4.6.2, a solucao periodica
v(t) € um ciclo limite estdvel se:

exp/o V- f(y(t)dt <0

e € um ciclo limite instdvel se

ea:p/o V- f(y(t))dt > 0.

A Aplicacao de Poincaré é amplamente usada no estudo de ciclos
limites e sera vista com certa frequéncia.

Exemplo 4.6.2. Mostre que v(t) = (2cos(2t), sen(2t))T é uma solucdo peridédica
do sistema



e mostre que y(t) representa um ciclo limite estdvel deste sistema.
Resolugao:
Para mostrar que y(t) € solugao periddica, basta substituir v(t) no sistema,

onde obtemos
T = —4-sen(2t)
y = 2-cos(2t)

que € claramente um ciclo do sistema, com periodo t = 2.
Reescrevendo o sistema na sequinte notagao:

132
fo= —4y+x<1—z—y2)

x2
fo = :C+y(1—z—y2>,

calcularemos o divergente. Por:

) e =17 Y
. afl_ z? 2
() 5 =13 %

obtemos o divergente Vf = 2 — (x? + 4y*). Substituindo y(t), vemos que
Vf(v(t)) = —=2. Aplicando o Coroldrio 4.6.1, tem-se

T T T
exp/ V- f(n(t))dt = exp/ —2dt = -2 e:cp/ dt =—-2-¢!' <0,
0 0 0

Concluimos que I' € um ciclo limite estavel.
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5 Introducao as Formas Normais

Este capitulo sera dedicado a uma técnica utilizada para reduzir ao
maximo os termos de maior ordem de um sistema para obter outro equi-
valente mais simples, porém, com a mesma dinamica do sistema original.
Definindo uma relacao de equivaléncia, podemos considerar o grupo quoci-
ente dos campos vetoriais e escolher o representante mais simples, isto é, a
Forma Normal. Isso simplificara muito nosso trabalho, pois estudaremos os
sistemas em sua forma normal.

5.1 Relacao de Equivaléncia Topolégica

Seja M uma variedade compacta, C'*°, orientavel de dimensao finita,
com fronteira M. Consideraremos M C R3.

Definicao 5.1.1. Considere duas variedades diferencidveis M e N e um
pontox € M. Sejam Uy e Uy duas vizinhancgas de x € M. Introduzimos a se-
guinte relagao de equivaléncia ~: duas aplicagoes fy : Uy — N, fo : Uy — N
sao equivalentes quando existir uma vizinhanca U de x € M que depende
de fi1 e fy tal que elas coincidam nas restrigoes fl’U e f2|U. Escreveremos
fi ~ fa. As classes de equivaléncia sob essa relacdo sao chamadas de ger-
mes de campos de vetores.

Analogamente, define-se germe de fungoes. Para que aplicacoes coin-
cidam numa vizinhanca nao vazia de M, é preciso definir a lei que associa
estes campos nesta vizinhanca, ponto a ponto. Note que isso pode ser feito
de varias maneiras conforme o objeto de estudo. Definiremos esta relacao.

Definicao 5.1.2. Dois campos de vetores X eY em M sao ditos topologzi-
camente equivalentes se existir um homeomorfismo h : M — M levando
orbitas de X em orbitas de Y, preservando orientacao, isto €, dados p € M
ed >0, eviste um ¢ > 0 tal que 0 < t < &, entdo h(¢dx(t,p)) = ¢y (f, h(p)),
para algum 0 <t < .

Se essa equivaléncia topoldgica, além de preservar orientagao também
preservar o tempo, isto é, se dados p € M e t € R, tivermos h(¢x(t,p)) =
oy (t, h(p)), entdo dizemos que os campos X e Y sdo topologicamente con-
jugados, que é uma relacao mais forte.

Uma vez estabelecida a relacao de equivaléncia entre sistemas de
equagoes diferenciais, podemos fazer um estudo qualitativo de tal forma que
este estara satisfeito se tomarmos um representante dessa classe independen-
temente da escolha. Desse modo, podemos escolher a forma mais simples
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da classe em questao, que é chamada de Forma Normal (veja [25] e [26]).
Contudo, para obtermos a Forma Normal a partir de um dado sistema de
equagoes diferenciais, precisamos seguir alguns passos, conforme a préxima
subsecao.

5.2 Preparacao Preliminar das Equacgoes

Agora, considere o seguinte campo de vetores
w=Gw), welR" (5.1)

onde G é de classe C* e onde k é grande o suficiente para nossos propésitos.
Suponha que (5.1) tenha um ponto fixo em w = wy.
Nosso objetivo é transformar (5.1) em sua forma mais simples.

1. Primeiramente, transladamos o ponto critico para a origem, possivel
usando da translagao

v=w—wy, vER",
obtendo assim o sistema

v =G(v+wy) = H(v). (5.2)

2. Aqui, separaremos a parte linear do campo de vetores e reescreveremos
(5.2) da seguinte maneira:

v = DH(0)v + H(v) (5.3)
onde H(v) = H(v) — DH(0)v tal que H(v) = O(|v|?).

3. Seja T' a matriz que transforma a matriz DH (0) na forma canonica de
Jordan (real). Entao, pela transformacao

v=Tx (5.4)

o campo de vetores (5.3) torna-se
x =T 'DH(0)Tx + T "H(Tx). (5.5)
Denotando a forma canoénica de Jordan (real) de DH(0) por J, temos

J=T"H(Tx)
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tal que (5.3) podera ser escrito como
x=Jx+ F(x), xeR" (5.6)

E importante notar que a transformagao (5.4) simplificou a parte linear
de (5.3) o méaximo possivel. Agora prosseguiremos com a tarefa de
simplificar a parte ndo linear F(x). No entanto, se o ponto for regular
ou critico hiperbélico, o processo termina aqui.

4. Podemos expandir na Forma de Taylor de F'(x) em torno da origem tal
que (5.6) torne-se

X = Jx + Fy(x) + F3(x) + -+ Fr_1(x) + O(]x|"), (5.7)

onde F;(x) representa o i-ésimo termo na expansao de Taylor de F'(x).

5.3 Simplificacao de termos de segunda ordem

A seguir, considerando (5.7), introduziremos a seguinte mudanga de coorde-
nadas:

X=y+ hg(y), (58)

onde hs(y) é um termo de segunda ordem em y. Substituindo (5.8) em (5.7),
obtemos:

% = (Id+ Dhy(y))y = Jy + Jha(y) + Fa(y + ha(y))

FE(y+ () ok B+ b)) +O0yP), O
onde Id denota a matriz identidade n x n. Observe que cada termo
Fr(y + ha(y)), 2<k<r-—1,
pode ser escrito na forma
Fi(y) + O(ly[*™1) + -+ O(ly[*),
de modo que (5.9) torna-se
(Id+ Dha(y))y = Jy + Jha(y) + Fa(y)+ (5.10)

+E(y) 4+ -+ Ei(y) + O(ly]),

em que a mudanca de notacio para os termos de ordem O(|y|*) para Fj(y)
serve para denotar que eles foram modificados devido a mudanca de coorde-
nadas.
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Assim, para y suficientemente pequeno,
(Id + Dhs(y))™
existe e pode ser representado como uma série expandida como segue abaixo:
(Id + Dhy(y))~" = id — Dha(y) + O(|y ). (5.11)
Substituindo (5.11) em (5.10), obtemos

v =Jy+Jha(y) — Dha(y)Jy + Fa(y)+
+E3(y) + -+ Fooa(y) + O(ly[").
Podemos escolher uma forma especifica para hs(y) de modo que sim-

plifique os termos O(]y|?) o maximo possivel. Portanto, escolhendo conveni-
entemente hy(y), obtemos

(5.12)

Dhy(y)Jy — Jha(y) = Fa(y) (5.13)

tal que F5(y) pode ser eliminado de (5.12). A equagao (5.13) pode ser vista
como uma equagao para um hy(y) desconhecido. Queremos destacar que,
quando visto de maneira correta, ela é de fato uma equacao linear agindo
num espagco vetorial linear. Isto pode ser obtido da seguinte maneira:

1. definindo um espaco vetorial linear apropriado;
2. definindo o operador linear no espaco vetorial e;

3. descrevendo a equag@o a ser resolvida neste espaco vetorial (que se
tornara (5.13).

Primeiro passo: Considere o espaco vetorial dos polindmios ho-
mogéneos de grau k, denotado por Hy.

Seja {s1,...,8,} uma base de R" e sejay = (y1,...,yn) as coorde-
nadas com relagao a essa base, considere que esses elementos da base contém
coeficientes consistindo de polinomios homogéneos de grau k, isto é,

(i ys - ymm)si, > my =k
j=1

onde m; > 0 sao inteiros. Referimo-nos a esses objetos como o conjunto de
todos os vetores polinomiais homogéneos de grau k. O conjunto de todos esses
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vetores formam um espaco vetorial linear, que denotamos por Hy. A base
para Hj consiste de elementos formados por todas as possiveis combinagoes
de polinomios homogéneos de grau k& de multiplicidade s;, como no seguinte
exemplo:

Exemplo 5.3.1. Considere a base canonica do R?

o) (V)

Denotamos as coordenadas com respeito a essa base por = e y, res-
pectivamente. Assim, obtemos

m=smn{(5)-(2)-(5)-(2)-(5)- ()}

Segundo passo Definir o operador linear em Hj,.
Considere a equacao (5.13). Claramente hy(y) pode ser visto como
elemento de Hs e
ha(y) = Dha(y)Jy — Jha(y)

¢ uma aplicagao linear de Hy em H,. De modo analogo, para qualquer
elemento Hy(y) € Hg, temos

que é uma aplicagao linear de Hy em Hj,.

Mencionaremos uma terminologia associada a equagao (5.13) que se
tornou usual. Devido a Algebra de Lie, essa aplicacao é tradicionalmente
denotada por

LY (hi(y)) = —(Dhi(y)Jy — Jhi(y))

Terceiro passo: A solucdo de (5.13).
Lembrando que hy(y) pode ser vista como elemento de Hy, utilizando
a algebra linear podemos escrever Hy; de maneira tnica como

Hy, = LSQ)(Hz) @ Go

onde G4 representa o espaco complementar a LS2)(H2). Resolvendo (5.13)
do mesmo modo que se resolve a equagao Ax = b da algebra linear. Se
F5(y) estiver na imagem de L(J2)(-), entao todos os termos O(|y|?) podem ser
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eliminados de (5.13). Em qualquer caso, podemos escolher hsy(y) de tal modo
que restem apenas os termos O(|y|?) em G5. Denota-se esses termos por

Fy(y) € Gy

em que r denota o termo ressonante, que representa o termo nao-linear que
nao pode ser removido.
Portanto, (5.12) pode ser simplificado a

y=Jy + Fy(y) + F3(y) + -+ Froy + O(|y|").

Procedendo dessa maneira, introduzimos uma mudanca de coorde-
nadas de tal modo que o novo sistema de coordenadas possui apenas os
termos de segunda ordem no espago complementar a LS2)(H2). Portanto, se
LSZ)(HQ) = Hj, entao todos os termos de segunda ordem podem ser elimina-
dos.

5.4 Teorema da Forma Normal

O Teorema da Forma Normal afirma que podemos simplificar um dado sis-
tema de equacoes diferenciais por uma mudanca de coordenadas conveniente.
Isso nos permite escrever um sistema em expansao de Taylor separando a
parte linear dos termos de ordem mais alta até ordem k& — 1. Eliminamos os
termos de ordem mais alta de maneira analoga ao procedimento da subsecao
5.3 (consulte [26], p.272 ~ 275), obtendo um sistema mais simples a partir
de (5.7) com a mesma dinamica do sistema original.

Teorema 5.4.1. (Teorema da Forma Normal) Dado o sistema (5.7), € possivel,
através de uma sequéncia apropriada de mudanca de coordenadas escrever
(5.7) como:

y=Jy+ )+ + FLL ) + Oyl (5.14)

onde FJ(y) € Gy, 2 <k <r—1 e Gy é o espagco complementar de L;k)(Hk).
Dizemos que a equagdo (5.14) estd na Forma Normal de ordem r — 1.

Desta etapa em diante, consideraremos sistemas em sua forma nor-
mal. Fazendo uma analogia com o que acontece nos niimeros racionais, pre-
ferimos sempre escolher a fracao irredutivel como representante mais simples
de uma classe de fragoes. Assim, a teoria das formas normais torna-se indis-
pensavel para simplificagdo do Sistema (5.1).
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6 Bifurcacoes em Campos Vetoriais
Continuos

Neste capitulo, nosso objetivo é apresentar os conceitos preliminares
para a teoria das bifurcagoes em campos vetoriais suaves. Estudaremos as
bifurcacoes classicas de codimensao um em R?: o Teorema de Peixoto, que
mostra uma condi¢ao necessaria e suficiente para a estabilidade estrutural
de um campo bidimensional, e o Teorema de Sotomayor que classifica essas
bifurcacoes através da diferencial do campo e dos seus autovalores. Finali-
zando esta parte, estudaremos a bifurcacao classica de Hopf cujo o campo de
vetores possui um par de autovalores imaginarios puros.

6.1 Estabilidade Estrutural

Definigao 6.1.1. Seja f € CY(E) onde E é um subconjunto aberto do R™.
Definimos a norma-C' no espaco C*(E) por

[1F1l = sup [f ()] + sup |[Df (x)]]
xel x€E

onde | - | denota a norma Euclidiana em R™ e || - || denota a norma usual
de matrizes D f(x) definida por ||T|| = I|n‘ax |T(x)], onde T : R" — R™ é um
x|<1

operador linear.

Definicao 6.1.2. Seja E um subconjunto do R™. Um campo de vetores
f € CYE) € dito estruturalmente estdvel se existir um nimero ¢ > 0,
tem-se que para todo g € C*(E) com

If =gl <e

e f deve ser topologicamente equivalente a g em E, ou seja, deve existir um
homeomorfismo h : E — E que leva trajetdrias de X = f(x) em trajetorias de
x = g(x) e preserva orientagdo do tempo. Neste caso, dizemos que o sistema
dindmico x = f(x) ¢ estruturalmente estdvel.

No préximo exemplo, analisaremos o comportamento qualitativo de
um sistema do tipo (2.3) dado por

= f(x)

e a estabilidade estrutural diante de uma pequena perturbacao deste campo
de vetores

k= fx,p). (6.1)
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O comportamento estrutural de (6.1) varia de acordo com o parametro
p. Assim, um valor py do pardmetro p na equacao (6.1), tal que o campo
de vetores f(x, ) de classe C'! nao seja estruturalmente estdvel, é chamado
de valor de bifurcagao. Assumiremos que f € C'(E x J) onde E é um
conjunto aberto do R™ e J C R é um intervalo. Resumindo, a dinamica do
sistema é alterada de acordo com a variacao de p € J.

Exemplo 6.1.1. O campo de vetores

em R? nao € estruturalmente estdvel em qualquer subconjunto compacto K C
R? contendo a origem em seu interior.

De fato, se considerarmos a perturbacao u a seguir, relativa ao sistema acima,
temos

N (62
(0)- (Gl

()

(I

Entao, chamando g(x) = f(x, u),
~y —y + px
— =su — +su
17 = glh XEII?‘( x ) ( T+ py )‘ erI()

— = su =+ su
1 = alls=sup| (21 )]+ sup

xeK

Y

T
Hf—gm:rm-sup]( )\Hm.sup
xeK ) xeK

como K é compacto, entao

1 = glly = lil(max]x| +1).

Seja d o diametro de K, isto é, se d = max |x — y|, entao
z,yeK

1f = gll = [pl(max x| + 1) < [uf(d + 1).

Se tomarmos p € R tal que |p| = , obtemos || f — g|]1 < e.

€
(d+2)
No entanto, pode-se verificar o jacobiano de cada campo:
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pitn = (1§ 3 )erstem=(4 )

e verificar que, pelo Teorema 3.2.3, f possui um centro e g possui um foco
para i # 0 e nao existe homeomorfismo que leva trajetérias fechadas de f
em ¢, pois este nao as possui. Assim, f nao é topologicamente equivalente a
g e, portanto, f nao é estruturalmente estdvel em R2.

O ndmero py = 0 é chamado de valor de bifurcagao do sistema
x = g(x). O retrato de fase deste sistema estd na Figura 6.1.

X2 X2 X2

o o
(e Ay
N

@ <0 =70 p>0

Figura 6.1: Retrato de fase do sistema (6.2) de acordo com o sinal de p.

Antes de concluirmos esta parte introdutoria, definiremos o que é
ponto nao errante para enunciar o Teorema de Peixoto, que merece destaque
na parte de estabilidade estrutural.

Seja E' um conjunto aberto do R™ (ou M uma subvariedade compacta
do R™).

Definicao 6.1.3. Um ponto x € E (oux € M) é chamado um ponto nao
errante do fluxo ¢, definido por x = f(x) se para toda vizinhan¢a U C E
(U C M) de x e para todo T > 0 existir um t > T tal que

o(U)NU #0.

O congunto nao errante 2 do fluxo ¢;, € o conjunto de todos os pontos
nao errantes de ¢ em E (ou em M ). Qualquer ponto x € E\ Q (ou em
M\ Q) é chamado de ponto errante de ¢,.
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6.2 Teorema de Peixoto

Estabelecidas essas defini¢oes, podemos enunciar o Teorema de Pei-
xoto, provado pelo matematico brasileiro Mauricio Matos Peixoto, um dos
pioneiros mundiais nos estudos de estabilidade estrutural.

Teorema 6.2.1. (Peiroto,1962) Seja f um campo de vetores de classe C*
definido em uma variedade M diferencidvel compacta e bidimensional. Entao
f € estruralmente estdvel em M se, e somente se,

1. o numero de pontos criticos e ciclos limites € finito e todos sao hi-
perbolicos;

2. nao existem trajetorias conectando pontos de sela;

3. o conjunto de pontos nao errantes £ consiste somente de pontos criticos
e ciclos limites.

Exemplo 6.2.1. Considere o sistema

T = —y-+ay
. 22 — 2
Yy = T+ 5 .

Calculando os pontos criticos deste campo de vetores:

e da primeira equagdo, os pontos criticos estio sobre os conjuntos: (x,0)
e (Ly).

e da sequnda equagao, oS pontos criticos estao sobre a hipérbole

(x+1)*—y* =1

Sey =0, temosx =0 oux =—2. Sex =1, temos y = /3 ouy = —/3.
Os pontos criticos sio (0,0), (—2,0), (1,—v/3) e (1,V/3).

Determinando os autovalores,

Df:( Y :L‘—l):>' A—y 1—=x

r+1 —y —1—z Aty =0

temos o polinomio caracteristico
N2~y +1=0,

que na origem nos fornecem autovalores imagindrios puros, A\ = +1i, sendo
(0,0) wm ponto critico nao hiperbolico. Pelo Teorema 6.2.1, esse sistema €
estruturalmente instavel.
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6.3 Bifurcacoes em Pontos de Equilibrio Nao Hiperbdlicos

Da teoria local dos sistemas nao lineares, sabemos que podemos de-

terminar localmente a dinamica do sistema (2.3)

%= f(x)
com x € R™, por meio do processo de linearizacao do sistema (2.3) em uma
vizinhanga do ponto critico xo usando o Teorema 4.4.1 ( Grobman-Hartman),
desde que nenhum dos autovalores da matriz D f(x() tenham parte real nula.
Além disso, se (2.3) é um sistema, isto é, x = f(x, p).

Sabemos que, se variarmos pouco o parametro p, nao alteramos a
natureza da estabilidade estrutural do sistema nos pontos hiperbélicos.

Desta forma, nossos estudos se concentrarao em pontos criticos nao
hiperbdlicos em sistemas na sua forma normal, conforme Capitulo 5.

Neste capitulo, discutiremos o comportamento qualitativo das solugoes
de um sistema do tipo (6.1) que dependem de um parametro pu € R.

Para ilustrar as principais bifurcagoes no caso continuo, exibiremos
os trés exemplos mais importantes de bifurcagoes que ocorrem em pontos
criticos nao hiperbdlicos.

Iniciaremos nosso estudo para campo de vetores unidimensionais e,
em seguida, estudaremos o caso geral.

6.3.1 Bifurcagao Sela-N6
Considere o campo de vetores unidimensional na forma normal
i=p—a° (6.3)

comz € Rep e J CR, onde J é um intervalo contendo a origem. Para
calcular os pontos criticos, devemos ter f(z,pu) = 0, isto é, u — 2% = 0,
onde obtemos x = 4, /u. Analisando a matriz jacobiana neste caso, obtemos

Df(£/fi, 1) = £2/]i.

Note que, pelo Teorema 4.4.1 (Grobman-Hartman):

e Se p > 0, temos dois pontos criticos hiperbdlicos em x = £, /u. Ana-
lisando a estabilidade sobre o eixo-z (ver Figura 6.2), verificamos que
um desses pontos é estavel, representado na Figura 6.3 pela parte sélida
do ramo da parabola e o outro ponto é instavel, que esta representado
pela parte pontilhada na parabola.

e Se 1= 0, temos um ponto critico nao hiperbdlico ou singularidade em
x =0, pois Df(0,0) = 0. Para este caso, o ponto u = 0 é chamado de
valor de bifurcacao. (Figura 6.3).
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e Se 1 < 0, ndo hé pontos criticos.

©w<0 pw=20 ©w>0

Figura 6.2: DBifurcacao Sela-né: pontos criticos conforme a variacao do
parametro .

o /'L =7

..
.

Figura 6.3: Bifurca¢ao Sela-No: parabola que representa estabilidade dos
pontos criticos do sistema & = f(x, 1) no plano de bifurcacgao.

Na Figura 6.3, as setas ao longo das linhas verticais representam o
fluxo gerado por (6.3) ao longo da diregdo x. Cada linha vertical da Figura
6.3 esta representada individualmente na Figura 6.2. A Figura 6.3 é deno-
minada diagrama de bifurcagao. Este caso particular é conhecido como
Bifurcagao Sela-IN6.
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Assim, o campo de vetores unidimensional f(x) = —z? é estrutu-
ralmente instavel com valor de bifurcagao pg = 0, pois para pequenas per-
tubacoes de u, o comportamento do campo se altera.

6.3.2 Bifurcacao Transcritica
Considere o sistema unidimensional na forma normal

&= pr — z°. (6.4)

Os pontos criticos sao obtidos por puz — 22 = 0, de onde obtemos
x =0 oux = u. Mas observe que se u = 0, temos que x = 0 é o tinico ponto
critico e ele é nao hiperbdlico, pois D f(x, pu) = p — 2.

(i) Se x =0, temos D f(0, 1) = pu com as seguintes possibilidades:

e n<0 = Df(0,u) <0. Logo = = 0 é ponto critico estével.
e 1=0 = Df(0,0) =0. Ponto critico nao hiperbdlico.
e >0 = Df(0,u) > 0. Logo, x = 0 é um ponto critico instével.

(ii) Se x = p, temos D f(p, u) = —p com as seguintes possibilidades:

e <0 = Df(0,u) > 0. Logo, x = 0 é um ponto critico instével.
e n=0 = Df(0,0) =0. Ponto critico ndo hiperbdlico.
e >0 = Df(0,u) <0. Logo x = 0 é ponto critico estavel.

Na Figura 6.4, temos os retratos de fase para cada valor de u e na Figura
6.5, o diagrama de bifurcagao.

w<0 =70 w>0

Figura 6.4: Bifurcacao Transcritica: pontos criticos conforme a variacao do
parametro u.

Assim, o campo de vetores f(x) = —x? é estruturalmente instavel

com valor de bifurcacao pg = 0, pois para pequenas pertubacoes u, a dinamica
do campo se altera.

41



No diagrama de bifurcacao da Figura 6.5, cada reta vertical repre-
senta o fluxo gerado por (6.4) ao longo da diregdo x. Cada reta vertical esta
representada individualmente na Figura 6.4.

T

/,U

Figura 6.5: Bifurcagao Transcritica: reta que representa . = x no diagrama
de bifurcacao.

O valor de bifurcacao é o = 0. Esse tipo de bifurcagao é chamado
de Bifurcacao Transcritica.

6.3.3 Bifurcacao Pitchfork
Considere o sistema unidimensional em sua forma normal

&= px — 2> (6.5)

Os pontos criticos ocorrem em x = 0 ou x = £, /p. Denotando (6.5)
por f(z, ) = pr — 23, analisaremos seu jacobiano D f(x, u) = u — 3z2.
Se x = 0, temos o jacobiano D f(0, u) = p. Dai, segue que

e 1 <0= Df <0. Entao, a origem é um ponto critico atrator.
e 1 =0= Df =0, temos um ponto critico nao hiperbélico de & = —a3
em = = 0, o que implica que 0 é o tnico ponto critico nao hiperbdlico,
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pois
pr—a*=0=x(u—2°) =0.
£0

e 1>0= Df > 0. Logo, a origem é um ponto critico repulsor.

De modo inteiramente andlogo, analisando para x = £,/u, temos o
jacobiano D f(\/f, i) = —24u onde

e 1 <0= Df > 0. Portanto, x = 4,/i ¢ um ponto critico repulsor.

e 4 =0= Df = 0. Portanto, z = £,/ ¢ um ponto critico nao
hiperbdlico.

e 1>0= Df <0, Portanto, x = 4,/p ¢ um ponto critico atrator.

Na Figura 6.7, as setas ao longo das linhas verticais representam o
fluxo gerado por (6.5) ao longo da diregdo x. Cada linha vertical da Figura
6.7 estd representada individualmente na andlise unidimensional na Figura

6.6.

p<0 p>0

Figura 6.6: Bifurcacao Pitchfork: pontos criticos conforme a variacao do
parametro .

Definicao 6.3.1. Considere o sistema de equagoes diferenciais (6.1). Dize-
mos que o sistema possut um ponto critico de multiplicidade m em x = 0, se

Df(0,0) =---=D™1f(0,0) =0 e D™f(0,0) # 0.

Note que nos sistemas (6.3) e (6.4), com o valor de bifurcagao o = 0,
a origem é um ponto critico de multiplicidade 2. No sistema (6.5), a origem
¢ um ponto critico de multiplicidade 3.

Existe uma relacao intrinseca entre esses fatos e a caracterizagao des-
sas bifurcagoes. Um fato notavel é que esta caracterizacao é valida também

43



Figura 6.7: Bifurcagao Pitchfork: pardbola que representa pu = 22 no dia-
grama de bifurcagao.

para sistemas de dimensoes mais altas, o que foi provado por Jorge Sotomayor
em 1976 (veja [10] p. 148), conforme enunciaremos a seguir. Com a seguinte
notacao para o sistema diferenciavel onde assumiremos que as fungoes

fi:R*"xR — R
(X7M> — fi<X7/“L)

sao continuas. Considere

lil = fl(Xnu’)
@:@@m (6.6)
Tp = fn(qu)

em que Df denota a matriz jacobiana de f com relagao a z, e f, denota o
vetor das derivadas parciais das componentes de f com respeito ao escalar

L.

Teorema 6.3.1. (Sotomayor) Seja x = f(x,u) um sistema de equagoes
diferenciais em R™ que depende de um unico parametro u € R. Quando u =
Lo, assuma que exista um equilibrio para o qual a matriz jacobiana A,x, =
Df(x, ) tenha um unico autovalor nulo A = 0, com autovetor correspondente
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v e AT possua um autovetor w correspondente ao autovalor nulo. Além disso,
suponhamos que A possua k autovalores com parte real negativa e n — k — 1
autovalores com parte real positiva. Se ocorrer:

(1) w”. fu(xo, po) # O;
(i1) wT.[D?f(xq, o) (v,v)] # 0, (6.7)

entao existe uma curva suave de pontos de equilibrio de (6.6) em R™ x R
passando por (Xo, to), tangente ao hiperplano R™x{ug}. Dependendo do sinal
das expressoes em (6.7), nao existem pontos de equilibrio de (6.6) prdximos
de xo quando p < po (ou quando p > ) e existem dois pontos de equiilibrio
de (6.6) proximos de xo quando p > po (ou quando p < pg). Os dois
pontos de equilibrio de (6.6) prézimos de xo sdo hiperbdlicos e tem variedades
estdveis de dimensoes k e k + 1 respectivamente, i.e., o sistema (6.6) possui
uma Bifurcacao Sela-IN6 no ponto de equilibrio xg, em que o parametro
[ assume o valor de bifurcacao p = .

Se as condigoes descritas em (6.7) forem substituidas por

(1) w”. fu(xo, o) = 0;
(i))  w".[D fu(xo, pto)v] # 0;
(iid) w'.[D?f(x0, po) (v, v)] # 0;

entdo o sistema (6.6) possui uma Bifurcagao Transcritica no ponto de
equilibrio xg, em que o parametro p assume o valor de bifurcacao u = pyg.
E ainda, se as condigoes (6.7) forem substituidas por

(1) w”. fu(xo, o) = 0;

(i)  wT.[Dfu(x0, po)v] # 0;

(i) w”.[D?*f(x0, po) (v, v)] = 0;
(iv) wT,[D3f(X0, MO)(U7 v, U)] 7£ O;

entao o sistema (6.6) possui uma Bifurcagao Pitchfork no ponto de equilibrio
Xg, €m que o parametro p assume o valor de bifurcacao p = pp.

Para ilustrar, veja o seguinte exemplo em que o comportamento qua-
litativo do sistema em uma vizinhanca de um ponto nao-hiperbdlico pode ser
determinado utilizando o Teorema de Sotomayor.

Exemplo 6.3.1. Considere o sistema planar

{ T = pr —a°
y=—y.
O tnico ponto critico é a origem. Calculando A= Df, D*f, D*f, f, e Df,:
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O autovetor v associado ao autovalor X\ =0 é v =w = (1,0)”. Verificando
as condicoes do Teorema:

i) 0.0 =0 | | =10
(i) W DA0.00] = L0 | | = 1120
(iii) w.[D2f(0,0).(v,v)] = [1 0]. {8 Y } . [ H — 0] e

(iv) wT.[D3£(0,0).(v, v, v)] = [10]. [ o0 } . [ H _ 6] £ 0.

Pelo Teorema 6.5.1, temos uma Bifurcagao Pitchfork (Figura 6.7) na origem
onde o valor de bifurcagao € py = 0.

6.4 Bifurcacao Hopf

Até esta etapa, consideramos alguns tipos de bifurcacao que ocorrem
em pontos de equilibrios nao-hiperbélicos x¢ de um sistema do tipo (6.1), no
qual (x,u) € R" x R e a matriz jacobiana D f possui um tunico autovalor
nulo. Nesta se¢ao, verificaremos comportamentos que podem ocorrer em um
sistema se este possui um unico par de autovalores imaginarios puros e os
demais autovalores possuem parte real nao nula. Considere o sistema planar
na forma normal:

{ & =—y+a(p—a2° -y’
' 2 _ 2 (6.8)
y=r+ylp—a®—y)
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Observe que o unico ponto critico deste sistema é a origem, pois, supondo
que existam outros pontos criticos diferentes da origem, chegamos a uma
contradicao:

—y+az(p—a®—y*) =0
r+y(p—a*—y*) =0.

Assim, concluimos que (u — z* — y?)* = —1. Logo
— 22 — %) — 222 —1—2zy
Df((w.y). ) = | H—% =) 7
TN R R K e
sendo

DF(0, ) = H _Ml]-

Pelo Corolario 4.4.1, a origem sera um foco estavel ou instével do
sistema (6.8) para p < 0 e p > 0, respectivamente. Observe que se u = 0,
temos que

Df(0,0) = H o }

que nos fornece um par de autovalores imagindrios puros e portanto a origem
serda um centro ou um foco de seu sistema com p = 0. Fazendo mudanga de
coordenadas polares, podemos reescrever o sistema (6.8) como:

{2

Observe que:

e Ser < .,/u, entao 7 > 0. O raio r aumenta, i.e., a trajetéria converge
para o paraboldide por dentro;

e Ser = ,/u, entao 7 = 0. O raio 7 nao varia e portanto temos um ciclo
limite I' sobre o paraboldide;

e Ser > /i, entao 7 < 0. O raio r diminui, i.e., a trajetéria converge
para o paraboldide por fora.

Esse comportamento pode ser observado na Figura 6.8.
Observe que se 7 = 0, entdao r =/ (raio invariante) nos fornece a
familia de ciclos limite

T, =.(t) = /p(cos t,sen t)".
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w <0 =70 w>0

Figura 6.8: Diagrama de Bifurcacao Hopf.

Assim, se p > 0, temos um ciclo limite para o = /p e trajetérias que
se aproximam de I' para outros valores de p > 0, onde I', representa uma
familia de ciclos limite deste sistema.

O paraboldide representado na Figura 6.8 representa a familia de
ciclos limite I', que define uma superficie em R? x R.

A seguir, definiremos o numero de Liapunov que sera usado no Te-
orema de Hopf.

A definicao a seguir foi obtida por Liapunov e pode ser conferida em
[1] p. 252 e [18] p. 218-219, na qual enunciaremos, sem demonstrac¢do, um
teorema que nos serd util para mostrar que m ciclos limites podem ser bifur-
cados a partir de um foco de multiplicidade m sob pequenas perturbagoes do
sistema do tipo
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&= ax — by + p(z,y)
{ y = cx+dy+q(x,y) (6.9)

onde p e ¢ sao fungoes da forma:

p(x,y) = Z aijxiyj = ((120372 + anry + a02y2)+
itj>2
+(azox® + ag 2y + ajpzy® + agzy®) + - - -

q(z,y) = Z bia'y’ = (baot® + by + bozy®)+
i+j>2
+<630£L’3 + b21x2y + blg.’ll'y2 + b03y3) + -

Neste caso, se p = 0 e Df(0,0) tiver um par de autovalores imaginérios
puros, a origem é chamada de foco fraco.

Definicao 6.4.1. Seja a Fung¢ao Deslocamento da Defini¢ao 4.6. Se d'(0) =
d"(0) = 0 e d"(0) # 0, entdo o numero de Liapunov para o foco na
origem de (6.9) é dado pela expressio:

3
o = d"(0) = Q—b{[:s(ago + bys) + (a1 + Do)
1
- B[Q(Gzobzo - a02502) - an(aw + a20) + bn(bm + b20)]}~ (6-10)

Lembrando da Aplicagao de Poincaré da Definicao 4.6.1 e de sua
Fung¢ao Deslocamento da Defini¢do 4.6, dada por d(s) = P(s) — s, enuncia-
remos o seguinte Teorema, demonstrado em [1], p. 241.

Teorema 6.4.1. Seja P(s) a Aplicagio de Poincaré para um foco na origem
do sistema planar analitico (6.9) com b # 0 e suponha que P(s) é definido
para 0 < s < &g. FEntdo existe um numero § > 0 tal que P(s) pode ser
expandido como uma fun¢do analitica para |s| < §. Além disso, P(0) = 0,
P'(0) = exp(2ma/b), e se d(s) = P(s) — s, entdo d(s) - d(—s) < 0 para
0 < |s] <.

A consequéncia desse Teorema é que o fato de d(s) - d(—s) < 0 para
0 < |s| < ¢ pode ser usado para mostrar que se

d(0) = d'(0) = --- = d*D(0) = 0 e d¥(0) # 0,
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entao k é fmpar, isto é, k = 2m + 1 para m € N. O numero inteiro m =
(k —1)/2 é chamado de multiplicidade do foco. Se m = 0, o foco ¢ chamado
de foco simples e pelo Teorema 6.4.1, segue que o sistema (6.9), com b # 0
tem um foco simples na origem se, e somente se, a # 0. Portanto, o sinal
de d'(0) determina a estabilidade da origem. Se a < 0, a origem é um foco
estével; caso contrario, instdvel. Em qualquer caso, se d’(0) = 0, o sistema
(6.9) tem um foco ou centro na origem. Dai, se d'(0) = 0, entdo a primeira
derivada nao nula ¢ = d*(0) # 0 é chamada de nimero de Liapunov do
foco. Segue que, se 0 < 0, entao o foco é estavel; se o > 0, o foco é instavel.
Em particular, se ¢ # 0, entao a origem serd um foco fraco de multiplicidade
1, foco estavel se 0 < 0 e instavel se o > 0.

Para o caso planar mais geral

T =ax + by +p(z,y)
y=br+ay+q(z,y)

com A=ad—0bc>0,a+d=0ep(z,y), q(x,y), tem-se

Df(O):[CCL 21

Esse jacobiano possui um par de autovalores imaginarios puros e, portanto, a
origem sera um foco fraco (i.e., possui um par de autovalores com parte real
nula). Em geral, quaisquer que sejam os termos de ordem mais alta acrescen-
tados ao sistema linear (6.9), ocorrerd uma bifurcagao Hopf na origem com
o valor de bifurcagao g = 0 desde que o nimero de Liapunov seja diferente
de zero.

Teorema 6.4.2. (Bifurcagcio de Hopf) Se o nimero de Liapunov o # 0,
entao uma bifurcagcio de Hopf ocorre na origem do sistema planar (6.9) com
um wvalor de bifurcacao ug = 0; em particular, se o < 0, entao um unico
ciclo limite estdvel bifurca na origem de (6.9) com uma perturbagao p > 0,
e se 0 > 0, entdo um unico ciclo limite instdvel bifurca na origem de (6.9)
com uma perturbagcio p < 0. Se 0 < 0, o retrato de fase local para (6.9) é
topologicamente equivalente a um dos apresentados na Figura 6.8 e tem uma
superficie de orbitas periodicas que possuem uma tangéncia quadrdtica com
o plano zy na origem em R? x R.

A demonstracao desse Teorema pode ser conferida em [1], p. 261-264.

Exemplo 6.4.1. Considere o sequinte sistema planar:

T = pr —y+ 2?
{ g=x+py+a? (6:11)
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temos que D f(0,0) = [ lf _#1 } e, para (v = 0, esta matriz jacobiana possui

um par de autovalores imagindrios puros que coincide com a matriz jacobiana
de (6.8) e a origem, portanto, é um foco fraco.

Calculando seu numero de Liapunov pela Definicao 6.4.1, temos a = pu,
b=1,c=1ed= —pu com ay = by = 1, coeficientes de x> na primeira e
sequnda equagao, respectivamente:

Seque do Teorema 6.4.2 que o sistema possui um foco fraco de multiplicidade
1 na origem para p = 0. Além disso, se o < 0, o sistema possui um unico
ciclo limite estdavel que bifurca na origem para p = 0. Observe que, neste
caso, A =ad —bc=p?*+1>0cea+d=2u=0, que estd de acordo com
(6.9).

Encerramos aqui esta secao. Na proxima secao, comentaremos pri-
meiramente sobre campos vetoriais definidos em variedades com bordo, a
fim de estabelecermos conceitos necessarios ao nosso estudo para, entao, es-
tudarmos as bifurcagoes nos campos de vetores suaves por partes. Adiante
relacionaremos as bifurcagoes em campos continuos e campos suaves por par-
tes.
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7 Campos vetoriais definidos em variedades
com bordo

Considerando a Definicao 5.1.1 de germes de campos vetoriais e de con-
jugacao topoldgicas ja discutidas naquela secao, estudaremos os campos em
variedades M com bordo ou fronteira M, baseado em [24].

7.1 Estabilidade Estrutural em Campos Vetoriais de-
finidos em Variedades com bordo
Para nossos propésitos, denote X" (n) o espaco de todos os germes dos campos

de vetores C" em R™ munido da topologia C" com r > 1 suficientemente
grande para nossos propositos e n = 2, 3.

Definigao 7.1.1. Dizemos que X € X'(n) € estruturalmente estdvel em
X"(n) se existir uma vizinhang¢a V' C X"(n) tal que, para todo Y € topologi-
camente equivalente a X, para todo Y € V.

Antes de mostrarmos condicoes para classificar os diferentes tipos de
contato entre um campo suave X e a fronteira 0M da variedade compacta
M, denote por X = OM. Seja ¥ = h~'(0) (onde 0 é um valor regular), uma
subvariedade em que h € C" é (um germe de) uma fungao suave

h:UCR",0—R,0 (7.1)
possuindo 0 como valor regular. Essa notacao significa que h é um germe de
uma fungao definida em uma vizinhanca de 0 em R".

7.1.1 As Classes de Equivaléncia Topoldgicas

Definicao 7.1.2. Sejam X : U — U um campo vetorial definido em U C R™
e h: U — R uma aplicacao, onde ambas sao de classe C" em U. Se Vh
denota o gradiente de h, definimos

Oh Oh — .. Oh

chamada Derivada de Lie, onde X = (X1,...,X,,).

Essa derivada é nossa principal ferramenta para caracterizar os tipos
de contato do fluxo do campo sobre uma variedade ¥ = M = h~1(0), como
veremos a seguir:
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Definic¢ao 7.1.3. O conjunto I'y(n) de elementos X em X" (n) é um conjunto
que satisfaz uma das sequintes condigoes:

(0) Xh(0) # 0 (0 € ponto regular e X € transversal a X);

(1) Xh(0) = 0 e X?h(0) # 0 (0 é um ponto de dobra ou tangéncia
quadrdtica de X );

(2) Xh(0) = X?h(0) =0 e X3(0) # 0 e o conjunto { Dh(0), DXh(0), DX?h(0)}
¢ linearmente independente (0 é chamado de ponto de ciuspide ou
tangéncia cubica (ou ainda, dobra de grau 3) de X );

(n) Xh(0) = X?h(0) =---= X"h(0) =0 e X""'h(0) # 0 com
{Dh(0), DXh(0), DX?h(0), ..., D"Xh(0)} € linearmente independente.

Denotemos por 7x = {p € ¥;h(p) = X.h(p) = 0}, o conjunto das
Y-singularidades ou conjunto das tangéncias de X € X"(n).
Por exemplo, se n = 3, temos a classe I'y(3), conforme Figura 7.1.

TX !
Transversal Dobra Cuspide

Figura 7.1: A classe I'g(3) de campos em variedades com bordo.

O nosso objetivo é estudar casos de bifurcagoes sobre as dobras. A
seguir, conforme mostrado na Figura 7.2, diremos que a tangéncia ou dobra
do campo de vetores para X é:

e visivel, se X2h(p) >0 e

e invisivel, se X?h(p) < 0.
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X?h(p) >0 \
/ Y
A \
D ; XQh(p) <0\
R b Lo
Tangéncia visivel Tangéncia invisivel

Figura 7.2: Tangeéncias em p € Y.

Como demonstrado em [25], sabemos que I'g(n) C X"(n) é aberto e
denso! e que ele coincide com o campo de vetores Y-estruturalmente estavel
em X"(n). Deste modo, dizemos que ['g(n) é uma subvariedade de codi-
mensao 0 em X"(n).

Note que, genericamente, toda dobra constitui um conjunto aberto
e denso de 7x. E se X(0) =0, entdo X ¢ I'o(n).

O conjunto das Y-bifurcagoes esté representado por

Xi(n) = X"(n) \ To(n).

Vishik, em [25], considerou duas maneiras de se abordar os campos
vetoriais em variedades com bordo. Ele exibiu as formas normais das -
singularidades de codimensao zero, que sao as seguintes:

(i) Fluxo tubular: X (x) = (1, ,0) e h(x) = 2 + oo™t pgah? 4
-+ a2l + 2 onde k =0,1,...,n ou

(ii) Fronteira Plana: X (x) = (29, 23,...,2%,1,0,0,...,0) e h(x) = 2y

em que k é a ordem do contato.

As duas diferentes abordagens de Vishik estao representadas na Fi-
gura 7.3.

Discutiremos adiante uma importante interacao entre o campo de
vetores proximo de Y e as singularidades dessas aplicagoes. Veremos de que
maneira algumas técnicas poderao ajudar na compreensao da dinamica de
nossos sistemas.

LCf. Teorema de Sard, pagina 4.
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(i) Fluxo Tubular (ii) Fronteira Plana

Figura 7.3: Exemplos de Formas Normais de Vishik.

7.1.2 Aplicagao de Primeiro Retorno para Campos Vetoriais em
Variedades com Bordo

Considere a seguinte construcao, que pode ser encontrada em [24]:
seja X € X"(n). Considere o sistema de coordenadas x = (z1,z9,...,%,) €
R™ 0 tal que ¥ = {z; =0} e X = (X1, Xs,...,X,,), onde assumiremos que
X(0) #0 e X1(0) =0. Seja Ny uma segao transversal a X em 0.

Pelo Teorema da Funcgao Implicita, para cada p € 3,0, existe um
tnico t = t(p) em R, 0 tal que a dérbita-solucao t — (¢, p) de X através de p
passa por Ny no ponto p = y(t(p),p), como mostrado na Figura 7.4.
Definimos a aplicagao suave

dx : R",0 — R, 0
pr— p=(t(p),p).

Essa aplicacao é uma ferramenta usada no estudo dos campos de vetores
na vizinhanga da fronteira de uma variedade. Observe que o conjunto 7x
coincide com o conjunto de pontos fixos de ¢x.

Essa construcao simplificard nosso trabalho, uma vez que estamos
interessados em encontrar uma relagao de equivaléncia entre dois campos de
vetores que preservem Y, pois eventualmente podemos reduzir esse problema
encontrando equivaléncias entre ¢ x e ¢y no ambito das singularidades dessas
aplicagoes.

Lembrando que quando 0 é uma >-singularidade do tipo dobra de
X entao, associado a aplicacao ¢x, existe um difeomorfismo simétrico Bx
que satisfaz a relacao ¢x o Bx = ¢x. A construcao foi realizada sobre uma
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Ny x1

Figura 7.4: Orbita ~(t,p) que passa pela segdo Ny em p.

variedade em que o campo deve ser definido em duas partes para que haja
primeiro retorno. O fato de considerarmos o campo em duas partes ja nos
induz aos préximos capitulos, em que definiremos campos de vetores suaves
por partes.

Para isto, precisaremos adiantar uma definicdo: considere um campo
Z = (X,Y), como definido em (8.1), tal que ¢x e ¢y sao dobras com
X?h(0) < 0 e Y2h(0) > 0. Entdo a composta Sy com By nos fornece a
aplicacao de primeiro retorno 5z associado a Z e ». Veremos adiante que
essa situacao serd chamada de singularidade dobra-dobra eliptica, onde a
aplicacao Bz desempenhara um papel fundamental nos estudos da dinamica
dos campos de vetores suaves por partes.

7.2 XY-singularidades de codimensao um em variedades
de dimensoes dois e trés

7.2.1 Variedades de dimensao 2

No caso das variedades de dimensao 2, a tinica Y-singularidade de codimensao
zero é um ponto de dobra em R?,0. As Y-singularidades de codimensao um,
definidas a seguir, sdo representadas pelos subconjuntos I'1(2) de X7(2) de
acordo com [24].
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Definicao 7.2.1. Dizemos que a p é uma X-singularidade de codimensao um
de X € T'1(2), se ap € ¥ € uma singularidade do tipo cispide ou se p € ¥ €
um ponto critico Y-hiperbolico do campo de vetores X .

Uma singularidade ctispide é caracterizada por Xh(p) = X2h(p) =0
e X3h(p) # 0 (ver Figura 7.5). No segundo caso, isto significa que p é um
ponto critico hiperbélico de X (ver Figura 7.6) com autovalores distintos e
com variedades invariantes transversais (estavel, instével e fortemente estével
ou fortemente instavel).

Cuspide
X X \ X
BECLNEL LN, =N
RN RUERIRN N

Figura 7.5: Singularidade Cuspide e seu desdobramento.

X X
Ny
N N M

\
v
~
R

e

7 N ’ st~

rael N <
- IR

Figura 7.6: Ponto de sela na fronteira e seu desdobramento.

Nesta subsubsecao, considere o sistema de coordenadas em R?, 0 tal
que h(z,y) =y.

O préximo teorema, provado em [22], apresenta as formas normais
das singularidades de codimensao um, tais como na Definicao 7.2.1. As
formas normais sao as representantes mais simples da classe de equivaléncia
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dos germes dos campos de vetores e, por isso, a grande importancia de se
estabelecer as formas normais para cada caso. Nesta subsecao, considere
h(z,y) =y e o Teorema 3.2.3.

Teorema 7.2.1. Seja X € X7(2). O campo de vetores X € estruturalmente
estavel relativamente a X7(2) se, e somente se, X € I'1(2). Além disso, I'1(2)
¢ uma subvariedade mergulhada de codimensao um e denso em X7 (2).

Além disso, temos as seguintes formas normais:
e Para codimensao zero:

1: X, (z,y) = (1,0) (ponto regular);
2: X,(z,y) = (1,2) (singularidade de dobra).
e Para codimensao um:
1: X, (z,y) = (1, p + %) (singularidade ctspide);

2: X,u(z,y) = (ax,z + by + ), com a = £1 e b = £2, onde obtemos as
seguintes Formas de Jordan:

* 10 ¢ fonte;
g o |»dueéuma fonte;

* L0 ¢ uma sela;
g _g |»dueéuma sela

* -1 0 ¢ uma sela;
0 o ) dueéuma sela;

L1 0 , .
0 _g ) dueéum pogo;

3: X,(z,y) = (z,z —y+ p), obtemos a Forma de Jordan
-1 0
0o -1 )’
4: X,(z,y) = (v +vy,—x +y+ p), obtemos a Forma de Jordan

1—2 0
0 1+ )’

28

que é um pogo;

que é um foco repulsor.



7.2.2 Variedades de dimensao 3

Nossa atencao agora serda dada aos casos de dimensao 3. Nesta subsecao,
considere h(z,y, z) = z. Em [21], Sotomayor e Teixeira estudaram o conjunto
de ¥-bifurcagoes, que denotamos por X’ (3), e caracterizaram sua estabilidade
estrutural, que é caracterizada no seguinte Teorema.

Teorema 7.2.2. Um campo X € X"(3) € estruturalmente estdvel se, e so-
mente se:

(1) X(p) # 0, para todo p € ¥;

(2) Para toda defini¢ao local h de ¥ em p, uma das sequintes condigoes é
satisfeita:
(2.1) Caso reqular: (X.h)(p) # 0;
(2.2) Caso dobra: (X.h)(p) =0 e (X?.h)(p)

£ 0,
(2.3) Caso cuspide: (X.h)(p) = 0, (X2h)(p) = 0, (X3.h)(p) # 0
onde o conjunto de vetores {Dh(p), D(X. h)( ), D(X? h)( )} é linear-

mente independente.

Considere I'y(3) a classe de campos de vetores em X"(3) satisfazendo
(2.1), (2.2) ou (2.3). Fizando h(z,y,z) = z, ainda em [21] sdo exibidas

as formas normais dos campos de vetores em I'g(3):
(3) Caso reqular: X(x,y,z) = (0,0,1);
(4) Caso dobra: X(z,y,z) = (1,0,x);
(5) Caso cispide: X (z,y,2) = (1,0,2*> +y) e To(3) € denso em X"(3).

Definicao 7.2.2. Seja X7(3) = X"(3) \ I'0(3). Diremos que um campo de
vetores X estd em I'1(a) C X7(3), se as sequintes condi¢oes forem satisfeitas:

(a.1) X(0) =0 e 0 é um ponto critico hiperbdlico de X ;

(a.2) os autovalores de DX (0) sdo dois a dois distintos e os autoespacos
correspondentes sao transversais a ¥ em 0;

(a.3) cada par de autovalores nao complexos conjugados de DX (0) possui
partes reais distintas.

Defini¢ao 7.2.3. Diremos que um campo de vetores X estd em T'y(b) C
X7(3), se X(0) # 0, Xh(0) = 0, X21h(0) = 0 e uma das condigdes forem
satisfeitas:
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(b.1) X3n(0) # 0, posto{ Dh(0), DXh(0), DX?h(0)} = 2 e 0 é um ponto

critico nao-degenerado de Xh|s;

(b.2) X3h(0) =0, X*h(0) # 0 e 0 é um ponto reqular de Xh|s.

O proximo resultado também pode ser encontrado em [21] e nos
fornece as condicoes intrinsecas de um campo de codimensao um, definido
em uma variedade de dimensao trés, com bordo X.

Teorema 7.2.3. Sao vdlidas as sequintes afirmacoes:

(iv) Para um conjunto residual’ de curvas suaves v : R,0 — X"(3), a curva
v encontra I'1(3) transversalmente.

Lema 7.2.1. (Lema de classifica¢ao)

e Os elementos de I'1(a) sao classificados da sequinte maneira:

(a.1.1) Y-singularidade N6: Se X(0) = 0, os autovalores de
DX(0), A1, Ay e A3 sdo reais e distintos, com A\;A; >0, j = 2,3 e os
autoespacos sao transversais a > em 0.

(a.1.2) Y-singularidade Sela: Se X(0) = 0, os autovalores de
DX(0), M, Xy e A3 sdo reais, distintos, com MA; <0, j =2 ou3 e os
autoespacos sao transversais a > em 0.

(a.1.3) ¥-singularidade Foco: Se( é um ponto critico hiperbolico

de X, os autovalores de DX (0) sao A\jg = a+bi, \3=c coma, bec
distintos de zero e ¢ # a, e 0s autoespacos sao transversais a 3 em 0.

e Os elementos de I'1(b) sao classificados da sequinte maneira:

Considerando a definicao 7.2.3, temos:

2E o complementar de um conjunto magro.
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(b.1.1) ¥-singularidade Lips: Se ocorrer (b.1), com
det(Hess(Xh|)) > 0

(Ver Figura 7.7).
(b.1.2) ¥-singularidade Bec to Bec: Se ocorrer (b.1), com

det(Hess(Xh|)) <0

(Ver Figura 7.8).

(b.1.3) X-singularidade Dove’s Tail: Se ocorrer (b.2) (Ver Fi-
gura 7.9).

A <0 A=0 A>0

Figura 7.7: X-Singularidade do tipo Lips.

Nt N7 Ny AR
X Tx b X

A<0 A=0 A>0

Figura 7.8: X-Singularidade do tipo Bec to Bec.
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A <0 A=0 A>0

Figura 7.9: ¥-Singularidade do tipo Dove’s Tail.

O préximo teorema, cuja demonstragao encontra-se em [17], relaci-
ona formas normais de uma singularidade de codimensao um.

Teorema 7.2.4. (Bifurcagoes genéricas e formas normais)

(1) Seja X € X"(3). O campo de vetores X é S-estruturalmente estdvel
relativamente a X7 (3) se, e somente se, X € I'1(3).

(i1) (Desdobramento versal) No espago de familias um-parametro de campo
de vetores X, em X"(3), com p € (—e,e) em todo conjunto denso é
formado por familias genéricas tais que suas formas normais sao as
sequintes:

Codim 0: Para X, € T'y(3):
1) X,(z,y,2) =(0,0,1).
2) X, (x,y,2) = (2,0, £z).
3) X, (z,y,2) = (2,0,22 + y).

Codim 1: Para Xy € T'1(3):

-3 2:|: 2
1) XM($7y>z) = (Z,O, * 2y +,U') .
4 3
2) X}L(x;y7Z) = ( 707 5x +2y+ﬂx), COm5:|:1.
b 2
3) Xu(z,y,2) = | axz,byz, ar + y—2kcz —|—,u>; com (a,b,c) =

z
5(3,2,1), 6 = £1.
4) XM(:anVZ) = (axz,byz,

ar + by +cz? +p
2

>, com (a,b,c) =
5(1,3,2), § = +1.

ar + by +cz* +p
5) Xu(@,y,2) =

2

), com (a,b,c) =



5(1,2,3), 6 = +1.

Qy — 2
6) Xu(x,y,2) = (xz,2yz,x+ y_cr tu

2

32 —y2+z2—|—u)
5 .

7) X,y 2) = ((—x L) (o — )

A notagao § = £1 significa que, ou §(1,2,3) = (1,2,3) oud(1,2,3) =
(—1,—2,-3), por exemplo.
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8 Sistemas Descontinuos

8.1 Campos de Filippov

Antes de estudarmos as bifurcacées em campos descontinuos, apre-
sentaremos algumas definigoes importantes. Existem varios tipos de con-
vengoes para se definir um campo vetorial descontinuo, onde cada uma dessas
convencoes tém seus respectivos propositos e aplicacoes. Aquela que melhor
se aplica neste trabalho ¢ a seguinte convencao de Filippov:

Seja 2"(n) o espago de todos os germes dos campos de vetores Z € R” tal
que

X , se h(p) >0
0=\ v | whip 2o 51

em que X,Y € X"(n) sdo campos de vetores suaves em R" e a fungao h é
uma fungao escalar definida em (10.2). Caso esse sistema nao esteja em sua
forma normal, é possivel aplicar os procedimentos do Capitulo 5 de modo
que possamos obter uma forma mais simples com a mesma dinamica que o
campo original, isto ¢, um representante mais simples da mesma classe de
equivaléncia. Adiante, explanaremos os conceitos exemplificando campos em
sua forma normal.

X R

0 by — 0
[v [

Figura 8.1: Regiao de descontinuidade .

Adotaremos a notagao tradicional Z = (X,Y’) para o campo (8.1),
que estd ilustrado na Figura 8.1. A regidao de descontinuidade ¥ = h~1(0)NU,
sendo 0 um valor regular, é uma subvariedade diferencidvel de codimensao
um e divide o conjunto aberto U em duas regioes abertas que podem ser
denotadas, respectivamente, por X" = {p e U : h(p) >0} e 2™ ={pe U :
h(p) < 0}.
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Note que Z é um campo vetorial suave por partes, com diferentes
dindmicas no campo X e no campo Y. Consideraremos 2"(n) = X"(n) x
X" (n), munidos com a topologia produto.

8.2 Regioes de descontinuidade

Conforme a convengao de Filippov estabelecida em [7], dado qualquer campo
descontinuo Z = (X,Y), tem-se a seguinte classificagdo das regides sobre as
variedades de descontinuidade X, representadas na Figura 8.2:

e Regiao de Costura (crossing region):
2¢={peX: Xh(p) Yh(p) > 0};
e Regiao de Deslize (sliding region):

Y ={peX:Xh(p) <0eYh(p) > 0};

)
e Regiao de Escape (escape region):
Ye={peX:Xh(p) >0eYh(p) <0}

X
3¢ P e
Regiao de costura Regiao de deslize Regiao de escape

Figura 8.2: As diferentes regioes de descontinuidades, segundo Filippov.

Definigao 8.2.1. Sejam dois campos de Filippov Z e Z definidos em abertos
UcCR",0eUcC R0 possuindo regioes de descontinuidade ¥ e . Dizemos
que Z,7 € " (n) sao X-equivalentes se existir um homeomorfismo h :
U — U que leva érbitas de Z em drbitas de Z e h(X) = 2.

Deste modo, definiremos o conceito de estabilidade Y-estrutural
em (n).

Definicao 8.2.2. Dizemos que Z € 0"(n) é Y-estruturalmente estdvel
se existir uma vizinhanga V- C Q"(n) tal que todo Z € V' € Y-equivalente a

Z.

65



8.3 Combinacao convexa para campos vetoriais desli-
zantes

A seguir, definiremos as trajetérias passando por p em ¢, X% e 3°.
Se p estiver na regiao de costura, os campos apontam na mesma direcao e,
portanto, é suficiente justapor as trajetérias de X e Y por aquele ponto.
Caso contrario, isto é, se p € ¥° ou p € X¢, adotaremos a érbita local dada
pela convencao de Filippov, definindo a combinagao convexa.

Definigao 8.3.1. Para cadap € ¥*UX* € dado uma combinagao linear con-
veza de X (p) e Y(p), que denotaremos por Z (p) o campo que seja tangente
em todo p € X2, que € dado por:

—s 1

7 =-—————(YVh-X—-XVh-Y) . (8.2)

(Y - X)Vh/ peZ&S
Definido desta forma, Z~ é chamado um campo vetorial desli-

zante® e independe de estar definido na regido de deslize ou de escape, con-
forme ilustrado na Figura 8.5.

) é regiao de deslize. ) é regiao de escape.

Figura 8.3: Combinacao convexa de Filippov para estabelecer o campo Z.

Geometricamente, a combinacao linear convexa do campo 7" é for-
mado pelos campos X (p) e Y(p) da seguinte maneira: para cada p € X, o
vetor p'esteja contido no cone formado pelos campos X (p) e Y (p) e intercepte

3ou Campo Vetorial de Filippov.
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o segmento X (p) — Y (p) no ponto ¢ e o vetor § — j = ¥ seja tangente &
variedade 3.

O denominador em Z~ se anula na origem e nao hé como fazer uma
C"-estensao numa vizinhanca da origem. No entanto, podemos observar que
a 6rbita futura de Z° coincide, em ¥, com a érbita futura do campo de vetores

Z°=(YVh-X—-XVh-Y)
peEXSS
Faremos uso desse campo em vez de Z . Chamaremos esse campo de campo
de vetores deslizante normalizado. Assim, Z° pode ser C"-estendido na
origem. Portanto, toda vez que afirmarmos C"-estendido, fica subentendido
que estamos utilizando o campo deslizante normalizado.

Lema 8.3.1. Quando X(p) e Y (p), com p € £°UX?, sdo linearmente depen-
dentes, entao Zs(p) = 0. Neste caso, dizemos que p é uma singularidade
simples de Z.

Demonstragao. Se X (p) e Y(p) sao linearmente dependentes, entdo, para
cada p € ¥, existe um nimero K € R\ {0} tal que X(p) = K -Y(p), onde
é imediato por (8.2) que Z (p) = 0. O

Definicao 8.3.2. A trajetdria local (ou solugao orbital) de um campo vetorial
descontinuo Z(q) € definida da sequinte maneira:

e Parap € Xt (pontos requlares do campo X em ¥7), a trajetdria € dada
por ¢z(t,p) = ¢x(t,p) parat e I CR.

e Parap € 3¢ tal que Xh(p)-Yh(p) > 0 e tomando a origem do tempo em
p, a trajetoria € definida como ¢z (t,p) = ¢y (t,p) parat € (IN{t < 0})
e ¢z(t,p) = ox(t,p) para t € (I N{t > 0}). Analogamente, para
Xh(p)-Yh(p) <O.

e Para p € ¥°U X*, a trajetoria é definida por ¢z(t,p) = ¢zs para
tel CR, onde Z° é um campo vetorial deslizante.

e Para p € 0X° U 0X° U 0X° tais que as definicoes de trajetorias por
pontos em Y em ambos os lados de p podem ser estendidas para p e
coincidirem, entao a trajetoria por p serd esta trajetoria. Chamaremos
esses pontos de pontos de tangéncia regulares.

e Para qualquer outro ponto ¢z(t,p) = p para todo t € R, temos que 0s
pontos de tangéncia sobre ¥ nao requlares serao chamados de pontos
de tangéncia singulares nos pontos criticos do campo X em X+, Y

em X~ e Z% em X° U X°.

67



Uma vez que definimos precisamente o que é trajetoria, passaremos
ao conceito de orbita.

Definicao 8.3.3. A drbita local de um ponto p € U € o conjunto

v(p) = {dz(t,p) : t € I}.

Nos sistemas autonomos, usaremos os termos trajetoria e orbita in-
distintamente quando nao houver perigo de ambiguidade.

Definida a aplicagao de primeiro retorno para campos continuos na
Defini¢ao 4.6.1 e para campos em variedades com bordo na Segao 7.1.2 e
agora definiremos de modo semelhante a aplicacao de primeiro retorno para
campos suaves por partes, usando um exemplo concreto.

Exemplo 8.3.1. Considere o sequinte campo de vetores Z € " (n):

X = (a,b,z) , seh(p)

Z:(X,Y):{Y:@’d’y) | Seh(mig,pERg (8.3)

onde a,b,c,d € R, ou seja, o campo (8.3) € da forma

r = a r = ¢
X = y = b Y = y = d |,

de maneira que a origem seja um ponto de dobra para ambos 0s campos.
Calculando os fluxos associados a cada campo, temos:

at?
¢x(t,p) = ox(t, (0,0, t0)) = (@t + o, bt + Yo, - + xot + Zo)

_ _ _ _ _ dt’ B
¢y (t,D) = oy (t, (o, Yo, o)) = (Ct + T, dt + Y, > + Tot + 50) -

Sem perda de generalidade, considere para nossos propdsitos, a = —1 ed = 2
no campo (8.3) em zy = 0, temos os fluzos

2
ox(t,p) = ox(t, (zo, Yo, to)) = (—t + o, bt + o, - + ont)

oy (E,5) = oy (F, @0, 7o, Bo)) = (e + T, 2+ 5, 7'+ 7if )
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Como estamos interessados em saber qual o tempo de retorno, queremos
z = 0. Pelo Teorema da Funcao Implicita, para cada p € 3,0, existe um
inico tempo positivo t(p) =ty tal que a orbita-solugcdo t — ¢x(t(p),p) de X
através de p intercepta ¥ no ponto p1 = ¢x(t(p), p), respectivamente. Logo,
—¢2
X:T+x0t:O:>t0:Oout1:2xo

e analogamente,
Y P 47,i=0=f=0o0ul = -7,

em que t; € o tempo de retorno da aplicacdo ¢x e ti, da aplicacio ¢y . Sendo
assim, substituindo t; em ¢X|z:0 et; em ¢y‘ , temos os caminhos

z=

vx = (=0, 2bxo + Yo)

v = (To — Ty, —To)-

X /}\’YX
/(to,Po) \ ~
QbX(t ’pU) = (tU,ﬁ())

Oy (t0: Do) = ¢z (to. po)

Ty

Figura 8.4: Aplicagdao de Primeiro Retorno para campos descontinuos.

Compondo, obtemos a aplicacao de primeiro retorno para este caso
particular

©z(t,p) =y ovx(t,p) = ((—=1 = 2bc)xo — cyo, —2bxzo — o).

Assim, procedendo de modo andlogo, podemos definir a aplicagao de
primeiro retorno para campos descontinuos.
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Definicao 8.3.4. A aplicagao de primeiro retorno ¢z : 3,0 — X.0 para o
campo (8.1) € definida pela composicao
Yz =" °7x-

Vamos denotar por Ly a parte linear de .

8.4 Singularidades e Estabilidade Estrutural em Cam-
pos de Filippov

Como ja definimos as trajetorias e a aplicagao de primeiro retorno
para campos suaves por partes, daremos agora uma classificagdo para as
singularidades conforme o comportamento do campo planar de Filippov.

Definicao 8.4.1. Seja p € ¥° U X°.

e Os pontos p € ¥ U X° tais que Z*(p) = 0, sao chamados de pseudo-
equilibrios ou equilibrios singulares de Z.

e Os pontosp € X° que satisfazem Z*(p) = 0 e os autovalores de D(Z*)(p)
que possuem parte real negativa sao chamados de pseudo-atratores.

e Os pontosp € X¢ que satisfazem Z*(p) = 0 e os autovalores de D(Z*)(p)
que possuem parte real positiva sao chamados de pseudo-repulsores.

e Os pontosp € ¥° que satisfazem Z*(p) = 0 e os autovalores de D(Z*)(p)
que possuem parte real positiva ou p € 3¢ com Z*(p) = 0 e os auto-
valores de D(Z*%)(p) que possuem parte real negativa sao chamados de
pseudo-sela.

As singularidades podem ser caracterizadas como zeros de certas
fungoes apropriadas, como se segue:

Definicao 8.4.2. As singularidades de um campo de vetores suaves por par-
tes podem ser classificadas como:

e p € X* tal que p é um equilibrio de X ou de'Y (ou seja, X (p) =0 ou
Y(p)=0);

e p € XSUXE tal que p € um pseudo-equilibrio (ou seja, Z°(p) =0);

e p € 0X°UIYX® U OXe é uma tangéncia reqular ou singular (ou seja,

Xh(p) =0 ouYh(p)=0).

70



o Qualquer outro ponto é chamado um ponto regular.

De suma importancia, a préxima definicao é um dos pilares do Teo-
rema principal desta subsecao.

Definicao 8.4.3. Em um campo planar de Filippov, as Singularidades
Genéricas em Y podem ser dos sequintes tipos:

e pontos de dobra regulares, ou seja, p € ¥ tal que Xh(p) = 0 e X2h(p) #
0 e Yh(p) # 0 (respectivamente, p € X tal que Yh(p) =0 e Y2h(p) # 0

e Xh(p) #0);

e pontos criticos hiperbolicos de campo de deslize, ou seja, pontos p €
¥F U Xe tais que X(p) || Y(p), p € ponto critico hiperbdlico de Z° e
D(Z*)(p) # 0.

Notagao: X(p) || Y(p) significa que os campos sao paralelos no
ponto p € Y.

No caso em que n = 2, temos o Teorema 8.4.1 a seguir, que caracte-
riza a estabilidade estrutural e ¥-estrutural do campo de Filippov Z = (X, Y)
numa vizinhanca da origem. A demonstracao deste Teorema pode ser encon-
trado em [9], p. 1982.

Teorema 8.4.1. Seja Zy = (Xo,Yy) € Q definido em uma vizinhanga da
origem (0,0) € X e com curva de descontinuidade ¥ = {(z,0) : © € R}.
Se (0,0) € ¥ € um ponto regular ou uma singularidade genérica, entio Zy €
local e estruturalmente estavel e local e -estruturalmente estdvel.

O Teorema 8.4.1 caracteriza o conjunto X, de sistemas planares de
Filippov que sdo estruturalmente estaveis numa vizinhanca da origem em R2.

Na préxima secao, vamos analisar o que ocorre no conjunto comple-
mentar de ¥y(n) C Q"(n), isto é, no conjunto das bifurcagoes.

9 Bifurcagoes Genéricas em )'(n)

Sejam Z = (X,Y) € Q"(n) e ¥y(n) (respectivamente ;(n)) o con-
junto de todos os elementos que sao estruturalmente estaveis em Q" (n) (res-
pect. Qi(n) = Q"(n) \ Xom))-

E evidente que uma pré-classificagdo das singularidades genéricas
também garante que se Z = (X,Y) € ¥y(n) (respect. Z = (X,Y) € £1(n))
entdo X e Y estao em I'g(n) (respect. X € I'y(n) e Y € I'y(n) ou vice-versa).
Caso ocorra X € I'1(n) e Y € I'1(n), teremos um fenémeno de, pelo menos,
codimensao 2.
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9.1 Caso Bi-dimensional

O teorema a seguir caracteriza a estabilidade estrutural em Q7(2) e
os detalhes podem ser encontrados em [14].

Teorema 9.1.1. Seja Xo(2) um conjunto aberto e denso de Q" (2). Um campo
de vetores Z = (X,Y) estd em ¥o(2) se, e somente se, uma das sequintes
condigoes forem satisfeitas:

(i) Ambos os elementos X e Y sdo requlares. Quando 0 € ¥ € uma singu-

laridade simples de Z entao assumimos que ele seja um ponto critico
hiperbolico de Z°;

(i) X € uma singularidade do tipo dobra e Y ¢é regular (e vice-versa).

O préximo teorema segue a mesma linha de raciocinio do Teorema
7.2.3, considerando sua utilidade para classificar as bifurcagoes genéricas.

Teorema 9.1.2. I'1(2) é um conjunto aberto e denso de Q5(2). O campo de
vetores Z = (X,Y) estd em %1(2) desde que uma das sequintes condigies
estejam satisfeitas:

(i) Ambos elementos X e Y sao X-regulares. Quando 0 € ¥ € uma sin-
gularidade simples de Z, entao assumimos que é um ponto critico de
codimensao um;

(i1) 0 € uma 3-singularidade de X eY, um ponto reqular. Neste caso temos
que 0 € ou uma Cuspide Y-singular ou um ponto critico;

(111)) Ambos X e Y sdao dobras Y-singulares em 0. Neste caso temos que
exigir que 0 seja um ponto critico hiperbolico de uma C"-estensao de
7%, desde que esteja na fronteira de 3¢ U X5, Além disso, quando 0
¢ uma singularidade distinta do tipo dobra-dobra de Z entdio 0 € um
ponto fixo hiperbolico da aplicacdo de primeiro retorno By.

9.2 C(Caso tridimensional: dobra-dobra

Considere Z = (X,Y) € Q7(3). Analisaremos apenas o caso mais
relevante para nossos propositos, onde ambos os campos de vetores X e Y
apresentam singularidades tipo dobra na origem.

Denotemos por A = {Z € Q"(3); 0 é uma singularidade dobra-dobra
de Z}. Antes de prosseguir, observe os seguintes fatos:
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(i) Os conjuntos de tangéncia 7x e 7y em X em geral se interceptam trans-
versalmente, de maneira que determinam 4 quadrantes sobre a varie-
dade ¥, a saber, duas sendo de costura, uma sendo de escape e outra
sendo de deslize, conforme Figura 9.1;

(ii) As regices de deslize e escape revertem a orientacao, conforme mostra
a Figura 9.1.

(iii) As trajetérias dos campos X e Y que passam pela origem possuem
contato quadratico com » em 0;

(iv) A é um subconjunto aberto de §2"(3) se, e somente se, ocorrer (i);

(v) O campo de Filippov Z* pode ser C"-estendida para uma vizinhanca
da origem em . Além disso, Z°(0) = 0.

e
%

Figura 9.1: Os 4 quadrantes sobre a variedade de descontinuidade ¥ e uma
dobra-dobra eliptica com uma T-singularidade.

9.2.1 Particoes do Conjunto das Singularidades Dobra-dobra.

De acordo com a defini¢ao 7.1.3, concentraremo-nos agora no caso de contato
quadrético (dobra) e suas possiveis combinagoes, dois a dois, respectivamente
nos campos X e Y.

Nosso objetivo serd estudar bifurcagoes sobre uma variedade de des-
continuidade de dimensao 2, ¥ C ©7(3). Nossa maior atengao estard voltada
para as dobras. Para isso, é importante conhecermos os casos de dobra-dobra,
que estao na seguinte Definicao:

Definicao 9.2.1. Considere os sequintes conjuntos:
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(1) Regular:

(i) R. ={Z = (X,Y); X eY sao regulares na origem} (Caso regular-
reqular);
(i) Rqg={7Z=(X,Y); 0 é uma singularidade do tipo dobra para X e
Y € regular a ¥ na origem (ou vice-versa) } (Caso dobra-regular),
que esta ilustrado na Figura 9.2;
(i) R. ={Z =(X,Y); 0 € uma singularidade do tipo cispide para X
eY € reqular a 3 (ou vice-versa) } (Caso cispide-regular).

: A

Y | AL

N rraf vy

(a) Regular dobra visivel. (b) Regular dobra invisivel.

Figura 9.2: Campos do conjunto R4 para X possuindo uma dobra na origem
e Y regular a ¥ na origem.

(2) Dobras: Ay = {Z = (X,Y) C A; tal que o contato entre Tx e Ty
sejam transversais em 0, os autovetores de DZ*(0) sao transversais a
Tx e Ty em 0, sendo este um ponto critico hiperbdlico de Z*°}. Observe
que Ay € um subconjunto aberto e denso de A. Assim, em Ay, podemos
classificar os sequintes subconjuntos em trés casos, conforme o tipo de
dobra-dobra, conforme esbo¢cado na figura 9.3.

(i) Caso Eliptico: é conjunto A, = {Z € Ay : X?h(0) < 0 eY?h(0) >
0}, chamado de dobra-dobra invisivel e pode ser vista na Figura
9.1.

(ii) Caso Parabdlico: A, = {Z € Ay : X?h(0) > 0,Y2h(0) >
0 ou X2h(0) < 0,Y2h(0) < 0}, chamado de dobra-dobra visivel-
invisivel.

(iii) Caso Hiperbdlico: A, = {Z € Ay : X21(0) > 0 e Y2h(0) < 0},
chamado de dobra-dobra visivel.
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Definicao 9.2.2. Seja Z € A.. Dizemos, neste caso, que p € Z € uma
T-singularidade®.

X/m X\ ./ X//__A\Z X\.T /g

Eliptico Parabdlicos Hiperbdlico

Figura 9.3: Esboco dos tipos de tangéncia.

Na Figura 9.3 esta esbogcado como foram pensadas as possibilidades
de contato quadratico, duas a duas. Uma ilustracao mais precisa pode ser
vista na Figura 9.4.

Apos essa classificacao, podemos enunciar o seguinte resultado, de-
monstrado em [24]:

Teorema 9.2.1. O campo de vetores Z = (X,Y) pertence a ¥o(3) desde que
uma das sequintes condigcoes seja satisfeita:

(i) Ambos elementos X e Y sdo regulares. Quando 0 € ¥ é uma sin-
gularidade simples de Z entao assumimos que ele é um ponto critico
hiperbdlico de Z;

(1) X € uma singularidade tipo dobra em 0 e Y € regular em 0;
(11i) X € uma singularidade tipo cispide em 0 e Y ¢é regular em 0;
(iv) Ambos sistemas X eY sdo do tipo dobra em 0. Além disso:

(a) Os conguntos de tangéncia Tx e Ty sao transversais em 0 € 3;

(b) Os autoespagos associados & Z° sao transversais a Tx € Ty em
0ed;

Encerramos entao esta subsecao apresentando algumas das bifurcagoes
genéricas mais relevantes para o caso em que o campo de vetores suave por
partes apresenta uma singularidade do tipo dobra-dobra na origem.

4Esta nomenclatura é em homenagem a Marco Antonio Teixeira, que em 1990 estudou
pela primeira vez a singularidade sobre a dobra-dobra invisivel.
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Caso parabdlico Caso parabdlico

> Y

L Sy (QUULLLELLLEEELY

Ty

TX

Caso eliptico Caso hiperbdlico

Figura 9.4: Tipos de tangéncia da Defini¢ao 9.2.1 (2).

10 Bifurcacoes do tipo Grazing e do tipo Ca-
tastrofic nos ciclos limite no R?

10.1 Introducgao

Neste capitulo apresentaremos dois tipos de bifurcacoes bem distin-
tas daquelas ja vistas nos capitulos anteriores. Essas bifurcagoes envolvem
ciclos limite no espaco tridimensional, que podem ser encontradas em [12].

Existem varios modelos matematicos aplicados aos sistemas dinamicos
descontinuos nas atuais linhas de pesquisa, tais como modelos de chavea-
mento, sistemas de controle e relé, aplicacoes em economia, ecologia e neu-
rofisiologia.

Essas teorias ainda estao em franco desenvolvimento com trabalhos
recentes mostrando que as singularidades do tipo Grazing formam centros
de estabilidade de modo que bifurcacoes de ciclos limites foram descritos
por di Bernardo em [6] e rotas para o Caos, descrito por Galvanetto em [8].
O termo “Grazing” refere-se a uma orbita que tangencialmente se choca e
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desliza sobre a variedade de descontinuidade, avancando sobre a fronteira
entre a dinamica suave e nao-suave.

Ja o termo “Catastrofic” refere-se as bifurcacoes de ciclos limite que
sao destruidos depois do choque com a variedade de descontinuidade, con-
forme condicoes que veremos adiante.

Neste capitulo, analisaremos um caso particular e interessante de
um caso genérico em trés dimensdes: a singularidade dobra-dobra (conforme
Subsecao 7.1.2 e Segao 9.2). Neste caso, dinamicas importantes de um sis-
tema suave por partes estao presentes: dérbitas que sao transversais as su-
perficies deslizantes (segundo a convengao de Filippov) e regides deslizantes
instaveis. Dentro deste contexto, o caso dobra-dobra com dinamica mais rica
¢ a Teixeira singularidade ou T-singularidade.

10.2 O problema dobra-dobra

Considere o campo de vetores:

[ X =aP 4 g(x),50 hix) > 0 3
Z_{Y—aL+gL(X),seh(X)§0 , X e R (10.1)

para uma funcao real mondétona h, vetores constantes a’ e polindmios continuos
g' tais que ¢*(0) =0, i = R ou L.
A funcao real h é escolhida convenientemente por:

ay? + B2% — 208yz
2(1 —ap) ’

onde «, f € R, representado na Figura 10.1.

A variedade de descontinuidade ¢ ¥ = {x € R? : h(x) = 0}. Se
p € 3 é tangenciada por ambos os lados, entdao Xh(p) = Yh(p) = 0. De
acordo com a Definicao 7.1.3, as condicoes genéricas X2h,Y?2h # 0 devem
ser satisfeitas a fim de que as tangéncias sejam quadraticas.

Para nossos propésitos, vamos considerar os seguintes conjuntos de
tangéncia que intersectam transversalmente:

hMw,y,z) =w+ (10.2)

TXI{p623Xh:O}

v={peX:Yh=0} (10.3)
e vetores da forma
0 0
a=n| 1|, at=pl B |, (10.4)
o 1
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h>0

N\

h<0

Figura 10.1: Variedade de descontinuidade ¥ tipo Sela em R?: um sistema
dinamico constante por partes com regiao de descontinuidade em h = 0, onde

h é da forma h ~ w + y? — 2%

com «, # € R, onde podemos escrever (10.1) como

w =0 w =10
X=4q9=n +0(Q), V=4 g=08u +0(1).
z=an Z=p

Geometricamente, « (respectivamente [3) é o valor da tangente do angulo 0x
(respect.fy) entre o campo de vetores X (respect. Y) e sua linha de dobra
Xh|h:0 = 0 (respect. Yh{h:o = 0). De acordo com [4], os nimeros « e [
podem ser obtidos na T-singularidade pela seguinte formula:

—(X2h)(Y?h)
X(Yh)

—(X2h)(Y2h)

€ B = tg<0Y) == Y(Xh)

a = tg(fx) = (10.5)

avaliados na dobra-dobra, desde que (X?h) - (Y2h) < 0.

Podemos escolher convenientemente o sinal dos parametros 7, u =
+1 que nos fornece trés casos distintos pela combinacao de sinais, uma vez
que o caso 1 =—pu =1 é equivalente a —ny =p=-—1.

Nesta secao, considere h(x,y,z) = x. A escolha de (10.2) nao é por
acaso. Esse sistema ¢ equivalente a forma normal dobra-dobra definida por
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Teixeira em [23], para o qual a variedade de descontinuidade é plana. A
mudanca de coordenadas a fim de obtermos uma fronteira plana, conforme
Figura 7.3, é dada substituindo-se a variavel w pela variavel z, com a seguinte
dinamica: . . o
b4 W = B2) = Belag — 2)
1—ap

que foi obtida derivando (10.2) em relacao a ¢t. Substituindo (10.4), obtemos

. h .
i = { i%z7 fg 0 } +4'(x) + 02) (10.6)

que esta de acordo com a forma normal dobra-dobra de Teixeira nas coor-
denadas (z,y, z). Para simplificar (10.6), reescalamos as coordenadas através
da transformacao r — —nax em {(z,y,2); h > 0} ex — pfrem {(z,y,2);h <
0}, com «, 5 # 0.

Desta forma, obtemos Z = (X, Y') onde

_ | X =(3,9,%2) = (—y,m,na),se h(p) > 0 3
Z_{Y=(ﬂl“a%é):(z’uﬂ,u),seh(p)So , PERL - (10.7)

Posteriormente, consideraremos os diferentes casos para a escolha
dos sinais de n, p = 1.

Conforme as classifica¢oes das variedades de descontinuidade da Secao
8.2, considere a combinagao convexa de Filippov, o campo 7 ea funcao

hz,y,z) = x.

Esse campo de vetores estd confinado em x = 0 planificado. Pela
Combinacao Convexa (8.2), podemos escrever como X = Z (y, z) e desconsi-
derar o termo = (ou w), obtendo

s ~ (BBy+nz py +naz
Z (yv Z) - )

Y+ z y+z
e o seu normalizado

Z°(y, 2) = (uByY + nz, py + noz) (10.8)

que pode ser C"-estendido na origem. Deste modo, temos os trés ingredientes
principais da dobra-dobra, que sao os campos X, Y e Z°.
O jacobiano de (10.8) é dado por

J:(uﬁ n)
poone )’
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onde o seu determinante é

6 = —pn(l—af) (10.9)

€ 0 seu traco
tr = na + pp.

Calculando os autovalores de J, obtemos

A2 = % (na +uB £/ (na — pp)? + 4W> , (10.10)

e seus autovetores associados

Tyo = 7 1. (10.11)

%[7704 — puB £/ (na — pB)? + dny

Tomando (10.10) e adicionando —p/5 a ambos os termos, chegamos

Mg = % (na +uB £/ (na — pB)? + 477u>

1 1 1
M2 = —na+-pB+ 5%(7704 — puB)? + dnp

2 2
1 1 1 g
Ao —pf = §na—§uﬂi§\/(na—uﬁ) + dnp

1
Mg —pfB = §[na—u6i\/(na—ﬂﬁ)2+4nu

onde os autovetores (10.11) ficam escritos como

S n
Fo=(—1 1) 10.12
b2 ()\1,2—M5 ) ( )

Note que usaremos o Teorema 3.2.3 nos casos a seguir, onde existe esse
paralelo entre os casos continuos e suaves por partes. Uma vez determinados
esses importantes elementos, analisaremos os casos n =p=—1,n=—pu=1

en=p=1.
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Figura 10.2: Coordenadas e conjuntos de tangéncia em uma dobra-dobra
visivel.

10.2.1 Dobra-dobra visivel

O campo de vetores descontinuo (10.7) com n = u = —1, possui tangéncias
de ordem 2, com dobras visiveis, conforme Figura 10.2, e tem a forma
_ (_ya _1a —Oé), s€ h(p) Z 0 3
7= { (-6, - hp) <0 PR (10.13)

Computando os elementos d, A; 2 e U; 2, obtemos
0=af —1,

Mo =5 (a+ s /B-apTa)

—1
U9 = 1.
2 (/\1,2 - >

Segue do Teorema 3.2.3 que:

(i) Se af < 1, entao 6 < 0, temos que a origem é uma sela,
(ii) Se aff > 1, entéo § > 0, a origem é:

* um né, se (8 —a)?+4 > 0;
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* um centro, se o + 3 = 0.

Os autovalores sao ambos reais, uma vez que (8 — a)? + 4 > 0, para todo
a, B eR.

(i) (i) (iif)

Figura 10.3: Dinamica préxima a dobra-dobra visivel.

Na Figura 10.3, podemos observar os seguintes casos:
(i) Caso Sela, com aff < 1;
(ii) Caso N6, com aff > 1e a, > 0;

(iii) Caso N6, com aff > 1e «, 3 < 0.

Os pontos sobre os eixos y e z sdao os pontos onde as trajetérias deixam a
regiao de descontinuidade.

Suponhamos, entao, que o sistema (10.13) (ou mais genericamente
(10.7)) seja a aproximagao local de um sistema global onde um ciclo limite
desliza > préxima a uma singularidade dobra-dobra e assuma que este ciclo
limite esteja inteiramente contido em A > 0 com um unico ponto de contato
ao longo da linha 7. E possivel observar que 7z faz fronteira com ¢ e
>*. O sistema global nao é genérico: sob certas perturbagoes, o ciclo limite
pode deslizar por um certo tempo e perder contato com ¥ ou atravessar 3.
A bifurcacao tipo Grazing é constituida de um ponto de bifurcacao, cujo
sistema pode ser desdobrado com um tinico parametro global.

Mas, se considerarmos que o ciclo limite desliza sobre {77 : z < 0}
na fronteira de X¢, temos as seguintes condigoes:

Xh=0eYh<0< X?h.
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Figura 10.4: Bifurcagao tipo Grazing numa tangéncia visivel.

Em um dos lados da bifurcagao, uma érbita estd em A > 0, mas em outro
lado, a orbita que esta bifurcando sofrerd um impacto em X e atravessard
até h < 0, conforme mostra a Figura 10.5. O segmento externo da orbita
salta descontinuamente de h > 0 para h < 0 de tal modo que o ciclo limite é
destruido e, por tal razao, este é denominado bifurcacao Catastrofic.

Figura 10.5: Bifurcagao tipo Catastrofic numa tangeéncia visivel de ordem 2.

Sob a varia¢ao de um unico parametro, um ciclo limite Grazing pode
nao interceptar o ponto de dobra-dobra (0, 0,0). No entanto, um ciclo limite
com uma Orbita deslizante pode. As diferentes topologias podem ser conferi-
das na Figura 10.3. Destes, podemos deduzir uma nova classe de bifurcacgoes
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Catastrofic.

Para isto, suponha um ciclo limite em h > 0, com um segmento
deslizante que intercepta a singularidade. O segmento deslizante comeca
em um ponto de impacto em >° e termina em uma singularidade, em que
a dinamica é peculiar: a érbita pode retornar para h > 0 ou para h < 0
ou ainda, pode seguir no campo deslizante em direcao a >°. Este segmento
deslizante em Y é parte de uma 6rbita deslizante especial: a variedade estavel
da sela para a8 < 1 descrita anteriormente e as direcoes estaveis fortes ou
fracas nas singularidades tipo né, para a5 > 1.

Figura 10.6: Bifurcacao tipo Catastrofic numa dobra-dobra visivel.

Esta oérbita, particularmente, é constituida do ponto de bifurcacao
degenerado. Como um ponto de impacto de um ciclo limite, ele passa através
de uma drbita especial, o ponto que faz o ciclo limite retornar move-se de 74
para 7y. Em um dos lados da bifurcacao, a érbita retorna de ¥ para h > 0;
em outro lado, retorna para h < 0 e nunca retornando para h > 0, o que
significa que o ciclo foi destruido. Assim, obtemos uma bifurcagao do tipo
Catastrofic, ilustrada na Figura 10.6.

Descrevemos as situagoes em que um ciclo limite esteja em A > 0 e
intercepta 7. Os casos de ciclos limite para h < 0 que interceptam 7y sao
analogos, devido a simetria dos sistemas do tipo dobra-dobra visivel.

10.2.2 Dobra-dobra visivel-invisivel

O campo (10.7) com n = —p = 1, possui tangéncias de ordem 2,
com dobras visiveis e invisiveis, conforme Figura 10.7, e tem a forma
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_J (=y,1,),se h(p) > 0
7= { (z,=B,—=1),se h(p) <

0 PE€ R?. (10.14)

Figura 10.7: Coordenadas e conjuntos de tangéncia em uma dobra-dobra
visivel-invisivel.

Calculando os elementos d, Aj 2 e 7} 2, obtemos
0=1-—apf,

1 Gl ERV(CER )

1
Uio=~——,1]).
b2 (Am + )

Os autovalores sao reais para |o + 5| > 2 e os autovetores estao em

Y ou X paraa+ f >0eem X€ para a+ 5 < 0.
O campo de vetores deslizante préximo a dobra-dobra visivel-invisivel

pode ter uma das seguintes dinamicas :

(i) Para af > 1, temos § < 0 e se |+ 3] > 2, a origem é um ponto critico
do tipo sela; (Figura 10.8 (i))

(ii) Para aff < 1, temos § > 0 e se |a+ | > 2, a origem é um ponto critico
do tipo fonte, se « — > 0 (Figura 10.8 (ii)) e pogo, se @ — 5 < 0.
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z

() (ii)

Figura 10.8: Dinamica deslizante proxima a dobra-dobra visivel-invisivel.

(iii) Para aff < 1, temos § > 0 e se |a+ 3| < 2, a origem é um foco atrator,
se « — 3 < 0 (Figura 10.8 (iii)) e foco repulsor, se & — 5 > 0.

(iv) Para aff <1 e o — 3 = 0 temos que a origem é um ponto critico do
tipo centro, como mostra a (Figura 10.8 (iv)).

Novamente aplicamos o Teorema 3.2.3 do caso continuo. No entanto,
os retratos de fase omitiram as regides de costura, como pode ser visto nas
Figuras 10.3, 10.8 e 10.13.

Assim como fizemos na dobra-dobra visivel, suporemos que exista
um ciclo limite com pelo menos uma parte que seja um segmento deslizante
que se aproxima da dobra-dobra. O ciclo limite pode interceptar o ponto de
dobra-dobra de diferentes formas sobre o campo deslizante (10.8).

Se o campo deslizante é do tipo sela, ilustrado na Figura 10.8 (i),
entao existem duas maneiras em que um ciclo limite pode conter uma dobra-
dobra, ilustrado na Figura 10.9.

Figura 10.9: Bifurcacao Catastrofic em uma dobra-dobra visivel-invisivel.
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Na Figura 10.9 (i), temos um caso de ciclo limite suave contido em
>} com uma conexao com a singularidade. Em um dos lados da bifurcacgao
esta o ciclo limite suave em Y; em outro lado, a érbita é ejetada em 7 rumo
a h <0.

Na Figura 10.9 (ii), temos um ciclo limite em A < 0, com um seg-
mento deslizante sobre >° que intercepta o ponto de dobra-dobra em 7. Em
um dos lados da bifurcacao, ha um ciclo limite com um segmento deslizante
e um ponto de ejecao em 7y que estd em h < 0; em outro lado, nao hé ponto
de ejecao de modo que o fluxo esta confinado em >°. Em ambos os casos, o
ciclo limite é destruido, constituindo uma bifurcacao do tipo Catastrofic.

Figura 10.10: Bifurcacao Non-deterministic em uma dobra-dobra visivel-
invisivel.

Se o campo deslizante é do tipo né atrator (Figura 10.8 (iii)), entao
em um dos lados da bifurcagao existe um ciclo limite em A < 0, com um
segmento deslizante que termina em um ponto de ejecao em Ty, que estd
ilustrado na Figura 10.10.

Note que a orbita é estavel porque o conjunto das érbitas de todos
os fluxos na dobra-dobra apontam para o autoespaco estavel.

A dinamica do futuro da singularidade nao é tnica, segundo a con-
vencao de Filippov. Pode ser observado que se o fluxo esta sobre a regiao 3¢,
temos véarias direcoes futuras. Analogamente para a regiao ¥°, também nao
temos a unicidade do passado. Com isso, fica claro o fato de que o Teorema
2.3.1 (existéncia e unicidade) nao vale para caso suave por partes.

Entao, neste conjunto, o ciclo limite é destruido e substituido por
uma evolugado nao deterministica (do termo inglés non-deterministic), ou
seja, o campo de vetores nao € unicamente determinado pelo ponto de dobra-
dobra. A Figura 10.11 ilustra um nao determinismo na Teixeira singulari-
dade, que sera estudada na secao seguinte. As drbitas que sao inicialmente
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suaves, ao alcancar a regiao de deslize X, movem-se rumo a singularidade,
onde retornam para um dos campos, X ou Y, assim que a atravessam e nao
hé como determinar a direcao das érbitas a partir deste ponto.

Figura 10.11: Tlustracao do “nao-determinismo” na Teixeira singularidade.

Consideremos um ciclo limite que desliza sobre {77 : z > 0}, com as
condicoes Xh = 0, X%2h > 0 e Y2h > 0. Isso significa que um ciclo limite
desliza ao longo de 7 onde ele faz fronteira com >* que sofre uma bifurcagao
denominada Grazing, descrito por [15]: em um dos lados da bifurcagao, uma
orbita suave esta em h > 0; em outro lado, ela desliza em ¥° e é toca 74 e
retorna a h > 0, conforme Figura 10.4. Podemos observar que o ciclo limite
permanece sobre a regiao >° pois em p € U \ ¥ ambas X e Y apontam para
>* onde podemos afirmar que ¥° é uma regiao atratora para Z.
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10.3 A Teixeira singularidade

Considerando que um ponto p é um ponto de dobra-dobra quando
as seguintes condigoes sao satisfeitas:

o Xh(p) =0e Xn(p) # O;
o Yh(p) =0eY?h(p) # 0,

em que nem X nem Y tenha ponto de equilibrio préximo da origem, isto €,
X #0eY #0, onde o par de retas 7x e Ty se intersectam transversalmente
na origem com a condi¢ao de que det(Dh(p), DXh(p), DY h(p)) # 0. No caso
da T-singularidade, tem-se X2h(0) < 0 e Y2?h(0) > 0.

Considerando o campo de vetores (10.7) com n = p = 1, este possui
tangéncias quadraticas, com dobra-dobra invisiveis, conforme Figura 10.12,
e tem a forma

= | (=y,1,),se h(p) >0
7= { (z,8,1),5e h(p) <0 * P€ R, (10.15)

onde o seu normalizado é
2°(Y,Z) = (By + 2,y + az).

Assim, seu jacobiano é

onde obtemos o determinante
0=af —1,

os autovalores ]
>\172:§ (Oé+ﬁ:|:\/(04—5)2+4)

e 0s seus autovetores associados

1
Foo—(—— 1)
Y12 ()\172 - 6’ )

Os autovalores sao ambos reais e os autovetores estao em diferentes
quadrantes de 3 de modo que ¥ estd em ¥° (ou X¢) e U estd em %¢, conforme
mostra a Figura 10.13. Se o autovalor \; tem parte real negativa (respect.
positiva), entdo os seus autoespacos gerados pelos autovetores associados
sao estaveis (respect. instaveis). Calculando, podemos verificar que um dos
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Figura 10.12: Coordenadas e conjuntos de tangéncia na Teixeira Singulari-
dade.

autoespacos atravessam as regioes X°UY° e o outro, 2 U, passando pela
origem. E possivel notar também que esses autoespacos nunca podem ser
tangentes a qualquer uma das linhas de dobra, pois corresponderia a uma
tangéncia cubica, que nao é o caso. Em particular,

(i) Sea, B <0eaf > 1, ambos autoespagos gerados por 7 2, sa0 estéveis;
(ii) Sea, s > 0eaf > 1, ambos autoespagos gerados por ; 5, sdo instaveis;

(iii) Se aff < 1 o autoespago gerado por ¥, em X¢ é estavel e o autoespago
gerado por U, em ° é instavel (ou vice-versa).

Além disso, quando o autoespaco em > é estavel, ele esta associado
com o autovalor fraco estavel, onde os segmentos de orbita deslizantes sao
assintoticamente atraidos para ele, onde se aproximam da singularidade.

A T-Singularidade é bastante peculiar. Ao contrario dos casos an-
teriores, falta-lhes a tangéncia visivel, o que as impede de conter quaisquer
pontos de retorno em 7y ou 7z, exceto na prépria singularidade. Sendo as-
sim, ela se difere das dinamicas apresentadas nas Secoes 10.2.1 e 10.2.2. De
todas as singularidades, ela é a tnica que apresenta todos os elementos da
dinamica: o campo deslizante Z°, X, Y e a aplicagao de primeiro retorno.
E possivel notar que nao ha esses elementos em outros casos por causa das
tangencias visiveis.

No entanto, a dinamica em torno da T-Singularidade consiste de
orbitas em h > 0 e h < 0 que retornam continuamente sobre >, em um
numero finito ou infinito de vezes. A partir disso, podem surgir ou nao ciclos
limite, dependendo do parametro para que a dobra invisivel em h > 0 se una
a dobra invisivel em h < 0, como sugere a Figura 10.12.
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Figura 10.13: Dinamica préxima a T-Singularidade. (i) Caso Sela, com
af < 1, onde Uy € repulsor; (ii) Caso N&, com aff > 1, onde a+ > 0, a
origem é um nd repulsor, com |\i| > |X\a|; (i11) Caso N&, com aff > 1, onde
a+ [ <0, aorigem € um nd atrator, com |\| < |Aal.

A seguir, enunciaremos sem demonstragao, um teorema que forma-
liza essa idéia e pode ser encontrada em [13].

Teorema 10.3.1. As orbitas em uma vizinhanca de uma T-Singularidade
do campo (10.15) satisfazem as sequintes condigoes:

(i) Se af > 1 e «,f < 0, entdo qualquer orbita de (10.15) atravessa X
um numero infinito de vezes. Além disso, existe um par de superficies
invariantes que se interceptam na T-Singularidade;

(ii)) Se af < 1 ou a > 0 ou > 0, entao qualquer drbita de (10.15)
atravessa > um numero finito de vezes.

Uma consequéncia deste Teorema ¢é a seguinte:

Corolario 10.3.1. Seja uma T-Singularidade do campo (10.15) e N o nimero
de vezes em que uma orbita atravessa a variedade de descontinuidade .

(i) Se o >0, entio N <1 e a orbita atravessa ¥ em y <0 < z;
(i) Se B >0, entio N <1 e a drbita atravessa ¥ em z < 0 < y;

(i) Se0 < af <1ea,f <0, entio N > 1.
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Para analisarmos esta singularidade, usaremos a aplicacao de pri-
meiro retorno da Defini¢ao 8.3.4 no campo (10.15):

= (_y> 1704)756 h(X) >0
7= { (z,8,1),se h(x) <0 ~ x € R?.

Integrando, obtemos os fluxos:

t2
¢X(t7p> = (_5 - yOt + h07t+ Yo, at + ZO)

-2
_ t [ — _ _
oy (t,p) = (5 + Zot + ho;ﬁtﬂL?o,t‘i‘?o) :

Como queremos a dinamica sobre h = 0, pelo Teorema da Funcao Implicita,
para cada p = (yo, 20) € %,0, existe um tinico tempo positivo t(p) = ¢ tal
que a 6rbita-solugao t — ¢x (t(p),p) de Y através de p intercepta 3 no ponto
P = ¢x(t(p),p). Para o campo X, obtemos o tempo de retorno:

—t? -
7+yot:():>t0:00ut1:—2y0:t
e um tnico tempo positivo #(p) = t; tal que a drbita-solucao t — ¢y (¢(p), p)
de Z através de P intercepta ¥ no ponto p; = ¢y (£(p),p). Para o campo Y,
obtemos o tempo de retorno:

-2

t - _ _
§+§0t:0:>t0:00ut1:—220,
onde t; é o tempo de retorno. Substituindo ¢; em ¢X‘h:0 e ¢y|h:0 temos os

caminhos
vx = (—yo, —2ayo + 20)

Ty = (y() - 25207 _EO)
Note que podemos escrever vx e 7y na forma matricial
vx : R xR +—— R x R, onde

(2)=( 2 1) (1) romman 09

que localmente equivale a (7,z) = (—y, —2ay + z) e

vy i RxR™ —— R x R*, onde

(9)=(5 27) (L)+oumary U7
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que localmente equivale a (7, 2) = (y — 26Z, —Z).
Desde o inicio, estamos omitindo os termos de ordem mais alta da
expansao de Taylor, pois estamos estudando localmente a dinamica em 32, 0.

X ﬁ\’y}(
L N
(to, o) ) . N dx (to/Po) = (To, Bo)
s £ Ov (0. 7) = (fo. 7o) ¢
Y

Ty

Figura 10.14: Aplicagao de Primeiro Retorno ¢z para a T-Singularidade.

Podemos entao analisar a aplicagao ¢ : 3,0 — .0 da Definicao
8.3.4 e verificar as dinamicas de acordo com o comportamento da aplicacao
de primeiro retorno.

Assim, a aplicagao de primeiro retorno, ilustrada na Figura 10.14, é
obtida pela composi¢ao ¢z(p) = (v © vx)(p), multiplicando-se as matrizes
de (10.16) e (10.17), isto é:

07 :R™ xR+ R x RT, onde

()= (S aaita) (1) rotmapy 008

que pode ser escrito simplesmente como
0z(y,2) = (— y+ 2Bz, —2ay + (4af — 1)z).
Calculando ao autovalores da matriz de (10.18), obtemos
A2 =—14+2af £ 2v/af(af —1)

e os autovetores associados

L ( 23 )
V1,2 = 7]- )
2a8 + 2 /ap(af — 1)
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ou simplesmente,

v = .
1,2 1 I /\1727

Pelo Teorema 10.3.1, se aff < 1 ou «a, 8 > 0, entao todas as orbitas
suficientemente préximas da singularidade alcancam »* apés um ntimero
finito de voltas. Uma bifurcacao ocorre quando aff = 1 e o, < 0, pois
se exigirmos a condi¢do ¢z(p) = p, isto é, resolvendo (10.18) igual a (y, 2),
chegamos ao sistema:

y =Pz
{ (208 — 1)z —ay = 0, (10.19)

onde obtemos af = 1, que é o valor de bifurcacao para a T-Singularidade.
Essa é a condigao necessaria para que o sistema possua Orbitas periddicas e
pseudo-periddicas, definida a seguir.

Definigao 10.3.1. Seja Z = (X,Y) € Q e p € R®. Dizemos que uma
orbita € pseudo-periodica de Z se ela é fechada, composta por segmentos
de orbitas de X e Y com a orientacao nao preservada. Veja Figura 10.15.

X /-)\ X .
e MG W4 P

Y (i) Y (if)

Figura 10.15: Em (i), temos a representacao de uma 6rbita pseudo periddica.
Em (ii), temos uma familia de 6rbitas pseudo-periédicas sobre um conjunto
de pontos fixos.

A seguir, exibiremos as familias de drbitas periddicas e pseudo-
periddicas da T-Singularidade. Para isto, considere a aplicacao p, avaliado
em aff =1, isto é

02,501 = (—y + 282, =20y + 32) (10.20)

(-1 28
J_(—Za 3>'
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Seus autovalores sao

)\1,2:1:l:2\/1—055

e seus autovetores associados sao

L B
1.2 = (H:m’l)'

Como estamos avaliando em a8 = 1, temos que
/\1,2 =1le 271,2 = (57 1)-

Se |A] = 1 entao o ponto fixo do difeomorfismo dado pela aplicacao
de primeiro retorno é nao-hiperbdlico e, portanto, o sistema é estrutural-
mente instavel, pois nao podemos concluir que, para af = 1, o conjunto
de pontos fixos seja atrator ou repulsor, conforme Proposicao a seguir, cuja
demonstragao pode ser encontrada em [5].

Proposicao 10.3.1. Seja L : R? — R3 uma aplicacio linear. Se L possuir
todos os autovalores com valor absoluto menor (respect. maior) que 1, entdo
L"(x) — 0 quando n — oo (n — —00), para todo x € R3.

Em outras palavras, a atratividade de cada autovetor associado esta
relacionada com o valor absoluto de seu respectivo autovalor, i.e., denotando
os autovalores de L por \; temos |\;| < 1, atrator; |\;| > 1, repulsor, onde
j=1,2,..., k. Em particular, vale para R2.

Geometricamente, podemos ver que a condi¢ao é que o conjunto de
pontos fixos da aplicacao de primeiro retorno esteja sobre a reta y = —x sobre
o plano z = 0, conforme Definicao 2.1.4. Pode-se observar que o coeficiente
angular dessa reta ¢é igual a —1.

Para exibir o par de retas invariantes citados no Teorema 10.3.1,
usaremos o fato de que o = 1 na aplicac¢@o de primeiro retorno de (10.20).
Resolvendo gpz|a[3:1(y, z) = (y, z), obtemos y = [z e z = ay, que sdo as retas
procuradas. Como o = 1/, as retas invariantes, que passam pela origem,
sdo simétricas em relacdo a bissetriz do primeiro (ou segundo) quadrante do
plano yz.

A seguir, mostraremos que, para a T-Singularidade, temos os pla-
nos invariantes z = y e z = —y. Para mostrar esse fato, enunciaremos as
definigoes a seguir, que sao oriundas de [11].

Definicao 10.3.2. Dizemos que um campo de vetores suaves por partes
Z € ) com a variedade de descontinuidade X é &-reversivel, se existir uma
involucdo & : R3 — R? tal que:
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o Fix(§) CX;

® Vp &%, vale {0 Z(p) = —Z(£(p))-

Definicao 10.3.3. Definimos e C 2 o conjunto dos elementos Z = (X,Y)
tais que:

o 7 € A, (da Defini¢io 9.2.1);
o / ¢ &-reversivel.

Para mostrar que o campo (10.15) é reversivel, usaremos o Lema da
seguinte proposicao:

Proposigao 10.3.2. Se o campo Z € Q possui uma dobra-dobra invisivel em
0, entao Z é C°-equivalente ao campo Z = (X,Y) onde:

X = (_yv _X2h(0)’ XYh(O)) + (O(x,y, Z), O(l’, Y, Z)? 0(112,’3/2, 2’2)),

Y = (z,=YXh(0),Y?h(0)) + (O(z,y, 2), O(z,y, 2), O(2*, %, 2°)).

Demonstracao. A origem pertence a fronteira da regiao »*. Como Z possui
uma dobra-dobra invisivel, entao ele possui duas regioes de tangéncia que
se interceptam transversalmente e, portanto, podemos escolher um sistema
local de coordenadas tal que

x ={(z,y,2);x =y =0} ey ={(2,9,2);x = 2 = 0}
Com isso, a forma normal local é escrita como:

X = (_yv _X2h’(0)? XYh(O)) + (O(ZE,y, 2)7 O([E, Y, Z)? O($2,y2, 22))’

Y = (2, =Y Xh(0),Y?h(0)) + (O(z,y, 2), O(z,y, 2), O(a*, 4%, 2°)).
O

O Lema que usaremos no campo (10.15) nos dé a condi¢ao necessaria
para que um campo em §)¢ seja {-reversivel.

Lema 10.3.1. Se Z € ()¢, entao deve satisfazer as condicoes
(i) XYh(0) ==Y Xh(0);
(ii) X2h(0) = —Y2R(0).
Desta forma, considerando o campo (10.15) e h(zx,y, z) = z, temos:
o Xh=XVh=(-y,1,a)(1,0,0) = —v.
o X?h=X(VXh)=(-y,1,a)(0,-1,0) = —1.
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Yh=YVh=(z70,1)(1,0,0) = z.

Y?h =Y (VYh) = (2,43,1)(0,0,1) = 1.
o XYh=X(VYh)=(-y,1,a)(0,0,1) = a.

YXh=Y(VXh) = (z43,1)(0,—1,0) = —8.

Calculando « e 3 pela férmula (10.5) para o campo (10.15), obtemos
a=p=1oua=p=—1, pois estamos avaliando em a5 = 1. Portanto, o
campo (10.15) é reversivel.

Definicao 10.3.4. Dizemos que Z € Q ¢é simples em 0 se | X2h(0)| #
| XY 1(0)].

Para o campo (10.15), temos |Xh?| = | X (Y h)|, onde concluimos que
Z é simples.

Por convencao, se p € ¥°, a érbita futura de Z através de p é dada
pela trajetéria do campo deslizante Z° através de p. Defina-se o conjunto de
retas que passam pela origem

Co = {(z,0z,0) : z € R*}

para que possamos enunciar as condigoes para existéncia de orbitas pseudo-
periédicas de Z € €. O préximo Teorema pode ser encontrado em [11].

Teorema 10.3.2. Seja Z € Q. Emiste uma vizinhanga da origem Vo C R?,
tal que:

(1) Se Z é simples em O e:

(a) XYh(0) # 0, entdo, para todo n € N\ {0}, nao existem nem

orbitas n-periodicas e nem orbitas pseudo-periodicas de Z em Vj.
(b) XY h(0) =0, entao, para todo:

x a < 0, para todo p € C, NV, existe um n € N\ {0} tal que
a orbita de Z passando por p € uma orbita 2n-periodica.

x > 0, para todo p € C, N'Vy, existe um n € N\ {0} tal que a
orbita de Z passando por p € uma orbita pseudo 2n-periodica.

(2) Se Z nao é simples em 0:

(a) entdo para todo p € C_1 NVy, existe uma tunica drbita 1-periddica
de Z passando por p.
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(b) entdao para todo p € C1NVy, existe em Vi uma tinica drbita pseudo
1-periodica de Z passando por p.

(c) dado o € R com |a| # 1, entao para todo p € C, N Vy € para todo
n € N\ {0}, ndo existem nem drbitas n-periddicas nem orbitas
pseudo n-periodicas de Z passando por p.

Resumindo:

(1) Pelo Teorema 10.3.2 parte (2), para cada p sobre a reta z = y (respec-
tivamente z = —y), existe uma unica 6rbita pseudo 1-periédica (res-
pectivamente drbita 1-periddica) passando por p, conforme ilustrado
na Figura 10.16.

(2) As retas C_y (z = —y) e C; (¢ = y) possuem infinitos pontos, o que
implica dizer que ha infinitas érbitas (pseudo 1-periddica se p € C1 NV,
ou l-periédica, se p € C_; N V) sobre as retas, ilustrado na Figura
10.16.

(3) Para cada ponto p € Ci; existe uma drbita que é estruturalmente
instavel, como ja visto anteriormente, pois por uma pequena perturbacao,
a orbita pode tornar-se um foco atrator ou repulsor, conforme o sinal
de af.

(4) Concluimos que esse campo de vetores nao é estruturalmente estavel.

(5) Os conjuntos C'y; possuem infinitos pontos fixos para aplicagao de pri-
meiro retorno. Logo, possuem infinitas orbitas periddicas ou pseudo-
peridédicas. Observe ainda que as duas variedades invariantes nao po-
dem coexistir. Caso contrério, sendo cada campo X e Y separadamente
continuos, contrariaria o Teorema da Existéncia e Unicidade.

(6) Esse campo possui codimensao infinita.

Isso é um fato notavel que, juntamente com a dinamica cadtica da
T-Singularidade quando o = 1, nos mostra que esta singularidade é uma
das dinamicas mais ricas vistas até agora neste trabalho.

Encerramos assim, nosso trabalho de relacionar bifurcagoes em sis-
temas suaves e sistemas suaves por partes e suas respectivas dinamicas.
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Figura 10.16: (i): Para o = 1, temos uma familia de érbitas pseudo 1-
periddicas sobre a reta C.(ii): Para o = —1, temos uma familia de drbitas
1-periédicas sobre a reta C_;.
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CONCLUSOES

H& algumas relacoes de semelhancas e diferencas entre bifurcacoes
de campos vetoriais conti-nuos e campos vetoriais suaves por partes, como
alguns teoremas que podem ser aplicados considerando apenas uma parte do
campo.

Vimos que o Teorema da Existéncia e Unicidade pode ser aplicado
em cada campo X e Y de Z separadamente. No entanto, nao vale para
pontos sobre a variedade de descontinuidade.

Outra semelhanga sao as defini¢oes de estabilidade estrutural e equi-
valéncia topoldgica. No entanto, existe uma grande dificuldade em perturbar
sistemas suaves por partes de uma maneira apropriada.

Observamos também que o Teorema 3.2.3 foi amplamente aplicado
sobre as regioes X.*° e os respectivos retratos de fase foram apenas omitidos
nas regioes ¢ nos casos dobra-dobra. Os casos pocgo, fonte, foco, sela e
centro se repetiram no caso suave por partes, com algumas restricoes como
foi observado.

Os critérios para definir se um ponto critico é atrator ou repulsor
também mudaram um pouco, pois ora trabalhamos com sinal da parte real
dos autovalores para o caso continuo usando a Definicao 2.3.2, ora traba-
lhamos com moédulo dos autovalores para os pontos fixos dos difeomorfismos
dadas pela aplicagao de primeiro retorno do caso suave por partes, usando a
Definicao 2.1.6.

Outro teorema usado foi o Teorema do Fluxo Tubular, que no caso
suave por partes usamo-lo previamente em variedades com bordo no Teorema
de Vishik para planificar uma variedade de descontinuidade. Transformamos
por mudanca de coordenadas uma fronteira curva em uma fronteira plana a
fim de simplificarmos os céalculos.

Um Teorema que foi amplamente utilizado em todos os capitulos de
forma sutil, foi o Teorema da Forma Normal, pois devido a complexidade do
assunto, usamos apenas os sistemas na forma normal e isso pode ser aplicado
no caso continuo e no caso suave por partes. Os sistemas que estudamos
sao todos analiticos e podem ser expandidos na Forma de Taylor, onde a
simplificacao desses campos foi omitida, mas pode ser estudada em [26].

Também foram usadas as classificagoes de contato da Definigao 7.1.3,
que sao uma pequena parte da Teoria do Contato. Note que nao as usamos
no caso continuo.

Outra ferramenta que devemos mencionar é a Derivada de Lie, que
nao utilizamos em nenhum momento para o caso continuo, pois a derivada



tradicional cumpre bem o seu papel de definir campos. Mas, para o caso
suave por partes, a Derivada de Lie é a principal ferramenta de estudo. Sem
ela, nao poderiamos nem ao menos saber o que seria uma dobra.

Nos campos de vetores continuos, podemos determinar a existéncia
de trajetorias periddicas utilizando o Critério de Bendixson (ou sua gene-
ralizagao, o Critério de Dulac) que pode ser encontrado em qualquer bom
livro do Curso de Equacgoes Diferenciais Ordinarias. Ja para campos vetorias
suaves por partes, precisamos de mais ingredientes: os campos X e Y, o
campo Z° e uma aplicacao de primeiro retorno, condi¢ao sine qua non para
encontrarmos trajetérias periddicas. Por isso, a T-Singularidade é tao rica a
ponto de fazermos essa conexao com o caso suave.

No entanto, a T-Singularidade se mostrou mais rica e complexa, no
sentido em que encontramos um sistema estruturalmente instavel de codi-
mensao infinita, o que é um fato notavel, considerando que nao ha casos
semelhantes em campos de vetores suaves.

Portanto, a habilidade de Filippov para definir a dinamica em cam-
pos descontinuos é muito consistente a ponto de termos uma teoria extre-
mamente solida em torno deste assunto e com importantes aplicacoes em
diversas areas da ciéncia.

Porém, muito trabalho ha de ser feito. Essas foram apenas algu-
mas bifurcacoes dentre as diversas existentes, cuja pesquisa estda em franca
ascensao. FExistem outras bifurcacoes interessantes e com dinamicas ricas
também, como a Bifurcacao Bogdanov-Takens que possui dois autovalores
nulos, de codimensao dois. Apesar de nao abordarmos o assunto, pode ser
conferida em [18] e [26]. A teoria das bifurcagdes nos oferece um amplo ter-
reno a ser ainda explorado e espera-se que este trabalho possa servir de apoio
para os estudos na drea dos Sistemas Dinamicos. Nosso objetivo inicial era
comparar as bifurcacoes para campos vetoriais continuos e suaves por par-
tes e vimos dinamicas surpreendentes como a Hopf, Grazing, Catastrofic e a
T-Singularidade.

Em trabalhos futuros, esperamos explicitar os parametros das bi-
furcagoes nos ciclos limites e seu valor de bifurcacao para o caso Grazing e Ca-
tastrofic, além de verificar em quais condigoes os ciclos limites sao destruidos,
em quais condicoes temos o controle dos valores de bifurcacao mediante per-
turbacoes e também ampliar mais ainda a gama de instrumentos dessa parte
da teoria das bifurcagoes que todavia ja possui muitas aplicacoes na mecanica
(osciladores), biologia (modelos predador-presa) e sistemas elétricos (sistemas
com chaveamento).
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