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Resumo

Santos, Mayk Joaquim dos. Estudo qualitativo de campos de vetores suaves
por partes via problema de perturbacao singular. Goiania, 2017. 91p. Disser-
tacdo de Mestrado. Instituto de Matemadtica e Estatistica, Universidade Federal
de Goiés.

Neste trabalho mostraremos que, dado um campo de vetores suaves por partes, podemos
aplicar o método de regularizacdo e, a partir deste, via “blow-up”, o transformamos em
um problema de perturbagdo singular. Podemos, dessa forma, fazer uso das ferramentas
da teoria de perturbacdo singular para realizar um estudo qualitativo dos campos de ve-
tores suaves por partes. Por tltimo, mostraremos que através de sucessivas mudancgas de
coordenadas podemos transformar uma singularidade de uma subvariedade de desconti-
nuidade de codimensio k, onde k = 1 ou k = 2, em uma uma singularidade de codimensao
0 e estudar o comportamento qualitativo ao longo desta subvariedade, onde € valida a con-

vengao de Filippov.

Palavras—chave
campos de vetores suaves por partes, problema de perturbacdo singular, campo

de Filippov, bifurcagao, regularizacao.



Abstract

Santos, Mayk Joaquim dos. Qualitative study of piecewise smooth vector
field via singular pertubation problem. Goiania, 2017. 91p. MSc. Dissertation.
Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goiéas.

In this work we will show that, given a piecewise smooth vector field, we can apply
the regularization method and, from it, via blow-up, turn it into a singular perturbation
problem. By doing that, we can use the tools from singular perturbation theory to
perform a qualitative study of piecewise smooth vector fields. Finally, we will show that,
through successive changes of coordinates, a singularity of a discontinuous submanifold
of codimension k, where k = 1 or k = 2, can be transformed into a singularity of
codimension 0 in order to study the qualitative behavior in this submanifold, where the

Filippov’s convention holds.

Keywords
piecewise smooth vector field, singular perturbation problem, Filippov vector

field, bifurcation, regularization.
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Introducao

Dentro do universo das equacdes diferenciais, o estudo de campos de vetores
suaves por partes € bastante recente e estd relacionado com vdrios problemas de enge-
nharia, fisica e economia. A formulagdo matemaética rigorosa deve-se em grande parte ao
trabalhos de Koslova com a publicacdao de “Roughness of a Discontinuous System” em
1984, veja [10], e, com maior énfase, Filippov com a publicagdo de “Differential Equati-
ons with Discontinuous Righthand Sides” em 1988, veja [7], propondo uma terminologia
e uma fundamentagao tedrica que auxilia no estudo de campos de vetores suaves por par-
tes. Uma das principais contribui¢des de Filippov foi, o que chamamos de convencdo de
Filippov, que consiste em definir como € a dindmica do campo em uma regido aberta e
densa da superficie de descontinuidade.

Hoje, devido a aplicabilidade em outras dreas, para o estudo local da dindmica de
campos de vetores suaves por partes, existem alguns trabalhos que tratam da andlise local
da dindmica de campos de vetores suaves por partes bidimensionais, veja por exemplo,
[8] e [11].

Este trabalho tem como objetivo abordar o método de regularizacdo de campos
de vetores suaves por partes introduzido por Sotomayor e Teixeira apresentado em [19],
o qual implementamos com a utiliza¢ao de blow-ups, possibilitando a utilizac@o da teoria
geométrica de perturbagdo singular, que pode ser vista em [6]. Mostraremos que, a partir
de um problema regularizado, podemos obter um problema de perturbacdo singular e
tornando, assim, possivel o estudo qualitativo desse problema.

O processo de regularizagdo nos fornece uma valiosa ferramenta matematica
para o estudo qualitativo da dindmica de um campo de vetores suaves por partes como
um todo, especialmente da estabilidade estrutural de campos de vetores suaves por partes.
O método consiste na andlise do campo de vetores regularizado que € uma aproximagao
suave do campo de vetores suaves por partes. Usando esse processo, obtemos uma familia
a 1 parametro de campos de vetores Zg, onde € € um valor pequeno diferente de 0.

Em geral, os problemas estudados em campos de vetores suaves por partes con-
sideram a superficie de descontinuidade como sendo, localmente, imagem inversa de um
valor regular de uma aplicagdo suave. No entanto, para o estudo em dimensdes maiores ou

iguais a dois, podemos ter essa regularidade da regido de descontinuidade enfraquecida.
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Por exemplo, em dimensdo trés, podemos considerar a regidao de descontinuidade dada
pelos planos coordenados. Nesse contexto, na intersec¢do de cada par de planos temos
uma dinamica também, assim como na interseccdo dos trés, no entanto a convengdo de
Filippov ndo se aplica nas intersecdes dos planos.

Nesse sentido, resultados preliminares ja foram obtidos usando técnicas envol-
vendo teoria de controle e inclusdes diferenciais em [1] e [5] e através do processo de
regularizagdo de Sotomayor e Teixeira, proposto em [19], e teoria geométrica da pertur-
bacdo singular em [6]. Nessa linha, utilizaremos as ferramentas fornecidas pelo processo
de regularizagdo e da teoria geométrica da perturbacao singular para tratar dos casos onde
a superficie de descontinuidade possui codimensdo maior do que um. O principal artigo a
ser usado nessa parte serd [13].

Este trabalho est4 dividido da seguinte maneira: no Capitulo 1, definiremos sis-
temas dinamicos suaves, abordaremos os resultados cldssicos da teoria qualitativa das
equagoes diferenciais ordindrias, discutiremos sobre variedades com bordo, que sdo ne-
cessdrias para a compreensao dos teoremas principais e aplicagdes. Definiremos também
o problema de perturbagao singular e apresentaremos a técnica do “blow-up”. No Capitulo
2, abordaremos a teoria para campos suaves por partes onde discutiremos a convencao de
Filippov e da regularizacdo de campos suaves por partes. Discutiremos sobre singulari-
dades de codimensdo 0, bifurcacdes de codimensdo O e codimensdo 1. No Capitulo 3,
exibiremos os teoremas principais que foram estudados em [2] e os demonstraremos. Isso
dard toda a fundamentacao para fazermos uma conexao entre um problema regularizado e
um problema de perturbagao singular. Na Capitulo 4, mostraremos que através de suces-
sivos blow-ups podemos transformar uma singularidade de codimensao maior que 1 em
uma singularidade de codimensdo 0. No Capitulo 5, exibiremos algumas aplica¢des que

foram obtidas do artigo [3].



CAPITULO 1

Conceitos Preliminares

Iniciaremos definindo formalmente um sistema dinamico e em seguida apresen-

taremos alguns conceitos da teoria de sistemas dindmicos suaves.

1.1 Sistemas Dinamicos Suaves

Podemos dizer que um sistema dindmico € um conjunto de estados de posi¢ao
de um objeto que evolui ao longo do tempo. Quando conhecemos o estado presente do
sistema e as leis que regem sua evolucao, podemos prever o comportamento desse sistema,
em certa medida, desde que essas leis ndo se alterem com o tempo. Assim, um sistema
dindmico pode ser definido através de trés componentes: um espaco de seus estados
possiveis (espaco de estados), um conjunto nao-vazio representando o espaco de tempo e
uma lei de evolugdo de estado no tempo.

Seja U um espaco de estados, o qual, nesse trabalho, serd um aberto do R? ou
R3. Podemos definir um operador ¢, em U que evolui elementos xo € U previamente

conhecidos através do tempo ¢ para um estado x;:

(I)t:U—)U

X0 — O (x0) = xy.

O tempo ¢ assume valores em um conjunto de indices, 7', o qual, geralmente, € discreto (o0s
inteiros Z) ou continuo (um subconjunto dos nimeros reais R). O operador ¢, chamado
um operador evolucio, define um sistema dindmico quando munido de uma estrutura de

semi-grupo.

Definicdo 1.1 Um semigrupo é um par (U,x), onde x é uma operagdo bindria associa-
tiva em U. Em outras palavras, * é uma fungido U x U — U onde (a,b) — axb e para
todo a, b, ¢ € U temos ax (bxc) = (axb) xc.

Definicao 1.2 O espaco de estados U, o conjunto T de variagcdo do tempo e o operador

evolugdo O, definem um sistema dindmico se
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(i) do(x) =x, para todo x € U,

(i) Or5(x) = ¢ (05(x)), para todo x € U e para todot,s € T.

A Definicdo 1.2 € bastante geral e engloba as duas grandes vertentes da teoria
dos sistemas dindmicos, a saber, os sistemas dindmicos de tempo continuo e os de tempo
discreto. Vamos considerar aqui apenas sistemas continuos, isto €, quando 7" for um
intervalo I C R.

Considere um sistema de equacoes diferenciais ordinarias (E.D.O’.s)

x=F(x), xeUCcCR? (1-1)

onde U é um dominio aberto, F : U — R? é um campo de vetores suficientemente
diferenciavel, T =1 C R, onde 0 € I e ¢;(x) = @¢(t,x), onde @ : I x U — U é o fluxo
que leva a condig¢do inicial x para sua solu¢do no momento ¢:

0r(0.)=x 2 (1.0 = F(gr(0), (12)
entdo a tripla {U,T,¢,} define um sistema dindmico de tempo continuo.

De agora em diante, quando escrevermos ‘sistemas dinamicos’, ficard suben-
tendido que estamos tratando de sistemas de tempo continuo, isto €, quando o operador
evolucdo for um fluxo gerado por um sistema de E.D.O.’s dados por (1-1) e (1-2).

Dizemos que um sistema dinamico € suave de indice r, ou C’, se as r primeiras
derivadas de @r em relacdo a x existem e sdo continuas em todo ponto x € U. Assim, se
supomos que o campo F em (1-1) de classe C"~! para algum r > 2, entdo (1-2) implica

que o fluxo @r(x,#) é de classe C” e portanto o sistema dindmico {U,I,¢r} é C".

Definicao 1.3 O subconjuntoy(p) ={x €U :x=@F(t,p), t € I} chama-se orbita através
do ponto p. O retrato de fase do sistema dindmico é o particionamento do espaco de

estados em oOrbitas.

Definicao 1.4 Um ponto p € U é dito um ponto de equilibrio de (1-1) se F(p) =0, caso

contrario é chamado de ponto regular.

Definicao 1.5 Um ciclo (ou uma orbita fechada) é uma orbita periédica se cada ponto

regular x € Y(p) satisfaz @ (t +1t9,x) = Op(t,x), para algum ty > 0, para todot € T.

Definicio 1.6 Uma dJrbita fechada Y(p) em uma vizinhanga na qual ndo existem outros

ciclos é chamada um ciclo limite.
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1.1.1 Resultados Classicos da Teoria Qualitativa das E.D.O’.s

Um dos objetivos da teoria de sistemas dinamicos € classificar a dinamica
qualitativamente, visto que, explicitar a solu¢do de um sistema de E.D.O’.s € uma tarefa
ardua e muitas vezes nao dispomos de ferramentas e técnicas para fazé-lo.

O estudo qualitativo de uma equacdo diferencial consiste na descricdo geomé-
trica de seu espaco de Orbitas. Entdo € natural perguntarmos quando é que dois espacgos
de drbitas tém a mesma descri¢cdo, que € equivalente a perguntarmos quando podemos es-
tabelecer uma relacdo de equivaléncia entre equacdes diferenciais. Uma relagdo de equi-

valéncia que exprime a estrutura geométrica das Orbitas € a equivaléncia topolégica.

Definicio 1.7 Dois sistemas dindmicos {U,T,¢,} e {V,T,y,} sdo topologicamente equi-
valentes se existe um homeomorfismo h: U — V que leva as orbitas do primeiro sistema
em orbitas do segundo, preservando a dire¢do do fluxo. Em outras palavras, sejam ¢ e

fluxos dos sistemas x = F (x) e y = G(y), respectivamente, entdo

0(t,x) = h™' (w(r', h(x))),
comt', t >0, onde U,V CR" sdo conjuntos abertos.

Esta defini¢do no diz que, dependendo do nosso sistema, podemos analisar o comporta-
mento qualitativo de um outro sistema através da equivaléncia topoldgica.

Uma relagdo mais forte, que a equivaléncia topoldgica, é a conjugacao entre os
fluxos dos campos de vetores. Dois campos X e Y sdo topologicamente conjugados
se existir uma equivaléncia topoldgica que preserva o parimetro ¢, isto é, h(dx(t,p)) =
Oy (t,h(p)) paratodopeMerecl, 1 CR.

Definicio 1.8 Um ponto de equilibrio p de um sistema dindmico suave x = F(x) chama-
se hiperbolico se todos os autovalores de Fy(p) tém parte real ndo nula, onde Fy(p) é a

matriz jacobiana de F (x), avaliada em x = p.

A seguir apresentaremos dois teoremas, o Teorema de Grobman-Hartman que
serd utilizado para analisar as singularidades ao plicarmos o “blowin-up”, na Se¢do 1.4 e
no capitulo de aplica¢des, e o Teorema da Variedade Central, que serd utilizado para uma
segunda demonstra¢do do Teorema 3.1. Os quais as demonstragdes dos teoremas podem

ser encontradas em [17].

Teorema 1.9 (Grobman-Hartman). Sejam F : U C R" — R" um campo vetorial suave e
p € U um ponto de equilibrio hiperbolico. Entdo, existem vizinhancas W de p em U e V
de 0 € R" tais que x = F(x) € topologicamente equivalente a y = Fy(p)y, para x € W e
yevV.
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Basicamente o Teorema 1.9 diz que, préximo de um ponto de equilibrio hiperbdlico,
podemos utilizar a parte linear do sistema e assim analisar a estrutura qualitativa na

vizinhanga do ponto singular hiperbdlico.

Teorema 1.10 (Teorema da Variedade Central). Seja F € C'(E), onde E é um sub-
conjunto aberto de R" contendo a origem, com r > 1. Suponha que F(0) =0 e que
DF(0) tem k autovalores com parte real negativa, j autovalores com parte real positiva
e m =n —k — j autovalores com parte real nula. Entdo existem uma variedade central
m-dimensional W€(0) de classe C" tangente ao subespago central E€ de x = DF (0)x, uma
variedade estdvel k-dimensional W*(0) de classe C" tangente ao subespago estdvel E° de
x = DF (0)x e uma variedade instdvel j-dimensional W"(0) de classe C" tangente ao su-
bespago instdvel E* de x = DF (0)x. Além disso, W¢(0), W*(0) e W*(0) sdo invariantes
pelo fluxo ¢; de x = F(x).

1.2 Campos Definidos em Variedades com Bordo

Consideremos M uma variedade compacta de classe C* orientdvel, de dimensao

dois, com fronteira oM e 0 € M.

Definiciio 1.11 Dois campos de vetores X e X sdo ditos germe equivalentes se eles

coincidem em uma vizinhanca aberta ndo vazia de 0 € M.

As classes de equivaléncia, conforme a definicdo acima, sdo chamadas de ger-
mes de campos de vetores. Podemos definir, analogamente, germes de funcdes. Um
campo de vetores X em M é, por definicdo, um representante da classe de campos de
vetores tangentes em M. Seja ¢x o fluxo do representante X dos campos de vetores de-
finidos em um conjunto D(X) = {(x,#) € M xR : ¢ € Ix} onde Ix é o intervalo maximal
aberto com extremos o.(x) e B(x) contendo O para o qual ¢x(7,x) € M, para todo t € Ix.
Podemos ter o(x) e B(x) infinitos e o fluxo ¢x ndo depende da escolha particular do re-
presentante da classe de campos.

A 6rbita y(x) de X passando por x € M &, por defini¢do, a imagem de Ix pela curva
integral ¢x (.,x) : t — ¢x(7,x). A orientagdo das 6rbitas é induzida por essa aplica¢do via
orientagdo positiva de Ix.

Denotemos por X(2) o espago de todos os germes de campos de vetores de classe
C" em (R?,0) com a topologia C", onde r é grande o suficiente para nossos propésitos, e
(R?,0) denota uma vizinhanca aberta de 0 € R?.

Definicao 1.12 Dizemos que X € X(2) é estruturalmente estdvel em X(2) se existe uma

vizinhan¢a B C X(2) de X tal que, para todoY € B, Y é topologicamente conjugado a X.
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Faremos a seguir um resumo dos resultados sobre estabilidade estrutural para
campos definidos em variedades de dimensao dois. Sabemos dos trabalhos [14, 15, 16] de
Peixoto, que o conjunto dos campos estruturalmente estdveis em variedades compactas
orientdveis de dimensao dois, o qual denotaremos por X((2) € aberto e denso em X(2) e
coincide com a colecdo de campos de vetores X tais que:

Q1 : X possui todos os pontos singulares genéricos (hiperbdlicos);

Q, : X possui todas as trajetdrias periddicas genéricas (hiperbdlicas);

Q3 : X ndo possui conexdo de selas;

Q4 : X ndo possui trajetdrias recorrentes nao triviais;

B : X possui todos os pontos criticos no interior de M;

B> : X possui todas as trajetérias periddicas no interior de M;

B3 : qualquer trajetéria de X possui no maximo um ponto de tangéncia com oM

By : qualquer separatriz de sela de X é transversal a oM

Bs : se uma trajetdria de X € tangente a dM em p, temos que o contato entre essas duas

curvas em p € de ordem 2;

Bg : existe no maximo um nimero finito de pontos de tangéncia de X e oM.

No trabalho [20] de Sotomayor prova-se que as condi¢des By, ...,Bs implicam a

condi¢do Bg.

Figura 1.1: Exemplo de campo estruturalmente estdvel.

O conjunto limite positivo de uma 6rbita y(p) de X é o conjunto de pontos y € M
que sdo pontos limites da sequéncia da forma ¢x (f,, p) com 7, —— @(p). Denotamos
esse conjunto por Y (p). O conjunto limite negativo Y~ (p) é definido de maneira similar
para f, == ai(p).

A seguir suponhamos r > 3. No trabalho [21], de Teixeira, estd provado o

seguinte resultado:
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Teorema 1.13 Existe uma subvariedade X°(2) de classe C"~', de codimensdo 1, imersa

em X(2) que satisfaz

(a) X°(2) é densa em X' (2) = X(2) —Xo(2), ambos com a topologia relativa;

(b) Para todo X € X°(2) existe uma vizinhanga B, com a topologia de £°(2), tal que

todo Y € B é topologicamente equivalente a X.

Notac¢ao: Vamos denotar a fronteira da variedade compacta M por N, a qual serd
uma subvariedade compacta de M.
A seguir, seguindo a linha de trabalho de Vishik em [22], definimos os tipos de

contato genérico em uma variedade de dimensao n.

Observacao 1 Suponhamos que N contém a origem e é dada implicitamente pela imagem
inversa f~1(0), onde f : (R",0) — (R,0) é o germe de uma aplicacio C* que possui 0

como valor regular.

Neste contexto de campos definidos em variedades de dimensdo n, onde n > 1,
denotemos por o(n) o conjunto dos elementos em X(n) satisfazendo uma das seguintes

condigdes:

(1) (X£)(0) # 0 (0 é ponto regular de X), onde X f(0) = (X(0),Vf(0)), e (-,-) denota

o produto interno candnico em R”. Nesse caso, dizemos que X € transversal a N em

0;
(2) (Xf)(0)=0e (X*f)(0) =X(Xf) #0, onde (X£)(0) = (X(0), VX f(0)), (0 é um
ponto de dobra de X);

(3) (Xf)(0) = 0, (X?/)(0) = 0 e X’f(0) = X(X?f)(0) # 0 e o conjunto
{df(0), d(Xf)(0), d(X*f)(0)} é linearmente independente (0 é um ponto de
cuspide de X);

() (Xf)(0) = (X2£)(0) = ... = (X" 1/)(0) =0 e (X"f)(0) = X(X""'f)(0) # 0 e
o conjunto {df(0),d(Xf)(0),...,d(X"~1£(0))} ¢ linearmente independente e 0 é

um ponto regular da aplicagio X f |y,

onde d(-) denota o operador diferencial.

Seja Sy = {x e M : f(x) = (Xf)(x) = 0} o conjunto das N-singularidades de
X € X(n). Genericamente temos que todas as dobras constituem um conjunto aberto e
denso de Sy. Note que se X(0) = 0 entdo X ¢ Xo(n). O conjunto das N-bifurcacoes é
caracterizado por Xi(n) = X(n) — Xo(n). Vishik em seu trabalho [22] exibiu as formas

normais das N-singularidades de codimensao 0:
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A\

NN

Regular Dobra Cuspide

Figura 1.2: A classe ¥o(3) de campos em variedades com bordo.

Fluxo tubular: X = (1,0,...,0) e f(x) =A™ 4o a2 by

M M

SN

Fluxo Tubular Fronteira Plana

Figura 1.3: Formas normais de Vishik.

Fronteira plana: X = (x2,x3,...,%.1,1,0,...,0) e f(x) = x;, onde k =
0,1,....,n—1.

Concentraremos nossa aten¢do agora nos casos onde a dimensdo da variedade
M é 2 ou 3. Para n = 3, no trabalho [18] Sotomayor e Teixeira estudaram o conjunto de
bifurcacdo que ocorre em N. Neste trabalho esta caracterizado o conjunto de campos em

X(3) que € estruturalmente estével, denotado por X (3).
Teorema 1.14 Um campo X € X(3) € estruturalmente estdvel se, e somente se,

(1) X(p) #0, paratodo p € N;
(2) Para toda defini¢do local f de N em p, uma das seguintes condigoes é satisfeita:

b.1 Caso regular: (X f)(p) #0;
b.2 Caso dobra: (Xf)(p) =0e (X2f)(p) #0;

b.3 Caso ciispide: (X f)(p) =0= (X*£)(p), (X>f)(p) # 0 e 0 conjunto de vetores
{df(p),d(Xf)(p),d(X%f)(p)} é linearmente independente;

Além disso, fixando f(u,v,w) = w, as formas normais dos campos de vetores em

¥o(3) sdo dadas por:

(1) Caso regular: X (u,v,w) = (0,0,1);
(2) Caso dobra: X (u,v,w) = (1,0,u);
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(3) Caso Ciispide: X (u,v,w) = (1,0,u>+v).
Além disso, £o(3) é denso em X(3).
Observe que 0 ¢ uma N-singularidade de codimensdo 0 se X € Xy(3). Consi-
deremos o conjunto X;(3) = X(3) —Xp(3) e o conjunto X°(3) dos campos de vetores

estruturalmente estdveis relativamente a X(3). Dado X = (f!, f?,g) em X(n) tal que

g(0) = 0, temos as seguintes possibilidades:
@ (£'(0),7%(0)) # (0,0);
(i) (f'(0),/*(0)) = (0,0).
Para o caso (i), todas as formas normais estdveis de singularidades genéricas
podem ser obtidas a partir do “Lema das das formas normais de Vishik”, o qual estd

provado em [22]. Observemos que o caso (ii) ndo ocorre em codimensdo 0. Considere as

seguintes definicoes:
Definicao 1.15 Dizemos que X estd em £°(a) C X1(3) se as seguintes condigcdes valem:
(1) 0 ¢é um ponto singular hiperbolico de X;

(2) os autovalores de DX (0) sdo dois a dois distintos e os autovalores correspondentes

sdo transversais a N em Q;

(3) cada par de autovalores complexos ndo conjugados de DX (0) tém parte real

distinta.

Definiciio 1.16 Dizemos que X estd em X¢(b) se X(0) # 0, (X£)(0) =0 = (X?£)(0) e

vale uma das seguintes condicoes:

(b.1) (X3£)(0) # 0, posto {df(0),d(Xf)(0),d(X2f)(0)} = 2 e a funcdo X f|y tem em 0
um ponto singular ndo-degenerado (Morse);

(b.2) (X3£)(0)=0,(X*f)(0) # 0 e 0 é um ponto regular de X f|y.

O resultado a seguir estd provado em [18] e nos fornece as condi¢des intrinsecas
para um campo definido em uma variedade de dimensdo trés com bordo possuindo

codimensao um.
Teorema 1.17 As seguintes afirmacoes valem
(1) £°(3) = (@) UE (b);
(2) X°(3) € uma subvariedade de codimensdo 1 de X(3);
(3) X°(3) € aberto e denso em X1(3), na topologia induzida de X(3);

(4) Para uma conjunto residual de curvas suaves M : R — X(3), n intercepta £°(3)
transversalmente e ™' (%2(3)) = 0 onde X>(3) = X1(3) —X¢(3).

Observacao 2 Ressaltamos aqui que todos os resultados e definicoes nao dependem da

particular escolha da funcdo f.
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1.3 Problema de Perturbacao Singular

Um Problema de Perturbacao Singular (P.P.S.) é dado por uma equacio diferen-
cial 7 = a(z,€), onde z € R"™™™, € é um nimero real pequeno nio-negativo e o € uma
aplicagdo de classe C".

Utilizaremos dois tempos escalares, o0 denominado tempo lento, na varidvel 7, e
o denominado tempo rdpido, na varidvel t. A diferencial de z(z), com respeito a 7, serd
denotada por z(¢) e a diferencial de z(z) e com respeito a T, serd denotado por Z'(7).

Seja z = (x,y) € R"™ e f: R™" — R™, g: R™™" — R" aplicagdes suaves.

Vamos considerar o seguinte sistema

X = ? = f(x,y,€),
K (1-3)
y = 4y =¢€g(x,y,€),
drt

o qual € chamado o sistema rapido. Fazendo um reescalonamento de tempo, ¢ = €T temos

que dt = €dt e assim obtemos

_dx_dxdt _ f(xye)

Ta T dava T e

. dy dydt

y= Z - dt df _g(x7y7€)‘

ou equivalentemente
o dx
&= d_ - f(X,y,E),
t (1-4)

e
y_ df _g 7)’7 I

o qual é chamado sistema lento e € equivalente ao sistema (1-3), desde que € > 0.

Exemplo 1.18 Um exemplo interessante de tal sistema pode ser obtido da equacdo de
Van der Pol
e+ (> +y)y+y—a=0. (1-5)

Fazendo y = x, em (1-5), obtemos y = X e, assim, temos o sistema de equagoes diferenciais

et=—(?+y)x—y+a=f(x,ye)

y =X= g(x7y7€)'

O bom entendimento do retrato de fase do campo de vetores associado a um pro-
blema de perturbacao singular € o objetivo principal da teoria geométria da perturbagdo
singular. As técnicas dessa teoria podem ser usadas para obter informacdes da dindmica

de (1-3) para valores pequenos de € > 0, como por exemplo na busca de ciclos limites.
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Observe que, para € > 0, os retratos de fase dos sistemas rapido e lento coinci-
dem. Para € = 0, considere o conjunto

S={(x,0): f(x,y0) =0} (1-6)

de todos os pontos singulares de (1-3). O conjunto § € chamado variedade lenta do
problema de perturbagdo singular e note que a equacao (1-4) define um sistema dindmico

em S, chamado problema reduzido, o qual € dado por:

f(X,y,O) = 07 y :g(x7y70>'

Combinando resultados na dinamica destes dois problemas limite, com € = 0,
obtemos informagdes na dinamica de (1-3) e (1-4) para valores pequenos de €.
Definicao 1.19 Dizemos que o sistema (1-3) é normalmente hiperbélico em py =

o)
,)0,0) € ==
(x0,50,0) € 5 se 5

Comecemos nossas andlises considerando o sistema rapido (1-3) com a adi¢ao

(x0,¥0,0) tem posto mdximo.

da equagdo trivial ¢ =0

¥ = f(x,y,€)
Y =eg(x,y,€) (1-7)
e =0.

Seja G(x,y,€) := (f(x,y,€),€g(x,y,€),0) o campo de vetores definido pelo sis-
tema (1-7). Assumimos que a parte linear de G nos pontos (x,y,0) € § tem k* autovalores
com parte real negativa e k" autovalores com parte real positiva. Os autoespagos estavel e

instavel correspondentes tem dimensdes k* e k”, respectivamente.

Defini¢do 1.20 Sejam A,B C R"™™ conjuntos compactos. A distancia de Hausdorff entre
A e B é definida por D(A,B) = max ){d(Zl,B),d(Z2,A)}.

(z1€A, 22€B

1.4 Blow-up

Nesta secdo, nos concentraremos os estudos em dimensao 2, apesar de podermos
generalizar as técnicas para o R"”, com n € N.

A técnica do blow-up consiste em uma mudancas de coordenadas com intuito
de estudar a dinamica do campo de vetores na vizinhanca de um ponto singular ndo
hiperbdlico, o qual assumiremos estar na origem. O comportamento topologico de cada
ponto singular, que surge ao aplicarmos o blow-up, € investigado usando o Teorema de

Grobman-Hartman. As mudancas de coordenadas sdo difeomorfismos locais que levam
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um ponto singular em uma curva, onde surgird novas singularidades sobre a curva. O tipo

de “blow-up” mais utilizado € o “blow-up” polar.

1.4.1 Blow-up polar

Seja X = (P(x,y),Q(x,y)) um campo de vetores polinomial em R2. Suponha que

(0,0) seja um ponto singular isolado de X. Considere a aplicacao:

¢: S'xR — R?
(0,r) +— (rcos6,rsen®).

Podemos definir um campo de vetores polinomial X sobre o cilindro S' x R tal
que ¢(X) = X, de modo que D, (X (v)) = X(¢(v)). Este campo €, na verdade, o campo
X escrito em coordenadas polares. A aplicacdo ¢ € um difeomorfismo, e portanto uma
auténtica mudanca de coordenadas em S' x (0, o).

Para estudar o retrato de fase de X numa vizinhanga V da origem, € suficiente
estudar o retrato de fase de X na vizinhanga @~ !(V) do circulo S! x {0}. A seguir
exibiremos a expressdo do campo X em coordenadas polares.

Se x = rcos0 e y = rsen0 entdo temos

Py =7 tgh=". (1-8)
X

Derivando (1-8), obtemos

yx —Xxy
v

xi4yy=ri, Osec’®=
O novo sistema em func¢do de r e 0 € dado por

= P(rcos6,rsenB)cos0+ Q(rcos6,rsenB)send,

0 = Q(rcos®,rsen®)cos® — P(rcos8,rsend)send.

Por simplicidade denotaremos P = P(rcos0,rsen0) e Q = Q(rcos0,rsen®).

Tome o campo X(r,0) = (Xr(r, 9),%X9(r, 9)), onde X, = PcosO+ QOsenb e
Xg = QcosO— QOsenb.

Agora escolha k sendo o maior inteiro positivo de modo que #* divida

— X
P(rcos6,rsen®) e Q(rcos6,rsen®). Defina X = ——.

S

X, Xo

Com isso, X(r,0) = X,(r,0) e Xg(r,0) = <r—k, —k), que possuem a mesma
k7 r

orientacdo de X, pois r > 0.
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Observe que, o ponto singular (0,0) foi levado para a curva S' x {0}. Além
disso, ao longo de S' x {0}, os pontos singulares sio determinados pelas solucdes de
X(0,0) = 0.

Se os novos pontos singulares obtidos forem hiperbdlicos, podemos usar o
Teorema de Grobman-Hartman para estudar os pontos singulares no circulo » = 0. Caso
algum desses pontos singulares ndo seja hiperbdlico, serd necessario aplicar mais de um

“blow-up”.

Observacao 3 Se um campo satisfaz a desigualdade de Lojasiewicz, isto é, existem um
ke Nec>0tal que

[1X (x> el [ ()]

em alguma vizinhanga do 0, entdo quantidade de “blow-ups”é finito.

Exemplo 1.21 Consideremos o campo X (x,y) = (x> — 2xy,y> — 2xy). Observe que a
origem é um ponto singular ndo hiperbolico. Assim, fazendo a mudancga de coordenadas

x =rcosO, y=rsen0 e substituindo em (1-8) obtemos:
X(r,0) = (r*(cos’ 0+ sen*0—2cos?BsenO+2sen>Hcos 0), 3rcosBsenO(send —cos0)).

Observe que k = 2 é o maior inteiro positivo tal que r*|P(rcos®,rsen8) e

- X(r,0
*|Q(rcos®, rsen®). Logo, X (r,8) = (’; )

, Isto é,
X(r,0) = (r(cos® 0+ sen’0 — 2cos?@senB + 2sen’0cos B),3cosOsenO( send — cos 0)).

Colocando r = 0, obtemos que a solucdo de Xg(0,0) = 0 é dada por 6 =
) 47 27 ) 4 ) 2 M
um desses pontos singulares.

Agora estudaremos o comportamento local do campo em cada

X, X,

-, (n8) ﬁ(’% 6)
o= i X
0 0

5, (1,6) ﬁ(ﬁ 6)

X s : .
Como a—(r,e) = 0, temos que os autovalores sdo os elementos da diagonal, os quais
r

sdo dados por:

o,
or
dXg 2 3 2 3
ﬁ(r,e):6senecos 0 —3sen’0+6cosBsen-6 — 3 cos’ 6.

(,8) = (cos>0+ sen>0 — 2cos?Bsen® +2sen?0¢os H),
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Avaliando nos pontos singulares, obtemos que todos os pontos singulares sdo do tipo sela.

Com isso, temos que o retrato de fase dado na Figura 1.4.

Blow-up Blowing down

N\ T RN

Figura 1.4: Exemplo de “blow-up” polar.

1.4.2 Blow-up Direcional

Explicitaremos o “blow-up” direcional na direcao x, de modo andlogo podemos
denotar o “blow-up” na dire¢do y.
Seja X = (P(x,y),0Q(x,y)) um campo de vetores em R?, com ponto singular

isolado em (0,0). Se x = u e y = uv, derivando temos

X=u u==x

y=uv+vu V=
u

Assim, obtemos o campo X dado por

= P(u,uv)
O(u,uv) — vP(u,uv)‘

V=

O(u,uv) — vP(u,uv).

Considere o campo X (u,v) = (X, X,) onde X, = P(u,uv) e X, =
u

Seja k o maior inteiro tal que u* é um fator de X, ¢ X,
Defina X = (X,,X,) = #Y (u,v). O ponto singular (0,0) é levado para curva

u=0e, emu =0, os pontos singulares sdo determinadas pelas solu¢des de X,(0,v) = 0.

Exemplo 1.22 Considere o campo

X (x,y) = (x> — 2xy,y* — 2xy)
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com ponto singular isolado em (0,0), o qual ndo é hiperbélico. Aplicando o “blow-up”
na direcdo x em (0,0), x = u e y = uv, obtemos

X(u7v) - (Xua)zv) - (I/l2 - 2M2V, 3MV2 — 3uv).

Como k =1 é o maior inteiro tal que u é um fator de X, e X,, temos

Colocando u = 0, obtemos que as solugées de X,(0,v) =0 sdov=0ev=1. A matriz

JX(u,v): [ 1—-2v  —2u ]

Jacobiana é dada por

0 6v—3

cujos autovalores no ponto (0,0) sdo 1 e —3 e no ponto (0,1) sdo —1 e 3. Pelo Teorema
de Grobman-Hartman, temos que ambos os pontos sdo ponto de sela. O retrato de fase é

dado pela Figura 1.5.

Blow-up Blowing down

/\(0’1)_‘_<_/_\

/|

Figura 1.5: Exemplo de “blow-up” direcional.




CAPITULO 2

Campos de Vetores Suaves por partes

Nesse capitulo introduziremos os conceitos bésicos de sistemas dindmicos sua-
ves por partes que serdo necessarios para o desenvolvimento deste trabalho. A partir de

agora, nos concentraremos em campos de vetores bidimensionais.

2.1 Convencao de Filippov

Sejam f : R? — R uma funcio de classe C”, com r > 1, tendo 0 como valor
regular, e ¥ = f~1(0). Denotemos X = f~1[(0,4c0)), 2= = f~!((—,0)] e X(2) 0
espago dos campos vetoriais C" em (R?,0), munido com a topologia C".

Consideremos Q(2) o espago dos campos vetoriais X sobre ¥ definidos por:

X(q) = Xilq) se flq) 20 , onde X1, X_ € X(2),

X _(q) se f(g)<0

munido com a topologia produto de X(2) x X(2). No restante do capitulo, utilizaremos a

notacdo X = (X, X_) para ressaltar a dependéncia sobre X e X_.

Observacao 4 Se analisarmos as solugdes de g = X (q), observamos que pode néo haver
unicidade sobre pontos de ¥. Assim, podem surgir pontos singulares tipicos de campos
de vetores suaves por partes, cujas orbitas podem ser somente um ponto, ou uma curva

ndo regular ou ainda orbitas de X que atingem um ponto singular em tempo finito.

Observacdo 5 Sobre ¥, as solucoes de ¢ = X (q) obedecem a convengdo de Filippov, a

qual descrevemos abaixo, e pode ser encontrada em [7].

Dado X = (X,X_) € Q(2), seguindo a terminologia estabelecida por Filippov,

distinguimos as seguintes regides em X:

e Regido de Costura: X = {p € X; (X, f)(X_f) > 0};
e Regidode Escape.: X ={pcX; X, f>0eX_f <O0};
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NN e

AN
11T 7777

Figura 2.1: Regioes de Costura.

L
NN\

Figura 2.2: Regido de Escape.

N7
BN

Figura 2.3: Regido de Deslize.

e Regido de Deslize: X' = {pecX; X, f<0eX_f>0};

onde X+ (p)f(p) = (X=(p),V£(p)).

Na regido X°, definimos um campo vetorial X*, chamado campo vetorial desli-
zante associado a X = (X,X_), da seguinte maneira: se p € X°, entdo X*(p) denota o
vetor, no cone gerado por X, (p) e X_(p),isto é, a combinagdo convexa de X, e X_, que

¢ denotado por

X*(p) =AX1(p)+ (1 =1M)X_(p), (2-1)

que € tangente a X em p. Segue que

(X*(p),Vf(p))=0

A= . (2-2)
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Substituindo (2-2) em (2-1), obtemos

X3 (p) = =P (D)X () = X4 (p) F(P)X-(P)
X-(p)f(p) = X+(p)f(p) '

Geometricamente temos que o campo deslizante € definido como na Figura 2.4.

A
Vf 4
X+ ‘

Figura 2.4: Campo Vetorial Deslizante.

Observacao 6 Note que se X° é a regido de escape para X entdo esta serd a regido
de deslize para o campo —X. Assim, podemos definir o campo na regido de escape da
seguinte forma: —(—X)*. Para ambos os casos, usaremos a mesma notag¢do X° para
peXUXe.

2.2 Regularizacao de Campos de Vetores suaves por Par-

tes

Nesta secdo, estudaremos o processo de regularizacdo de campos de vetores
suaves por partes definidos em variedades de dimensdo 2, desenvolvido por Sotomayor
e Teixeira em [19], sendo que tais descontinuidades ocorrem sobre uma subvariedade de
codimensao 1. Este processo consiste em definir um novo campo de vetores suaves que €

uma aproximagao do campo suave por partes.

Definicdo 2.1 Dizemos que uma fun¢do ¢ : R — R de classe C* é uma func¢do de
transigdo se
—1, parat < —1,

o) =
1, parat>1,

e @' (t) >0set € (—1,1). Geometricamente:
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Vo

Figura 2.5: Grdfico de uma Fungdo de Transigdo.
Definicao 2.2 Uma @—regularizagdo de X = (X;4,X_) € Q(2) é uma familia a
1 —pardmetro de campos vetoriais Xg € X(2) dada por

1

Xelg) =5 (1 0(F@) X1 () +5 (1 - 0F@)X (@), @)

com Q¢(x) = @(x/€), para e > 0.

Exemplo 2.3 Consideremos o campo de vetores suaves por partes z = X (z), com 7 =
(x,y) € R? e X (x,y) = (1,2 +sgn(y)). Logo,

X (ey) = (1,3) e X (x,y) = (1,1).

Considerando f(x,y) =y, temos que V f(x,y) = (0,1), logo

com isto
<X+(x7y>7Vf(x7y>><X—(x7y>7Vf(x7y>> >0

segue que ¥ é uma regido de costura. Geometricamente, veja Figura 2.6, para o campo

t
ndo regularizado. Definimos — ) uma funcdo de transicdo. A Qg¢-regularizacdo do
8 ¢ e ¢ ¢ ? ¢
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A

/

R

Figura 2.6: Retrato de fase so Exemplo 2.3.

campo é dado por:

Xe(x,y)

(1= @c(F (x,))) X (x,y) + Qe (F (x,y)) X4 (x,y)
1 —@e(y)X_(x,y) + Qe (y) X+ (x,y)

—~

(o)) a0 o) 0
~(-0(2)1-9()) (2)0(2)
- (11+20(3):

2.3 Singularidades de campos de vetores suaves por par-

tes

Consideremos p e X e X = (X4, X_).

Definicao 2.4 Seja p € ¥* (resp. p € X°) um ponto singular de X*. Dizemos que p é ponto

de sela se p é um ponto singular repulsor (resp. atrator) de X* sobre ¥.

Figura 2.7: Pontos de Sela.

Definicdo 2.5 Dizemos que um ponto p € ¥ é um ponto de dobra de X € Q(2) se
Xf(p) =0 e X*f(p) # 0. Isto significa que, o contato em p entre a érbita de X e ¥ é
quadrdtico no ponto p € X.
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ZK\H///

Figura 2.8: Ponto de dobra.

Definicao 2.6 Um ponto p € ¥ é um ponto X-regular de X se uma das seguintes

condigoes é satisfeita:

(i) X+f(p)X—f(p) > 0 (nesse caso temos p € E°).

X X
o (P) a—;(P)

(i)) X+ f(p)X-f(p) <0 mas det[X;,X_|(p) = | ;5 .
W(P) oy \P

pEeXoup Xl e pndoéum ponto singular de X°.

Rt ais

Figura 2.9: Pontos X-regulares.

# 0 (neste caso

Definicdo 2.7 Dizemos que p € ¥ é um ponto X-singular elementar de X = (X, ,X_) se

uma das seguintes condicoes é satisfeita:

(i) p € um ponto de dobra-regular de X = (X;,X_). Isto significa que: ou p é um
ponto regular de X e de dobra de X_ (e assim teriamos X, f(p) #0, X_f(p) =
e X2f(p) #0), ou p é um ponto de dobra de X, (e assim teriamos X_f(p) #
0,X.f(p) =0eX2f(p) #0) e regular de X_.

(i}) X, f(p)X_f(p) <0, det[X, X_] (p) = 0 mas &(det[X,.X_])|s #0.

Observagdo 7 Um simples cdlculo mostra que a condi¢do (ii) na defini¢do anterior é

equivalente a p ser um ponto singular hiperbdlico de X°.
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Figura 2.10: ponto X-singular elementar.

2.4 Bifurcacoes de campos de vetores suaves por partes

bidimensionais

Nesta secdo, caracterizaremos os conjuntos de bifurcacdes de codimensao 0 e
codimensdo 1, respectivamente, dos sistemas de Filippov, onde exibiremos uma forma

normal de um campo X € Q(2) em cada caso.

2.4.1 Bifurcacoes de Codimensao 0

Apresentamos a seguir a forma normal dos campos de vetores suaves por partes
bidimensionais de codimensao 0, que pode ser encontrada em [3], [8] e [11], e com

maiores detalhes, em [12].

(i) SejaX = (X;,X_) € Q(2)e p=(0,0) € X, isto é, X1 f(p)X_f(p) > 0. A forma
normal para o campo X, em uma vizinhanga de (0,0) é dada por X = (X;,X_),
onde X; = (0,0) e X_ = (0, ), com & = sgn(X+ f(p)).

(ii) Seja X = (X1,X_) € Q(2) e p=(0,0) € X5, isto é, X, f(p) <0 e X_f(p) > 0.
A forma normal para o campo X, em uma vizinhanga de (0,0) é dada por X =
(X4+,X_),onde Xy = (a,—1) e X_ = (0, 1), com ot = sgn(X*(p)).

(iii) Seja X = (X4,X_) € Q(2) e p=(0,0) € £¢ ,isto &, X, f(p) >0e X_f(p) <O.
A forma normal para o campo X, em uma vizinhanga de p = (0,0) é dada por
X=(X+,X_)onde Xy = (a,1)e Xy = (o, —1) com o = sgn(X;f(p)).

(iv) Seja X = (X4,X_) € Q(2) e p=(0,0) € £ um ponto de dobra-regular. A forma
normal para o campo X, em uma vizinhanca de (0,0), é dada por X = (X,X_),
onde X, = (b,bax) e X_ = (0,c) coma = sgn(X*f(p)), b= (sgn(mi(X(p)))), c=
sgn(X—f(p)).

(v) Seja p € X*UX° um ponto singular hiperbdlico do campo deslizante X*, que tem

a forma normal, para uma vizinhan¢a p = (0,0), dada por X = (X;,X_) com
X+ = (ax,b) e X_ = (ax,—b) onde a = sgn((X*)'(0,0)) e b =sgn(X f(p)).
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2.4.2 Bifurcacoes de Codimensao 1

Segue abaixo as formas normais dos campos de vetores suaves por partes de

codimensdo 1 em R2, que podem ser encontradas em [4], [8] e [11], € com maiores
detalhes em [12].

(i)

(i)

(iii)

(vif)

Sejam X = (X4,X_) € Q(2) e p = (0,0) € £ um foco-regular, isto &, a forma
normal, em uma vizinhanga de (0,0), é dada por X = (X,,X_) com X, = (ot;x —
ohy, 0 x +opy) e X_ = (B1,B2), onde o + i sdo os autovalores conjugados de
DX((0,0)), B1 = sgn((X*,(1,0))) e P2 = sgn(X((0,0))).

Sejam X = (X4,X_) € Q(2) e p € £ um n6 hiperbdlico, isto €, os autoespagos
associados a DX (p) sdo transversais a £ e X_ f(p) # 0. A forma normal, em uma
vizinhanga de (0,0), é dada por X = (X,,X_) com X, = ((o; + 0p)x+ (—0 +
o)y, (—ot +00p)x+ (0 +0a)y) e X_ = (B1,B2) onde oy, O sdo os autovalores de
DX((0,0)), Br = sgn((X*,(1,0))) e B2 = sgn(X¢((0,0))).

Sejam X = (X;,X_) € Q(2) e p € £ um ponto de sela hiperbdlica, isto &, X possui
separatrizes transversais a2 X e X_f(p) # 0. A forma normal, em uma vizinhanga
de (0,0), é dada por X = (X, X ) com X, = ((a; +00p)x + (0] — 0ip)y, (0 —
op)x+ (0 +02)y) e X_ = (B1,B2), onde oy, 0 sdo os autovalores de DX ((0,0)),
Br = sgn((X*,(1,0))) e B2 = sgn(X((0,0))).

Sejam X = (X;,X_) € Q(2) e p € £ um ponto de ctispide-regular, isto &, X1 f(p) =
0, X2f(p) =0 X3 f(p) #0 e X_f(p) #0. A forma normal, em uma vizinhanga
de (0,0), é dada por X = (X;,X_) com X, = (a,bx?) e X_ = (u,B2), onde a =
sgn((X+(0,0),(1,0))), b = sgn(X7 f((0,0))),u = sgn((X+((0,0),X-((0,0))))) e
B2 = sgn(X£((0,0))).

Sejam X = (X;,X_) € Q(2) e p=(0,0) € £ um ponto de dobra-dobra, visivel-
visivel, isto é, X, f(p) =0, X_f(p) =0, X2f(p) >0 e X2f(p) < 0. A forma
normal, em uma vizinhanga de (0,0), é dada por X = (X;,X_) com X, = (a,bx)
e X_ = (¢,—bx) onde a = sgn((X+(0,0),(1,0))), b = sgn(X3 £((0,0))) € ¢ =
sgn((X-((0,0)),(1,0)))

Sejam X = (X;,X_) € Q(2) e p=(0,0) € £ um ponto de dobra-dobra, visivel-
invisivel, isto &, X; f(p) =0, X_f(p) =0, X2 f(p) > 0e X2f(p) > 0. A forma
normal, em uma vizinhanga de (0,0), é dada por X = (X,,X_) com X; = (a,bx)
e X_ = (¢,bx) onde a = sgn({X:(0,0),(1,0))), b = sgn(X3£((0,0))) e ¢ =
sgn((X-((0,0)),(1,0)))

Sejam X = (X;,X_) € Q(2) e p=(0,0) € X um ponto de dobra-dobra, invisivel-
invisivel, isto &, X; f(p) =0, X_f(p) =0, X2f(p) <0 e X2f(p) > 0. A forma

normal, em uma vizinhanga de (0,0), é dada por X = (X, X_) com
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(vii.a) se Wy (0) > 1, temos X = (a,bx) e X_ = (¢, —bx+x?),

(vii.b) se Wy (0) < 1, temos X = (a,bx+x%) e X_ = (¢, —bx),
onde mx : (X,0) — (X,0) é a aplicagdio de primeiro retorno, a =
sgn((X,.(0,0), (1,0))), b= sgn(X3£((0,0))) € ¢ = sgn((X_((0,0)),(1,0)))

(viii) Sejam X = (X;,X_) € Q(2) e p = (0,0) € £ é um ponto singular tipo sela-n6 para

o campo deslizante, isto é, X*(p) =0, (X*)'(p) =0, (X*)"(p) #0, X, f(p) >0
e X_f(p) <0. A forma normal, em uma vizinhanga de (0,0), ¢ dada por X =
(X,,X_)comX, = (x*,c) e X_ = (x*, —c) onde ¢ = sgn(X, f(0)).



CAPITULO 3

Bifurcacoes de Campos Vetores Suaves por

Partes via Problema de Perturbacao Singular

Nesta secdo, apresentaremos a teoria desenvolvia em [2], que faz a ponte entre
o método de regularizacdo apresentado em [19] e a teoria geométrica de perturbacdo

singular, que pode ser vista com mais detalhes em [6].

3.1 Teoremas Principais

Teorema 3.1 Dados X € Q(2), X; sua 9—regularizacdo e p € X. Suponha que @ é um

polinémio de grau k em um intervalo I C (—1,1), com 0 € I. Entdo as trajetérias de Xe em

f(q)

Ve = {q €K: v el }, onde K C R? é um compacto, estiio em correspondéncia com
as solugdes de uma equagao diferencial ordindria 7 = h(z,€), tal que h € C" e h(z,0) =0,
para algum z € X. Além disso, se (X, —X_)f*)(p) # 0 entdo podemos considerar um

sistema de coordenadas locais de classe C"™!

0 0
(5050},
tal que esta equacdo diferencial ordindria é um problema de perturbacdo singular.

O Teorema 3.1 nos diz que podemos transformar um campo de vetores suaves por
partes em um problema de perturbagdo singular. Em geral, essa transformac¢do nio pode
ser feita explicitamente. O Teorema 3.2, a seguir, determina uma férmula do problema de
perturbacao singular para uma classe conveniente de campos de vetores.

Considere C=C(k) ={{: K CR?> -+ R:§ € C",L(§) = 0} onde L(&) denota a
parte linear de & em (0,0).

Seja Q; C ©Q(2) o conjunto de campos de vetores X = (X,X_) em Q" tal que,

existe & € C que é uma solugéo de

VE(X; —X-) =TL(X+ —X_),
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onde I1; denota a projecdo canonica, para i = 1,2.

O segundo resultado principal é

Teorema 3.2 Dados X € Q4 e X¢ sua ©-regularizacdo. Suponha que @ é um polinomio

de grau k, em um intervalo I C R com 0 € I. Entdo as trajetorias de X em Vg =

{q €EK: @ el } sdo solugoes de um problema de perturbacdo singular.

Observe que o problema de perturbagao singular discutido no teorema anterior,
quando € — 0, define um sistema dindmico na variedade de descontinuidade do problema
original. Esse fato pode ser muito util para problemas em &reas aplicadas, como por
exemplo, teoria do controle.

O Teorema 3.3 trata do problema de perturbacdo singular, onde os sistemas
répido e lento aproximam-se do campo de vetores descontinuo. Mais especificamente,
o sistema rapido aproxima-se do campo de vetores suaves por partes, enquanto o sistema
lento aproxima-se do campo de vetores deslizante (na variedade de descontinuidade).

Considere X € Q e p: K — R, onde p(x,y) é a distancia entre (x,y) e X.
Denotaremos por X o campo de vetores dado por X (x,y) = p(x,y)X (x, y).

No que se segue, identificaremos X e o campo de vetores em [(K\X) x 1] C R
dado por X (x,y,€) = (Xe(x,y),0).

Teorema 3.3 Se p € X, entdo existem um conjunto aberto U C R?, p € U, uma variedade
tri-dimensional M, uma fungdo suave ¢ : M — R> e um problema de perturbacdo singular

Y em M tal que ¢ leva orbitas de Y|(])*1(U><(O,+oo)) em orbitas 5(\|(U><(O,+oo))-

3.2 Demonstracao dos teoremas

Antes de apresentarmos as demonstracdes dos Teoremas, apresentaremos um
lema,no qual ndo demonstraremos e sua demonstracdo pode ser encontrada em [6], que

nos auxiliard na demostracao do Teorema 3.1.

Lema 3.4 Sejam z = (x,y) € R"™™, f:R"" 5 R™ g: R 5 R" ¢ h: R™H — R
de classe C". Se todo autovalor ndo trivial de J(h), matriz jacobiana de h, estdo no lado
esquerdo ou do lado direito do plano entdo existe um sistema de coordenadas local C"™!

que transforma
X =ef(x,y,e€)
Y =g(x,8).

As demonstracdes a seguir se encontram em [2].
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3.2.1 Demonstracao Teorema 3.1

Seja X; = (fi,gi) € X(2), com i = 1,2. Suponha que ¢(t) = ait + ...+ ait*. As
trajetérias do campo regularizado Xg em V¢ sdo solucdes de

_ f1+f2+(p<f) (fi 2f2)

2 € 3-1)
:g1+g2+(p 1\ (81—82)
2 € 2
Usando a hipétese de que ¢ é um polindmio de grau k na equacio (3-1) temos
fitfo f fk (i—=r)
=G+ - + ta—
2 2 (3-2)
gt f fk (g1 —&2)
~ 2 < Tt 2
Colocando 1/¢k em evidéncia, em (3-2) obtemos
o kfl+f2 k—1 k (fl f2)
=& [ > ((l18 f+...—|—akf) >
1 kg1+g2 k—1 k (gl_g2>
_8k|: > —|—(a18 f—i—...-i—akf)# .
Fazendo o reescalonamento de tempo €1 = ¢ temos
i erfz afe o a2 ;ﬁ)
N ( ) (3-3)
) gh81T 82 5 82 +(arfed=14 ... —|—akfk)7gl 5 82)

Tomando h; = x" e hp =/, teremos z = h(z,€). Como z € X, temos que f(z) = 0. Assim
h(z,0) =0.
Para demonstrar a segunda parte, consideremos a parte linear de /4, do sistema

(3-3), com € = 0, obtemos

J(xe) = Lh-p+r(R-F) Lr-m+r(5-%)

9 9 9 9 9 9 ’
2 %(gl—gz)Jrf(% ag;) a—’;(gl—gz)Jrf(a%‘—a%
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onde J(Xg) representa a matriz jacobiana de Xg. Aplicando em z € X em (3-4), obtemos

Lih-p) Eh-r)

a
J(Xe == (3-5)
=3 Lier-2) Fai—2)
Temos que os autovalores de (3-5) sdo determinados por
A% — Mr(J(Xe)) +det(J(Xe)) = 0.
Calculando o determinante de (3-5), obtemos
0
dI()(E) = S-S @ — ) - (- e e =0, @6)
Calculando o trago de (3-5), obtemos
0
w0 =5 (Lin-p+ L)
of 9
< (ai ajyv) (fi— f2,81 —g2)>
=SV X - X))
= (X —X)f. (3-7)
Segue de (3-6) e (3-7), que os autovalores de (3-5) sao
A =0
a (3-8)
b =S (X4 —X)f.

Com isto, 0 é um autovalor de multiplicidade pelo menos 1. Por outro lado, nossas hipo-
teses garantem que existe um autovalor ndo nulo. Entdo temos um cendrio normalmente

hiperbdlico e podemos aplicar o Lema 3.4, para obtermos o desejado.

O

Observacao 8 A seguir, apresentaremos uma outra versdo da demonstracdo desse teo-
rema, de uma maneira mais explicita, que fizemos analisando as aplicacoes, que apre-
sentaremos no Capitulo 5, juntamente com a teoria do Fenichel, veja [6], notamos que
acrescentando algumas hipoteses poderiamos aplicar o Teorema 1.10 (Teorema da Vari-
edade Central).

Considerando (3-8) temos que Ay = g(X+ —X_)f # 0 dai, aplicando o teorema da fungio

implicita para a func¢do h, concluimos que existe uma fungéo y = y(x,€), definida em
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um conjunto aberto U C R? com 0 € U, tal que h(x,€) = h(x,y(x,€),€). Desta forma,

aplicando o Teorema 1.10 (Teorema da Variedade Central) ao sistema

4 _|_ a
N LTS
2 2
g1+&  a
,: 8 — —
y >t 2f(g1 g2)
g =0,

obtemos y = Dh(x,&)w’, onde

, (x') . h(x,€) :Zﬁjzzaijxisj

= arox? +ay1xe +€2ap + O(|(x,€)?).

Dai
oh oh
g(g1+gz)+%(g1—gz)=<(g,$),(x’,e’)> =
;(gl +g2)+%(g1 —2) = (2a0x +are+0(|x|?)) (;(fl +f2)+%(fl —f2)> =

ax(g1 — g2) = (2axx+ O(|x]*)) ax(fi — f2).

Note que, para obtermos a identidade € necessario e suficiente que g1 = g2 € a;o = 0,
com i = 2,3,4,---. Portanto, concluimos que pr6ximo da origem podemos tomar x' =
ef(x,y,€) implicando que x'|e—o = f(x,y,0) = 0, determinando assim um problema de

perturbacao singular.

3.2.2 Demonstraciao do Teorema 3.2

Para demonstrar o Teorema 3.2, antes apresentaremos um lema, no qual o

demonstraremos.

Lema 3.5 (Lema Fundamental). Considere X € Q e & € C satisfazendo VE(X; —X_) =
(X, —X_). Sex=xey=y—E&(x,y), entdo o sistema diferencial

. fitf N\ (Nh—1
=2 re(g) (157

._81tg I\ [8—&
=tyte(d) ()

(3-9)
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pode ser escrito

a0 (52)
joBtE (ai) fl‘;fz (%) ( I;gz)

onde a barra sobre a funcdo quer dizer que a respectiva func¢do é dada no novo sistema

de coordenadas.

Demonstragdo. Reescrevendo o campo de vetores nas novas coordenadas, obtemos:

x:j:f1;f2+(p<£) (f] 2f2)

BB () (B5R) - Rl ee (4) (250)]
S [Eea(1) (25%)

_&it8 &(fﬂsz) a&(gﬁng)
2 ox 2 dy 2

+%¢(J—C) [(81 g2) — g&(f —f2)— ai( ?2)]

_81t8& & fi+/2 8& g1+&
2 ox 2 ~dy 2

+ %@ <J£) M (X — X)) —(VE,(fi — 2,81 — &2))]

Portanto

Observacdo 9 Analogamente, se VE(Xy —X_ ) =TI} (X; —X_)ex=x—E&(x,y), y=Yy
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teremos

Demonstracdo do Teorema 3.2 Consideremos X € Q e suponhamos que ¢ é um
polindmio de grau k em um intervalo I C R com O € I. Entdo existe § : R> — R
satisfazendo & € C”, L(§) = 0 e a equagdo diferencial parcial VE(X — X_) = IT;(X; —
X_), i = 1,2. Suponhamos, sem perda de generalidade, que i = 2. As trajetérias do
campo de vetores X em Vg, sdo solugdes do sistema diferencial (3-9). Consideremos as
coordenadas (,y) dado por X =x, y =y —&(x,y) e ¢(t) = ait + ...+ a;t* e aplicando o
Lema 3.5 temos

ehx = et (71 ;72) +(afe ) (L 572)
g

8118 §<f1+f2) 8§<g1+g2).

2 dy 2

Fazendo o reescalonamento de tempo ¢ = t€X, obtemos

3 =¢k (@) + (alfgk—l +...+ak7k> (f1;f2),

5 — gk 81—8& 9 (f1+1> 8& 81178
y = 2w\ 2 ) uy\ 2

e assim concluimos a demonstragao.

3.2.3 Exemplos de aplicacoes do Teorema 3.2

Exibiremos alguns exemplos, onde assumiremos, para simplificar os célculos,

que @(x) =x, para —1/2 <x < 1/2.

Exemplo 3.6 Consideremos o campo de vetores suaves por partes X = (X;,X_) € Q(2),
comXy = (f1,81) e X- = (f2,82), f(x,y) =xe g1 =g =g A equagdo VE(X, —X_) =
(X, — X_), torna-se E(f1 — f2) = 0. Vemos que & = 0 é uma solucdo para essa
equacdo. Isto implica que em coordenadas candnicas temos um problema de perturbacdo

singular.
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Exemplo 3.7 Consideremos o campo de vetores suaves por partes X = (X;,X_) € Q(2),
com Xy = (f1,81) e Xo = (f2,82), f(x,y) =y, fi=fr=h g1 =—g =g A equagdo
VE(X; —X_) =11, (X4 —X_), torna-se 2§,g = 0, como no exemplo anterior, § =0 é uma
solucdo para essa equagdo. Portanto em coordenadas candnicas temos o problema de

perturbacdo singular

x:h(x7y)7 Sy:yg(x7y>

Exemplo 3.8 Sejam X, (x,y) = (1,x), X_(x,y) = (—1,-3x) e f(x,y) =y. O conjunto de
descontinuidade é ¥ = {(x,0);x € R}. Temos, ainda, que X f = x, X_f = —3x, entdo o

tinico ponto ndo regular é (0,0). Aplicamos o Teorema 3.2 e 0 campo @-regularizado é

x=y/e
y=2xy/e.

Xe(x,y)

A equacgao diferencial parcial VE(X — X_) =TIh(X — X_) torna-se
28, +4xE, = 4x. (3-10)

Uma solucéo & € C, para o sistema (3-10) é dada por &(x,y) = x>. Assim, fazendo a

2

mudanca de coordenadas x = x, y =y — x°, as trajetorias de Xg, nestas coordenadas, sdo

solucées do problema singular

EX=y+%, y=-X

3.2.4 Demonstraciao do Teorema 3.3

Considere X = (X;,X_) € Q(2) com Xy = (f1,82), X— = (f2,82), um sistema
de coordenadas locais em uma vizinhanca de p € X tal que, f(x,y) =x e p = (0,0).
Seja X (x,y) = |x|X (x,y) e as trajetérias de sua @-regularizacio, X = (x,y,¢), satisfazem o

sistema diferencial

x=(fi+f)/2+ox/e)(fi—1f)/2,
y=(81182)/2+0(x/e)(g1—g2)/2, (3-11)
£=0,

para € > 0 e (x,y) € U C R?, onde U é uma vizinhanga de (0,0). Observamos que o
sistema (3-11) ndo estd definido para € = 0 e ndo explicita um problema de perturbacio

singular, segundo a Definicdo 2.1. Porém, se considerarmos no sistema (3-11) o “blow-
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up” direcional B : R? — R3 dado por (x,y,&) = B(%,7,€) = (X-&,y,€) ,obtemos

ExX=

(fit2)/2+0(x/e)(fi—1f2)/2,
y=(g1+82)/2+¢(x/¢)(g1—g2)/2, (3-12)
.

Tomando € = 0 com um parametro do sistema (3-12) teremos um problema de
perturbacao singular. Além disso, podemos considerar o parametro € = 0.

SejaV =U x (0,+o0) e M = B~ (V). Do sistema (3-12), temos um problema de
perturbacdo singular Y € M e a aplicagdo y = |y leva orbitas de Y |g-1 (V) em 6rbitas de
Xly. O

3.3 Blowing-up aplicado no Problema de Perturbacao

Singular

Geometricamente, € mais conveniente considerar o “blow-up” polar dado pela
aplicagio o : [0,+o0) x [0,7] x R — R3 com o sistema de coordenadas x = rcos8 e
€ = rsen 0 aplicado ao sistema 3-11, a aplicac@o o induz o campo de vetores, com dominio
[0,+00) x [0, 7] x R, dado por

0’ = —sen®[(fi + f2)/2+ ¢(cotg®) (f1 — f2) /2],
Y =rl(g1+82)/2+¢(cotgd)(g1 —2)/2], (3-13)
r'=rcos®|(fi + f2)/2+@(cotg®) /2(f1 — f2)/2].

O valor do parametro € = 0, agora é representado por » = 0 no campo de vetores induzido
acima.

Na regido (r,6,y) € ({0} x (0,) x R), obtemos o campo de vetores

' = —sen®[(fi — f2)/2+ ¢(cotgd) (f1 — f2) /2],
Y =0, (3-14)

Na regido (r,0,y) € ({0} x {0} x R)U ({0} x {m} x R), obtemos
8’ =0, y =0.

Observamos que o “blow-up” direcional e o “blow-up” polar sdo essencialmente

os mesmos. De fato, se considerarmos a aplicagio G : C = [0, +o0) x (0,) x R — R3
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dada por G(r,6,m) = (cotg®,y,rsen0), entdo Bo G = a.

c—%* . R3
G[ %
R3

No que segue, apresentaremos a descri¢do geométrica do retrato de fase do sis-
tema Xe. Suas trajet6rias na regido {(x,y,0) : x < 0} (respectivamente na regido {(x,y,0):
x> 0}) sdo determinadas pelas orbitas de —xX_(x,y) (respectivamente xX (x,y)). Repre-
sentamos o conjunto {(0,y,0) : y € R} por S} xR = {(cos®, senB,y): 6 € (0,n),y € R}.
As curvas © = 0 e 6 = 1 sdo compostas por pontos singulares. O fluxo rdpido em SLL x R

€ dado pela solucdo do sistema (3-14) e o fluxo lento é dado pela solugdo do sistema

0= —sen®[(f1 — f2)/2+ ¢(cotg)(f1 — f2)/2],
y=(81+82)/2+¢(cotgb)(g1 — 82)/2.

Se necessario, podemos considerar sucessivos blow-ups para pontos normalmente hiper-

bolicos na variedade lenta.

3.4 Uma classe especial de campos de vetores suaves por

partes

Nesta se¢ao, consideraremos a classe de campos de vetores suaves por partes

Xi = (fi,gi), i = 1,2, satisfazendo as condi¢des adicionais

fxy)=x, g1=2g. (3-15)
Para simplificar, assumimos que @(x) = x, para —1/2 <x < 1/2.
Proposicao 3.9 Seja X € Q" satisfazendo as hipoteses do Teorema 3.1 e X; sua
¢—regularizagdo como em (2-3). Temos
(i) se p € X%, entdo p é um atrator de Xy para o fluxo rdpido;
(ii) se p € X° entdo p é um repulsor de xo para o fluxo rdpido;
(iii) se p € ¥ é um ponto regular, entdo ou p é um atrator, ou p é um repulsor, ou p é um

ponto de costura de Xy.

Demonstragdo. A parte linear do problema de perturbacdo singular determinado por
(1-4) com p € X e € = 0 tem dois autovalores: A\ =0e A» = (1/2)(X; —X_) f(p) (como



3.4 Uma classe especial de campos de vetores suaves por partes 48

vimos na demonstra¢do do Teorema 3.1). O autovalor A| determina a variedade lenta (ou
o conjunto de descontinuidade, de acordo com a terminologia usada anteriormente) € o
autovalor A, determina a estabilidade do campo em uma vizinhanga de p, isto é, se p é
atrator (A, < 0) ou repulsor (A, > 0).

Se p € X¥, entdo (X4 f)(p) <0e (X_f)(p) >0, assim Ay = (1/2)(X. —X_)f(p) <O.
Se p € X¢ entdo (X1 f)(p) >0e (X_f)(p) <0,assim A, = (1/2)(Xy —X_)f(p) > 0.

z

Se p € ¥ ndo é um atrator e nem um repulsor, segue que p € X, implicando que

(X+f)(X_f)(p) > 0 e, portanto, p é um ponto de costura. O

Notacao: De agora em diante, considere (Qy)* de modo que X € Q; com as condi-

¢oes adicionais (3-15).

Corolario 3.10 Considere X € (Q4)*. As trajetorias de Xe dadas por (2-3), em |f(q)| <

€/2 sdo as solugdes do sistema singular
szf(x,y,g), y:g(x7y) (3'16)

com f(x,y,€) =e(fi+/2)/2+x(fi—f2)/2egcC".

Demonstragdo. Anidloga a demonstracao do Teorema 3.1. 0

Proposicio 3.11 Considere X € (Q4)*. Temos
(a) A variedade lenta de (3-16) é o conjunto
Xy {()C,y) : fl ()C,y) = fZ(x7y)}‘

b) p € X se, e somente se, f1(p)f2(p) >

() (p)

(¢) p € X° se, e somente se, fi(p) >0e fo(p) <
(d) p € X se, e somente se, f1(p) <0e fo(p) >
) p)

# f2(p), entd@o p é um ponto normalmente hiperbdlico

de (3-16).

Demonstragdo. A variedade lenta de (3-16) € o conjunto

S={(xy): f(x,y,0) =0},

assim

= %(fl —-fh) = fi=h,
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portanto, a variedade lenta de (3-16) € da por

LU{(xy): filx,y) = fa(xy)}

Temos que

X f=((f1,81),(1,0)) = fi
X_f= <(f27g2)7<170)> = f2,

assim

PEX e (X1 f)X_f)>0% fifa >0,
pEX S (Xif)>0e(X_f) <0< fi>0e <0,
peXr e (Xif)<0e(X_f)>0< f1<0e fr >0,

Por ltimo, para provar o item (e), considere o sistema

X' =f(x,y,€), Y =¢eg(x,ye).

s — (fl gfz oy (flxzfzx))

Como, por hipétese, f1(p) # f2(p), temos

of

Temos que,

df

0x

PES

com p € S. Portanto, p € um ponto normalmente hiperbdlico de (3-16). UJ

Proposicao 3.12 Considere X € (Qg)*. As trajetorias do campo deslizante X° sdo as
solucoes do problema reduzido (3-16).

Demonstragdo. O campo deslizante é dado por (1 — L)X, +AX_, que satisfaz

(1=N)X{ +AX_,Vf) =0.
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De onde obtemos que A = 7 fi 5 Substituindo na equagdo acima, obtemos
1—J2
s _ N fi fi
X' = <1 7 —fz) (fl,g)‘i‘if] _f2(f2,g)
(I i

(oe(3=£) o

O problema reduzido é dado por

0=0(L22) - p

.:gl+82
YT

+x(g1—82),

de onde obtemos que

x=0, y=g(xy0).

Proposicao 3.13 Considere X € (Qg)*. Temos que p € £ é um ponto de dobra se, e

somente se, fi(p) =0 e o campo de vetores Xy ndo é tangente ao nivel 0 da func¢do

fi.

Demonstragdo. Para que p seja ponto de dobra € necessario que

(X+f)(p) =0e (XTf)(p) #0.

Assim,

(X+£)(p) = X+(p), V£(p) = ((f1,/2),(1,0)) = fi(p)
(XPf) =X (p) (X4, VL)) = (Xi-£1)(p) = (X+(p), V1)

e, portanto, p é ponto de dobra se, e somente se, fi(p) =0 e X, (p) é perpendicular a
Vfi(p). O

Lema 3.14 Considere X € (Q,)* e o sistema @-regularizado de X¢ dado por (2-3). Temos
que g € ¥ € um ponto regular de X se, e somente se, f1(q)f2(q) >0 ou g = (0,y0) com

g(q) #0.

Demonstragdo. Pela defini¢do, temos que g € ponto regular de X se, e somente se,
(X+f(q))(X-f(q)) >0 ou g € X°UX* e ndo é um ponto singular de X*. Para provar
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a primeira condi¢do, note que (X4 f(q))(X_f(q)) = fi(q)f2(q). Segue que g é ponto
regular de X se, e somente se, (f1(q))(f2(gq)) > 0.

Para provar a segunda condi¢@o, note que se g é um ponto singular de X* entdo g € um
ponto singular do seu problema reduzido. Tomando ¢ = (0,yp), segue da Proposi¢do

(3.12) que g(g) # 0 se, e somente se, g € um ponto regular de X. O

No Lema a seguir, consideremos X um campo de vetores dado por (1-3) e S
sua variedade lenta dada por (1-6). Assumimos que, para todo ponto g € § normalmente
hiperbdlico, (df/dx)(g,0) tem k* autovalores com parte real negativa e k" autovalores

autovalores com parte real positiva.

Lema 3.15 Seja g € S um ponto singular hiperbdélico do fluxo lento com uma variedade
local estavel W*, j*-dimensional, e uma variedade local instavel W", j"-dimensional. Se
X é normalmente hiperbolico em g, entdo existe uma familia €-continua g tal que qo = q
e qe tem uma variedade local estivel Wy, (j* + k*)-dimensional, e uma variedade local

instavel Wg, (j* +k")-dimensional.

Demonstracdo. Para uma prova, veja [6]. U

Teorema 3.16 Considere X € (Q4)* e o sistema @-regularizado dado por (2-3).

(a) Se q € X éum ponto regular de X, entdo existem uma vizinhanga V-C R? com g €V

e €y > 0 tal que, para 0 < € < &y, X¢ ndo tem ponto singular em V;

b) Se g € (X°UX’) é um ponto singular hiperbdlico de X°, entdo existe um €y > 0 tal
q

que, para 0 < € < €&y, X¢ tem um ponto de sela ou um ponto de né proximo de q.

Demonstragdo. (a) Suponha que ¢ € ¥ é um ponto regular, pelo Lema 3.14 temos

fi(q)f2(q) >0,

oug = (0,yp) com g(g) # 0. Suponha que

fi(g)f2(q) > 0.

Entdo, fi e f» tem o mesmo sinal implicando que Xg(q) € transversal a reta x = 0 em
qualquer g proximo de ¢, para um € > 0 suficientemente pequeno. E assim, pelo Teorema
do Fluxo Tubular, X¢(¢) ndo possui pontos singulares numa vizinhanga de ¢. Se g(gq) # 0

entdo, por continuidade, g(g) # 0 para qualquer g préximo de ¢ e, portanto,

Xe(q) # (0,0),
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numa vizinhanca de ¢

(b) Considere g € (X°UZL*). Sem perda de generalidade, vamos supor que g € X°.
Pela Proposi¢do 3.11 temos que g € normalmente hiperbélico. O Lema 3.15 implica que
Xe tem um ponto singular ge que se aproxima de g, quando € — 0. Se f1(g) > f>(gq) entdo
K=0ek"=1eqséumndrepulsorse j¥ =1, j*=0ouumaselase j*=0, j*=1.Se
f1(q) < f2(q) entdo k* =1 e k* = 0, logo g¢ é um no atrator se j* =0, j* =1, ou uma

selase j* =1, j* =0. A prova para o caso em que g € X° € similar. OJ



CAPiITULO 4

Campo de vetores suaves por partes definido em
variedades de descontinuidade de codimensao

maior do que um

Até o momento, trabalhamos com campos de vetores suaves por partes onde
vale a convencdo de Filippov, ou seja, a variedade de descontinuidade possui codimensao
um. Serd nosso objetivo nesse capitulo, através de sequéncia de “blow-up’’s, fornecer
condic¢des de realizar um estudo qualitativo de um campo de vetores suaves por partes
onde a superficie de descontinuidade possui codimensao maior do que um. Pois, como
foi dito, a convencdo de Filippov somente se aplica no caso onde a superficie de
descontinuidade possui codimensao um. No entanto, em muitas aplicacdes a superficie de
descontinuidade possui codimensdo maior. Os resultados que apresentaremos garantem
que para cada variedade de descontinuidade de codimensao maior que um (dupla, tripla,
cone ou guarda-chuva de Whitney), sob certas hipdteses podemos aplicar um ndmero
finito de blow-ups para reduzir o estudo para o caso regular. Consequentemente, temos

um campo de vetor deslizante bem definido, segundo a convenc¢ao de Filippov

4.1 Algumas superficies suaves de codimensao maior do

que um

Nos capitulos anteriores trabalhamos com campos de vetores suaves por partes
definidos em R?, agora vamos considerar tais campos definidos em R?. Além disso, nio
exigiremos que a variedade de descontinuidade possua codimensao um. A defini¢do dada
anteriormente é naturalmente estendida para este caso.

Se 0 é um valor regular, existe um difeomorfismo C* W : (F,0) — (X, pg), onde
F ={p € R?:z=0}. Neste caso, dizemos que ¥ é uma variedade de descontinuidade

regular, definida da seguinte maneira.
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Seja U C R3 um conjunto aberto ¢ H : U — R uma funcio suave. Suponha que

po € X = H~'(0). Um sistema diferencial suave por partes, como antes, é denodado por

. X+(p)7 S€ p€Z+
p=X(x)=
X_(p), se peX_

com p = (x,y,z) € (U\Z) C R, X;,X_: U — R? sdo campos de vetores suaves,
Y, =H '0,4) e L = H !(—o,0]. O espaco de fases, (U\X), é dividido em dois
subconjuntos £, e X_ por X. Nos referimos a £ como a variedade de descontinuidade.

Se 0 € um valor regular, existe um difeomorfismo C* W : (F,0) — (X, pg), onde
F ={p € R?:z=0}. Neste caso, dizemos que ¥ é uma variedade de descontinuidade
regular.

Quando 0 é um valor critico, de acordo com a teoria de singularidades, (veja
[9]), as condigdes de regularidade sdo quebradas em uma forma estdvel se existe um
difeomorfismo de classe C* ¥ : (X,0) — (X, po), onde K é uma das seguintes variedades,

apresentadas na Figura 4.1.

1
1
P ininink it aluinle <A W T
z ’ // ’ /”’ e /”’ E
I 1 1 1 i
1
1
-1 A ¥
(a) Descontinuidade Dupla D. (b) Descontinuidade Tripla 7.

(¢) Destontinuidade Cone C. (d) Guarda Chuva de Whitney W.

Figura 4.1: Conjunto K Geometricamente.

Por [9], temos que genericamente a superficie de descontinuidade pode ser:

(@) D= {p € R3:xy=0}. Neste caso, dizemos que ¥ é uma descontinuidade dupla.
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(b) T = {p € R3: xyz = 0}. Neste caso, dizemos que X é uma descontinuidade tripla

(¢) C={peR3:7z2—x>—y> =0}. Neste caso, dizemos que ¥ é uma descontinuidade

cone.

(d) W= {peR:x*2—y*>=0}. Neste caso, dizemos que ¥ é uma descontinuidade
de Whitney.

Denotemos por @ (t), a trajetéria de X por p € X, isto é, %(p;,r (1) =X (0} (1))
e (p;,r(O) = p € X,. Analogamente, a trajetéria de X_ passando por p € ¥_ é denotado
por ¢, (). Um caso de estudo é quando, para alguma condicdo inicial proximo de X, as
solucdes sdo atraidas para X. Neste caso, as trajetorias que chegam em X sdo forcadas
a permanecerem em X. Filippov, veja [7], percebeu que nesta situagdo o movimento €
continuo em X, se X € difeomorfo a F.

Para ¥ = 7, temos X} = {(x,y,2);z2 > 0} e £_ = {(x,y,2);z2 < 0}. Denote
X+ = (f1,81,h1) e X_ = (f2,82, hy). Dado p € ¥, a 6rbita que passa por p é formada
pela 6rbita de X+ por p em X4 e se a Orbita intersecta X, entdo seguimos a convenc¢do de
Filippov.

Vimos no Capitulo 3 que existe uma forte conexdo entre o estudo de sistemas
suaves por partes e a técnicas de perturbacao singular. Esta conexao pode ser resumida no

seguinte Teorema 3.1, o qual enunciaremos novamente no contexto tridimensional.

Teorema 4.1 Sejam X = (X ,,X_) campo de vetor suave por partes, U € R3 aberto, 0 € U
e ¥ representado por F (x,y,z) = z. Se para todo p € ¥ tivermos que X+ F (p) # 0 ou
X_9F (p) # 0, entdo existe um problema de perturbagdo singular

x=B(x,y,0,r)
y="7(x,y,6,r) (4-1)
o= o(x,y,0,r),

comx,y € R, 0 € (0,m), r > 0 tal que,

(a) a variedade lenta S = {(x,y,0)} e RxR x (0,7) : o(x,y,0,0) =0, e Z5UX° sdo
7y7 ) 7y77

homeomorfas,

(b) o problema reduzido, considerando r =0 em (4-1) e o sistema dindmico correspon-

dido para o campo deslizante

XS

= (h1fo—haofi,h1g2 —hagt)
hy —hy

sdo topologicamente equivalentes.
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A seguir reexaminaremos o Teorema 4.1 através de uma interpretacdo geomé-
trica. Por meio de um “blow-up” polar podemos expressar a descontinuidade ¥ no cilin-
dro em R? x [0, 7]. Neste espaco desenhamos o retrato de fase do sistema lento-rdpido
(4-1), que € composto de uma variedade lenta e um fluxo horizontal rdpido. Na variedade
lenta, temos o retrato de fase do sistema reduzido. A projecdo da variedade lenta na su-
perficie X coincide, pelo Teorema 4.1, com a regido deslizante e o sistema reduzido tem
o mesmo retrato de fase do sistema deslizante. Para facilitar o entendimento do teorema,

consideremos o seguinte exemplo:

Exemplo 4.2 Assuma que ¥ = F e X, = (0,1,y),X_ = (0,0,1). Considere a funcdo
suave, @ : R — R satisfazendo lim;_, 1 @(s) = £1 e ¢'(s) > 0, para todo s € R. A

¢—regularizacdo de X = (X1,X_) é a familia a um pardmetro X¢ dada por

%@ = (5+2L) 01+ (- 242 0.0,

com € > 0. As trajetorias do campo vetorial regularizado X sdo solucoes do sistema

diferencial (x,y,z) = Xe(q), dado por

Agora, consideremos o “blow-up” polar nas coordenadas 7 = rcos® e € = rsen0, com

r>0e0 € |0,m), no qual induz um problema de perturbacdo singular dado por

(4-2)
A y+1 y—1
r6 = —sen® [—2 +y(0) (—2 )} .

Obtemos o sistema rdpido apos um reescalonamento de tempo t = rt, em (4-2), no qual é

dado por
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Temos que o fluxo lento é dado pela solugdo do problema reduzido, representado por

¥ =
0

y= +¥ (4-3)

v+l y—1

0="75-+v(®) <T)

A variedade lenta, que surge a partir do sistema rdpido, avaliando em r = 0, para

“N = O

0 € (0,m) é determinada implicitamente pela equa¢do

0 = —sen6 {%—I—W(G) <%)] :

Note ainda que, do problema reduzido, (4-3), temos que

+ @ e y(0) =

| —

)’;:

Obtemos assim que

. 1
y_y_l'

Com isto, vemos que o fluxo de X* e o problema reduzido sdo equivalentes. Veja a Figura
4.2.
A seguir apresentaremos a demonstragdo do Teorema 4.1, a qual segue os

mesmos passos do Exemplo 4.2.

Demonstracdo do Teorema 4.1 Tomemos X(p) = (X+(p),X—_(p) com X, =
(fi,e1,m),X_ = (fr,82,h2) e T = {(x,,2) € R%z = 0}. Aplicando o processo de
regularizagdo obtemos

xea) = (“RL ) i)+ (2 ) x o)
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‘ /
S/
A+

Figura 4.2: Os sistemas rdpido e lento. Dupla flecha representa o

fluxo rdpido. A superficie verde é a variedade lenta,
que € homeomorfa a regido de deslize.

ou equivalentemente

4 + _
_ N 2f2+(p(z/€) (fl 2f2)
811+ & 81— 82
_h 2h +0¢(z/¢) (hizh 4
it h 1 — 2
—1 g (M
£=0.

Agora, considerando o “blow-up” polar nas coordenadas z =rcos0 e € = rsen0,
comr >0e 6 € [0,7], em (4-4), temos

(. it f fi—F
i= +I|I(9)( 5 )
. 8118 81— &2
y= T8 o) (52)
= —sen® h1+h2+l|1(9) (hlghz)]

i =cos® [h] ;hz +y(0) <h] _hz)} :



4.1 Algumas superficies suaves de codimensao maior do que um 59

onde y(0) = @(cotg0). Fazendo o reescalonamento de tempo ¢ = rT, obtemos

'x,:r f1+f2+\u(9) (fl —fz)

2 2
;|81 & 81— 82
By (152
h Wy = h
0 = —sen® 1; 2 +y(6) 12 2)]

hi+h hy—h
r’:rcosel l-; 2+\|I(9)< 12 2)],

o qual ¢ o sistema rapido. Observe que na regido (r,0,x,y) € ({0} x (0,7) x X) temos o

campo de vetores

y_ hy —hy
o' = sene[ 5 +\V(9)( 3 )} )

2z

O conjunto de descontinuidade de X ¢, agora, representado por S}r X X =
{(cos®, senb,x,y);6 € [0,m], (x,y) € X}. As variedades, na regido (r,0,x,y) €
{{0} x {0,n} x£;0 =0e 6 =m}, sdo compostas por pontos singulares.

O fluxo rapido em SLL x X € dado pela solucdo do sistema (4-5) e o fluxo lento é

dado pela solu¢do problema reduzido

'x: fi+h +y(6) (fl —fz)

2 2
y':g';g2+\u(9) <81;gz (4-6)

0= —senb {hl —;hz +wy(0) (hl ;hz)] .

A variedade lenta, para © € (0,7) é determinada implicitamente pela equagdo

\

hl(x7y7 0) +h2(x7y7 0) +W(e)[hl(x7y7 0) - hz(x7y7 0)] =0.
Observe que
hi(x,y,0) —hy(x,,0) =0 < hi(x,,0) = hay(x,y,0),

mas
X+—7:(x7y70) = ((fl,gl,hl),VT(x,y,O» = hl(x7y70)7
X_F (x,5,0) =((f2,82,h2), VT (x,5,0)) = h2(x,y,0).
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Como estamos na regido de deslize, temos que
X+ F (6,0 X_F(x,9,0) <0 = hi(x,y,0)h2(x,y,0) <0,

para todo (x,y,0) € Z¥[JZ¢. Assim h;(x,y,0) — h(x,y,0) # 0 para todo 6 € (0,7). Além
disso, para 8 € (0,7) temos que sen® # 0, logo

0= —sen® [hl ()C,y,O) +h2(x7y70) +W(e>[h1(x7y70> —h2()€,y,0>” ’

implicando em
hl (X,y, 0) + hZ(x7y7 0)

h2(x7y70) _hl(x7y70).
como —1 <y <1 para 6(0,7), temos

y(8) =

_1< hl ()C,y,O) +h2(x7y70)

1
- h2<X,y,O) _hl (X,y,())

IN

Y

para todo (x,y,0) € £ JX°.

Como y~! é decrescente em (—1,1), a equagdo h(x,y,0) + hy(x,y,0) +
y(0)[h1(x,y,0) —h(x,y,0)] = 0 defini um gréfico continuo, com isto, fica provado o item
(i).

Continuando a demonstragdo, temos que o campo deslizante é dado por
X' =AM+ (1-2)X_,

juntamente com a hipdtese
XF =X VF)=0,

assim |
X' = X VFX, —X. VFX_).
X—V,{}-—X_._V.‘T( .{}- + + .{}- )
Como VF = (0,0, 1), obtemos
1
X = (haf1 —h1fa,hag1 —hi1g2,0). (4-7)
hy — hy

Do problema reduzido, (4-6) temos que

o fi -;fz +y(6) <f1 —f2>,

yo 81182 ) (gl —82) ,

[\

2

\S]
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hi+h
onde y(0) = h] i hz' Substituindo a expressdo de y(6) no campo, obtemos
1—h
. Nith fi—nf
— T2 ey (2

. 81— g

Y= T
assim

(%,5,0) = (fiha = f2h1,81h2 — g2h1,0) . (4-8)
hy — hy
Logo de (4-7) e (4-8) temos
(4,5,6) = X°.

0

Note que, com este método, produzimos um sistema diferencial, que é equiva-
lente ao campo de vetores deslizante para o caso regular.

Sejam U, U vizinhangas abertas de 0 e R*> e ¢ : U — U um difeomorfismo de
classe C*. Observe que ¢ induz um campo de vetores suaves por partes em U, denotado
por X = (X,,X_) e dado por X;(p) = d¢~'X;(p),i = &. Os campos de vetores induzidos
por ¢ sdo denotados por X, e X_ em ¢~ (£,) e ¢! (X_), respectivamente. Em suma, a
variedade de descontinuidade é £ = ¢~ !(X).

Consideremos X = (X;,X_), onde X = (f1,81,h1) e X_ = (f2,82,h2) com

fi, g&ihi,i =1,2 fungdes de classe C", r > 1. Assumiremos que

fi(lp) = gi(p) =hi(p) =0,i=1,2, (4-9)

para todo p € X. Caso isso ndo ocorra, entdo poderemos considerar o campo de vetores

Y(xvy) = p(x,y)X(x,y)

induzido, onde p € uma funcdo ndo negativa que se anula em X.

Teorema 4.3 Suponha que ¥ = D = {p € R? : xy = 0}. A aplicacdo ¢ : (0,21) x
[0, +o0) x R — R3 dada por

0(0,r,z) = (rcosO,rsen0,z)

induz um campo de vetores X satisfazendo que todo ponto de descontinuidade q € ¥. é

regular.

Demonstracdo. Considere a aplicacio ¢ : (0,27) x [0, 4o0) x R — R? dada por

0(0,r,27) = (rcos6,rsenb,z)
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Seja X o campo de vetores determinado por X, e X_ em ¢ !(Z,) e em 07! (X)

respectivamente, isto €,

7= f1cos®+ g1sen0 7= frcos0+ grsen0
Xy =S r6=gcos0— fisend, X_=1{rB=grcos0— fosen® ,  (4-10)
I=h z2=hp

cuja variedade de descontinuidade é £ =00~ (Z,)Ude~!(Z_).
Por hipétese, temos que £ = D, ou seja, H : U C R? — R com H(x,y,z) = xy.
Note que VH = (y,x,0) e VH = 0 se, e somente se, x =y = 0, dai H(0,0,0) =0,

implicando que 0 ndo € regular. Tomando F' = H o ¢ temos
F(0,r,27) = r*cosBsen®,

segue que
VF(0,r,z) = (r*cos20, rsen28,0)

1.Ser>0eq=(0,r,z) € L, entdo, pelo Teorema da Funcio Inversa, existe uma
vizinhanga U, C § I'x[0,40) x R tal que X } y, tem, somente, descontinuidades
q

regulares, pois, VF(0,r,z) # 0 para todo 6 € (0, 7).

2. Se g = (8,r,7) € £, entdo existe uma vizinhanga U, C S! xR tal que X U, tem,
somente, descontinuidades regulares. Para r = 0 temos que analisar o campo
desingularizado e analisar o fluxo reduzido, pois pelo Teorema 4-1, temos que o
problema reduzido é topologicamente equivalente ao campo deslizante. Assim de
(4-10), existe uma curva de deslize no cilindro S' x R definida implicitamente pelas
equagdes

3
0=gicosO— fisenB, ©O¢c (O,;) U (n,;) ;

0=gocosO— fosenB, O¢€ (g,n> U (3;,27:) .

Com isso, com as hipdteses dada em (4-9), temos que o conjunto de descon-
tinuidade, para o campo desingularizado, é dado por G~'(0), com G(6,r,z) =
0(0 —7/2)(0 —m)(0—3m/2), onde temos que VG(0,0,z) # 0 em G~(0). O

Para o préximo teorema denotaremos que L, = {y =z=0},L, = {x=z=0} ¢

L, ={x=y=0}.Para p = (x,y,z) € L teremos o seguinte
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e Se pe X\ (LyULyUL;), entdo existe uma vizinhanga aberta U, C R3 de p tal que

X ‘U,, tem descontinuidades regulares.

e Sepe (LyUL,UL;)e p# 0 entdo teremos descontinuidade dupla.

Teorema 4.4 Suponha que ¥ = T. Entdo a aplicacdo ¢ : (0,7) x (0,27 x [0, +o0) — R3
dada por
0(q) = 0(®,0,r) = (rsenwcos O, rsen®sen 6, rcos M)

induz um campo de vetores suaves por partes X satisfazendo que todas descontinuidades

g € ¥ sao regulares ou uma descontinuidade dupla.
Demonstracdo. Considere a aplicacio ¢ : (0,7) x (0,2%) x [0, +o0) — R3 dada por
0(q) = 0(®,0,r) = (rsenmcos O, rsensen, rcos ).

A aplicacdo ¢ pode ser vista como um “blow-up”, da seguinte maneira, fazendo x =

7cos 0,y = Fsen, com isto, obtemos o campo X = (X, X_) dado por

7 = ficos®+ g sen, 7 = facos®+gasen®.
Xy =370 =gicosO— fisen® X_ =< 70 =grcosO— frsenH 4-11)
Z/:hl Zl:h2

Agora, fazendo z = rcos®, 7 = rsen@®, juntamente com o sistema (4-11), obtemos o
campo de vetores X com X; e X_em ¢~ !(X,) e em ¢! (X_) respectivamente, dado

por

( , cosmcos 0o cosmsenO —sen®
o =fi| = —— | g ||t |——,

%, = o=, {—sene] e { cos6 } ,

rsen® rsen®

r = fi[sen®cos 8] + g1 [rsenwsen O] + i [cos 0],

, cosmcos O cosmsenO —sen®
o = f - +82 — ) p )

¥ — o=/, [—sene} 29 [ cos® } 7

\ (4-12)

(

rsen@®

r' = fo[senmcos 8] + g2 [rsenwsen 8] + Az [cos 0.

Por hipétese temos que X (p) = X_(p) = 0, para todo p € X. Temos que (4-12)
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pode ser reescrita como

( ~
o = fi [sen®cosmcos O] + g [senwcoswsen O] + A [—sen )],

X, =140 = f[—sen0] + g [cosH],

' = fi[sen?wcos 0] 4 ¢1[rsen’wsen 8] + iy [rcos ],
\

(4-13)
( ~
o = fr[senmcos®cos O] + g> [senwcos wsen O] + /; [—sen ],
X_ =146 =f[—senb]+ g, [cosO],
' = fr[sen’cos 0] + g [rsen’wsen ] + fip[rcos ].
\
onde, fi = lim fi , f» = lim f2 , &1 = lim &1 , & =
(r,0)—(0,0) rsen ® (r,0)—(0,0) F sen (r,0)—(0,0)rsen®
A h o
lim  —52 hy =Tim"t e hy = lim .
(r,0)—(0,0) ¥ sen @ r—0r r—0r

Por hipétese, temos que £ = 7, ou seja, H : U C R3 — R, onde U é um aberto
e H(x,y,z) = xyz. Note que VH = (yz,xz,xy) e VH = 0 se, e somente se, xy = xz =
yz = 0. Daf temos que {(x,y,z) € R%(x,0,0),(0,y,0),(0,0,z)} serdo descontinuidades
nao regulares.

Tomando F' = H o ¢ temos

F(®,0,r) = r’ sen’@cos msen 0.cos .

Segue que

VF(®,0,r) = (Fp(0,0,r), Fs(®,0,r),F(0,0,r)), (4-14)
onde

Fo(0,0,r) = r’senBcosB(sen2mcos®— sen’w),

Fo(®,0,r) = r’sen’wcos®cos 26,

F(®,0,r) = 3r’sen’wcosmsendcosH.

l.ser>0e¢(q) € (X\(LyULy,UL;)), entdo temos descontinuidades regulares;

2.ser>0ed(q) € (EN(LyULyUL;)), entdo temos seis subconjuntos de desconti-
nuidade dupla de X, pois anulam a equagio (4-14) , a saber:
C; ={(0,0,r); 6€(0,2n) e r > 0};
C,={(m,0,r); 0 € (0,2n) e r > 0};
G ={(n/2,m/2,r); r>0};
Cy={(n/2,3n/2,r); r > 0};
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Cs={(n/2,0,r); r>0};
Co={(m/2,m,r); r>0}.

3. se r =0 temos que analisar o campo desingularizado, (4-13), onde concluimos

e seqcS>x{0}e(m0,0) € TIUT>UT;, onde

i = {sen6=0}N{senmwcosw # 0},
T, = {cosm=0}N{senbcosO # 0},
T3 = {cos®6=0}N{senmwcosw # 0},

entdo existe uma vizinhanga U, C $? x {0} tal que X | 1, tem descontinuidades

regulares.

e seqcS?x{0}étal que
(0,0) € {(0,0),(n,0),(n/2,£n/2),(n/2,£m)}

entdo existe uma vizinhanga 7, C S? x {0} tal que X| 1, tem descontinuidade

dupla.

Teorema 4.5 Suponha que ¥ = C. Entdo a aplicagdo ¢ : (0,7) x (0,27) x [0, 4o0) — R3
dada por
d(q) = 0(®,0,r) = (rsenmcos B, rsenmsen O, rcos M)

induz um campo de vetores ndo suaves X satisfazendo que todas descontinuidades q € ¥
com O(q) # 0 é regular. Além disso, a variedade de descontinuidade em (0,7) x (0,27) X

{0} é homeomorfa a dois circulos que ndo se intersectam.

Demonstracdo. Considere a aplicacio ¢ : (0,7) x (0,27%) x [0, +o0) — R? dada por
0(q) = 0(®,0,r) = (rsenmcos O, rsenwsen 6, rcos ).

De maneira andloga, a demonstracdo do Teorema 4.4, obtemos que as trajetérias do campo
de vetor induzido por ¢ X = (X, ,X ) sdo dadas por (4-12). Como podemos assumir que
X(p) = (X.(p),X_(p)) =0 para todo p € ¥ o sistema (4-12) em S? x [0, +o0) torna-se
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( ~
o = fi[senmcosmwcosB] + g1 [senwcos wsen O] + /1; [—sen @],

X, =140 = f[—sen0] + g [cosH],

' = fi[senwcos 0] 4 g1[rsen’wsen O] + iy [rcos ],
\

(4-15)
( ~
o = f2[senmcos mcos O] + g2 [senwcos wsen O] + A [—sen ],
X_ =140 =f[—senb]+ g, [cosb],
' = fr[sen’mcos 0] + g2 [rsen?wsen 8] + Ay [rcos ],
\
onde, fi = lim Si , /o= lim f2 , &1 = lim &1 , & =
(r,m)—(0,0) rs€en (r,w)—(0,0) r s€en @ (r,w)—(0,0) rsen @
A h o
lim  —52 iy =Tim"t e hy = lim"".
(r,0)—(0,0) ¥ SEen M r—0 r r—=0r

Por hipétese, temos que ¥ = C, ou seja, H: U € R — R, com U aberto e
H(x,y,z) = 7> —x*> —y*. Note que VH = (—2x,—2y,2z) e VH = 0 se , e somente se,
x=y=z=0,dai H(0,0,0) =0, implicando que 0 ndo ¢é regular.

Tomando F = H o ¢ temos

F(0,0,r) = r*cos2o.

Segue que:

1. se r >0¢e d(q) € (£\(0,0,0)) entdo existe uma vizinhanga U, C S* x (0,) tal
que X | 1, tem descontinuidades regulares.

2. se r =0 temos que analisar o campo dessingularizado (4-15), do qual obtemos
dois circulos w = F e w = %, que sdo descontinuidades regulares de X, pois se

considerarmos, de (4-15), temos

. o =P (0,0) . o =P (0,0
%, — 1 ( )X_: »(0,0) 4-16)

9, = Ql(co,e) 9’ = QQ((D,G).

Agora consideremos X? = (X%, X%) o campo de vetores em S? x {0} induzido por

¢ com descontinuidades ocorrendo nos circulos w = 7 e w = %. Denotemos

e 3n
23:{(03,6);0<m<Z ou 7<o)<7t}
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3
Zg:{(m,e);g <(o<zn}.

A @—regularizagio de X° = (X9,X°) é a familia a 1 —parametro X dada por

Lo (%F) L o(%F)
X0 = 5+——ii— X0+ 5———51— x°, 4-17)

onde ¢ é uma fungdo de transigdo e € > 0. As trajetérias do campo regularizado X

sdo solugdes de

r T
. P+P O=7\ PP
h=—°2
> TP ¢ 2
. 01+ 4\ 01—
0= .
R B 2

\

Agora consideremos o “blow-up” polar com coordenadas dado por ® — F = pcosc
e € = psenc, onde p > 0 e 6 € [0,7]. Usando estas coordenadas o valor do

parametro € = 0 € representado por p = 0 e o induz o sistema diferencial dado

por
0=B(6.0.p) = 7L 1 g(corge) L2,
> PP > p—p, (4-18)
pé =7(0,0,p) = —senc + ¢@(cotgo) :

2

Temos que a regido de deslize, pelo Teorema 4.1, € homeomorfa a variedade lenta

P +P
2

Pl—P

> 0

+¢(cotgo)

e o campo de vetores deslizante € topologicamente equivalente ao fluxo lento

0=p0.0.0) = 2 2 1 g(cotge) 4T
0=v(0,0,p) = —sencPﬁLPz-l—(p(cotgG)Pl;PZ.

Portanto, vemos que X & regular.

0

Para provar o proximo teorema, assumiremos que f;(0,y,z) = gi(0,y,z), para
i=1,2.
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Se p € X com x> +y* # 0, entdo existe uma vizinhanca aberta u, C R3 tal que
X|q;, tem descontinuidades regulares.

Se p € X com x> +y> #0 e z < 0, entdio estendemos X suavemente assumindo
que X(p) =X (p).

Teorema 4.6 Suponha que £ = W. A aplicacio ¢ : R\ 0 x R x R — R? dada por
O(u,v,w) = (u,uv,w)

induz um campo de vetores ndo suaves X satisfazendo que toda descontinuidade q € ¥,
comu # 0, é regular. Além disso, se q € ¥ ¢ uma descontinuidade com u* +w?* = 0, entdo

q ¢ uma descontinuidade dupla.

Demonstracdo. Consideremos a aplicagio ¢ : R\ {0} x R x R — R? dada por ¢(u, v, w) =
(u,uv,w). Entdo o campo de vetores X determinado por X e X_ em ¢~ '(Z,) e em
o~ '(X_), respectivamente, e induzido por ¢ satisfaz o seguinte.

(/) O conjunto de descontinuidade é ¥ = {(u,v,w);u = 0 ou w = v?}.

(ii) Se g € X com u # 0, entdo g é regular.

(iii) Se g € £ com u=0e w =17, entdo ¢ é uma singularidade dupla. De fato, pois as
superficies u = 0 e w = v> tem seus espacos tangentes transversais. Dessa forma,

estamos nas hipdteses do Teorema 4.3 e dai segue o resultado.

O

A seguir apresentaremos na Tabela 4.1 o nimero de “blow-ups” necessarios
para transformar uma singularidade cada, das subvariedades estudadas acima em uma

singularidade de codimensao 0.

Tabela 4.1: Niimero de blow-up

# Blow-ups
Q(U,F) 0
Q(U,D) 1
Q(U,C) 1
Q(U,T) 2
Q(U,w) 2

onde U € R? é um conjunto aberto.



CAPITULO 5

Aplicacoes

Neste capitulo, assumiremos que as trajetorias do campo de vetores suaves X
sdo transversais a X e que, X_ tem uma sela hiperbélica, um foco hiperbdlico, um ponto

de dobra ou um ponto de cispide em .

5.1 Teoria Geométrica de Perturbacio Singular em
Campos de Vetores Suaves por Partes de Codimensao

Zero

A dinamica de um campo de vetores suaves por partes X em uma vizinhanca de
um ponto p € X pode ser analisada por meio do método de regulariza¢do. Nosso objetivo
nessa secao € aplicar a teoria geométrica de perturbacao singular.

Primeiramente analisaremos os pontos regulares para entender a dindmica de um
campo de vetores suaves por partes.

Discutiremos algumas formas normais (presente em [19]) representando as
singularidades de codimens@o 0. Teremos que Xy = (X+,X_) € (Q4)* e assim as equagdes

de (3-13) tornam-se

rf = —sen6[(fi — f2)/2+¢(cotg®)(fi — f2) /2],
y=g (5-1)
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5.1.1 Caso Regular-Regular do Tipo Costura

Assumimos que p = (0,0) € £, X4 (x,y) = (1,1) e X_(x,y) = (2,1). O problema
de perturbacdo singular no blow-up local, (5-1), é

- 3  ¢(cotgh)
0=—senb | - ————~=
r sen <2 5 ,

y=1.

A fung@o composta @(cotg8) é uma fungdo decrescente com limg_,o+ ¢(6) = 1
e limg_,- @(0) = —1. Assim a fun¢do —sen® (% - M) < 0 para algum 0 < 6 < 7.
O fluxo répido, no blow-up local, € invariante em cada secdo y = constante. O retrato de
fase da dinamica rapida e lenta do problema singular, para € = 0, e o retrato de fase do

campo de vetores regularizado, para € > 0 pequeno, sdo ilustrados na Figura 5.1.

Y

N
P
7

U

N

T 0

7

Figura 5.1: Dindmica rdpida e lenta do problema de perturbagdo
singular correspondendo ao caso de costura e seu
regularizado.

5.1.2 Caso Regular-Regular do Tipo Escape

Assumimos que p = (0,0) € ¢, X, (x,y) = (1,1) e X_(x,y) = (—1,1). O
problema de perturbacao singular no blow-up local, (5-1), é

r0 = —sen®@(cotgh),
y=1.
A variedade lenta é S = {(8,y) € (0,1) x R; —sen0@(cotgf) =0} = {(0,y) € (6,7) x

R; 6 = 00, @(cotgby) = 0} e o campo reduzido segue no sentido positivo do eixo, pois

y > 0. Sem perca de generalidade, suponhamos 8y = 1t/2. Para o fluxo rdpido, que é dado
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por
0’ = —sen0@(cotgH),

y =

observamos que todo ponto na variedade lenta é um ponto singular repulsor, pois o

autovalor angular é

d(—sen0@(cotgh))
de

=¢'(0) >0,

sen©
0=1

¢'(cotg 9))

= (—COS 0¢p(cotg0) +
03
pois @ € uma fungdo de transi¢do. O retrato de fase das dinamicas rdpida e lenta, para
€ = 0, e o retrato de fase para o campo de vetores regularizado, para € > 0 pequeno, sdo

ilustrados na Figura 5.2.

Y

|~
|
Nt

v
NN

T 0

7

Figura 5.2: Dindmica rdpida e lenta do problema de perturbagdo
singular correspondendo ao caso de escape e seu re-
gularizado.

5.1.3 Caso Regular-Regular do Tipo Deslize

Assuma que p = (0,0) € Z*, X (x,y) = (—=1,—1) e X(x,y) = (1,—1). O estudo
deste caso € andlogo ao caso escape, assim, o retrato de fase das dindmicas rdpida e lenta,
para € = 0, e o retrato de fase do campo de vetores regularizado, para € > 0 pequeno, sao

ilustrados na Figura 5.3.
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Figura 5.3: Dindmica rdpida e lenta do problema de perturbagdo
singular correspondendo ao caso de deslize e seu re-
gularizado.

5.1.4 Caso Regular-Regular do Tipo Sela

Assuma que p = (070> S Rv X+(X,y) = (X+ 17 _y) € X_()C,y) = ()C— 17 _y) O
problema de perturbacao singular no “blow-up” local (5-1) é

r® = —rsenBcosO — sen@@(cotgh),

y=-y

A variedade lenta é S = {(0,y) € (0,) x R; —sen6¢(cotgfh) =0} = {(6,y) € (6,7) x
R; =00, ¢(cotgBy) =0}. Sem perda de generalidade, suponhamos 6y = /2, com isto,
o problema reduzido é

9:7t/2, y=-y

onde vemos que o fluxo reduzido segue a direcdo positiva do eixo y, se y < 0, e a dire¢do

negativa se y > (. Para o fluxo rapido, que é dado por

0’ = —rsenBcosO — senOQP(cotgH),
Y'=-n,

temos que todo ponto na variedade lenta € um ponto singular repulsor, pois o autovalor
angular, para © = /2, é ¢'(0) > 0. O retrato de fase das dindmicas répida e lenta, para
€ =0, e o retrato de fase para ao campo de vetores regularizado, para € > 0, sdo ilustrados
na Figura 5.4.
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Figura 5.4: Dindmica rdpida e lenta do problema de perturbagdo
singular correspondendo ao caso de sela, com p € X°,
e seu regularizado.

5.1.5 Caso Dobra-Regular

Assuma que p = (0,0), Xi(x,y) = (y,1) e X_(x,y) = (1,1) o problema de

perturbacao singular no blow-up local (5-1) é

. 1 —1
rf = —sen® <%+(p(cotg9)y7) ,

y=1,

A variedade lenta é dada por

S = {(9,)’) € (0,m) x R;—sen6 ()%1+(p(cotg6)y%l) = 0},

={(8,y) € (6,7) x R;y(¢(cotgB)+ 1) = @(cotgh) —1}.

Logo, S é grafico da funcdo
cotgf) — 1
y(6) — 2Leoted)

@(cotgh) +1’
que € decrescente, pois
dy 2¢/(cotg0) <0
dd  sen20(¢(cotgB)+1)2 =
além disso, limg_,oy(0) = 0 e limg_,z y(6) = —co. O fluxo reduzido segue na dire¢ao do

positiva do eixo y, pois y = 1. Para o fluxo rdpido, que é dado por

1 —1
0’ = —sen® <%+(p(cotg6)y7) )

/

Yy =n
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temos que © > 0 para 0 < 6 < 6(y) e 6/ < 0 para 6(y) < 6 < 7, com 8(y) dado
implicitamente por y(¢(cotg6)+ 1) — (¢(cotgh) — 1) = 0. Observe que o ponto (0,y) =

(0,0) ndo é um ponto singular normalmente hiperbdlico, pois

(0,0)

Entdo, tomemos um novo “blow-up” em (60,y,r) = (0,0,0) dado por 6 = scosG e

y=senc,coms >0e —n/2 <o <m/2. Nessas coordenadas, temos

s’ = —cososen(scosc)G(s,0),

senc (5-2)

! sen (scoso)G(s,0),

[e) =

com G(s,0) = (ssenc+1)/2+@(cotg (scosc))(ssenc—1)/2. Agora, vamos determinar
o fluxo nesse novo “blow-up”. Observe que G(0,6) = 1/2—@(cotg0)/2 =0, ¢(cotg0) =
1. Além disso,

oG

/
ds

= seno,
s=0 2

pois @'(cotg0) = 0. Como s > 0, podemos dividir ¢’ por s ¢ mantemos a estrutura

qualitativa do problema. Assim

sen (scoso) G(s,0)

limo’ = lim (senc

= sen>Gcosal.
s—0 s—0

N N

Isso significa que a componente angular é crescente para 6 € (—n/2,7/2) com um ponto

singular em 6 = 0. Note que, —1t/2 e Tt/2 sdo pontos singulares do sistema (5-2). Como

00 G="= © oo}
2

temos que 7t/2 é um ponto singular atrator e —7/2 € um ponto singular repulsor. Portanto

>0,

——T
0=7

o retrato de fase das dinamicas rdpida e lenta, para € = 0, e o retrato de fase para o campo

de vetores regularizado, para € pequeno, sdo ilustrados na Figura 5.5.
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Figura 5.5: Dindmica rdpida e lenta do problema de perturbagdo
singular correspondendo ao caso de dobra e seu regu-
larizado.

5.2 Teoria Geométrica de Perturbacio Singular em
Campos de Vetores suaves por Partes de Codimensao
Um

5.2.1 Bifurcacao Sela-Regular

Considere a forma normal da sela-regular dada na Se¢do 2.4.2. A regularizagdo

do campo de vetores €

. 1=y x\ 1+y
T +(p<£> 2

o l—x—A o LHx+A
Sy e

onde ¢ (%) ¢ a fungdo de transi¢do. Fazendo o “blow-up” polar

x=rcos0 e € =rsenb, (5-3)
obtemos . .
10 = —sen® (;y+(P(00tg6) ﬂ) ,
2 2
. 1—rcos6—A 1 +rcos®+A
Y= + ¢ (cotgh) —

No blow-up local, a dindmica rdpida, dada por r = 0, é determinada pelo sistema

1— 1
0’ = —sen® <Ty+(p(cotg9)%) ,

y =0,
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e a dinamica lenta, na variedade lenta, € determinada pelo sistema reduzido

1—
0= Ter(p(cotge)
11— 1+A

y= T-I—(p(cotge) -

Y

Ity
2

Observe que a variedade lenta é dada pela formula

_ 1+¢(cotgh)

¥(6) = 1 —@(cotgh)’

que nao depende do parimetro A (veja a Figura 5.6). Além disso, a variedade lenta y(0) é
tal que
lim y(0) = 4o e lim y(0) =0.

0% 631

ANNN
AN

T T o
4 p T 4 4

C |3 C

Nla

Figura 5.6: Aqui o retrato de fase mostra a variedade lenta no
lado esquerdo e o caso A < 0 no direito. Em ambos
consideramos 0 € (n/4,3w/4).

A dinamica na variedade lenta depende de A. De fato, se A > 0 ou se A = 0 entdo

y # 0 (veja Figura 5.7) e se A > 0, y tem um tnico ponto singular repulsor p (veja Figura
—14+A

5.6) dada implicitamente pela equacdo @(cotgf) = T

5.2.2 Bifurcacao Foco-Regular

Considere a forma normal do foco —regular dada na Se¢do 2.4.2. A regularizagao

do campo de vetores €

P 1+7»+x—|—y+(P({> I—-A—x—y

2 € 2 ’
o 1l=A—x+y l1+A+x—y
b R g A,
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Figura 5.7: Aqui, o retrato de fase para A = 0 no lado esquerdo
e o caso A > 0 no direito. Em ambos consideramos

0 € (n/4,3n/4).

Similarmente ao caso anterior, considerando o “blow-up” polar dado em (5-3), obtemos

. 1+A 0 1-A— 0—
r0 = senﬂ( + +rzcos +y + ¢ (cotgB) rzcos y) ,
1—A— 1 -
. A rzcose+y+(P(COSe) +k+rzcose Y

A dindmica rapida, dada por r = 0, é determinada pelo sistema

—1—A—y —1—1—7»-1-)7)

2 + ¢ (cotg0)

r_
9—sen9( >

y =0,

e a dinamica lenta, na variedade lenta, ¢ determinada pelo sistema reduzido

—1-A- —1+A
2 2
1—2A 1+A—

Nesse caso, a variedade lenta (veja Figura 5.8) depende do pardmetro A. De fato, a

expressao explicita da variedade lenta é dada por

YO = 1=+ o)

A variedade lenta y(0), dada na equag@o acima, satisfaz

limy(0) = —c0 e lim y(8) = —A.

0—7% 631
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Figura 5.8: Aqui o retrato de fase estd mostrando a variedade
lenta no lado esquerdo e o caso A < 0 no direito. Em
ambos, consideramos 6 € (n/4,3n/4).

ST
ST

Exibiremos agora a dindmica na variedade lenta. Se A < 0, y # 0 (veja Figura
5.8), se A > 0, y tem um tnico ponto critico p, dado implicitamente como a solugdo da

equacao
—1+A+y
tgf) = ————

que é um foco atrator (veja Figura 5.9) e, se A =0, y # 0.

<

AN

+

s

AN

b

T T T
4 T 4

c |3

0la

C

Figura 5.9: Aqui o retrato de fase para o caso A = 0 a esquerda
e o caso A > 0 a direita. Em ambos, consideramos

0 € (n/4,3n/4).

5.2.3 Bifurcacao Ciaspide-Regular

Considere a forma normal da ctspide-regular dada na secdo 2.4.2. A regulariza-

¢do do campo de vetores torna-se

. 1+7;—y2+(P(x> 1—A—y?

i-5(3).
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Fazendo o “blow-up” polar, dado em 5-3, obtemos

sen©

o - (p(cotgB)(—14+A—y*) —1—A+)?),

y = @(cotgh).
A dinamica rdpida, dada por r = 0, € determinada pelo sistema

o sen®

(p(cotgB)(—14+A—y*) —1—A+)?),
y'=0

e a dinamica lenta, na variedade lenta, € determinada pelo sistema reduzido

0=0(cotgB)(—1+A—y?) —1—A+y?
¥ = @(cotgh).

Observe que a variedade lenta depende do pardmetro A. Podemos obter a férmula

explicita. De fato, a variedade lenta é composta por dois ramos (veja figura 5.10):

Moo A(1—o@(cotgB)) + 1+ @(cotgb)
y5i(8) = j3\/ 1—o(cotgh) . (5-4)

A variedade lenta satisfaz as propriedades:
(i) lim Y% (8) = +oo;
01

(ii) Se A < 0, existe 0 € (n/4,3n/4) tal que y%(8*) = 0 e a variedade lenta ndo é
definida para 6 € (6*,3n/4). Para 6 € (n/4,0"), existe um homeomorfismo {4
entre cada ramo da variedade lenta e R\ {0}. Isto é, para cada z € R\ {0}, existe
0(z) € (n/4,0%) tal que v (6(z)) =z

(iii) Se A > 0, existe um homeomorfismo (. entre cada ramo da variedade lenta e
R\ {0}. Isto é, para cada z € R\ {0} existe 0(z) € (n/4,371/4) tal que y} (8(z)) =z.

Além disso, lim ¥4 (8) = £VA e os dois ramos da variedade lenta ndo estdo

7
ligados quando A # 0. Este fato peculiar decorre dos dois pontos de dobra de X_.

Para provar o item (i), basta observar que cotg(m/4) = 1. Assim segue facilmente o
célculo. Em ordem, para provar o item (ii), observe a expressdo (5-4). Seja 6 tal que
@(cotg®*) = (1 +A)(A—1). Temos que y}(6*) = 0 e a raiz em (5-4) é negativa se
0 € (8", m).
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Figura 5.10: Esta figura estd relacionada a se¢cdo 5.2.3. Aqui apa-

rece o diagrama de bifurcagdo da ciispide-regular.

Definimos a aplicacao:

Ci: R\{0} —(m/4,0%)

2
5 0() = cotg ! (o1 (E=2—1 (5-5)
z 8(z) = cotg ((p (zz—k—l—l))'

Dado z € R\ 0, se fizermos {(z) = 6(z), em (5-5), obtemos y% ((z)) = z. Note que (.
sdo homeomorfismos. O item (iii) é provando analogamente. A dindmica na variedade
lenta é dada por y = @(cotg8). Existe um tnico ponto critico p dado implicitamente
como solucdo de @(cotgb,) = 0. Note que esse ponto critico ¢ um repulsor porque
¢(cotgB) < 0 para® < 6, e ¢(cotgd) > 0 para © > 0,,. Veja Figura 5.10.

5.3 Bifucacoes Dobra-Dobra

Nesta secdo, analisaremos a dindmica de sistemas ndo-suaves em torno de um
ponto g que é ponto de dobrade X, e X_.

Dividimos o estudo da singularidade dobra-dobra de acordo com o sinal de
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X3V f(q) e X2V f(q):

(a) Caso Eliptico: X7 f(q) > 0e X2 f(q) < 0. Veja Figura 5.11 (a).

(b) Caso Hiperbélico: X7 f(q) < 0e X2 f(q) > 0. Veja Figura 5.11 (b).
(c.1) Caso Eliptico-Tipo 1: X2 f(q) > 0e X2 f(q) > 0. Veja Figura 5.11 (c.1).
(c.2) Caso Eliptico-Tipo 2: X2 f(q) < 0e X2 f(q) < 0. Veja Figura 5.11 (c.2).

(a) (b) (c.1) (c.2)

Figura 5.11: Singularidades Dobra-Dobra.

Tomando X como o eixo y, isto é, F(x,y) = x e considerando o parimetro
A € (—1,1), as formas normais das singularidades dobra-dobra hiperbdlica e parabdlica
sdo dadas na Tabela 1. A especifica forma normal da singularidade dobra-dobra eliptica
estd dada na subsecdo 2.4.2. Em ambos os casos, as formas normais relatadas podem ser
encontradas em [8] e [11]. Nesta secdo consideramos justamente 0s casos acima, com a

escolha particular da orientacdo das trajetdrias de X4 e X_.

Hiperbdlico Parabélico Tipo 1 Parabélico Tipo 2
X—l—}\,(x:y) - (y_)\‘7_1> X+X(-x7y) - (y—K,Z) X+X(-x7y) - (y_)\‘7 _2>
X_(x,y)=(=y,—1) | X_(x,y)=(-y,—1) | X_(xy)=(-y,—1)

Tabela 1: Formas Normais Para o Caso Dobra-Dobra.

Nas proximas trés Subse¢des estudaremos a dindmica das singularidades dobra-dobra,

hiperbdlica, parabdlica e eliptico.

5.3.1 Caso Dobra-Dobra Hiperbdlico

Considere a forma normal da singularidade dobra-dobra hiperbdlica dada na

Tabela 1. O campo regularizado € dado por

heald) (7).

y=—1.
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Aplicando o “blow-up” polar, obtemos

r®=sen® <&+(p(cotg9)m) ;
2 2
y=—1.

A dinamica rdpida, dada por r = 0, € determinada pelo sistema
A A—2
0 =senB | = —|—(p(cotg6)7y ,
2 2
Y =0,

e a dinamica, da variedade lenta, € determinada pelo sistema reduzido

A A—2y
0= 5+(p(cotg9)T,

y=—1.

Nesse caso, obtemos a expressao explicita para variedade lenta, que € dada por

A1+ @(cotgh))
2¢(cotgb)

y(0) =

Observe que, a variedade lenta y(0) ndo estd definida para 6 tal que ¢(cotg8y) = 0. Para
A #0, y(0) tem dois ramos que satisfazem:
(i) lim y(6) = —coparaA <Oe lim y(6) = 4oopara X > 0;
0—0, 6—0,

(ii) 1im+y(9) = 4ooparad <0Oe lim y(0) = —copara X > 0;

66 06

(iii) Para A = 0, a variedade lenta é dada implicitamente por y@(cotg6) = 0, isto &,
{(8,y);6 =00} U{(8,y):y=0}.
A dinamica da variedade lenta € dada por y = —1. Portanto, ndo existem pontos criticos,

veja Figura 5.12.

5.3.2 Caso Dobra-Dobra Parabdlico do Tipo 1

Considere a forma normal da singularidade dobra-dobra parabdlica-tipo 1 dada

na Tabela 1. O campo de vetores regularizado é

heald) (7).
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N

Figura 5.12: Variedade lenta dependendo do pardmetro A.

Aplicando o “blow-up” polar obtemos

70 = sen@ (%+(p(cotg6) (—k;—Zy)) ,

13
y= §+§(p(cotg6).

A dinamica rdpida, dada por r = 0, € determinada pelo sistema

0’ = sen® <%+(p(cotg6) <—k;—2y)> ,

y =0,

e a dinamica lenta, na variedade lenta, ¢ determinada pelo sistema reduzido

0=A+o(cotgO)(A—2y),

.13
y= E-l-i(p(cotge).
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A andlise € similar ao caso hiperbdlico. Nesse caso, a dinamica da variedade lenta é
dada por y = % + %(p(cotg 0). Para A < O (respectivamente A > 0) a variedade lenta
apresenta um ponto critico repulsor (respectivamente atrator). Para A = 0, a variedade

lenta € composta por dois ramos, veja a Figura 5.13

JAN

AN

A

A>0
Figura 5.13: Diagrama de bifurcagdo das singularidades dobra-

dobra parabdlico-tipo 1.

5.3.3 Caso Dobra-Dobra Parabélico do Tipo 2

Para este caso, obtemos um tipo distinto de bifurca¢do. Considere a forma normal

da singularidade dobra-dobra parabdlica-tipo 2 dada na Tabela 1. O campo de vetores

regularizado é

=T (1),

3ea()
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Aplicando o “blow-up” polar obtemos

sen©
2

y= —% (3+¢(cotgh)).

o —

(A—2y+ Ao (cotgh)),

A dinamica rapida, dada por r = 0 € determinada pelo sistema

sen0
2

0 = (A —2y+Ao(cotgh)),
y' =0,

e a dinamica lenta, da variedade lenta, ¢ determinada pelo sistema reduzido
0= sen®(A —2y+A(cotgh)),
y= —% (3+@(cotgh)).

Temos a expressdo explicita para a variedade lenta que, nesse caso, é:

(8) = 5(1 4 9(cotg)).

A andlise € similar ao caso anterior e o diagrama de bifurcacio € dado na Figura 5.14

5.3.4 Caso Dobra-Dobra Eliptico

Neste caso, associando ao campo de vetores ndo suaves, existe a aplicacdo de
primeiro retorno Ex (p).
Considere X = (X;,X_) € Q(2) contendo uma singularidade eliptica dobra-
dobra, f(x,y) =xe
Xp=0-A1), X_=(-1). (5-6)

O campo de vetores regularizado é

Aplicando o “blow-up” polar obtemos

6 — sen® <k(p(cotg6) N <k—2y)) ’

2 2
y=@(cotgh).
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Figura 5.14: Diagrama de bifurcacdo das singularidades dobra-
dobra parabolico-tipo 2.

A dinamica rapida, dada por r = 0, € determinada pelo sistema

o — send <k(p(cotg6) N <k—2y)> 7

2 2
y =0.

A dinamica lenta, na variedade lenta, € determinada pelo sistema reduzido

xcp(c;tge) . <7»—22y>),

0= senB <
¥ = @(cotg®).
Neste caso, para A = 0, temos que ¢ UX® =. Temos que a variedade lenta é dada por

¥(6) = A1 —l—(p;cotge))’

existe um ponto critico atrator se A < 0 e um repulsor se A > 0, como pode ser visto na
Figura 5.15 Diferentemente dos casos hiperbdlico e parabdlico, o desdobramento (5-6),

nao da um desdobramento genérico de um campo de vetores ndo suaves contendo uma
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Figura 5.15: Diagrama de bifurcagcdo das singularidades dobra-
dobra parabdlico-tipo 2.
singularidade eliptica dobra-dobra.
A expressdo da aplicacdo de primeiro retorno de (5-6) € dada por
Yx (v) =Vx_ oVx. (v) =y —2A, (5-7)

onde Yy, (p) (respectivamente Yx (p)) € a aplicagdo de primeiro retorno para X da
trajetoria de X, (respectivamente X_) que passa por p. Observe que podemos mudar
a ordem de yx_ € Yx, e consequentemente obtemos outra expressdo para Yy. Contudo,
ambas as expressoes determinam o mesmo resultado se fixado o ponto inicial.

Portanto, concluimos que todo ponto em X sdo pontos fixos de yx. Esta configu-
racdo € claramente estruturalmente instavel. Segue que, para obtermos o desdobramento,
deste caso, necessitamos estudar a aplicag¢do de primeiro retorno. Entdo, o desdobramento
da singularidade eliptica, dobra-dobra, depende de dois pardmetros. O primeiro, A, € res-
ponsavel pelo deslocamento de uma dobra ao longo do eixo y e o outro, €, pelo desdobra-

mento de Yy.
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Logo, o fluxo de Xy e X_ sdo:

O, (x0,30) = (0 + (yo = M)t +12/2,y0 +1),
0 (v0.30) = (xo-+ [ 5 (5)ds,yo+ [ g3(5)ds).
onde
X (x(1),y(1)) = (f2(1), £5(1)). (5-8)
Sejam t*R\ {0} e t; = 2(A — yp) tal que

[ s5s)as=o (5-9)

e oy, (0,50) = (0,—yo+21) € X,
Observe que existe t* que satisfaz a equagio (5-9), porque 0 é uma dobra invisivel

de X_. Suponhamos que f5(-) e g5(-) satisfazem:
(a) fa, g2 sdo fungdes de classe C”;
(b) X_-V£(0,0)= f5(0) =0;
d d
() X2V£(0,0) = £5(0)=—f3(0) +g§(0)d—yf§(0) #0;
(d) Jy g5(s)ds = (2+&)y+0(?).

As hipéteses da equagdo (5-9) e no item (d), acima, determinam condi¢des
suficientes para o desdobramento da aplicacdo de primeiro retorno Yy. De fato, como
dissemos acima, todo ponto de X sdo pontos fixos pela aplicagdo de primeiro retorno
(5-7), pois a derivada de yx(y) em (5-7) é igual a 1. Além disso, com as hipSteses dos
campos de vetores suaves X, e X_, exibidas em (5-6) e (5-8), respectivamente, implicam

que o desdobramento de 7y, é dado por

T(y) =0k 0% (0,y) = (1+&)y+21+0(?),

onde a derivada é igual a (1 +¢€).
Portanto, o desdobramento genérico do campo de vetores suaves por partes X

contendo uma singularidade eliptica, dobra-dobra, na origem é X = (X,,X_), onde

X;=0-AM1), X =(f(xy)8(xy),

e as fungdes suaves f5 e g5 satisfazem as condigdes (a), (b), (c) e (d) dadas previamente.



CAPITULO 6

Conclusao

Como vimos, a partir de um problema regularizado, podemos aplicar blow-ups e
obtermos um problema de perturbacdo singular e assim, possibilitando a utilizacdo da
teoria geométrica de perturbacdo singular, que possui uma gama de ferramentas para
facilitar o estudo qualitativo de campos de vetores suaves por partes, como as que
apresentamos no Capitulo 5. Além disso, quando a variedade de descontinuidade coincide
com a regido de deslize, um estudo direto do comportamento qualitativo de um campo de
vetores suaves por partes € muito dificil, mas com a utilizacdo dos teoremas apesentados
no Capitulo 3, vemos que o estudo do mesmo fica mais facil, pois como vimos, a
variedade lenta e a regido de deslize sao homeomorfas, e assim o problema reduzido e o
campo deslizante s@o topologicamente equivalente, onde novamente tiramos proveito da
conexao entre campo de vetores suaves por partes € a teoria geométrica do problema de
perturbacao singular. Vimos também que, mesmo em variedades de descontinuidade onde
nao vale a convencao de Filippov, podemos obter uma generalizacdo, onde a variedade de
descontinuidade € imagem inversa de um ponto que ndo € regular e assim abrindo o leque

para uma classe mais geral de problemas.
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