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Douter de tout ou tout croire, ce sont deux solutions également

commodes, qui ['une et [’autre nous dispensent de réfléchir.

—HENRI POINCARE (La Science et L'Hypothese - 1902)



Resumo

Nesta dissertacao, a utilizacao do traco parcial dos momentos na construcao de
matrizes densidade reduzidas de spin para particulas massivas relativisticas é analisada. No
regime considerado, as particulas massivas podem ser descritas por representacoes unitarias
do grupo de Poincaré, e os estados de base sao rotulados pelas variaveis dinamicas de mo-
mento e spin. As matrizes reduzidas obtidas por meio do traco parcial dos momentos possuem
propriedades inusitadas, pois nao sao covariantes sob a agao de transformacoes de Lorentz
restritas. Essa caracteristica traz consequéncias importantes para o estudo da teoria da
informacao quantica em sistemas relativisticos. No entanto, argumentos recentes tém sido
apresentados contra o uso dessas matrizes nos processos de transmissao de informacao envol-
vendo os graus de spin de particulas massivas. Essas criticas sao discutidas neste trabalho
e uma conexao com a estrutura do espaco de estados associado a representacao unitaria
em questao é estabelecida por meio de um estudo detalhado do método das representacoes
induzidas aplicado ao grupo de Poincaré. Isso permite reescrever as criticas presentes na
literatura sem a necessidade de se introduzir um modelo especifico de interacao associado
a medida do spin das particulas. Além disso, a andlise realizada nesta dissertacdo permite
estabelecer um novo método para a construcao de matrizes densidade reduzidas efetivas
de spin. A proposta apresentada permite recuperar os resultados presentes na literatura
e, a0 mesmo tempo, incorporar as criticas de maneira consistente. No entanto, para isso
¢ necessario abandonar o trago parcial usual dos graus de liberdade de momento e a in-
terpretacao dada na literatura para as matrizes densidade reduzidas de spin. Os exemplos
apresentados nas argumentacoes contra as matrizes densidade reduzidas de spin usuais sao

estudados utilizando o método proposto neste trabalho.

Palavras-chave: Teoria da informacao quantica relativistica, Representacoes unitarias

irredutiveis do grupo de Poincaré, Matrizes densidade reduzidas de spin



Abstract

In this dissertation, the use of the partial trace of momentum degrees of freedom in
the construction of spin reduced density matrices for relativistic massive systems is analyzed.
In the regime considered here, massive particles can be described by irreducible unitary
representations of the Poincaré group, and the base states are labeled by the dynamical
variables of momentum and spin. The reduced density matrices obtained by the partial
trace of momenta have unusual properties, since they are not covariant under the action of
restricted Lorentz transformations. That behavior produces some important consequences
in the study of quantum information in relativistic systems. However, recent arguments have
been presented against the use of those matrices in the description of processes involving
the transfer of information stored in spin degrees of freedom of relativistic massive particles.
Those criticisms are discussed in this dissertation and a connection with the structure of
the space of states associated with a given unitary representation is established through a
detailed study of the induced representation method applied to the Poincaré group. This
allows rewriting the criticisms in literature without the need of a specific model of interaction
for the spin measurement. Besides that, the analysis performed here allows to establish a
new method to construct effective spin reduced density matrices. The presented approach
allows recovering the results in the literature and, at the same time, to incorporate the
criticisms in a consistent way. However, it is necessary to abandon the usual partial trace
of the momentum degrees of freedom and the interpretation in the literature for the spin
reduced density matrices. The examples presented in the arguments against the usual spin

reduced density matrices are studied using the approach proposed in this dissertation.

Keywords: Relativistic quantum information theory, irreducible unitary representations

of the Poincaré group, Spin reduced density matrices
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CAPIiTULO 1

Introducao

Apesar de ter revolucionado a fisica do século XX, a teoria quantica também
desencadeou, devido a questoes relacionadas a sua interpretacao, um dos maiores debates
cientificos e epistemoldgicos desse século. Esse debate atingiu seu apice em 1935 com o artigo
seminal de Einstein, Podolsky e Rosen [1] sobre o que ficou conhecido como paradoxo EPR.
Esse paradoxo esta intimamente conectado com o comportamento quantico das correlagoes,
o que ficou evidenciado a partir da década de 60 gragas a trabalhos como o de J. S. Bell [2]
e Clauser et al. [3] que mostraram que as correlagbes quanticas poderiam ser mais fortes
do que as correlagoes classicas, permitindo deslocar o debate para o plano da verificacao
experimental.

A busca por um maior entendimento acerca das correlacoes quanticas deu ori-
gem a diversos conceitos tais como o emaranhamento, a contextualidade, a decoeréncia e a
discordia, além de ter desencadeado o que pode ser considerado a segunda revolugao quantica,
caracterizada pelo desejo de se organizar e controlar os sistemas com intuito de aproveitar
as propriedades nao classicas das correlagoes no desenvolvimento de novas tecnologias, como
por exemplo a computagao e a comunicagdo quantica [4]. Essa segunda revolucao foi acom-
panhada pelo desenvolvimento de uma importante teoria, a teoria da informagao quantica
(TIQ), que mapeou a mecanica quantica (MQ) nos processos de armazenamento e trans-
missao de informagao, descrevendo de maneira operacional diversos conceitos e fenomenos,
como por exemplo o teletransporte quantico [5], a destilacdo de emaranhamento [6] e a
codificacao superdensa [7].

Apesar da teoria da relatividade também tratar de fenomenos que envolvem a
transferéncia de informacao, as consequéncias da mesma para a TIQ nao foram considera-
das de imediato. Contudo esse cenario sofreu uma mudanca importante gracas aos artigos
seminais de Czachor [8] e Peres et al. [9] que apontaram as primeiras consequéncias relevan-
tes associadas a introducgao da simetria relativistica na TIQ. Esses trabalhos deram origem
a uma nova area de pesquisa, conhecida como teoria da informacao quantica relativistica
(TIQR), que tem tido um grande avango nos ultimos anos e que promete ter grande im-
portancia no desenvolvimento de novas tecnologias quanticas em escala global [10], assim
como no entendimento dos fundamentos da regiao de fronteira entre MQ e relatividade [11].

Na tdltima década, diversos trabalhos analisaram diferentes cendrios em que a
introducao dos efeitos relativisticos na TIQ é necesséria. Entre eles encontram-se estudos

em que sistemas quanticos sao analisados por diferentes observadores inerciais [12-38] e nao
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inerciais [39-46], assim como propostas envolvendo a TIQ em espagos curvos [47-50]. Neste
trabalho serd discutido o caso em que diferentes observadores inerciais, definidos no con-
texto da relatividade especial, analisam as propriedades quanticas de particulas massivas
relativisticas. No regime estudado, a natureza e o nimero de particulas dos sistemas nao
mudam durante os processos. Dessa forma, uma descricao das particulas em termos das re-
presentagoes unitarias irredutiveis (RUIs) do grupo de Poincaré [51-55] é possivel, os estados
quanticos sendo descritos pelas variaveis dinamicas de momento e spin.

Em [9], Peres et al. introduziram o conceito de matriz densidade reduzida (MDR)
de spin para particulas massivas relativisticas. Tais matrizes sao obtidas por meio do traco
parcial dos momentos e sao interpretadas como estando associadas a estatistica de medidas
de spin realizadas por aparatos ideais que nao sofrem influéncia dos graus de liberdade de
momento [9,11]. No entanto, da teoria de RUIs do grupo de Poincaré obtém-se que, quando
realizada uma mudancga de referencial inercial, a transformagao dos graus de spin de um
estado depende explicitamente dos graus de liberdade de momento. Isso implica que as
MDRs de spin nao sao covariantes, ou seja, as MDRs de um mesmo sistema obtidas por
diferentes observadores inerciais nao podem ser conectadas por uma transformagao bem
definida dependente apenas da transformagao de Lorentz A que conecta os observadores.
Essa nao covariancia das MDRs de spin estd associada a diversos fendmenos interessantes em
TIQR e, nos ultimos anos, serviu de base para varios trabalhos na area, as suas consequéncias
para diversas propriedades e protocolos quanticos tendo sido extensivamente estudadas [11-
23].

Apesar das MDRs de spin para particulas massivas terem sido utilizadas em
diversos trabalhos, artigos recentes [35-38] tém apontado problemas associados a utilizacao
das mesmas. Em [35] argumenta-se que as MDRs obtidas por meio do trago parcial dos
momentos sao incapazes de descrever todo tipo de medida de spin, mesmo que o aparato
experimental seja cego com relagdo aos graus de liberdade de momento. Jé em [36, 37],
os autores defendem que é impossivel construir um aparato capaz de medir o spin de uma
particula independentemente dos momentos e, portanto, nao seria possivel definir uma MDR
de spin tragando os momentos. Para expor seu argumento, os autores de [36,37] introduzem
um modelo de medida Stern-Gerlach (SG) para particulas relativisticas e mostram que as
previsoes obtidas utilizando tal proposta nao podem ser explicadas a partir das MDRs de
spin. Apesar do modelo de medida apresentado ser simplificado, resultados recentes [38], em
que a interacao do aparato SG com a particula é tratada de maneira mais formal, confirmam
a proposta feita nesses trabalhos.

Os argumentos apresentados em [35-38] levantaram duvidas quanto a utilidade
dos resultados obtidos na literatura por meio das MDRs de spin. Neste trabalho pretende-
se mostrar que o problema associado ao uso dessas matrizes estd diretamente conectado
a estrutura do espaco dos estados que formam as representacoes unitarias irredutiveis do

grupo de Poincaré. Uma vez feito isso, uma nova abordagem baseada na construcao de



Capitulo 1. Introducao 3

MDRs efetivas de spin sera apresentada. Essa proposta permite recuperar os resultados
presentes na literatura e incorporar as recentes criticas de maneira consistente. No entanto,
para isso sera necessario abandonar o traco parcial usual dos graus de liberdade de momento,
assim como a interpretacao adotada na literatura para as MDRs de spin.

Este trabalho esta estruturado da seguinte forma. No Capitulo 2 é feita uma re-
visao sucinta de alguns conceitos da teoria de grupos e representacoes que serao uteis ao longo
do trabalho. Uma abordagem mais detalhada do assunto pode ser encontrada em [54-57]. No
Capitulo 3 é apresentada uma introducao a teoria da relatividade especial. Essa exposigao
segue os livros textos de Ludvigsen [58] e Lawden [59]. Ainda no Capitulo 3, o grupo de
simetria da relatividade especial é estudado. No Capitulo 4 analisa-se detalhadamente a
teoria de RUIs do grupo de Poincaré. Essa analise é baseada nos procedimentos expostos
em [51-55]. No Capitulo 5 sdo apresentados alguns resultados associados ao uso das MDRs
de spin em TIQR, assim como os argumentos presentes nas criticas feitas em [35-37]. Além
disso, é feita uma analise da estrutura do espaco dos estados associados as RUIs do grupo
de Poincaré e mostra-se que existe uma conexao entre essa estrutura e a impossibilidade
de se utilizar o trago parcial dos momentos para definir MDRs de spin. Por fim, a nova
proposta baseada na utilizacao de MDRs efetivas é introduzida e seu significado é discutido.
No Capitulo 6 sao apresentadas as conclusoes do trabalho desenvolvido nesta dissertacao.
Ao longo de todo o trabalho, a notacao de soma de Einstein para indices gregos repetidos
em posicoes alternadas ¢é utilizada, sendo que os indices gregos nessas somas adotam valores

inteiros de 0 até 3.



CAPITULO 2
Introducao a Teoria de Grupos e

Representacoes

A teoria de grupos é a linguagem subjacente as teorias quantica e relativistica.
E portanto natural que o caminho imediato para a unificacao dessas teorias seja desenvolver
uma estrutura de grupos capaz de acomodar ambas. Um dos pioneiros nessa diregao foi
Eugene P. Wigner que, em seu trabalho seminal de 1939 [51] sobre as RUIs do grupo de
Poincaré, estabeleceu as bases dessa linha de investigacao. Neste capitulo serao apresenta-
dos alguns conceitos sobre teoria de grupos essenciais para a construcao das RUIs do grupo
de Poincaré. Os resultados matematicos aqui apresentados nao serao formalmente demons-
trados. O leitor interessado em uma abordagem rigorosa poderd recorrer a vasta literatura

sobre o assunto [54-57].

2.1 Grupos

Um conjunto de elementos g forma um grupo G se existir um mapa

GxG— G
(91792) — g192,

chamado de regra de composicao do grupo, tal que as seguintes propriedades sejam validas:
e Associatividade: ¢1(g293) = (9192)93 Vg1, 92,93 € G.
e Identidade: 4 e € G tal que eg = ge =g Vg € G.
e Inversa: 3 gl eGtalque g lg=gg'=e Vgeq.

Grupos para os quais a regra de composicao é comutativa, i.e. g1g2 = 9291 Vg1, g2 € G, sao
chamados de grupos abelianos.

Um subconjunto H de um grupo G é chamado de subgrupo de G se seus elementos
formarem um grupo com a mesma regra de composi¢ao de G. Se H nao for constituido
apenas pela identidade e também nao coincidir com G ele é dito um subgrupo préprio. Caso
H seja um subgrupo proéprio de G, os conjuntos gH e Hg, com g € G, sao chamados de

coset esquerdo e coset direito de H em G, respectivamente. O numero de cosets esquerdos

4
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(que é igual ao numero de cosets direitos) pode ser finito ou infinito. O conjunto de todos
os cosets esquerdos (direitos) é denotado por G/H (G\H).

Em geral um coset direito de GG nao precisa ser idéntico a um coset esquerdo, no
entanto existem certos subgrupos N para os quais todo coset direito é um coset esquerdo,

' = N Vg € G. Tais subgrupos sao

ou seja, gN = Ng ou, de maneira equivalente, g/Ng~
chamados de normais ou invariantes. O produto de dois cosets de um subgrupo normal
N resulta em um coset de N, portanto G/N (G\N) forma um grupo sendo eN = N a
identidade. Esse grupo ¢ chamado de grupo quociente de G com relagao a N. Um grupo é
dito simples se nao possuir subgrupos invariantes. Se possuir subgrupos invariantes porém
nao abelianos o grupo ¢ dito semissimples. Dois subgrupos H e K de G sao ditos conjugados

1

se existir um elemento g tal que K = gHg™ ", portanto se H for um subgrupo normal ele é

conjugado a si mesmo.

2.2 Homomorfismos e Representacoes

Um homomorfismo de um grupo G em um grupo H é um mapa ¢ : G — H que
respeita a estrutura do grupo, i.e. ¢(g192) = 0(g1)®(g92) Y1, g2 € G. Se for bijetivo, o mapa
¢ é um isomorfismo.

Dado um homomorfismo ¢ : G — H, o conjunto de todos os elementos de G que

sao mapeados no elemento identidade de H é chamado de nicleo (kernel) do homomorfismo:

Ker(6) = {g € G : 6(g) = e € H}

O nucleo de um homomorfismo ¢ é um subgrupo normal de G, i.e. gKer(¢)g™' = Ker(¢)
Vg € G, portanto G/Ker(¢) é um grupo. Se o homomorfismo ¢ : G — H for um mapa
sobrejetivo, ou seja, V h € H 3 g € G tal que ¢(g) = h, entao H é isomérfico a G /Ker(¢)
e o grupo GG é chamado de recobrimento de H.

Um automorfismo é um isomorfismo de um objeto matemdatico em si mesmo.
O conjunto Aut(X) de todos os automorfismos de um objeto matemdatico X forma um
grupo. Uma representacao de um grupo G sobre um espago vetorial V' é um homomorfismo
X : G = Aut(V) de G para o grupo de automorfismos de V. Uma representacao unitaria
¢ um homomorfismo x : G — U(V) C Aut(V) de G para o grupo de operadores unitérios
Ut = U~ que atuam sobre o espaco vetorial V.

Dada uma representagao y de G sobre V', um subespaco W de V' é dito invariante
sobre a acao de x se x(g)w € W Yw € W e Vg € G. Uma representagao é chamada de irre-
dutivel se ela nao possuir subespacos invariantes nao triviais, i.e. se apenas o conjunto vazio
e o proprio espaco vetorial V' forem subespacos invariantes. Caso contrario a representagao

é dita redutivel e o espaco vetorial V' é a soma direta de subespacos invariantes irredutiveis.
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Toda representacao irredutivel de um grupo abeliano é unidimensional.

Seja p um elemento de um conjunto X para o qual o grupo GG forma um conjunto
de automorfismos, ou seja, G C Aut(X) : X — X, o maior subgrupo G, de G' que deixa p
invariante, i.e. G,(p) = p, é chamado de grupo estabilizador de G em p. O conjunto O(p)
de todos os elementos que podem ser obtidos através da aplicacao de G em um tnico ponto
p de X é chamado de 6rbita de G em p, i.e. O(p) = {g(p)lg € G}, e elementos em uma
mesma Orbita sao ditos equivalentes. Duas orbitas sao ou idénticas ou desconexas. Dois
grupos estabilizadores G, e G, de dois pontos p e ¢ pertencentes a mesma 6rbita O(p) sao

conjugados e, portanto, isomdrficos. O espago G/G,, é idéntico a 6rbita O(p) de G em p.

2.3 Grupos Continuos

O numero de elementos em um grupo G ¢é chamado de ordem do grupo, podendo
ser finito ou infinito. Se os elementos g de um grupo infinito G puderem ser enumerados
através de indices discretos o grupo é discreto, caso contrario o grupo infinito é continuo.
Nesta secao serao apresentadas certas propriedades de grupos infinitos continuos. Os ele-
mentos de um grupo continuo podem ser parametrizados por um conjunto de variaveis reais

continuas

g=gA), A=(A\"),a=1,2,...).

Se esse conjunto for finito, i.e. a =1,2,...,p, o grupo é dito de dimensao finita, o nimero de
parametros sendo a dimensao do grupo. Caso contrario, o grupo é dito de dimensao infinita.

Um grupo de Lie é uma variedade diferenciavel dotada de uma estrutura de grupo
tal que as operacgoes de composicao e inversao sejam diferenciaveis, isto é, dado um grupo

continuo G, se os parametros (A, u) do produto de dois elementos

g(N)g(u) = g(f (A 1))

forem funcoes analiticas dos parametros dos fatores e, similarmente, os parametros A*(\)
do elemento inverso g(\) = g~!()\) forem funcdes analiticas dos parametros A, entdo o
grupo continuo é chamado de grupo de Lie. Os parametros continuos A\* sao chamados de
coordenadas do grupo de Lie. Para um grupo de Lie de dimensao finita G as coordenadas
A% variam em uma regiao de RP, sendo p a dimensao do grupo. Se todos os elementos de
um grupo poderem ser especificados por coordenadas confinadas em uma regiao finita de RP?,
esse grupo é dito compacto. Caso contrario ele é nao compacto.

Uma curva continua g = ¢(7), com 0 < 7 < 1, em um grupo de Lie G é um mapa

T€[0,1] = g(r) € G
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tal que as coordenadas A*(7) do elemento g(7) sejam fungdes continuas do parametro 7.
Dois elementos gg e g; estao conectados por uma curva g(7) se g(0) = go e g(1) = ¢g1. Caso
g(0) = g(1) = g a curva é chamada de curva fechada, ou loop, através de g. A curva fechada
formada apenas por um elemento g é chamada de loop nulo em g.

Um subconjunto H do grupo G é chamado de conexo se todo par de elementos
de H poder ser conectado por uma curva continua. A componente de um elemento g de um
grupo de Lie G é a uniao de todos os subconjuntos conexos de G que contém o elemento
g. A componente GG; do elemento identidade do grupo GG, chamada de componente conexa
prépria, é um subgrupo fechado® invariante de G. Um grupo de Lie geral G consiste de vérias
componentes conexas (; que sao desconexas entre si, sendo que cada componente conexa
G, ¢ obtida do subgrupo préprio G; aplicando-se alguma transformacao discreta ~; de um
grupo discreto I'. Portanto um grupo de Lie geral é um produto direto entre a componente

conexa propria e um subgrupo discreto:
G = G1 x I

Duas curvas ¢(7) e ¢'(7) que conectam os elementos gg e ¢g; sao ditas homotépicas
se existir uma deformacao continua de uma curva na outra que deixa os pontos extremos
go € ¢y inalterados. Todos os loops através de um elemento g sao classificados de acordo
com classes de homotopia e um grupo de Lie é dito ser m-conexo se possuir n classes de
homotopia em cada elemento. Se toda curva fechada for homotépica a um loop nulo, i.e.
toda curva fechada poder ser continuamente contraida em um ponto, o grupo de Lie é dito
simplesmente conexo.

Se x(g) for uma fungdo continua sobre o grupo G, e ¢g(7) uma curva continua
fechada em G, tal que ¢g(0) = g(1) = g, pode acontecer que x(g(0)) # x(g(1)). Fixando-
se um valor inicial xo = x(g(0)) e tomando todos os caminhos fechados possiveis em G
comecando em g, se o nimero méaximo de valores diferentes assumidos por x(g(1)) for m
entao a fungao x(g) é m-valorada. Esse niimero é uma propriedade do grupo e estd associada
ao numero de classes de homotopia do mesmo (m < n para um grupo de Lie n-conexo). Os
elementos x(g) de uma representagao x de um grupo de Lie G sao fungoes continuas do
grupo (G, portanto uma representacao y de G é m-valorada se a cada elemento g do grupo
G estiverem associados m operadores diferentes x1(g),. .., xm(g). Em grupos simplesmente
conexos todo caminho fechado é homotépico ao loop nulo e qualquer fungao continua x(g)
no grupo deve assumir um unico valor para cada g, suas representacoes sendo designadas de
vetoriais.

E possivel mostrar que, para qualquer grupo G n-conexo, existe um recobrimento
simplesmente conexo G chamado de recobrimento universal e, portanto, G é isomérfico

aG /ker(¢), sendo ¢ o homomorfismo de G em G. Toda representacio do grupo G é uma

'Por fechado entende-se que todo ponto fora de G possui uma vizinhanca desconexa de G1.
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representacio vetorial de G, portanto estudar as representacoes multivaloradas de G equivale

a estudar as representacoes de seu recobrimento universal G.

2.4 Constantes de Estrutura de um Grupo de Lie

Se G for um grupo de Lie de dimensao finita, entao sempre poderao ser escolhidas
coordenadas \* tal que o elemento identidade esteja na origem, i.e. e = g(0). Seja f*(A, p),
com a = 1,2,...,p, as coordenadas do produto g(A)g(u) entre dois elementos de um grupo

de Lie, entao

f(/\,O) :f(oa)‘> :)‘7
FOSf(uv) = F(FA ), v).

Considerando a vizinhanga do elemento identidade, as fungoes f(\, 1) podem ser expressadas

em uma série de Taylor em A e u, o que, levando em conta as identidades anteriores, resulta

em
FEO ) = A+ 1+ BN 4 O3(A, o),
em que
o _ LA
be T
ONOue  Ia=p=0

e O3(\, ) denota termos de ordem maior que 3 em A e p. Os niimeros
Oabc = Bacb - Babc

sao chamados de constantes de estrutura do grupo de Lie e, além de serem antissimétricos,
satisfazem a identidade de Jacobi
d
C e[acebc] — O

Dada uma curva continua g(7) = g(A(7)) passando através do elemento identi-

dade, tal que g(0) = e, o objeto
dg(7)

dr lr=0

define um vetor X chamado de vetor tangente a curva g(7) em e. O conjunto de vetores
tangentes a todas as curvas através do elemento identidade forma um espaco vetorial cha-
mado de espago tangente em e, denotado por T.G. Os vetores de base no espago tangente

T.G sao chamados de geradores e sempre podem ser definidos por

dg

Xa = )
O [x=0
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tal que
g(\) = e+ A" X, + O(\?).

Se g(A) for unitario, entdao X, ¢ anti-hermitiano: X = —X,,.
A estrutura de uma dlgebra de Lie é introduzida definindo para cada par ordenado
(X4, Xp) de vetores tangentes X, e X; uma regra de composic¢ao, chamada de multiplicagao
de Lie,
(X,, Xp) € T.G x T.G — [X,, Xp] € T.G,

tal que
[(Xo, Xp) = C° X

Essa relacao define a algebra de Lie g do grupo de Lie (G. Para grupos abelianos todas as

constantes de estrutura se anulam e a algebra de Lie é Abeliana:
[ X, Xp] = 0.

Para os casos de interesse, a multiplicagao de Lie é definida como o comutador dos geradores,
isto é,
[Xa, Xb] = XaXb — XbXa — Ccach'

Na classe Y de todos os grupos de Lie que possuem algebras de Lie isomorficas,
existe um e apenas um grupo simplesmente conexo G. Esse grupo é o recobrimento universal
de todos os outros grupos em X e, por isso, ¢ chamado de recobrimento universal da classe ..
Qualquer grupo da classe ¥ é isomérfico a G /N, sendo N um subgrupo invariante discreto.
Os membros da classe ¥, apesar de localmente isomdrficos, podem ser totalmente diferentes
globalmente.

Um subespaco hh C g fechado em relagao a operagao de multiplicagao de Lie é
uma subalgebra da algebra de Lie g. Se, além de ser uma subdlgebra, h satisfazer a condicao
mais forte [g, h] C B, entdo h é dito ser um ideal da algebra de Lie g. Isso estd diretamente
conectado a definicao de subgrupos normais, portanto uma &élgebra de Lie é dita simples se
nao possuir ideais nao triviais e nao for abeliana. Caso a algebra de Lie possua ideais, porém
somente ideais nao abelianos (excluido o ideal trivial {0}), ela é dita semissimples. Toda
algebra semissimples é isomorfica a soma direta de algebras simples.

Seja G um grupo de Lie e g sua dlgebra de Lie, entao para todo vetor tangente

X € g existe um subgrupo de G de um tunico parametro, i.e. um unico homomorfismo
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analitico g(7) = exp(7X) de R em G, tal que

9(m1)g(m2) = g(11 + 72),

dg(r)
- X
dT =0 ’
g(0) =e

Esse homomorfismo é chamado de mapa exponencial da dlgebra de Lie g no grupo de Lie G.

2.5 Produto Direto e Semi-Direto

O conjunto de todos os pares ordenados (g,¢'), em que g é um elemento de um

grupo G e ¢’ um elemento de outro grupo G’, com a regra de composi¢ao

(91, 91)(92, 95) = (9192, 91.95)

é chamado de produto direto G x G’ dos grupos G e G'. A identidade de G x G’ é (e, ¢€’) e

a inversa de (g,9') ¢ (9,9") " = (97" 9"").
Seja G = {g} um subgrupo do grupo de automorfismos Aut(H) de outro grupo

H = {h}, i.e. o grupo G atua isomorficamente no grupo H

g:H—H
h+— g(h).

O conjunto de todos os pares ordenados (h, g) com a regra de composi¢ao

(hl,gl)(hQ,gz) = (hlgl(h2)79192>

define o produto semi-direto H x GG entre os grupos G e H. O elemento identidade de H x G
é (em,eq), sendo que eg(h) = h Yh € H, e a inversa de (h, g) é dada por

(h,g) ' =(g7"(h"),97").

Dado o produto semi-direto H x G, H é um subgrupo normal de H xG e HxG/H
é isomorfico a GG. Para se chegar a essa conclusao basta observar que, dado o homomorfismo
sobrejetivo ¢ : H x G — G, H é o nucleo de ¢ e, portanto, G é isomérfico a H x G /Ker(¢) =
HxG/H.

Se H = {a} for abeliano com a regra de composigao dada pela adi¢do e G = {A}
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atuar linearmente em H, entao o produto semi-direto H x G possuira a regra de composi¢ao
(a1, A1)(az, A2) = (ay + Araz, A1As)

e inversa

(a,A)™t = (=A"ta, A7),



CapriTuLOo 3

Teoria da Relatividade Especial

O inicio do século XX foi marcado por importantes realizacoes cientificas, entre
elas a descoberta de que espaco e tempo devem ser reunidos em uma unica variedade dife-
renciavel quadridimensional M chamada de espago-tempo. Um ponto de M representa um
evento, i.e. uma ocorréncia instantanea e pontual, enquanto um ponto do espago representa
a posicao de uma particula pontual relativa a um observador. Uma particula no espago-
tempo € representada por uma curva, chamada de linha de universo, que esta associada a
sequencia de eventos que ela ocupa durante sua vida.

Se nenhuma forca além da gravitacional agir sobre uma particula pontual, a
mesma ¢ qualificada de inercial, assim como seu movimento. Um observador é dito em
movimento inercial se uma particula inercial inicialmente em repouso com relacao a ele,
assim o permanecer pelo menos localmente. Essa restricao equivale a afirmar que a aceleragao
inicial da particula em relacao ao observador é nula em primeira ordem de distancia, termos
de ordem mais elevada sendo responsaveis pelos chamados efeitos de maré que apontam a
presenca da gravidade.

As linhas de universo de particulas inerciais, chamadas de linhas de universo
inerciais, formam um conjunto particular de curvas em M. O principio de relatividade,
um dos alicerces da teoria da relatividade, introduz uma relacao de equivaléncia local entre
essas curvas. Esse principio enuncia que se Alice e Bob sao dois observadores inerciais que
realizam experiéncias idénticas, em regioes suficientemente pequenas de espago-tempo para
que efeitos de maré sejam negligenciaveis, entao eles obterao os mesmos resultados. Aceitar
o principio de relatividade implica que um observador inercial é incapaz de obter qualquer
informagao sobre sua posicao, sua orientacao ou seu movimento no espaco-tempo através
de experiéncias que durem suficientemente pouco tempo e que ocupem regioes do espaco
suficientemente pequenas. Nesse sentido, todos os pontos de M sao equivalentes, assim
como todas as linhas de universo inerciais e dire¢oes que passam por um dado ponto de
M. Isso corresponde a uma defini¢ao fisicamente motivada da homogeneidade e isotropia do
espaco-tempo.

Existe um conjunto ainda mais especial de curvas no espaco-tempo, formado por
curvas chamadas de raios nulos, correspondente as linhas de universo de particulas sem
massa, ou seja, curvas que descrevem o comportamento da radiagao eletromagnética no
espaco-tempo. A radiacao eletromagnética possui propriedades bem diferentes daquelas das

particulas massivas e seu comportamento pode ser descrito no espago-tempo dado que suas

12
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linhas de universo obedecam as seguintes propriedades:

e O conjunto de todos os raios nulos que passam por um dado ponto P € M da origem a
um tnico cone tridimensional N(P) de vértice P em M, sendo que suas partes futura e
passada sdo denotadas por NT(P) e N~ (P), respectivamente. N(P) é uma estrutura

absoluta, independente da escolha de um observador.

e A linha de universo de todo observador que ocupa instantaneamente P estd contida
no interior de N(P), e cada raio nulo de N(P) define um tnico ponto em sua esfera
celeste. Isso significa que o conjunto de todos os raios nulos que passam por P possui

simetria esférica do ponto de vista de qualquer observador que ocupe instantaneamente
P.

Essas propriedades implicam que a velocidade da radiacao eletromagnética seja localmente

constante para observadores inerciais.

3.1 O Espaco-Tempo Plano e a Relatividade Especial

Nesta secao serd feita a andlise do caso particular em que as defini¢des e pro-
priedades descritas anteriormente nao sao validas apenas localmente, mas sim globalmente.
Como sera visto adiante, esse regime leva a uma descricao da natureza em termos de um
espaco-tempo plano, chamado de espaco de Minkowski, e, portanto, corresponde a uma
situagao em que a gravidade pode ser negligenciada.

Apesar de introduzido o conceito do que vem a ser um observador inercial, ainda
é necessario definir como um sistema de coordenadas é introduzido para descrever o espago-
tempo. Para isso, supoe-se que todo observador dispoe de um relégio, de uma fonte de luz
capaz de emitir frequéncias variadas e de um detector capaz de identificar a frequéncia de
um sinal luminoso detectado. Cada observador, utilizando-se de seu préprio relégio, pode
associar um numero t(P), chamado de tempo préprio, a cada ponto P de sua linha de
universo.

Sejam Alice e Bob dois observadores inerciais, suas linhas de universo serao ditas
paralelas se Alice emitir um feixe luminoso de uma dada frequéncia e Bob medir exatamente
a mesma frequéncia emitida. Obviamente, se realizado ao contrario o experimento dara o
mesmo resultado. Nesse caso Alice (Bob) conclui que Bob (Alice) possui velocidade relativa
nula. Esse paralelismo entre linhas de universo define uma relagao de equivaléncia, ja que se
Céssia for um terceiro observador inercial de linha de universo paralela a de Bob, a mesma
também serd paralela a linha de universo de Alice.

A distancia espacial entre dois observadores inerciais paralelos pode ser obtida
através do procedimento a seguir. Alice emite um feixe no instante t; de seu tempo proprio,

o mesmo ¢é refletido por Bob, e Alice volta a detectd-lo mais tarde no instante t,. Dessa
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forma Alice conclui que Bob estd a uma distancia d = ¢(t; — t1)/2 dela, sendo ¢ o médulo
da velocidade da luz no vacuo. O mesmo tipo de experiéncia permite que Bob sincronize
seu relégio com o de Alice: quando o feixe de Alice chega, Bob coloca seu reldgio no tempo
t1 —i—% = (t2+t1)/2. Bob conhece o valor de d através de uma experiéncia como a precedente e
o valor de t; pode estar codificado no feixe ou ter sido acordado por meio de uma comunicagao
prévia. O principio de relatividade garante que esses experimentos darao o mesmo resultado
qualquer que seja o instante e o sentido em que forem efetuados e relégios sincronizados
dessa maneira permanecerao sincronizados durante o restante do movimento. Se Cassia
sincronizar seu relégio com o de Bob, entao seu relégio também estara sincronizado com o
de Alice e, portanto, é possivel definir uma fungao tempo universal aplicavel a toda uma
classe de equivaléncia de linhas de universo paralelas. Dessa forma, dado um ponto P sobre
uma linha de universo, existe uma classe de equivaléncia de pontos sincronizados com P, i.e.
pontos @ tal que t(Q) = t(P), em que t é a fun¢do tempo universal associada a linha de
universo considerada. Essa classe de equivaléncia de pontos forma um plano tridimensional
passando por P.

Se Alice emite um feixe no instante t; que reflete em qualquer outro observador,
inercial ou nao, que ocupe (), voltando para Alice no instante posterior ¢y, ela dird que o
evento () ocorreu no instante (¢ + ¢1)/2 a uma distancia c(t; — t1)/2. Adiante ficara claro
que o conceito de sistema de coordenadas inercial esta diretamente conectado as classes de
equivaléncia de linhas de universo paralelas. Um sistema de coordenadas inercial corresponde
a uma classe de equivaléncia de observadores inerciais com linhas de universo paralelas em que
um dos observadores da classe é escolhido para definir a origem do sistema de coordenadas
espaciais e uma funcao tempo universal é definida. As coordenadas espaciais de um evento
no respectivo sistema de coordenadas estarao associadas a distancia da linha de universo
escolhida como origem até a linha de universo paralela que contém o evento, e o instante
sera dado pela funcao tempo universal associada a classe de equivaléncia.

Um deslocamento consiste em um par ordenado de pontos de M com OP = —PQO
e OP + PQ = OQ. Sempre que P estiver no interior de N(O), OP é dito do tipo tempo;
caso P se situe sobre N(O), OP é dito nulo; e se OP nao for do tipo nulo nem do tipo
tempo, entao P estd fora de N(O) e OP é do tipo espago. Se OP e O’ P’ estiverem situados
em linhas de universo paralelas [ e I’ e t(P) — t(O) = t/(P") — t/(0’), os deslocamentos sao
ditos equivalentes. Essa nocao de equivaléncia é facilmente extendida para deslocamentos
do tipo espaco, que nao correspondem a linhas de universo de particulas inerciais, de tal
forma que todos os deslocamentos podem ser classificados segundo classes de equivaléncia, a
classe contendo todos os deslocamentos equivalentes a O P sendo designada por {OP}. Essas
classes de equivaléncia sao chamadas de vetores de espaco-tempo, a adicao e multiplicacao
por um escalar sendo definidas por z+w = {OP+ PQ} e ax = {aOP}, em que x = {OP} e
w = {PQ}. O conjunto de todos os vetores de espaco-tempo forma um espago vetorial V' de

quatro dimensoes. Escolhido um ponto de origem O, V pode ser identificado com o espago
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dos deslocamentos que comegam em O e pode-se escrever simplesmente x = OP. Com isso,
conclui-se que a nocao de paralelismo entre linhas de universo inerciais implica na existéncia
de uma estrutura afim natural no espaco-tempo considerado.

Se OP é do tipo tempo e t(P) — t(O) = 1, v = {OP} é chamado de quadrivetor
velocidade ou quadrivelocidade. Portanto, um quadrivetor velocidade conecta dois pontos
O e P (P € N*(0)) separados por uma unidade de tempo préprio. Se a linha de universo
de um observador inercial passar por O e P, ele possuira uma quadrivelocidade v. Escolhido
um ponto de origem O e uma quadrivelocidade v = OP, o conjunto de todos os vetores
x = 0@, em que @ é sincrono a O do ponto de vista de um observador de quadrivelocidade
v, forma um subespaco de V' de dimensao trés denotado por v*. Esse subespaco descreve a
classe de equivaléncia dos pontos sincronizados com O do ponto de vista de um observador
inercial de quadrivelocidade v, i.e. v representa o espaco num instante fixo de tempo para
esse observador.

Para um dado observador inercial Bob de quadrivelocidade v, o conceito de angulo
entre deslocamentos pode ser introduzido em v+ utilizando o paralelismo entre linhas de
universo inerciais. Se Alice e Cassia forem observadores inerciais paralelos a Bob que emitem
constantemente sinais luminosos, Bob observara dois pontos luminosos estacionarios. Dessa
forma, Bob pode medir o angulo # entre esses dois pontos e assim definir o angulo entre O P
e 0OQ, sendo P e @ os pontos das linhas de universo de Alice e Céssia que cruzam o plano v+
que define os pontos sincronos ao ponto O da linha de universo de Bob. Se o angulo entre
e=0Q e e =0Qq for de 90°, entao e e € sao ditos ortogonais.

L e a distancia entre eles for igual a

Se O e @ forem dois pontos em um plano v
um, entao o vetor e = OQ) é chamado de unitario. Nesse caso, os vetores v + ce e v — ce,
em que ¢ é o modulo da velocidade da luz, sao nulos e correspondem a direcoes antipodais
do ponto de vista de um observador de quadrivelocidade v. Se (eq), e2), €3)) constituir
uma base ortogonal destrégera de vetores unitarios em v+ (as definigoes de ortogonalidade e
unitariedade tendo sido fisicamente definidas em v%), o conjunto (e(0)s €(1)s €(2): €(3))> em que
eo) = v/c, define, do ponto de vista fisico, uma base ortonormal (ON) de espaco-tempo. As

componentes w* de um vetor w com relacao a (e(,)) sdo dadas por
w = woe(o) + wle(l) + wQe(z) + w3e(3) = whe(,). (3.1)

Essa definicao fisicamente motivada de base ON esta de fato associada a definicao de um
produto interno em V.

Dado o sentido fisico de v*, é possivel definir uma forma quadrética' natural
nesse hiperplano, tal que g(e(), ej)) = d;;. Para extender essa forma quadrética para vetores
que nao sejam do tipo espaco ¢ preciso analisar que propriedades deseja-se que ela descreva.

As propriedades de interesse sao apresentadas a seguir.

'Uma forma quadrética é uma forma bilinear simétrica.
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e Primeiramente, é interessante que essa forma quadratica descreva matematicamente a

nocao fisica de perpendicularidade entre v e v+, portanto g(e,v) = 0 Ve € v,

e Em segundo lugar, a forma quadratica deve descrever o comportamento particular dos
raios nulos. As componentes de um vetor nulo arbitrario n em qualquer base ON
respeitam a seguinte relagao: (n')? + (n?)? + (n®)? — (n%)? = 0. Com isso é natural

impor que g(n,n) = 0 para qualquer vetor nulo 7.
Essas propriedades fisicamente motivadas implicam que
9(v,0) = g(n — ce,n — ce) = g(n,n) — 2g(ce,n) + g(ce, cc)

= —2g(ce,v + ce) + & = —2g(ce,v) — 2g(ce, ce) +
=22+ = ¢ (3.2)

para qualquer quadrivelocidade v. Portanto, para uma base ON (e(,)) qualquer, g(e(), €w)) =

N, em que 1, ¢ dado, em forma matricial, por

-1 0 0 O
1 00
L= 3.3
{m} 01 0 (3.3)
0 01

A forma quadrética g é chamada de métrica do espaco-tempo e codifica leis fundamentais
da natureza. O fato de existirem sistemas de coordenadas para os quais a métrica possa ser
escrita na sua forma canonica para qualquer ponto do espago-tempo ¢é reflexo da estrutra
plana do espaco considerado.
Seja Alice um observador inercial associado a uma base ON (e(,)). Dado um ponto
P do espago-tempo, suas coordenadas nessa base serao dadas por (ct,x,y,z) = (z*). Para
Bob, um outro observador inercial com uma base ON (e{,) associada, as coordenadas de
P serao dadas por (ct',2',y,2') = (2/*). O primeiro passo para encontrar a transformagao
't = a'M(x”) que conecta esses dois sistemas de coordenadas é demonstrar que ela deve
ser linear para que o principio de relatividade seja valido. Para isso considere um terceiro
observador inercial Céssia de tempo préprio t”. Sua posicao vista por Alice é descrita pelas
; . ~ . o . B,
coordenadas (2#) = (ct,2*(t)). Como todos os observadores considerados sao inerciais, %= ¢
constante. Como visto anteriormente, o principio de relatividade implica em uma defini¢ao
fisica da homogeneidade para observadores inerciais (global no caso do espago-tempo plano)
dt’ . . L
e, portanto, “— também deve ser constante. Combinados esses resultados implicam que
det __ dzM dt Az
112

Sor = Y3 = cte e, portanto, %75 = 0. Caso Bob descreva o movimento de Céssia, ele
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2 . . s . .
ddtg,”@ = 0 devido ao principio de relatividade. No entanto, como

também ird obter que

dz™ Oz dx” d*a'" s d*x” N 0% dx? dx’ (3.4)
dt’ — dxv dt” a2 Oxv dt" T QxvOxC dt” dt" '
é necessario que
02$/p
=0, 3.5
oxv0x° (3:5)
ou seja, as transformagoes z# = x'#(x) devem ser lineares:
o = A a¥ + b (3.6)

Observe que esse resultado s6 é valido para transformacoes entre sistemas de coordenadas
associados a diferentes bases ON. Em (3.6) os A*, sao interpretados como elementos de uma
matriz A que caracteriza uma transformacao entre dois sistemas de coordenadas que possuem
a mesma origem espaco-temporal, enquanto que b* representa uma possivel translacao da
origem dessas coordenadas.

Da transformacao de coordenadas obtém-se facilmente a relacao entre os novos

vetores de base e os originais:
Eu) = A" 6/(11)7 e,(u) = (A_l)ul/e(/ﬁ)‘ (37)
Resulta entao que

Nuw = g(e(u)7 6(l/)) = g<Aaue,(a)’ Aﬂyel(ﬁ)) = Aa,uAByg(el(a)? el(ﬂ))
_ AauAﬁyna& (38)

portanto
n = A"nA. (3.9)

A relaca@o (3.9) define quais sao as tranformagoes lineares A permitidas em (3.6). Da relacao
(3.9) obtém-se que o conjunto dessas transformagoes lineares, chamadas de transformagoes
de Lorentz, junto com a regra usual de multiplicacdo de matrizes formam um grupo nao

abeliano chamado de grupo de Lorentz (£). O elemento inverso de A é obtido multiplicando

(3.9) por ! =,

A'npA =1
nATnA =1
(nATn)A = AIA
nATn = A"t (3.10)
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Os elementos da inversa de A sao denotados por (A™1)* = A * e os elementos da inversa
de n por nt.

As translagoes da origem do sistema de coordenadas, 2/t = (T(b) (a:))” =t +
b, associadas ao termo +b* em (3.6), também formam um grupo, chamado de grupo das
translagoes (7). Ao contrario do grupo de Lorentz o grupo das translagdes é abeliano ja que

a regra de composicao associada é aditiva, isto ¢,
[Tay (T (2))]" = (T (@) + 0 = 2¥ + V' + 0 = (T (2))" (3.11)

As transformagoes gerais dadas pela equacao (3.6), constituidas por transformagoes de Lo-
rentz e translacoes, sao chamadas de transformacoes de Poincaré.
Todo objeto g de quatro componentes ¢g* que, sob a acao de uma mudanca de

coordenadas, se transformam como
q" = A", (3.12)

i.e. as componentes numa dada base ON se transformam de maneira contraria aos vetores
de base, é chamado de vetor contravariante. Por ser uma forma quadratica, a métrica
transforma um par de vetores em um escalar, ou seja, dado dois vetores contravariantes
q e w, g(¢,w) = nue"w” nao muda sob a acdo de uma transformagado de Lorentz. Além
das propriedades apresentadas anteriormente, a métrica de Minkowski é nao degenerada, ou
seja, para todo vetor ¢ # 0 existe um w tal que g(q,w) # 0. Portanto a métrica define um

produto interno entre vetores

(g, w) = g(q,w) = ¢" gw = Nug"w” (3.13)

que, por sua vez, induz uma norma

lall* = (@ a) = Nua"q”. (3.14)

Os tipos de classes de equivaléncia entre deslocamentos (vetores) podem ser divididos de
acordo com o sinal da norma, i.e. sempre que ||g||> > 0 o vetor é do tipo espaco, se ||q]|> < 0
é do tipo tempo e caso ||¢||* = 0 e ¢ # 0 é do tipo nulo. Essa defini¢io é obviamente
invariante por transformacoes de Lorentz, j4 que a norma é um escalar.

A métrica define uma operacao de abaixamento de indice dada por ¢, = 1,.4",
permitindo escrever o produto interno como (g, w) = ¢*w,. Vetores que possuem compo-
nentes formadas pela operacao de abaixamento se transformam diferentemente dos vetores
contravariantes. As componentes g, desses vetores obedecem a lei de transformacao dada
por

¢, =MN."q (3.15)
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e os vetores correspondentes sao chamados de covariantes, pois suas componentes se trans-
formam como os vetores de base. Escalares e vetores contravariantes e covariantes sao casos
particulares de outros objetos geométricos chamados de tensores. Um tensor misto 7' de
ordem (r,n) é um objeto com 4(r 4+ n) componentes T##7  que, sob uma mudanca de

sistema de coordenadas ON, transformam-se segundo a regra

(A VS W WO W ke, (3.16)

... 61/871 :

Dado dois observadores Alice e Bob de quadrivelocidades v e w, respectivamente,

a relagao entre suas quadrivelocidades é dada por
Y rlw=v+W (3.17)

em que 7y deve ser definido e ||W|| ¢ a distancia que Alice declara que Bob viajou em uma
unidade de seu tempo préprio, i.e. W é um vetor em v+ que representa a velocidade relativa

de Bob com relacao a Alice. Dessa relacao e das propriedades das quadrivelocidades obtém-se

W
= (1o

C

que

=

)_ (3.18)

Na base ON associada a Alice a componente W é nula e as outras trés componentes formam
um trivetor denotado por w. Entao, nessa mesma base ON, w = (¢, w).

Existe um vetor contravariante, chamado de quadrimomento, que tera uma im-
portancia especial na andlise do caso quantico. Em uma dada base ON (e(,)), o quadrimo-

mento é dado por
E
p=("p) = <?p) : (3.19)

em que F e p sao respectivamente a energia e o momento linear relativisticos de uma particula
com relagao a um observador de quadrivelocidade v = ce(). Para uma particula de massa

m # 0 e quadrivelocidade w ele pode ser reescrito como

p=mw = ym(c,w), (3.20)

e [[pll* = g(p,p) = —m?3c®. No caso de particulas sem massa E = ||p||c e, portanto, o
quadrimomento é dado por

p=(lpll,p), (3.21)

o que implica em ||p|| = 0.
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3.2 Grupo de Poincaré

As transformagoes de Poincaré (3.6), formadas pela composicao de translagdes
e transformagoes de Lorentz, sdo denotadas por (a,A) sendo a = (a*) os parametros da

translagao T(4) e A a matriz associada a transformacao de Lorentz. Portanto,
" = ((a, N)x)* = A" 2” + a". (3.22)
A composigao de duas transformagoes de Poincaré (b, L) e (a, A) é dada por

(b, L)(a,N)x)* = L* ((a, N)x)* + b
=Lt (A%, 2" +a) + "
=LF AN 2" + LF o™ + "
= ((b+ La, LA)x)*, (3.23)

ou seja,

(b, L)(a,A) = (b+ La, LA). (3.24)

Portanto as transformagoes de Poincaré também formam um grupo, chamado de grupo de

Poincaré, dado pelo produto semidireto entre os grupos de translacao e de Lorentz
P:TxL. (3.25)

A regra de composicao é dada por (3.24), enquanto que a identidade e a inversa sao dadas
por (0,1) e (a,A)™! = (=A~ta, A7), respectivamente. Os grupos 7 e L aparecem como
subgrupos de P formados por elementos (a, ) e (0,A), respectivamente, e as propriedades
do grupo de Poincaré estao diretamente ligadas as propriedades desses grupos.

Como observado anteriormente, 7 é abeliano. Além disso, seus elementos sao
descritos por quatro parametros continuos a* e as funcoes que caracterizam os parametros
de uma composicao ou da inversa sao analiticas. Portanto 7 é um grupo de Lie abeliano
de dimensao 4 e possui quatro geradores que comutam entre si. Os geradores do grupo de

translagoes sao dados por
aT(a)

8@“ a=0

a notacao P, tendo sido introduzida por motivos que ficarao claros no préximo capitulo.

= —iP,, (3.26)

Definindo P* = n*P,, as relagoes de comutagao para os P*’s sao dadas por

[P*, P"] =0, pu,v=0,1,2,3 (3.27)
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e uma translagao infinitesimal é escrita como
T, = (1 —1i,P"). (3.28)

As coordenadas a* de T assumem valores de —oo até oo e, portanto, 7 é nao compacto.

3.2.1 O Grupo de Lorentz

Matematicamente o grupo de Lorentz é descrito pelo grupo ortogonal indefinido
O(3,1): o grupo de Lie de dimensao 6 formado pelas matrizes 4 x 4 que satisfazem (3.9).
Partindo de (3.9) tem-se que det(A) = £1. Uma transformacao de Lorentz com determinante
+1 é dita propria, e é dita imprépria se o determinante é —1. Além disso, tomando o = 3 =0

em (AT)* 1A 5 = 1o, obtém-se que
oo = —1 = (A" A’ 5 = A Al
—-1= _(Aoo)2 + (A10)2 + (A20>2 + (Ago)2
(A00>2 =1+ (A10)2 + (A20>2 + (A30)2 = 1, (329)

isto 6, A° > +1 ou A, < —1. Portanto, de acordo com o sinal do determinante e do

elemento A%, o grupo de Lorentz pode ser separado em quatro componentes claramente

desconexas:
LL={AA€0(3,1),detA = +1,A%, > +1}
LY ={AA€0(3,1),detA = +1,A° < —1} (3.30)
L ={A A€ 0(3,1),detA = —1,A%, > +1}
LY ={A A e O3,1),detA = —1,A%, < —1}.

O subconjunto Ei é a componente conexa propria e, portanto, constitui um subgrupo do
grupo de Lorentz, chamado de grupo de Lorentz restrito. O subgrupo discreto que gera os

outros subconjunto a partir de El é dado por I' = {I, —1I,—n,n}, tal que
ch=—-1ct =l Lt =4l (3.31)

Daqui em diante apenas o grupo de Lorentz restrito sera considerado.

Os geradores das transformacgoes de Lorentz restritas, assim como suas relagoes de
comutacao, serao importantes na extensao para o caso quantico. Para encontra-los considera-
se uma transformacao de Lorentz infinitesimal (I +w), em que w é uma matriz infinitesimal.
Partindo da equacao (3.6) e conservando apenas os termos até primeira ordem em w, a
relagao (6%, +w®,)nas(0°, + w’,) = n, resulta em wy, = —w,,, sendo wy, = New®,, ou

seja, 0S Weg sa0 antissimétricos e a matriz {w,p} formada por eles possui seis parametros
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independentes:
0 Wo1 Wo2  Wo3

—Wo1 0 W12 W13

{waﬁ} = (332)

—Wp2 —Wi2 0 W23

—Wp3 —Wi13 —Wa3 0

A matriz {w,p} pode ser parametrizada usando seis matrizes antissimétricas.

{wap} = wor {(M*)as} + woa{ (M) o} + wos{(M*)ap}
+ was{ (M) a5} + wi1s{(M"?)ap} + wio{ (M) o}
= > wud(M")as}, (3.33)

pu<v
sendo que
0 100 00 0 O
-1 0 0 0 00 0 O
MOla — : M23a —
(O} =| O} =0
0 000 00 —10
0 010 0 0 00
0 000 0 0 01
M02a — : Mlga —
O} =| o o O = 0 oy
0 000 0 -1 00
0 01 0 00
000 0 10
M03a — : M12a —
{(M™)as} 00 0 MPask =10 1 0
-1 0 0 0 0O 0 00

As matrizes {(M" ).z} s6 estao definidas para ;1 < v, no entanto elas também

podem ser definidas para p > v impondo-se que elas sejam antissimétricas com relagao a
v ie.

{(M")ag} = ={(M"™)ag}, (3.34)

o que implica em {(M*),3} = 0 para = v. Essa defini¢do permite escrever

{was} = D wud(M"™)ag} = Y wud(M*)as} = %ww{(MW)aﬁ}v (3.35)

p<v pu>v
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e
1 17aYe%
AN=1+ §wuv{(MM )5} (3.36)
Portanto as matrizes M*” = {(M"")*4} sdo os geradores das transformagdes de Lorentz.
Definindo J* = —iM*" as transformacoes infinitesimais podem ser reescritas
como .
i
A=1T+ EwWJ“”, (3.37)

em que estd subentendido que J* = {(J*)%4}. E util definir as seguintes grandezas

1 1
K, ==J,50° e Jy = —Egnad 07, 3.38
s 5. C8A (3.38)
em que v é a quadrivelocidade de um observador. Essas duas grandeza juntas sao equivalentes
a J* Utilizando uma base ON (e(,)) tal que v = ce(), as grandezas anteriores sao escritas
como (Jy) = (0,J) e (K,) = (0,K), com K; = K' = Jyy = J% e J; = J' = Jy, = J* (i, 5,k
ciclicos). A dlgebra de Lie associada ao grupo de Lorentz restrito pode entao ser escrita

COImMo:

[J;, Jj] = i€ " (3.39)

A relagao (3.39) forma uma subélgebra da dlgebra de Lie do grupo de Lorentz restrito.
Essa subdlgebra é idéntica a algebra das rotagoes espaciais e, de fato, os geradores J estao
associados com as rotagoes espaciais tridimensionais dadas pelo grupo SO(3) que é subgrupo
de L.

Os seis parametros reais w,,, sao as coordenadas do grupo de Lorentz. Por estarem

associados as rotagoes espaciais, os parametros associados aos geradores J sao denotados por
wag = 01, w3y = 0y, wyg = O, (3.42)

sendo que 0 < #; < 2w. Os parametros associados aos outros trés geradores sao denotados
por
wor = &1, wo2 = &2, wo3 = &3, (3.43)

seu significado podendo ser obtido através do mapa exponencial de um subgrupo de um



Capitulo 3. Teoria da Relatividade Especial 24

unico parametro associado a K;. Para Ky, por exemplo,

0 -1 00 cosh(§;)  —sinh(&) 0 0
, -1 0 0 0 —sinh h 0 0
A= 6K o |g _ | 7sinh(&)  cosh(&y) L (3.44)
0 0 00 0 0 10
0 0 00 0 0 0 1
o que, realizando uma mudanca de parametro dada por
Sinh(&l)
LT 3.45
cosh(&;)’ (3.45)
devolve a forma usual de uma transformacao de Lorentz pura na direcao x:
1/y/1=05%2 —=p/y/1—=05%2 0 0
— 1-p82 1/y/1—-p5%2 0 0
N Y N 1
0 0 10
0 0 1

@, em que ||v] é o médulo da velocidade relativa

O parametro [ esta entao associado a
entre dois observadores inerciais. Os parametros &; formam um vetor € = (§;) chamado de

rapidez, sendo que —oo < &; < 00, revelando o carater nao compacto do grupo de Lorentz.

3.3 Propriedades do Grupo de Poincaré

O grupo de Poincaré restrito, dado por
Pl T =Ll (3.47)

é um grupo de Lie de dimensao 10 nao-compacto. Os geradores de 731 sao os mesmos do
grupo de Lorentz restrito e do grupo de translagoes, ja que os elementos do grupo de Poincaré
sao formados por pares ordenados dos elementos desses grupos.

Para completar a dlgebra do grupo de Poincaré é preciso encontrar as relagoes
de comutacao entre os geradores de T e El, que dependem da regra de composicao definida
pelo produto semidireto. Para isso desenvolve-se de duas maneiras diferentes o produto

(a, A\)(I + w,e)(a,A)™", em que (I + w,¢e) corresponde a uma transformacio de Poincaré
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infinitesimal [53]. Primeiramente,
1
(a, \)(I +w,e)(a,\) ™ = (a,A) (I + 5wWMW — iauP“) (=A e, A7) (3.48)

1
=1+ Swp(a, A)M™ (=M~ a, A7Y) — gy (a, A)P*(=A71a, A7),

No entanto,

(a, \)(I +w,e)(a,\) " = (Ae — AwA ™ a, T + AwA™r)

1
=1+ 5(AwA_l)WM’“’ + i(AwA_la)MP“ —i(Ae), P,
portanto,

%wuy(a,A)M‘“’(—A_la,A_l) —ig,(a, N)P*(—A"1a, A7) =

1
5 (AwA™) WM™ + i(AwA ™ a), P — i(Ac), "

Separando as partes que dependem de w e de €, obtém-se que

1
§ww(a, A)M’“’(—A’la, A’l)

_!
2
eu(a, \)P*(—A"ta, A7) = (Ae), P

(AwA™Y),, M™ + i(AwA™ ), P*

O termo da direita em (3.54) pode ser expandido resultando em
(a, A M* (=A"ta, A1) = AEAY(MPT + 2ia® PP).
Além disso, levando em conta a antissimetria nos indices pu e v em MH*,
—(a, NYM"™ (—A"ta, A7) = AN (MOP + 2ia” P7),
o que, subtraindo (3.57) de (3.56), resulta em
(a, N M" (=A"ta, A1) = AN (MP? +ia” PP — ia”P7).
A expressao (3.55) também pode ser desenvolvida resultando em

(a, A)P*(—A" a, A71) = A 1P,

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)
(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)
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Por fim, escolhendo (a,A) = (¢,1 + w) em (3.58) obtém-se que:

i[P?, J"] = n" P — " P (3.60)
[ JP) = TR — e JT — P g P (3.61)

A relagao (3.61) é equivalente as relagoes (3.39), (3.40) e (3.41) encontradas no tratamento
do grupo de Lorentz. Junto com [P*, P*] = 0, as relagoes (3.60) e (3.61) formam a algebra
de Lie do grupo de Poincaré. Essa dlgebra de Lie nao ¢ simples nem semissimples, ja que o
conjunto de geradores { P*} forma um ideal abeliano nao trivial.

E possivel mostrar que a algebra de Poincaré possui dois invariantes de Casimir
[55], i.e. duas quantidades que comutam com todos os geradores da édlgebra e, portanto, sao

invariantes por transformagcoes de Poincaré. Essas quantidade sao dadas por
P?=Pp,P" ¢ wW?=w,w* (3.62)

sendo W, as componentes de um vetor (na verdade um pseudovetor), chamado de vetor de

Pauli-Lubanski, dadas por

1 14 a
Wi = 5ol P, (3.63)

em que €,,,, ¢ o tensor de Levi-Civita. As partes temporal e espacial do vetor de Pauli-

Lubanski em uma dada base ON (e(,)) sdo dadas por

Wy=-J-P, (3.64)
W; = J;P’ + (K x P),. (3.65)

Utilizando as relagoes de comutacao apresentadas anteriormente, prova-se entao que:

P*W, =0, (3.66)
[PH, W] =0, (3.67)
(TP WP = i(nP WH — PP IvY). (3.68)

3.4 Conexidade e Recobrimento Universal de 731

Existe uma tultima propriedade do grupo de Poincaré que deve ser observada:
o numero de classes de homotopia. E bem conhecido [52-56] que 771 possui duas classes
de homotopia, i.e. 731 é 2-conexo. Para visualizar isso é mais simples observar apenas o
subgrupo SO(3) das rotagoes espaciais. Os elementos desse subgrupo, denotados por (0, R),
tém trés parametros reais: dois angulos polares a e 3, que determinam o eixo de rotagao

n, e o angulo de rotacao 6, sendo que 0 < a < 7, 0 < f <27 e 0 < 0 < w. Portanto os
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elementos (0, R) podem ser denotados por R(n,0).

O espago desses parametros pode ser imaginado como uma esfera tridimensional
de raio m, tal que as coordenadas polares de um ponto especificam a direcao de n e a
distancia do ponto até a origem é igual ao angulo de rotacao 6. Como R(—n, ) = R(n,w),
os pontos em extremidades opostas de um diametro dessa esfera sao equivalentes e, portanto,
representam o mesmo elemento de SO(3).

Na Figura 3.1 é apresentado um corte ao longo de uma diagonal da esfera de
parametros. Os dois caminhos fechados C e C; nao podem ser continuamente deforma-
dos um no outro, portanto existem duas classes de homotopia em SO(3). Posteriormente
serd necessario calcular as representacoes do grupo de Poincaré e o fato desse nao ser sim-
plesmente conexo torna essa tarefa mais complicada devido a existéncia de representacoes
multivaloradas. No entanto, esse problema pode ser contornado utilizando o recobrimento
universal de ’P_TH denotado por 751 O recobrimento universal do grupo de Poincaré é dado

pelo produto semidireto [52, 55
Pl =T % SL(2,C), (3.69)

em que 7 é o grupo de translagdo e SL(2,C) ¢é o recobrimento universal de El. Portanto
basta estabelecer o homomorfismo de SL(2,C) em L’l que o homomorfismo de 751 em 771

estara definido.

Figura 3.1 Corte transversal da esfera de parametros para SO(3).

O grupo SL(2,C) é formado por todas as matrizes 2 x 2 de elementos complexos
e determinante igual a 1. Toda matriz 2 x 2 hermitiana M pode ser escrita na forma v*o,

em que 0j é a identidade 2 x 2, 0; (1 = 1,2, 3) sdo as matrizes de Pauli

o1 = (0 1) s 09 = <O _Z> s 03 = (1 0 > (370)
10 v 0 0 -1
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e os v sao coeficientes reais, portanto
det(M) = (v")* — (v')? — (v*)* — (v*)? = = v"". (3.71)

Se M for transformada em uma matriz M’ através da operacio M’ = AMAT, em que
A € SL(2,C), entao M’ também serd hermitiana e det(M’) = det(M). Portanto M’ pode

ser escrita como v’“au. Pode-se mostrar entao que
1 / 1 !
vt = §Tr(aMM) e vt = éTr(auM ), (3.72)

o que, usando M’ = AM A", resulta em

1
vt = §Tr(0MA0VAT)v”. (3.73)
Como 1, v"v" = —detM = —det(M') = n,, """, segue que %TY(JNAUVAT) é uma trans-
formagcao de Lorentz dada por
p 1 t
L*,(A) = §TI'<O'MAO',,A ). (3.74)

Para terminar de demonstrar o homomorfismo é preciso mostrar que a regra de

composigao € respeitada. Para isso, basta olhar para o produto
1 1
"\ (A)L* (B) = ZTr(UMAJ)\AT )Tr(oxBo,B") = §Tr(0MABaV(AB)T )= L" (AB), (3.75)
que implica em
L(AB) = L(A)L(B), (3.76)

demonstrando o homomorfismo de SL(2,C) em £|. Portanto, o homomorfismo é definido

por

L:SL(2,C)— Ll (3.77)
A L(A), (3.78)

a aplicagdo L(A) sendo dada por (3.74). O nucleo do homomorfismo é dado por Ker(L) =
{—00,00} e, portanto, £ ¢ isomérfico a SL(2,C)/{—00,00}. Disso resulta que a cada
transformagao de Lorentz restrita A estao associadas duas matrizes, A e —A, de SL(2,C),
ie. A= L(A) = L(—A). Além disso,

L(A)L(A™Y) = L(AA™Y) = L(0o) = I, (3.79)
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E possivel mostrar [52,55] que uma matriz arbitraria de SL(2,C) pode ser escrita
na forma
A(n,0) = cosfog + isenba - n, (3.80)

sendo que 6 e 1 podem ser complexos e respeitam as relagoes 0 < Re(f) < 7,0 < Re(a) < 7
e 0 < Re(f) < 2w, em que « e  sdo os “angulos polares” que definem n. A inversa de
A(n,0) é dada entao por A(—n, ). Além disso, mostra-se que o subgrupo SU(2) das matrizes
unitarias (o, e 0 reais) corresponde ao subgrupo SO(3) das matrizes de rotacao em £1,
enquanto que as matrizes hermitianas (o3 reais e  imaginario) de SL(2,C) correspondem
aos boost puros de L.

Para analisar a conexidade de SL(2,C) basta olhar novamente para o subgrupo
associado as rotagoes, ou seja, SU(2). O espago de parametros de SU(2) pode ser imaginado,
assim como foi feito para SO(3), como uma esfera tridimensional de raio 7. No entanto,
A(n,m) = —op para qualquer n, ou seja, a superficie da esfera como um todo é um unico
ponto. Nesse espaco qualquer caminho fechado pode ser continuamente transformado em

um ponto, como pode ser visto na Figura 3.2, e, portanto, o grupo é simplesmente conexo.

Figura 3.2 Corte transversal da esfera de parametros para SU(2).



CAPITULO 4
A Simetria Relativistica em Mecanica

Quantica

Neste trabalho, o regime analisado é tal que a natureza e o niimero de particulas
nao mudam durante os processos considerados. Apesar de simplificado, esse tratamento per-
mite prever diversos efeitos quanticos interessantes [8,9,12-35] e, num futuro préximo, deve
trazer consequéncias importantes para aplicagoes que envolvem o uso de graus de liberdade
internos das particulas para codificar a informacao. A partir deste capitulo sera adotado o
sistema de unidades com c=1¢e h = 1.

Para levar em conta os efeitos da relatividade especial na M(Q é preciso mapear
o principio de relatividade no formalismo quantico. Isso é feito impondo que o grupo de
Poincaré seja um grupo de simetria fundamental da natureza, ou seja, dado um sistema
fisico S e um conjunto de observadores O, uma transformagao (a,A) € 731 atuando tanto
em S quanto em O produzird um novo sistema S’ e um novo conjunto de observadores O’
tal que os resultados das medigoes feitas por O' em S’ sejam idénticos aos resultados das
medigoes feitas por O em S [49,52-55]. Quanticamente uma particula pode ser representada

por qualquer estado pertencente a um raio

U = {¢¥[¢) |p € R}, (4.1)

o conjunto de todos os raios associados a um dado espacgo de Hilbert H sendo denotado por
P(H). Portanto a inclusao do principio de relatividade na M@ implica na existéncia de uma

correspondéncia entre raios para cada (a,A) € 771 dada por uma aplicacao

T(a,A) : P(H) — P(H) (42)

\if — \ij(a,A) = T(ayA)\I/, (43)

tal que as probabilidades de transicao [¥, ®] = | (¥]¢) |2, com |¢)) € ¥ e |¢) € P, sejam
invariantes, i.e

[T(a,A)‘ila T(a,A)(i)] = [\ijv (i)]7 \V/(CL, A) € PTF (44)

O resultado da aplicagao sucessiva de duas transformagoes de Poincaré, (ay, A;)

seguida de (as, A3), em um sistema pode ser obtido através da aplicacao direta de (az, Ag)(aq, A1),

30
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portanto

Tlagao) Tar,01) = Tlaz,A0)(a1,A0)- (4.5)

Um importante teorema devido a Wigner [51-54] permite transformar essas relagoes entre

raios em relagoes entre vetores do espago de Hilbert H.

Teorema 4.1 (Wigner). Toda correspondéncia entre raios que satisfaz a equagao (4.4) pode

ser convertida em uma correspondéncia unitaria ou anti-unitaria entre vetores, i.e.

) =Ula,A)[9), (4.6)
em que |p) € D, [¢)) € T(uny® e Ula, A) é um operador unitdrio ou antiunitario®.

Todo elemento g de um grupo de Lie conexo pode ser escrito como h?, em que h é
algum outro elemento do grupo [49,52-55]. Como o produto de dois operadores antiunitdrios
é um operador unitario, a possibilidade de operadores antiunitarios fica automaticamente
excluida para representacoes de grupos de Lie conexos, como é o caso de 731.

Da relagao (4.5) sabe-se que os operadores unitéarios U(ag, A2)U (a1, A1) e U(ag +
Asay, AsAy) convertem a mesma correspondéncia entre raios em correspondéncias entre ve-
tores. A pergunta que surge naturalmente é: qual a relacao entre U(ag, Ao)U(as, A1) e
U(ay + Asay, AaAy)? Sejam U(a, A) e V(a,A) dois operadores unitdrios compativeis com
uma dada correspondéncia entre raios T{, ), entdo, dado um estado [¢)) € \if, a trans-
formagao U(a, A) levard [¢p) em Ul(a,A)[¢)) € \i/(a,A) enquanto que V(a,A) levard [¢) em
V(a,A) [¢)) € W(,a) e, portanto, U(a,A)[¢)) e V(a,A)|v) deverdo diferir no maximo por
uma fase, implicando que

Ula,\) =€V (a,\).2 (4.7)

Devido a essa equivaléncia entre operadores que diferem por uma fase
U(P)U(Py) = e 2P0 (pypy), (4.8)

sendo que a fase a(Py, P») depende de que operadores unitarios foram escolhidos para P, =
(a1,\1) e P» = (az, Ay). Portanto os operadores U(a, A) formam uma representagao projetiva
ou representacao a menos de um fase do grupo de Poincaré restrito.

Uma andlise superficial da equagao (4.8) pode levar a crer que as fases nos ope-

radores U(a, A) podem ser ajustadas tal que uma relagdo da forma

U(CLQ, AQ)U(CLl, Al) = U(CLQ + Agal, A2A1) (49)

1'Um operador unitério (antiunitdrio) é um operador linear (antilinear) inversivel cujo adjunto é igual &
inversa.

2Em (4.7) poderia ser argumentado que a fase a depende do estado |1/) em que os operadores atuam, no
entanto é possivel mostrar [53] que, para os casos de interesse, essa dependéncia nao existe.
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seja valida, porém isso nem sempre é possivel e depende da existéncia ou nao de repre-
sentagoes multivaloradas [52]. No caso do grupo de Poincaré existem duas classes de homoto-
pia, portanto representagoes 2-valoradas podem existir e a relagao (4.9) nao é necessariamente
verdadeira. No entanto esse problema pode ser contornado utilizando as representacoes
unitarias do recobrimento universal 751, ja que para 751 é possivel mostrar [52,53,55] que
qualquer representacao projetiva pode ter as fases ajustadas tal que se transforme em uma

representacao vetorial, isto é,
U(ag,Ag)U(al,Al) = U(a2 +L(A2)CL1,A2A1). (410)

Uma das condigoes necessarias para que as representacoes projetivas de 751 pos-
sam ser reescritas como em (4.10) é que seus geradores possam ser escolhidos tal que sa-
tisfacam a mesma &algebra dos geradores de 751 [53], que é isomérfica a dlgebra de 731. Por-
tanto, usando a mesma notacao utilizada para P_TH os geradores das representacoes unitarias
de PI satisfazem as relacdes (3.27), (3.60), (3.61) e, além disso, os operadores de Casimir
podem ser defenidos da mesma forma que em (3.62). Observe que as defini¢oes feitas para
Pt e JH foram tais que, para representacoes unitarias, os operadores correspondentes sao
hermitianos e, portanto, possiveis observaveis dos sistemas quanticos.

De (4.10) obtém-se que

U0, —A) = +U(0, A). (4.11)

As representacoes para as quais a rela¢do (4.11) com sinal positivo é vélida sdo chamadas
de representagoes inteiras, enquanto que as representagoes em que o sinal negativo preva-
lece sdo chamadas de semi-inteiras (representagoes 2-valoradas). As representagoes vetoriais
de 751 equivalem a representagoes a menos de um sinal de 731, ou seja, o fato das repre-
sentagoes projetivas de 751 poderem ser ajustadas tal que (4.10) seja valida implica que as

representacoes projetivas de 771 podem ser ajustadas tal que
U(al,A1>U(a2,A2> == :i:U(CLl +A16L2,A1A2) (412)

seja verdadeira, o sinal negativo podendo ocorrer apenas nas representacoes semi-inteiras.
Por simplicidade as representacoes do recobrimento universal serao utilizadas daqui em di-

ante, assim como a seguinte notacao:

U(a,o0) = Ula),
U(0,A) =U(A).
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4.1 Representacoes Irredutiveis de 751

Em geral a teoria de representacoes para grupos simples ou semissimples, assim
como para grupos compactos, ¢ bem entendida [55,56]. Apesar de 751 nao pertencer a
nenhum desses tipos de grupos, suas representacoes sao conhecidas, as RUIs podendo ser
obtidas através do método das representagoes induzidas. Neste trabalho, essas representacoes
serao obtidas seguindo a metodologia apresentada em [52,53]. No entanto, com intuito de
adiantar algumas idéias associadas a resultados que serao apresentados no Capitulo 5, a
notagao utilizada ira diferir em alguns pontos daquela presente na literatura.

Como visto anteriormente, 751 =T xSL(2,C), sendo que T é um subgrupo abe-
liano normal. Como 7 é abeliano e nao compacto, todas as suas representagoes irredutiveis
sao unidimensionais e podem ser caracterizadas pelos autovalores continuos dos P*. Usando
a notacao de Dirac, cada representagao irredutivel de T estd associada a um estado |p) que

¢ autoestado simultaneo de todas as componentes P*:

P!lp) =p"p), (4.13)
1[I [p) = llpll* p) - (4.14)

Além disso, usando o mapa exponencial, U(a) pode ser escrito como e~ portanto
U(a) [p) = e~ |p). (4.15)

Os estados {|p)} formam uma base (imprdépria) completa no espago associado as repre-
sentacoes de T, que é o espago de Hilbert L?(R*, d*p) das fungdes quadrado integréveis com
relacao a medida d*p

Os p* ainda nao foram devidamente interpretados, isto é, eles ainda estao despro-
vidos de sentido fisico. Para introduzir seu significado primeiramente observa-se como essas
grandezas se transformam sob a acao de uma transformacao de Lorentz. Relacoes andlogas
as apresentadas em (3.58) e (3.59) sdo vélidas para os geradores das representagoes unitérias,

isto é,

Ula, A)P*U'(a, A) = L,*(A)P", (4.16)
U(a, A)J*U'(a, A) = L,"(A)L," (A)(J*” + a" P" — a”P?). (4.17)

Usando (4.16) mostra-se que
P'U(a, A) = L* (A)U(a, A) P, (4.18)

portanto
PrU0, A) Ip) = (L(A)p)*U(0, A) |p) , (4.19)
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ou seja, os autovalores p* de P* se transformam, sob a acao de transformagoes de Lorentz,
como as componentes de um vetor contravariante, justificando a notacao que vinha sendo
adotada. Para finalizar a interpretacao dos p* observa-se o efeito de uma translacao espaco-
temporal no caso nao relativistico [52] em que uma particula livre, de momento linear p e
energia w, é descrita por uma funcao de onda dada por e!P*~+Y_ Realizando uma translacio

espago-temporal (x — x4 a, t — ¢t + b) essa funcdo transforma-se em

e—i(p~a—bt) ei(p-x—wt)‘ (420)

O termo e P2~ ag50ciado & translacdo espaco-temporal possui a mesma forma do termo
que aparece em (4.15), o que sugere interpretar P* como sendo o operador quadrimomento.

Com isso,
IPII* [p) = —m*|p) (4.21)

sendo m a massa do sistema.

Dado um vetor p, a 6rbita de SL(2,C) em p é dada por
O(p) = {L(A)p|A € SL(2,C)},

vetores em uma mesma 6rbita sendo ditos equivalentes. Além do valor de ||p||?, o sinal da
componente temporal de p quando ||p||* < 0 também nao é alterado por transformagoes de
Lorentz restritas [52] e, portanto, diferentes érbitas podem ser identificadas pelo valor de
Ipl|? e, se ||p||? < 0, pelo sinal de p°. Cada representagao irredutivel do grupo de Poincaré
corresponderd a uma O6rbita diferente, ou seja, os estados de uma mesma representacao
irredutivel devem ter o mesmo valor de ||p[|? e, se ||p||* < 0, o mesmo sinal de p°. Se isso nao
fosse verdade, ou seja, se uma representaciao com diferentes valores de ||p||? fosse construida,
entdo o conjunto dos estados com mesmo valor de ||p||* formaria um subespago invariante
nao trivial e a representagdo nao seria irredutivel (o mesmo raciocinio se aplica ao sinal de
p” se ||p[|* < 0).

Por corresponderem a estados observados experimentalmente, as representagoes
de interesse fisico sao aquelas cujos quadrimomentos pertencem a alguma das seguintes

familias de érbitas

my = {p € RY|||p||> = —m? < 0,p° > 0},
04 = {p € RY||p||* = 0,p" > 0},
0o = {p € R*|p = 0}.

~ < ~ .. . NT
A representagao 0y corresponde a representacao trivial em que U(a, A) = I V(a,A) € P,.
A representacao trivial é unidimensional e o espaco associado a ela é descrito por um tinico

estado [p = 0) = |0) invariante por todas as transformagoes de Poincaré, chamado de estado
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de vacuo.

A teoria de RUIs desenvolvida a seguir é vélida tanto para m quanto para 0.
Para construir essas representacoes é necessario restringir as fungoes da representacao de T
a orbita de interesse. Com esse intuito é introduzida uma medida com suporte invariante

por El concentrado em uma unica o6rbita. Essa medida é dada por

dp(p) = d*pd(||pll*> +m*)0(p°)|B(p)|?, (4.22)

em que 0(pY) é a fungao degrau de Heaviside e | B(p)|*> é uma funcao positiva arbitrria nao

nula na drbita de interesse. Com isso

[l = [ P iBEIPuE)F <. (1.23)

em que w(p) = p° = /||p||? + m?, define a norma na drbita. Portanto o espago de Hilbert

considerado é o espago L*(R3 du(p)) das fungoes ¥ (p) quadrado integraveis com relagao

_ |B(p)dp

2.(p) - Uma nova base {Ip)} restrita a drbita de interesse pode ser

a medida du(p)
definida tal que

[W(P)* = (Vlp) (PlV) . (4.24)
Dessa forma, ;
p 2 .
| 55 B o) (o] = I (4.25)

em que [ é a identidade na érbita. Atuando |q) pela direita em (4.25) obtém-se que

. 20}(‘1) _ 2
(pla) = Wé(p —q) =|A(p)[*d(p — q) (4.26)

e, portanto,

dp

p) (p| =1 (4.27)
/ |A(p)[?

define a relacao de completeza restrita ao hiperboléide correspondente a orbita analisada. O

fator de normalizacao |A(p)|? é arbitrdrio e serd escolhido posteriormente.

Para a base {|p)} de uma dada representagao irredutivel permanecem vélidas as

relacoes
Ptlp) =p"|p), (4.28)
IPII? [p) = —m?*[p), (4.29)
U(a)|p) = e~ |p), (4.30)

sendo que cada representacao irredutivel possui um valor bem definido de m e o valor de p®

pode ser obtido de p = w(p).
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E interessante analisar como a funcao §(q — p) se transforma sob a acao de uma
mudanca de coordenadas dada por uma transformacao de Lorentz. A funcao delta é definida

por

f(p) = / dad(q — p)f(q). (4.31)

Uma mudanca de coordenadas ¢ = A¢’ resulta entao em

16) = [ - 2nyd(dd ~ p) (A, (432

o que, por defini¢ao, deve ser igual a

/ dq'd(q' — A7'p) f(Ad'). (4.33)
Portanto, escrevendo p = Ap/,
/ / wp
S(Aq — Ap') = —E-5(q — p'). (4.34)
WAp/

A distribuigao 2w(p)d(q — p) é chamada de delta invariante por Lorentz, pois de (4.34)

resulta que
20(p)d(q — p) = 2wyd(q' — P'). (4.35)

A base (imprépria) {|p)} definida para cada 6rbita serd utilizada para construir
as representacoes irredutiveis de 751, no entanto o comportamento dos estados sob a acao
de transformacoes de Poincaré gerais ainda nao foi especificado, portanto é necessario acres-
centar um rétulo a aos estados da base para representar possiveis graus de liberdade ainda
nao especificados associados a atuacao do grupo de Poincaré como um todo.

Os elementos do grupo estabilizador G, C SL(2,C) de um dado vetor p serdo
denotados por M, de tal forma que L(M,)p = p. De (4.18) segue que o rétulo p em |p, «)
nao muda sob a acdo de um U(M,), portanto U(M,) |p, ) deve ser uma combinagao linear

de estados de momento p:

M,) [p, @) Z Q% (M) [P, B) . (4.36)

Por simplicidade de notacao e sem perda de generalidade, a relacao (4.36) foi escrita assu-
mindo que os indices § sao discretos. Como U(MyM2) = U(M,)U(M}), entao

> QL. (M)Q,(M,) [p, ) ZQ (M, M) |p, ) (4.37)
By

Q" (M, M) = QF(M,)QF (My). (4.38)
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A relagao (4.38) implica que as matrizes QP(M,) formam uma representagdo do grupo esta-
bilizador G, e os indices a em |p, ) estao associados a estados de base dessa representagao
em um espago de Hilbert H,. Por essa razao e por motivos que ficarao claros no Capitulo
5 é 1til adotar a notacdo aparentemente reduntante |p,«,). Além disso, para garantir a
unitariedade e irredutibilidade de U(M,), as representagdes QP(M,) de G, também devem
ser unitarias e irredutiveis.
Grupos estabilizadores de elementos pertencentes a uma mesma érbita sao isomorficos.

Para ver isso suponha dois quadrimomentos equivalentes p e g de grupos estabilizadores Gy,
e G, respectivamente. Dada uma transformagao de Lorentz L(A), tal que L(A)g = p, e um

M, € G,, entdo L(M,)q = q implica que
L(AM,A N p = p, (4.39)
portanto AM, A" pertence ao grupo estabilizador de p:
AM,A™Y = M, € G,,. (4.40)

Essa correspondéncia é bijetiva, isto é, a cada M, corresponde um M, dado por (4.40) e a cada
M, corresponde um M, dado por A~'M,A. Além disso, ela é preservada na multiplicagdo,
isto é,
12 14-1 2 4-1 _ 1772 A—1
M,M; =AM, A" AM;A™" = AM, M A (4.41)

o que demonstra o isomorfismo dos grupos estabilizadores de quadrimomentos equivalentes.

Portanto, dado o conjunto de geradores {G,(q)} de G, se eles satisfazem

[Gv(a), Ge(a)] = C".Gu(q), (4.42)

entdo os geradores G,(p) = AG,(q)A™! de G, satisfardo

95(P), Ge(P)] = C*.Ga(P)- (4.43)

Isso implica que os espagos de Hilbert H,, associados as RUIs de grupos estabilizadores de
quadrimomentos equivalentes também sao isomorficos.

Seja {G.(p)} o conjunto de geradores de G, e dado que

PrU(M,) |p, ap) = Zp M,)|p, Bp) = U(M,)P" |p, o), (4.44)

entao
[P, Ga(P)] P, ) = 0. (4.45)

Uma transformacao infinitesimal U (M;”f ) com parametro nao nulo apenas para um dado
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gerador G,(p) pode ser escrita como
UMM = I +ivG.(p) (4.46)
e a matriz QP(M;") associada a essa transformacao infinitesimal é dada por
QP(My™) =1+ iga, (4.47)

sendo g, o gerador da representagao (P associado ao gerador G,(p) de U(M,). Devido a
relagdo (4.45), a base em H, pode ser construida tal que o rétulo o em |p,a,) seja um

autovalor de g,, portanto
UM |p, ) = P, ay) +i7G(P)a P ) = > Q5. (M) |p, B,)
B

= |, aw) + Y iv(8a)5a [P, By)
B

= |p, ap> + ZiVﬁ(sﬁa P, ﬁp>
B

= |p, o) +iva|p, ap)

Ga(P) [P, ) = [P, ) . (4.48)

Para um elemento G,(p) qualquer de {G,(p)}, um calculo andlogo ao anterior conduz a

gb(p) ’pv ap) = Z(gb>,304 \p, 5})) ) (4'49)

B

sendo (gp)sa 0s elementos, na base em que g, é diagonal, do gerador g, da RUI de G,
associado ao gerador G,(p).

Ao escrever

U(M,)|p, o) = ZQ’JQ )P, By) (4.50)

o estado |p,q,) é tal que a equagdo (4.48) seja vélida para um dado G,(p), no entanto
nenhuma regra para definir quem é o G,(p) escolhido para cada p foi estabelecida, i.e. nao ha
ainda uma relagao que conecte a maneira com que as bases sao escolhidas para cada H,,. Isso
serd feito agora. Para cada orbita um vetor arbitrario k, chamado de vetor fundamental, é
escolhido para ser utilizado como referéncia. O vetor k pode ser transformado por diferentes
transformagoes de Lorentz em qualquer outro vetor equivalente p. Para cada p € O(k)
uma transformacao C(p, k) que transforme k em p é escolhida, isto é, L(C(p,k))k = p.

Um conjunto de transformagoes C(p, k), uma para cada p, forma um conjunto chamado
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conjunto complementar de & se as transformagoes C'(p, k) forem continuas em p. Existe certa
arbitrariedade na escolha desse conjunto, ja que qualquer transformacao pertencente ao coset
esquerdo C'(p, k)Gy, i.e. qualquer transformagao da forma C(p, k) My(p) com My (p) € Gy,
transforma k em p, e, por isso, um indice C' serd introduzido nos estados de base. Os
estados |k, ak>o estao associados a um G (k) escolhido arbitrariamente dentre os elementos

do conjunto {G,(k)}, tal que
G (k) [k, o) = a [k, ) . (4.51)

Para fixar a base para todos os outros quadrimomentos da érbita basta impor que para cada

p € O(k) o indice a em |p, ap>c seja autovalor do operador dado por

Ge (p) = U(C(p, k)G, (K)U(C™ (p, k)), (4.52)

ou seja,

G<(p) Ip. o) = U(C(p, k))GE (KU (C (p, k) [P, ) = [P, )€ . (4.53)

Dessa forma os vetores de base que definem os estados pertencentes a orbita de interesse
ficam completamente definidos uma vez escolhidos a base do espaco H; associado ao vetor
fundamental & e um conjunto complementar {C(p, k)}.

De (4.18) resulta que U(A)|p,a,)¢ é uma superposicao linear de estados de

quadrimomento L(A)p,

U(A) |p, a,)° ZH (AP, Briap) (4.54)

portanto

) ) = ST (€000 .5, (4.55)
Partindo de (4.53) encontra-se quem sao os elementos 11§, (C(p, k), k) que definem (4.55):

G (k) |k, ) = o |k, )€
U(C(p, k)GS (k) U (C(p, k) [U(C(p, k) |k, )y ] = aU(C(p, k) |k, a)©
G¢ (P)[U(C(p, k) |k, ax)] = a[U(C(p, k) |k, ax)“], (4.56)

ou seja,
U(C(p, k) [k, o) = N(k,p) |p, o) (4.57)

115,(C(p. k). %) = N(k,p)dse. (4.58)
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em que N(k,p) é um fator numérico a ser determinado.
O conjunto complementar e o grupo estabilizador de k juntos com (4.40) podem
ser utilizados para descrever o comportamento dos elementos dos outros grupos estabiliza-

dores. Um M, € G}, sempre pode ser escrito como
M, = C(p, k)M (M,, p)C " (p, k), (4.59)

em que ME(M,,p) é dado por

ME My, p) = O (p, )M, C(p, ). (160
Portanto,
U3 ) = 3 @Bl .5 = T i o) (4.61)
O IM WD) b e 0
= Qb (M (M, p) P, B,) (4.63)

ou Sejaa an(Mp) = an<MkC(MP7 p))3
Para definir como uma transformagao A € SL(2,C) atua em um estado qualquer

Ip, Ozp>c, observa-se que L(C(p, k))k = p implica que
L(C(L(A)p,k)) k = L(A)p = L (AC(p, k)) k, (4.64)

portanto
L(C™H(L(A)p, k)AC(p, k))k = k, (4.65)

ou seja, C~1(L(A)p, k)AC(p, k) pertence ao grupo estabilizador de k. Entao uma trans-

formagao qualquer A € SL(2,C) sempre pode ser escrita como
A= C(L(A)p, k)M (A, p)C ™ (p, k), (4.66)

em que
M (A, p) = CTH(L(A)p, k) AC(p, k). (4.67)

3De fato, devido & arbitrariedade do conjunto complementar, seria adequado incluir um indice C' em
» ~ ~ o oo
Q Ba (Mp), no entanto, para nao sobrecarregar a notagao, optou-se por omitir esse indice.
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Com isso, para uma transformacao qualquer A € SL(2,C),

U(4) Ip. o) - vty (ME(AD)U(C (0, 1)) [p. ay)°
( ZQBa My (A, p)) |L(A )P>ﬁL(A)p>C, (4.68)

ou seja, conhecido o grupo estabilizador de um vetor fundamental k e definido um conjunto
complementar para o mesmo, basta conhecer as representagoes unitarias irredutiveis de Gy,
para se construir as representacgoes unitarias do grupo de Poincaré como um todo. A partir de
agora a notacao Q*(M,) = Q(M,) sera adotada e, portanto, uma transformacao de Poincaré

geral é dada por:

U(a,A)|p,Ozp>CZe_ia“(L(A)p)“ ZQW (ME (A, p)) |L(A)P, Brap)© - (4.69)

Para finalizar a construcao das RUIs de 731 ¢ necessario definir quem sao os

fatores N(k,p). Partindo da relacao

“a, 8, UN(A)U(A) |p, ap)” = “(a, Blp, ) (4.70)
tem-se que
[N(k, L(A)p)? 2, w(p) _ 2
NG D)2 |A(L(A)p)| m(xq —P)dsa = |A(P)[*0(d — P)Iga; (4.71)
ou seja,
[N (k, L(A)p) PJAL(A)p) > _ [N(k,p)*|A(p)?
SLAp) e 47

No entanto, em (4.72) L(A) e p s@o arbitrérios, portanto

= |C(k)|*. (4.73)

Como N(k,k) =1, entao |C(k)| = |’(1()k1)/|2 e, considerando N (k, p) real,

|A(k)| (w(p))”

[A(P)| \w(k)
ou seja, o valor de N(k,p) depende da constante de normalizacao A(p) ainda nao definida.
Para facilitar calculos envolvendo mudangas de coordenadas é adequado escolher a medida
du(p) = dp/|A(p)|? tal que ela seja invariante por transformacoes de Lorentz restritas (i.e.

du(p) = du(Ap') = du(p’)). Isso é feito tomando |A(p)|* = 2w(p) e, portanto, |B(p)|* = 1,
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“

o que implica em ~(q, 3,|p, Ozp>c = 2w(p)d(q — P)iga € N(k,p) = 1. Com isso,

U(a, A)|p, a) = 7Y 7 Q50 (M (A, ) IL(A)P, Briay)” (4.75)
8

e a relagao de completeza em uma dada orbita, considerando os graus de liberdade extras,

S€ escreve

2/% D, ) “(p, | = 1. (4.76)

As leis de transformacao dos réotulos o dependem explicitamente dos momentos
e, por isso, eles sao chamados de variaveis secundarias, ao contrario dos momentos que sao

denominados varidveis primérias [9,11]. Da relacao (4.49), que deve ser reescrita como

G5 (P) [P o) = (81)sa [P, 3) (4.77)
B

conclui-se que os rétulos « para diferentes p € O(k) estao associados a conjuntos de ob-

servaveis diferentes. Apesar disso, sempre é possivel construir operadores

65 =3 [ 52 G ) .l oo (179

tal que
Gy 1P, ap)” = G (p) P, ap)” (4.79)

para qualquer p € O(k). Esses operadores sao hermitianos e, portanto, possiveis observéveis
do sistema. Além disso é possivel mostrar que os {G} construidos dessa maneira respeitam

as mesmas relagoes de comutagao que os {GY(p)}, i.e.
95951 = C4eGy (4.80)

Antes de aplicar o raciocinio desenvolvido nesta secao é preciso interpretar fisi-
camente o que representam os geradores J*”. Esses operadores estao associados ao tensor
relativistico de momento angular, .J, em (3.38) sendo interpretado como o momento angular
total de uma particula com relagao a um observador de quadrivelocidade v e o operador K,
estando associado a definicao do operador centro de massa de uma particula com relacao
ao mesmo observador. Com isso fica clara a interpretagao fisica de Wy, ja que W,/m é um
caso particular de J,, i.e. W, /m é o momento angular total da particula com relacao a um

observador inercial de mesma quadrivelocidade.
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4.2 Particulas Massivas

As representacoes associadas as 6rbitas do tipo m representam estados de particulas

massivas. O vetor fundamental mais adequado para desenvolver essas representacoes é o qua-
drimomento de repouso k = (m, 0). O grupo estabilizador de k é o subgrupo SU(2) associado
as rotagoes espaciais. SU(2) é um grupo simples e compacto, suas RUIs sendo todas finitas.
A teoria de representages de SU(2) é bem conhecida, por isso os resultados relevantes serao
apresentados mas nao demonstrados, demonstragoes rigorosas podendo ser encontradas em
diversas referéncias, como por exemplo em [52,55, 56].

As diferentes RUIs de SU(2) sao diferenciadas por um indice s, chamado de

nimero quantico de spin, que pode assumir valores inteiros e semi-inteiros:
s=0,1/2,1,3/2,....

Além disso, estados em uma mesma representacao irredutivel, ou seja, estados com um
mesmo valor de s, possuem outro indice o que pode assumir os valores —s, —s+1,...,s—1, s,
as representagoes irredutiveis de SU(2) sendo (2s + 1)-dimensionais. Os estados associados
a uma mesma representacao irredutivel serdo denotados por |p, ay).

A dimensao das matrizes Q(M}) depende do valor de s. Dada a matriz

M, = (w x) , (4.81)
y oz

mostra-se [52] que os elementos de matriz Qqs(My) sdo descritos por

s — 11/2
Qaﬁ Mk Z S + O‘ 5 05) (3 + 5) ( 6)] w8+a*qquﬁ*a+qzsfﬁ*q’ (4.82)

2 (s +a— (B —a+alis— 5 q)

sendo que s6 devem ser levados em conta no somatorio os termos para os quais os fatoriais
fazem sentido. No caso s = %, que é o de maior interesse por representar particulas de spin
%, obtém-se simplesmente que Q(My) = M.

Os geradores de SU(2) sao dados por J = (Jy, Jo, J3) e satisfazem as relacoes de
comutagao (3.39). Os estados |0, ) sao comumente escolhidos tal que o indice a esteja
associado a J3, ou seja,

J3 |0, ag) = |0, ay) (4.83)

e, portanto, a em |0, o) representa o momento angular total na diregdo z da particula no
repouso.

De (4.49) e utilizando as propriedades do grupo estabilizador SU(2), obtém-se a
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forma com que J; e Jy atuam em |0, ay):

Ji ‘07 ak) = Z(gi)ﬁa ‘07 Bk> ) (484)
B
sendo que
(61)5e = 5[V/505 1) — o T Ddseurs + /50 + 1)~ ala — sa] (4.85)
(82)pa = %[\/s(s +1) —ala+1)5s011 — V(s +1) —ala —1)ds4-1] (4.86)
(83)8a = B0a- (4.87)

A notagao g sera utilizada para denotar o vetor (g1, g2, g3).
E necessario definir também quem é o operador associado a variavel s. No su-

bespaco de estados de repouso o operador associado é obviamente ||J||?, sendo que
1T11%10, ) = s(s +1) |0, ay,) . (4.88)

E preciso encontrar entao o operador que para qualquer valor de p possui esse mesmo

autovalor e que se reduza a ||J||*> quando atuado num estado de repouso. Esse operador

¢ dado por WZXQW, em que W, é o pseudovetor de Pauli-Lubanski. Isso pode ser visto

. W, W :
aplicando-se —“5— ao estado no repouso, pois
m
W, W

10 a) = 1911%10, ) = s(s + 1) |0, ) , (4.89)

mas como W,W*# ¢é invariante por transformacoes de Lorentz, entao

w, W
:12 Ip,ar) = s(s+ 1) |p, ). (4.90)

Usando a teoria desenvolvida anteriormente, a base {|p,a,)°} é construida tal

que
U(Cp, k) JUT(C . 1)) [P p)” = (@) [, ) (4.91)

B

Apesar dos valores da variavel « estarem definidos pelas representacoes unitarias irredutiveis
de SU(2), seu significado fisico s6 estd definido para o estado de repouso para o qual (4.83) é
valida. Para obter o seu significado para outros estados de momento linear nao nulo ¢é preciso
definir quem serd o conjunto complementar utilizado, pois assim serd encontrado quem sao os
operadores U(C(p, k))J;UT(C(p, k)). No caso das particulas massivas existem dois conjuntos

complementares bastante explorados na literatura que dao origem a duas bases diferentes:
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a de helicidade e a de spin. Das relagoes de comutagao em (3.39) obtém-se facilmente que

G (p), G5 (p)] = i€ Gy (P) (4.92)
e, portanto,
[gic7 gjc] = iGijkgkC~ (4.93)
A rotagao
My (A,p) = CH(L(A)p, k) AC (p, k) (4.94)

¢ chamada de rotacao de Wigner generalizada. De (4.75) percebe-se que uma transformagao
de Lorentz arbitraria induz, para cada valor de momento, uma rotagao das variaveis de spin,

dada pela rotagao de Wigner (4.94).

4.2.1 Base de Helicidade

E possivel mostrar [53] que um elemento qualquer de SL(2,C) pode ser escrito

CcOo1mo

A= R(a7570)B3(£>R71<¢707w)7 (495)

em que B3(§) representa um boost puro de rapidez £ ao longo do eixo z e R(¢, 0, 1)) representa
uma rotagao espacial definida pelos angulos de Euler ¢, 0 e 9.
Para construir a base de helicidade, as transformagoes do conjunto complementar

sao escolhidas tal que

Cp, k) = H(p, k) = R(e, 5,0)Bs(&) = R(D)B(|[pl 2, 0), (4.96)

os angulos [ e « representando os angulos polar e azimutal do vetor p. Em (4.96), B(||p||Z, 0)
representa um boost que leva o quadrimomento k& = (m, 0) em (1/||p||? + m?2,0,0, [|p||) e R(P)

¢ uma rotagao que leva (1/||p||? + m?2,0,0, ||p||) em p = (\/||p||? + m?, p). As transformagoes

de Lorentz associadas a esse conjunto complementar sao dadas por

2 0 0 2l
E plp? —p? pg,;l
VIRl Ve e mIPl
LHPR) = | * pp I (4.97)
m \/(p1)2+(p2)2Hp|| \/(p1)2+(p2)2 m|lp||
P~V @)2+?)? 0 P°p?
m Ipll m|pll

Os operadores U(H (p, k))J;UT(H (p, k)) associados as varidveis secunddrias serdo
denotados por G (p) = H;(p) para a base de helicidade. No caso da helicidade, apenas a
componente H3(p) ¢ de interesse imediato e ela pode ser obtida de U(H (p, k))JsUT(H (p, k))
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usando (4.17) e (4.97), resultando em

Hy(p) = 2. (4.98)

P H .~ : .
Portanto, os indices o em |p, ;)" estdo associados ao momento angular total da particula

na direcao de seu momento linear, propriedade essa chamada de helicidade:

Hy(p) P, )" = a[p, )" (4.99)

Em vez de trabalhar com um operador H3(p) para cada subespaco associado a
um dado momento p, a relagdo (4.78) pode ser utilizada para construir um operador Hj

valido para qualquer valor de momento:

e

P
Hy=>"— (4.100)

Os estados |p, )" sdo portanto autoestados de |[W||?, ||P||?>, P* e Hs, com

autovalores dados por:

H

W [P, ap)™ = m?s(s + 1) [p, ), (4.101)
1PI* [P, ap)™ = —m® |p, o)™, (4.102)
P*|p, )" = p*[p, o), (4.103)
Hs|p,op)"" = a|p, )" (4.104)
(4.105)

4.2.2 Base de Spin

Para obter a chamada base de spin escolhe-se um conjunto complementar formado

apenas por boosts puros dados por

0 1/2 0 1/2
P+ m p-—m o-p
C(p, k) = B(p, k) = ( 5 ) oo + ( Sy ) ol (4.106)

A matriz L(B(p, k)) associada é dada por

P° p' P P
% (7711}—7-1 ) + 1 m(;ff 0) m(i]—f 0)
L(B(p. k) = | 2 " CE 2P . (4.107)
m (mip) ] T (m-77)
P p P
w mlmo) s m(mr) T

Para transformagoes R € SU(2), i.e. para rotagbes espaciais, as rotagoes de
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Wigner na base de spin sao independentes dos momentos [52], ou seja,
ME(R,p) = MP(R) = R, YR € SU(2). (4.108)

Além disso, se K € SL(2,C) descrever um boost na direcao &, i.e.

K = cosh (g) 0o + senh (g) o8, (4.109)

entdo a rotacao de Wigner associada a essa transformagao serd dada por [52]

1
[(w(p) +m)(w(Kp) +m)]

+ (p-&)senh (g) 0o — isenh (g) o-(px é)]-

MP(K,p) =

73 | (@(p) + m) cosh (g) e (4.110)

Os operadores U(B(p, k))J;UT(B(p, k)) associados aos rétulos o para cada valor
de momento p serdo denotados por GZ(p) = S;(p). Os operadores S;(p) podem ser obtidos
expandido-se a relagao U(B(p, k))J;UT(B(p, k)) usando (4.17) e (4.107), o que resulta em

J-p)
S(p) = Jp’ — P K 4.111
mS(p) = Jp m+p°p+( X p), (4.111)
em que S(p) = (S1(p), S2(p), S3(p)) e K = (K71, Ky, K3). Assim como foi feito para o operador
de helicidade, o operador (4.111) junto com (4.78) permite escrever um operador S vélido
para qualquer valor de p na érbita:

(J-P)

mS = JP" — mP + (K x P). (4.112)

Diferentemente do que ocorreu na base de helicidade, a interpretacao do operador
S nao ¢ imediata. No entanto, uma interpretacao satisfatéria pode ser obtida observando-se
a relagao entre S(p) e W,. De fato, mS;(p) = [L(B~*(p, k))W];, ou seja, para uma particula
de momento bem definido p, mS(p) é igual a parte espacial do operador de Pauli-Lubanski
no referencial de repouso da particula. Isso implica que S(p) é o momento angular total da
particula tomado no seu referencial de repouco.

Além da interpretacgao anterior, uma analise do modo com que S esta associado a J
também ¢é 1til. Para obter tal relagao analisa-se o comportamento de um estado qualquer |1))
pertencente a representacao em questao quando transformado por uma rotagao infinitesimal
R € SU(2). Primeiramente,

L(R)p=p+1i0-IJp=p+Ap=(p’,p—0 x p) = (p°, Ap), (4.113)
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em que @ é um vetor formado por trés angulos infinitesimais. Tem-se entao que

VP (p) = "(p,aple) = P(p,ay| U(R) [v) = w2 (p) +i0 - (“(p,ap| T[v).  (4.114)

No entanto
“(p.ay| U(R Z%a MZ(R™',p)) *(p — AP, By (4.115)

e, portanto,
ZQW M (R, p))vE (p — Ap), (4.116)
—ZQW (M7 (R p){w5 (p) — Ap - Vav§ (a)| }- (4.117)

Utilizando (4.108) resulta que

Qi (MZ (R, D)) = 630 + 10 - 8op- (4.118)

Substituindo (4.118) em (4.117) obtém-se entao que

Wl (p) = vl (p) - Ap-Vqul(@)| +i0-) 8.0 (), (4.119)
B

o que, comparando com (4.114) resulta em

U(p,ap| I[9) = —i(p x Vo)ul(@)| + D gastf (p). (4.120)
B
No entanto, como
S |pa ap>B = Z 8ha |p7 ﬂp)B ) (4121)
B
entao
B(p,ap| I[9) = —i(p x Vo)l (@)| + “(p, | S|¥) . (4.122)

O termo —i(p x V)2 (q) }p é idéntico a expressao nao relativistica do operador
momento angular orbital na base dos momentos, portanto definindo o operador de momento

angular orbital como
P(p,ap| L) = —i(p x Vo)v¥(a)

(4.123)

p7
finalmente obtém-se que

J=L+S. (4.124)

De (4.124) resulta que o operador S corresponde a diferenca entre o momento angular total

e o momento angular orbital da particula, portanto estd associado a um momento angular
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intrinseco da particula, chamado de spin. Esse resultado reforca a interpretacao obtida
através da conexao entre S(p) e o operador de Pauli-Lubanski. Observe que J-P =S - P,
portanto o operador helicidade nada mais é do que a projecao do operador de spin na dire¢ao
do momento da particula.

Os estados |p, a,,)” sdo portanto autoestados dos operadores ||W |2, || P||?, P* e

S3, com autovalores dados por

B

W[ [P, o) = m?s(s + 1) |p, )7 (4.125)
1PI* [P, a)” = —m? |p, o) (4.126)
P"|p,ay)” = p" p,oy,)”, (4.127)
S5 |p, o) = a|p, ap)” (4.128)

4.3 Particulas Sem Massa

As representacoes associadas as orbitas do tipo 0, representam estados de particulas
sem massa. Para desenvolver essas representagoes o quadrimomento k = (1,0,0,1) = (1, 2)
é utilizado como vetor fundamental. E possivel mostrar, partindo diretamente da relacao
L(My)k = k, que as transformagoes de Lorentz associadas ao grupo estabilizador de k sdo

dadas por

&

o] T B
ot v R 5

LMy =| —v R v : (4.129)

llv]? T _wl?
5 v'R 1 5

em que v = («, #) é um vetor bidimensional e

R ( cos sen9> (4.130)

—senf cosf

¢ uma rotacao bidimensional.

Os elementos desse grupo estabilizador podem ser denotados por (v, R), sendo

que
(v, R)(u, S) = (v+ Ru, RS). (4.131)

Além disso, os elementos (v, /) formam um subgrupo abeliano normal nao trivial do grupo

estabilizador, isto é,

(v, ) (u, I) = (u, 1) (v, I) = (v+u,I), (4.132)
(u, R)(v, I)(—R"u, R") = (Rv, I) € {(u, 1)} (4.133)
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e, portanto, o grupo estabilizador de k nao é simples nem semissimples. O conjunto formado

por todos os elementos da forma (0, R) também forma um subgrupo abeliano pois
(0, R(01))(0, R(02)) = (0, R(62))(0, R(01)) = (0, R(61 + 02)). (4.134)

O grupo estabilizador é portanto isomérfico ao grupo Euclideano bidimensional E(2), for-
mado por translacoes e rotagoes bidimensionais.

Os geradores do grupo estabilizador podem ser obtidos diretamente de (4.129):

0 -1 0 O

(OL(Mjy) -1 0 0 +1
—1 = —1 =K —Jh= A4, 4.135
Jda la,p0=0 0O 0 0 0 1 2 1 ( )

0 -1 0 O

0 0 -1 0

OL(Mjg) 10 0 0 O
—1 = —1 =Ky + J1 = A, 4.136
08 lapo=0 10 0 +1 T (4.136)

0 0 -1 O

0 0 0 O

OL(My) o o0 +10
—— =—1 = Js. 4.137
00 lape=0 0 -1 0 0 3 ( )

0 0 0 O

As relagoes de comutacao sao dadas entao por

[J3, A1] = +iAs, (4.138)
[J5, Az] = —iAq, (4.139)
[A1, As] = 0, (4.140)

confirmando a afirmacao anterior sobre o grupo estabilizador de k nao ser simples nem
semissimples.

Portanto, devido a estrutura de G}, é necessario aplicar novamente a técnica
das representacoes induzidas para se encontrar as representacoes irredutiveis de Gj. Por
ser abeliano, as representacoes irredutiveis do subgrupo normal sao todas unidimensionais e

cada representacao irredutivel estd associada a um estado |a = (ay, az2)) tal que

Ay la) =ay|a), (4.141)
Asla) = ag|a) . (4.142)

As rotagoes bidimensionais (0, R) nao alteram o valor de ||a||? , portanto existem apenas dois
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tipos de érbitas para o grupo estabilizador de k: aquelas para as quais ||a|*> > 0 e aquelas
em que |[al|* =0, i.e. a=(0,0).

E possivel mostrar [53] que

U(R(0))AUT(R(#)) = Ay cosf — Aysen, (4.143)
U(R(0))A;UT(R(0)) = Ay senf + Ay cos 6. (4.144)

Portanto, dado um estado |a), com a # (0,0),

A1[U(R(9)) |a)] = (ay cosO + assen@)[U(R(0)) |a)], (4.145)
A [U(R(0)) |a)] = (—aysen + ag cos 0)[U(R(F)) |a)], (4.146)

ou seja, U(R(0)) |a) é autoestado de A; e Ay com autovalores
(ay cosf + azsen ) e (—ay sen® + as cosb). (4.147)

Como 6 é continuo entao, para érbitas com a # (0,0), as representacoes irredutiveis possuem
um conjunto continuo de autovalores para A; e A,, i.e. as representagoes irredutiveis sao
infinitas. Experimentalmente nunca foram identificadas particulas sem massa com tal grau
de liberdade continuo, portanto as representagoes associadas as orbitas com a # (0,0) sao
desprezadas.

Resta analisar o segundo tipo de 6rbita em que a = (0,0), ou seja,

Aqla) =0, (4.148)
Ay la) = 0. (4.149)

Os estados dessa 6rbita sao distinguidos entao pelo autovalor do terceiro gerador:
Jsla = (0,0),0) = 7 ]a = (0,0),0). (4.150)

jé que [J3, A;]|a = (0,0),0) = 0, para ¢ = 1,2. Por simplicidade a notagao |a = (0,0),0) =
|o) serd adotada.
Os estados associados ao subespago do vetor fundamental £ sao entao da forma
|Z, o)), com
J3|z,0%) = 0|z, 0%) . (4.151)

Além disso,
U(My) = U(v = (a, 8), NU(0, R(0)) = e'@Aria)ei0hs, (4.152)

tal que
U(My) |2, 04) = €7 |2,04) , (4.153)
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ou seja,
Q% (M) = €64, (4.154)

Para completar a analise das particulas sem massa deve-se escolher um conjunto

complementar. Uma escolha adequada ¢ aquela dada por
C(p, k) = H(p, k) = R(p)B(||pl%, 2), (4.155)

em que B(||p|2, 2) é um boost na direc¢ao z que leva k = (1,0,0,1) em (||p|[, 0,0, [|p|) e R(p)
¢ uma rotagao que leva (|[p[[, 0,0, [[p|l) em p = ([[p], p)-
Dessa forma os operadores U (H (p, k))JsUT(H (p, k)), denotados por H(p), podem

ser obtidos pelo mesmo caminho utilizado para a base de helicidade no caso de particulas

massivas, resultando em
(p)= TP
P)= )
Ipll

ou seja, o em |p, ap>H corresponde a helicidade da particula.

(4.156)

Uma transformagao de Lorentz qualquer sempre pode ser escrita como em (4.66),
My (A, p) sendo da forma (v, R) no caso considerado. A rotacao R = R(A(A,p)) é chamada

de rotacao de Wigner para particulas sem massa. Com isso,
Ula, A) [p, a,)" = e A" AR | [(A)p, 04,0 (4.157)

em que 0(A, p) corresponde ao angulo da rotagao de Wigner de My (A, p).
Até o presente momento nao foi discutido quais valores ¢ pode assumir. Dada

uma rotagao R(f) em torno do eixo z,

U(R)) |z, ox)" = €% |2, 00)" . (4.158)
Além disso,
—R(0) = R(27 +6), (4.159)
implicando em
U(=R(0)) |z, o) = ™07 |5 o). (4.160)

U(—R(0)) = U(R(6)), (4.161)

portanto
cos(2mo) =1 (4.162)
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eo=0,£1,42,.... Para representagoes semi-inteiras,
U(=R(0)) = —U(R(0)), (4.163)
portanto
cos(2mo) = —1 (4.164)

eaz:i:%,:l:%,....

Portanto, de modo geral o = 0, j:%, +1,..., sendo que cada representacao irre-
dutivel é caracterizada por um tnico valor de o. De (4.157) resulta que nenhuma trans-
formacao de Poincaré restrita é capaz de alterar o valor de o, ou seja, a helicidade para
particulas sem massa é invariante por transformagcoes de Poincaré restritas. Seria justificavel
entao pensar que cada estado de helicidade diferente corresponde a uma particula diferente,
no entanto é possivel mostrar [52,53] que particulas de helicidades opostas estao conectadas
pela simetria de inversao espacial. Portanto, dado que as forcas eletromagnéticas obede-
cem a simetria de inversao espacial, as particulas sem massa de helicidade +1 associadas a
fenomenos eletromagnéticos sao ambas chamadas de féton.

Apesar da helicidade de particulas sem massa ser invariante por transformacgoes
de Poincaré restritas, o estado em si nao ¢é invariante. Em particular, um estado formado
pela superposicao linear de estados com helicidades opostas sera transformado em uma
superposicao diferente por uma transformagao de Poincaré. No caso de fétons, diferentes
estados de polarizacao correspondem a diferentes superposicoes de estados de quadrimomento

bem definido, isto é, estados de polarizacao gerais sao da forma
|p7 ap> = Q4 |pa +1P>H +a- |pa _1P>H ) (4165)

com
la)? + a_|* = 1. (4.166)

Portanto transformacoes de Poincaré restritas mudam o estado de polarizacao dos fétons.



CApriTULO 5

Teoria da Informacao Quantica Relativistica

Na ultima década, diversos trabalhos abordaram diferentes cenarios em que a in-
troducao dos efeitos relativisticos na TIQ é necessaria. Mesmo no cenério simplificado em que
os observadores possuem velocidades relativas constantes, diversos fendmenos interessantes
sdo observados, como por exemplo a nao covariancia das correlagoes [12,26], da entropia [9],
da distinguibilidade [11,24] e da violagao da desigualdade CHSH [8] para estados reduzidos
de variaveis secundarias, assim como a limitacao do formalismo de mapas completamente
positivos [4] na descrigdo de canais de transmissao de informacgao envolvendo sistemas rela-
tivisticos [11,18]. A seguir serd feita uma revisao sucinta de alguns resultados importantes
presentes na literatura, o foco estando voltado para o comportamento de sistemas formados
por particulas massivas quando analisados por diferentes observadores inerciais, regime no
qual as RUIs do grupo de Poincaré desenvolvidas no Capitulo 4 podem ser utilizadas para
descrever os sistemas quanticos.

Como apontado no Capitulo 4, a primeira consequéncia relevante associada a in-
troducao da simetria relativistica na M(Q é a existéncia de uma hierarquia nas variaveis que
descrevem os estados quanticos. Essa hierarquia divide as variaveis dinamicas em primarias
e secundarias de acordo com a maneira com que elas se transformam sob a acao de trans-
formacoes de Lorentz restritas, as transformagoes de variaveis secundarias sendo dependentes
dos graus de liberdade de momento através das rotacoes de Wigner.

Apesar deste trabalho estar voltado ao estudo de particulas massivas, é interes-
sante observar primeiramente a abordagem presente na literatura para as particulas sem
massa (fétons), para as quais a varidvel secundaria é dada pela polarizagao. E bem esta-
belecido na literatura o fato de que estados de polarizacao associados a valores distintos de
momento pertencem a diferentes espagos de Hilbert #,, e por isso a notagao |p, o) com um
indice p na varidvel secundéria é comum [11,26,29]. Isso implica que os estados de polarizacao
para diferentes momentos nao podem ser superpostos'?, ou seja, uma expressao da forma
|a,) +1/5,) nao possui sentido se ¢ # p [11] e, portanto, o trago parcial dos graus de liberdade
de momento nao pode ser utilizado para construir MDRs de polarizacao que tenham sentido
fisico. Apesar disso, nao é impossivel construir MDRs de polarizagao para fétons, porém
essas deverao ser efetivas, ou seja, elas irao depender do modelo de deteccao de polarizagao

adotado (geralmente uma medida POVM [4]) e, consequentemente, nao descreverao todos

'Na literatura é comum denominar essa restricdo de regra de superselecao
2 A base completa |p, a,) ndo viola essa regra de superselecao devido & ortogonalidade da base de momento.

o4
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os tipos de medida de polarizac¢do possiveis [11,29].

E curioso o fato de que, apesar do formalismo utilizado para obter as RUIs tanto
de particulas sem massa quanto massivas ser o mesmo, o tratamento dado na literatura para
as variaveis secundérias de particulas massivas em geral difere muito daquele utilizado para
particulas sem massa. No caso de particulas massivas, a base de spin {|p, ap)B} é comumente
adotada, porém em geral assume-se, explicitamente ou implicitamente, que a superposi¢ao
la,)”? +18,)" faz sentido mesmo que p # ¢. Isso corresponde a afirmar que |oy,)” = |a)”
nao depende de p, e *(a,|8,)" = P(a|B)” = 645 ¥p,q € O(k), 0 que implica na auséncia de
uma regra de supersele¢ao que impeca a utilizacao do traco parcial dos graus de liberdade
de momento para particulas massivas [11-23]. Devido a essa abordagem, os subindices p
nas variaveis secundarias de particulas massivas nao sao utilizados na literatura e escreve-se
|p,a) em vez da notacdo mais completa |p,ozp>B. Para particulas massivas, uma matriz

densidade qualquer de uma tnica particula pode ser escrita na base de spin como

p= zﬁ://du(p)du(q)pfg(p,q) P ay)” a, Byl (5.1)

em que pls(p,q) = Bip, aplpla, By)”. Portanto, assumindo a possibilidade de se realizar o

traco parcial dos graus de liberdade de momento, a seguinte MDR de spin é obtida:

P= T "4 ( / du<p>p5g<p,p>) | (52)

As MDRs de spin obtidas dessa forma sao interpretadas como estando associadas as previsoes
estatisticas de medidas de spin realizadas por um aparato ideal que nao é afetado pelo
momento das particulas [9,11].

E instrutivo analisar alguns exemplos que permitam observar de que modo as
rotacoes de Wigner junto com o trago parcial dos graus de liberdade de momento implicam
em um comportamento inusitado de certas propriedades associadas aos graus de liberdade
secundarios das particulas massivas. Como os resultados dos exemplos a seguir serao basea-
dos na utilizacao do tracgo parcial, os subindices de momento nas variaveis secundarias serao
omitidos para que a notagao fique mais proxima daquela encontrada na literatura. Seja Alice

um observador inercial que descreve uma particula de massa m e spin 1/2 pelo estado

1

75 (0 +1/2" + |-p,-1/2)"). (5:3)

Va)) =

em que p = py = Y,mvy com 7y, = (1 —v?)~'/2. Suponha agora que a mesma particula

seja analisada por Bob, um outro observador inercial que se move com velocidade wz com
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relacao a Alice. No referencial de Bob a particula sera descrita pela matriz densidade

Py = U(A)payU'T(A) = U(A) [vay) (v U (A), (5.4)

sendo L(A) o boost que conecta os sistemas de coordenadas associados a cada um dos ob-
servadores. De (4.110) obtém-se que a rotacdo de Wigner associada a esse boost é dada
por
B N b . ¥
M, (A, £py) = cos 5) 00 + isen 5) o (5.5)

v 1 w 1
sen <£> = 4 )0 ) (5.6)
2 2(1 + YY)
Portanto, tomando o trago parcial dos graus de liberdade de momento em p’(l), obtém-se a
MDR de spin

em que

1 1 —isen ¢
Ty = = . 5.7
W2 (z sen ¢ 1 ) (5.7)

A matriz densidade p(;) do sistema como um todo se transforma de maneira bem definida

quando atuada a transformacao de Lorentz L(A), i.e.
Py — UA)payU'(A), (5.8)

portanto p(1) se transforma de forma covariante e, como U(A) ¢ unitario, todas as proprie-
dades do sistema que sao invariantes por transformacoes unitarias se conservam, como por
exemplo a entropia. No entanto, algo inusitado ocorre quando a MDR de spin é considerada.
Como as transformacoes relativisticas das varidveis secundarias dependem explicitamente das
variaveis de momento, entao as MDRs de spin de um mesmo sistema obtidas por diferen-
tes observadores inerciais, além de serem distintas, nao estao conectadas por nenhuma lei
de transformagao bem definida dependente apenas da transformacao de Lorentz L(A) que
conecta os observadores [11,19], i.e. as MDRs de spin nao sao covariantes.

Uma consequéncia imediata da nao covariancia das MDRs de spin se refere a

pureza dos estados, que pode ser medida, por exemplo, pela entropia de von Neumann [4]
S(r) = —Tr(rlogr). (5.9)
A entropia de von Neumann do estado reduzido (5.7) é dada por

S(T(/l)) = _TT(T(Il) log 7'(,1))

- _%u + sen ) log (%(1 + sen 90)) - %(1 — seny)log (%(1 — sen @) . (5.10)
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O comportamento da entropia em funcao da velocidade de Bob para diferentes valores fixos
de v esta apresentado na Figura 5.1. Conclui-se desse resultado que a pureza das MDRs de
spin depende do estado de movimento do observador em relacao ao sistema analisado e da
distribuicao de momentos do sistema, ou seja, a entropia de von Neumann das MDRs de
spin nao ¢ uma grandeza covariante. Essa caracteristica da entropia das MDRs de spin é um
resultado importante em TIQR, ja que a entropia de von Neumann tem grande importancia
em diversos conceitos, como por exemplo na defini¢ao do limite de Holevo [49], e, portanto,
esse comportamento tem consequéncias relevantes no estudo dos processos de transmissao de

informacao quando essa estiver codificada nos graus de liberdade secundarios de particulas

relativisticas.
Entropia vs. velocidade do observador
1 '_1 il T T IS—
0.8 i
2 o6t |
<
8
e 5
S 04} Velocidade da particula (v) H
v=0.0 E
v=0.3
- v=0.6
02 v=09 §
0 L L 1 I
0 0.2 04 0.6 0.8 1

Velocidade do observador (w)

Figura 5.1 Entropia de von Neumann em func¢ao da velocidade de Bob para diferentes velocidades

da particula.

O efeito da dependéncia intrinseca dos spins com os momentos na distinguibili-
dade entre estados também pode ser analisado. Considere agora que existem dois estados
possiveis para descrever uma particula de massa m e spin 1/2, sendo que no referencial de
Alice o primeiro estado possivel é dado por (5.3) e o segundo é descrito por

1

V2

Para Bob a MDR de spin associada ao estado (5.11) é dada por

1 1 1sen @
Ty = = 5.12
@2 (—i sen ¢ 1 ) (5.12)

o) = —= (Ip,—1/2)" +1-p,+1/2)") . (5.11)
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O critério mais simples para estudar a distinguibilidade entre dois estados quanticos é a
probabilidade de erro, cuja definicao é dada a seguir. Se um observador receber uma tunica
copia de um entre dois estados equiprovaveis possiveis e realizar uma tinica operacao com o
objetivo de decidir que estado foi entregue, a probabillidade de obter uma resposta errada

para uma medida optimizada serd dada por [11]

1 1
Pp(p1,p2) = 5 = 7 Tev/ (o1 = p2)?. (5.13)

Essa definigao aplicada as MDRs 7'(/1) e 7'(’2) resulta em

iTr (7l — 72 = %(1 _seng). (5.14)
A probabilidade de erro em funcao da velocidade de Bob para diferentes valores fixos de v
esta apresentada na Figura 5.2. Obviamente a distinguibilidade entre os estados totais, i.e.
considerando as variaveis primarias e secundarias, é preservada, ja que os estados completos
se transformam unitariamente sob a acao de transformagoes de Lorentz restritas. Isso implica
que, dada qualquer medida de distinguibilidade D cujo valor diminui quando os estados se

tornam mais distinguiveis,
D(7(1y; T(2)) = D(p@y, P(2)), (5.15)

sendo 7'(/1) e 7'(’2) as MDRs de spin em um dado referencial inercial e p(;) e pr) as matrizes

densidades completas em qualquer referencial inercial.

Probabilidade de erro vs. Velocidade do observador
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R v=03
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0.1 r v=09 -
O 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Velocidade do observador (w)

Figura 5.2 Probabilidade de erro em funcao da velocidade de Bob para diferentes valores de

velocidade da particula.
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As transformacoes descritas por mapas completamente positivos tem um papel
especial na TIQ e sao muito importantes no estudo dos processos, das correlagoes e dos canais
ruidosos quanticos [4]. Apesar das MDRs de spin para diferentes observadores inerciais nao
poderem ser conectadas por regras de transformagcao bem definidas, em alguns casos pode ser
interessante tentar definir tais regras para classes particulares de estados. Nesse caso, seriam
essas transformagoes mapas completamente positivos? E um fato bem estabelecido que a
distinguibilidade nao pode ser aprimorada por mapas completamente positivos, portanto do
exemplo anterior conclui-se que essas transformacgoes nao podem em geral ser representadas
por esse tipo de mapa [11,18]. Isso implica em uma limitacdo do formalismo de mapas
completamente positivos na descricao de processos de transmissao de informacao em que
efeitos relativisticos podem ser importantes.

Da mesma forma que as rotagoes de Wigner induzidas por uma mudanga de
referencial levam a nao covariancia da entropia e da distinguibilidade para as MDRs de spin
de uma tnica particula, as correlagoes spin-spin, momento-spin e momento-momento para
um sistema composto também nao serao covariantes. Um importante teorema por Gingrich
et al. [12] estabelece que é necessério que o emaranhamento entre as partes de spin e momento
de um estado puro seja nao nulo para que o emaranhamento spin-spin possa aumentar sob
a agao de transformacoes de Lorentz restritas. A demonstracao desse teorema ¢é apresentada
a seguir. Suponha que em um dado referencial inercial um estado de duas particulas seja

dado por

=3 / / dpu(p)di(@)Pasx(ps @) Py ) |t ) (5.16)
af

i.e. nao ha emaranhamento entre as partes de spin e momento das duas particulas. A MDR

de spin para esse estado sera dada entao por

T= D Gap O, o) sl @ 181)° P8 (5.17)

181 azfe

Aplicando uma transformacao de Lorentz U(A) ® U(C) no sistema, ou seja, considerando
que os observadores que irao analisar as particulas se encontram em referenciais inerciais

diferentes, a MDR de spin passa a ser dada por

7= //d,u(P)dM(qﬂX(L(A)—lp’ L(C) 'q)|*F(p, q)TFT(p, qQ), (5.18)

em que

F(p,q) = Q[MP (A, L(A)'p)] ® QM (C,L(C)"q)]. (5.19)

Como os operadores () sao representagoes unitarias finitas do grupo estabilizador G =

SU(2), a aplicagao de qualquer entanglement monotone* E(p) no estado 7’ resultard na
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desigualdade

/ / du(p)dp() X (L(A)'p, L(C) ') E (F(p, )7 F'(p, )
/ / dya(p)dps(a)| X(L(A)'p, L(C) " q) PE(r) = E(7), (5.20)

o que demonstra o teorema. Devido a natureza convexa do conjunto dos operadores densi-
dade, a extensao desse teorema para estados de mistura é imediata. E importante ressal-
tar que o emaranhamento entre as particulas, considerando tanto as varidaveis de momento
quanto as variaveis secundarias, nao é alterado, ja que as transformacoes de Lorentz sao
dadas por transformagoes unitarias que atuam em cada particula separadamente. Portanto
o que ocorre de fato é uma troca de correlacoes entre os diferentes graus de liberdade do
sistema.

Baseando-se na aplicacao do trago parcial dos graus de liberdade de momento e na
interpretacao dada as MDRs obtidas por esse método, diversos trabalhos foram desenvolvidos
na ultima década para entender as consequéncias do comportamento nao covariante das
MDRs de spin para a TIQ [11-23]. No entanto, artigos recentes [35-38] apontaram problemas
associados ao uso das MDRs de spin, gerando duvidas quanto a validade dos resultados
obtidos por meio dessas matrizes.

Em [35] argumenta-se que as MDRs de spin introduzidas por Peres et al. em [9]
nao sao capazes de descrever todo tipo de medida de spin. Apesar do autor em [35] trabalhar
com a base de helicidade, seu argumento pode ser mapeado para a base de spin da seguinte
maneira: transformagoes unitérias U(p) dependentes do momento podem ser aplicadas em
G?(p) = S(p) para produzir novos operadores de spin, i.e. operadores U(p)S(p)UT(p) com o
mesmo conjunto de autovalores que S(p) e que obedecem as relagoes de comutagao (4.92), no
entanto a estatistica associada as medidas desses observaveis nao pode ser explicada pelas
MDRs de spin habituais. O autor conclui entao que seriam necessarias MDRs diferentes
das usuais para descrever a estatistica desses outros observaveis de spin, porém ele nao faz
nenhuma referéncia quanto ao sentido fisico dessas outras matrizes e nao menciona de que
forma elas seriam matematicamente definidas, visto que o trago parcial é capaz de fornecer
apenas uma MDR de spin (a menos de mudangas de base triviais). Talvez pelo fato do autor
nao ter feito essas especificagoes, o argumento apresentado em [35] nao recebeu a devida
atencao de grande parte da comunidade de TIQR e o traco parcial dos momentos continuou
a ser aplicado na construcao de MDRs de spin [15-23].

Recentemente outras criticas as MDRs obtidas pelo traco parcial dos graus de
liberdade de momento foram apresentadas em [36-38]. Em [36,37] argumenta-se que qualquer

experimento que seja construido para medir grandezas associadas aos graus de liberdade de

3Um entanglement monotone é definido como sendo qualquer fungao E(p) que satisfaca as seguintes
propriedades: (1) E(p) deve mapear operadores densidade em nimeros positivos; (2) E(p) = 0 se e somente se
p for separdvel; (3) E(p) ndo aumenta em média sob LOCC (operagdes locais com comunicagao cldssica). [60]
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spin dependera do momento da particula, o que, segundo os autores, tornaria as MDRs de
spin e sua interpretacao desprovidas de sentido fisico. Para defender esse ponto de vista os
autores construiram um modelo de medida Stern-Gerlach (SG) para particulas relativisticas
e mostraram que as previsoes obtidas para essas medidas de spin nao poderiam ser explicadas
utilizando o formalismo usual de MDRs. Apesar do modelo de medida SG introduzido pelo
autores ser simplificado, resultados mais recentes [38], em que a interagdo do aparato SG
com a particula é tratada de maneira mais formal, mostram que a proposta feita em [36, 37|
de fato descreve corretamente a medida SG para particulas relativisticas.

Na secao a seguir serao discutidos os argumentos e conclusoes apresentados em
[36,37]. Além disso sera mostrado que os resultados apresentados nesses artigos estao dire-
tamente conectados a critica feita previamente em [35]. Uma vez estabelecida essa conexao,
sera mostrado que essas criticas podem ser facilmente compreendidas, sem a necessidade de
introduzir modelos de interacao, por meio de uma analise cuidadosa da teoria de RUIs do
grupo de Poincaré. Essa analise permitira mostrar que, apesar do atual formalismo de MDRs
de spin para particulas relativisticas nao ser rigoroso, a introducao de uma nova abordagem
permite manter os resultados presentes na literatura e ao mesmo tempo incorporar as recen-
tes criticas. Para isso sera necessario abandonar o traco parcial dos graus de liberdade de

momento e a interpretacao original das MDRs de spin.

5.1 Medida Stern-Gerlach de Particulas Relativisticas

Em [36] é proposto um modelo de medida SG para particulas relativisticas de
spin 1/2. Como visto no Capitulo 4, o operador de spin S(p) é interpretado como sendo
o momento angular total de uma particula de momento p em seu préprio referencial. Par-
tindo dessa interpretagao e também do fato de que no referencial da particula um tratamento
nao relativistico pode ser aplicado para descrever a interacao no interior do aparato SG, os
autores concluem que o eixo de quantizagao para uma particula de momento bem definido
que passa por um equipamento SG se da na direcao do campo magnético nao homogéneo
no proprio referencial da particula. Suponha que uma particula de momento p = y,mv
passe por um aparato SG cujo campo eletromagnético é descrito pelo tensor F*” no referen-
cial do laboratério (Alice). No referencial da particula o tensor eletromagnético serd dado
por L(B(p, k)~')* ,L(B(p, k)~')? ,F e, portanto, a particula perceberd o campo magnético
apontando na direcao 9+ Do — 1(g - ¥)v
n(fy, v) = [17_ ENSTEEECES (5.21)

sendo Ny a direcao do campo magnético nao homogéneo no referencial de Alice.

Os autores argumentam entado que, dada a interpretagdo de S(p) e o fato da

separacao momento-spin fazer sentido no referencial de repouso da particula, os estados de
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spin |¢p>B definidos por

P, 60)" = QualME (M, p)] P, 5,)” (5.22)
B

com M, € G,, podem ser representados pelo vetor de Bloch r = (¢,|o|¢,), em que o =
01X + 02y + 03z. Dessa construcao os autores concluem que, para se produzir um estado
B
p. 1)
componente, e medir o spin com um eixo de quantizacao na direcao r no referencial de

, é necessario medir o momento da particula, obtendo os autovalores p’ para cada

repouso da particula obtendo como resultado o autovalor 4+1/2. Para medir o spin seria
necessario entao usar um equipamento SG com campo magnético nao homogeéneo apontando

na direcao r no referencial da particula, ou seja,
fl(flo, V) =T. (523)

Caso Bob, um outro observador inercial, queira relatar o procedimento ante-

rior de producao do estado, ele ird descrever o tensor eletromagnético do aparato SG por
(0%
L(A)®,

Lorentz que conecta os referenciais de Alice e Bob. Com isso, o vetor de Bloch r’ computado

L(A)? F* e o momento da particula por L(A)p, sendo L(A) a transformacio de

por Bob sera dado por
r' = R(MP(A,p))i(hg,v) = R(MP(A,p))r, (5.24)

em que R(MPE(A, p)) é a transformagao de SO(3) associada a rotagao de Wigner MP(A, p) €
SU(2). Os autores concluem dessa relagao que as rotagdes de Wigner sdo uma consequéncia
direta da dependéncia do eixo de quantizagao de uma medida de spin com o momento da
particula.

Dessa construgao obtém-se entdo que se uma particula de spin 1/2 preparada
num estado |p,r>B passar por um aparato SG com campo magnético nao homogéneo na
direcao ng no referencial do laboratério, o valor esperado da medida sera dado por

r - A(fy, v)

E(lp.r)” o) = — = (5.25)

Isso decorre do fato de que no referencial de repouso da particula o formalismo nao rela-
tivistico da MQ pode ser utilizado, portanto o valor esperado da medida SG é dado pelo
produto escalar entre o vetor de Bloch e o vetor unitario na direcao do campo magnético
nesse referencial. Como o valor médio da medida apresentada depende explicitamente do
momento da particula, os autores concluem que nao é possivel prever corretamente a es-
tatistica de uma medida de spin sem considerar os graus de liberdade de momento e, por

isso, nao faz sentido definir MDRs de spin para sistemas relativisticos por meio do traco
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parcial dos momentos.
Para expor a inconsisténcia das MDRs de spin, os autores apresentam um exemplo

que consiste em uma particula neutra de spin 1/2 que se propaga com velocidade
v = v(cos(#)x + sen(0)y) (5.26)

e que passa por dois aparatos SG, o campo magnético nao homogéneo do primeiro estando
na direcao x e do segundo na direcao y, sendo ambas as direcoes definidas no referencial
do laboratério. E importante ressaltar que o observador nao possui conhecimento acerca da
velocidade da particula, j4 que a unica informagcao a que ele tem acesso é aquela obtida por
meio do detector que retorna apenas resultados +1/2. Os autores calculam entdo o valor
esperado da medida do segundo SG depois do primeiro ter dado +1/2 como resultado. Par-
tindo do fato de que o estado produzido pela primeira medida é dado por |p,r = A(X, V)>B,

obtém-se, usando as equagoes (5.21) e (5.25), que o valor esperado da segunda medida é

_ —v%sen(0) cos(0) |
2¢/[1 — v2 cos2(0)][1 — vZsen2(0)]

(5.27)

O comportamento desse valor médio em funcao de v para diferentes valores de 6 esta apre-

sentado na Figura 5.3.

Valor esperado vs. Velocidade da particula
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025 0=m/72 |
"""""" 0 = 3m/4
0.5 . | | |
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Velocidade da particula (v)

Figura 5.3 Valor esperado da medida de spin efetuada pelo equipamento SG em funcao do médulo

da velocidade da particula para diferentes valores de 6.

Como serd mostrado a seguir, esse resultado nao pode ser explicado pela MDR

obtida por meio do trago parcial dos graus de liberdade de momento. A MDR de spin para



Capitulo 5. Teoria da Informacao Quantica Relativistica 64

o estado produzido pelo primeiro SG é dada por
(5.28)

Qualquer observavel que descreva uma medida de spin que possa ser associada a essa MDR
devera ser da forma agog + a - o, sendo que os coeficientes ag e a sao independentes dos
momentos. Se esses coeficientes pudessem depender dos momentos, isso significaria que o
observador tem conhecimento sobre a velocidade da particula e, nesse caso, nao faria mais

sentido definir a MDR de spin. Como o valor médio de a - o é dado por
Tr(a-o7) =10(X,V) - a, (5.29)

entao é impossivel reproduzir o resultado dado em (5.27) utilizando apenas a MDR de spin
(5.28) obtida por meio do trago parcial.

Em [37], o modelo de medida SG descrito acima ¢é utilizado em um sistema
bipartite de particulas de spin 1/2 para analisar a violagdo da desigualdade CHSH* [3].
Essa desigualdade é dada por

A~ ~ A~

S = [(a1,b1) + (&1, bo) + (A9, b1) — (A2, bo)| < 2, (5.30)

~

sendo que (&;, b;) representa o valor esperado normalizado de medidas de spin nas diregoes
&; e b; realizadas sobre a primeira e a segunda particula, respectivamente. O estado bipartite

considerado em [37] é dado por

) = / dp(p)o () [p. +1/2)7 | —p, —1/2)F — [p,~1/2)F |-p. 1/2)7], (5.31)

sendo que os subindices a e b referem-se aos observadores, denominados de Alice e Bob,
responsaveis por medir cada uma das particulas. Os subindices p nas variaveis secundarias
foram novamente omitidos para que a notagao fique mais proxima daquela presente na litera-
tura. Os autores consideram em seu exemplo que ¢¥(p) = ¥ (p, 0, ¢) < §(p — Mpyu,vp), sendo
que my e v, sao a massa e a velocidade, respectivamente, da particula analisada por Bob.
Além disso, eles assumem que a massa m, da particula analisada por Alice é muito maior
do que a massa da particula de Bob, permitindo que um tratamento nao relativistico seja
aplicado a particula de Alice. Apesar do estado (5.31) possuir a distribuigao de momentos

»(p, 0, ), os resultados presentes em [37] para esse modelo dependem apenas da anélise do

4A desigualdade CHSH possui grande importancia no estudo dos fundamentos da MQ e em diversos
protocolos quanticos, a sua violagao estando associada a impossibilidade de se construir uma teoria de
varidveis ocultas que seja capaz de reproduzir os resultados quanticos e, ao mesmo tempo, respeitar as
hipéteses de localidade e realismo feitas por Einstein et al. em [1].
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estado

16) = %[In 11/2)8 [-p, ~1/2)7 — |p,~1/2)7 |-p. 1/2)7) (5.32)

todos os resultados relacionados a (5.31) sendo obtidos por meio de médias sobre as previsoes
feitas para (5.32). Por isso, apenas os resultados para o estado (5.32) serao apresentados

neste trabalho.
As diregoes dos campos magnéticos nao homogéneos nos equipamentos SG con-

siderados sao dadas abaixo:

4, =% b Xty
1 = X, 1= 5
V2 (5.33)
. N
a2 - y7 b2 - .

Utilizando a defini¢ao (5.25) e o estado (5.32) obtém-se entdo que

~

<5lz‘, B]) = _ﬁ(éi; Va) : fl(bqu) R -4, - ﬁ(Bu Vb)- (534)

Portanto, o observavel S da desigualdade CHSH ¢é dado por

’\/h+(vb, 7,9) (2¢1 02 + h_(vp, 6, ¢)) + /" (00,0, 0) (2\/1 02 + he (v, 0, ¢)) ‘
Vs (0, 0, 0)v/h—(0,0,6) (/T 0F +1)

, (5.35)

S(vp,0,0) =

sendo que

hai(vy,0,0) =2 — (1 £sen(2¢)) (sen )*v; (5.36)

Na Figura 5.4 estda apresentado o comportamento de (5.35) em funcao das coordenadas

polares 6 e ¢ do momento para v, = 0.99.

Violagéo da desigualdade CHSH

29 ¢
3 l
< 26t /
S 25+ ».//l
et II ””””
[ ﬁ/,’,,/”g@n <
0 6

Figura 5.4 Violagao da desigualdade CHSH em funcao das coordenadas polares do momento da

particula de Bob para v, = 0.99.
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A MDR de spin que resulta do trago parcial dos graus de liberdade de momento

do estado (5.32) corresponde a matriz densidade do estado singleto

1

V2

e, portanto, nao depende de p. Consequentemente, esse estado reduzido nao é capaz de

(41/2)¢ |=1/2)) = [=1/2); [+1/2)y) (5.37)

reproduzir as previsoes obtidas em (5.35) para a viola¢ao da desigualdade CHSH envolvendo
medidas SG do spin.

Existe uma conexao entre os resultados expostos nesta secao e a critica apresen-
tada em [35] que parece ter sido ignorada pelos autores de [36,37]. Para demonstrar essa

relagao observe que a diregao f(fy, v) pode ser escrita como
ﬁ(ﬁ()? V) = R(ﬁ()) p)27 (538)

em que R(ng, p) é uma rotagao espacial. A seguir a notagao R(ng,p) serd utilizada tanto
para indicar a matriz de rotacdo 3 x 3 pertencente a SO(3) quanto a matriz correspondente
de SU(2). De acordo com a interpretagao dada em [36] o equipamento SG mede o spin na
dire¢do n(ng, p) no referencial de repouso da particula, ou seja, para um dado momento p

o observavel que serd medido é descrito por

U[B(p. W)J - (ho, p)U' [B(p. k)] = U[B(p. k)R(5io, p))3 - 20" [B(p, k) R (20, p)]
= U[M,(00)B(p, )13 - 2U1 (M, (30)B(p. )] (5.39)
U

(p) - 2U" [M, (1)),

Il
T

=
=)
(=]

=
w

em que M,(fg) = B(p, k)R(fo,p)B~(p, k) € G,. O observdvel associado & medida SG
utilizada em [36, 37] corresponde, portanto, a uma trasformacao unitaria dependente do
momento do operador S(p), ou seja, ¢ um observavel de spin do tipo mencionado na discussao

apresentada em [35].

5.2 MDRs Efetivas como Solugao para as Criticas ao Modelo
Usual de MDRs de Spin

Como apontado anteriormente, para se utilizar o traco parcial dos graus de li-
berdade de momento na construgao de MDRs de spin para particulas massivas, é necessario

assumir que a Superposicao |ap)B -+ |ﬁq>B faz sentido mesmo que p # ¢, e que

Ploy|B)" = P(alB)? = bas, ¥p,q € O(k). (5.40)
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Isso ¢é equivalente a afirmar que a base associada ao conjunto complementar { B(p, k)} possui
propriedades privilegiadas com relagao aos outros conjuntos complementares, ja que (5.40)
implica que

C(Bq|O‘p>C = QsalR' (@) R(p)], (5.41)

sendo R(p) = B~ !(p,k)C(p,k) € SU(2). Contudo, como visto no Capitulo 4, todos os
conjuntos complementares sao equivalentes, portanto nenhuma das propriedades acima pode
ser demonstrada para {B(p, k)} a partir da teoria de RUIs do grupo de Poincaré.

No Capitulo 4 mostrou-se que diversos operadores de spin G¢ podem ser defi-
nidos para diferentes escolhas de conjunto complementar {C(p,k)}. Utilizando o fato de
que as transformagoes C'(p, k) de um conjunto complementar qualquer sempre podem ser

expandidas como
C(p. k) = B(p, k)R(p) = M,[R(p)| B(p, k), (5.42)

sendo que R(p) € SU(2) e
M,[R(p)] = B(p, k)R(p) B~ (p, k) € G, (5.43)
obtém-se que todo observavel gc(p) pode ser escrito como

G°(p) = U[C(p, k)|IUMC(p, k)]
= U[M,[R(p)|JU(B(p, k)|JU[B(p, k)]UT[M,[R(p)]],
= U [M,[R(p)]] S(p)U" [M,[R(p)]] . (5.44)

Isso significa que os observaveis de spin utilizados na argumentagao apresentada em [35]
nada mais sdo do que os operadores G associados a diferentes escolhas de conjunto com-
plementar. Da mesma forma, (5.39) e (5.44) implicam que o modelo de medida SG utilizado
em [36,37] corresponde simplesmente a uma escolha particular de observaveis GY. Dessa
constatagao conclui-se que as criticas feitas tanto em [35] quanto em [36,37] podem ser ex-
pressas em termos da teoria de RUIs do grupo de Poincaré conforme descrito a seguir. Para
que o traco parcial dos graus de liberdade de momento de particulas massivas possa ser apli-
cado, é necessario que certas propriedades sejam impostas para a base associada ao conjunto
complementar {B(p,k)}, o que nao é justificivel do ponto de vista da teoria de RUIs do
grupo de Poincaré. Essas imposigoes sao responsaveis por gerar inconsisténcias quando ou-
tros observaveis de spin associados a conjuntos complementares diferentes sao considerados,
levando a conclusao de que o traco parcial dos momentos para particulas massivas nao é
rigoroso e deve ser reavaliado juntamente com as MDRs de spin.

A conclusao acima implica na seguinte pergunta: serd possivel recuperar de uma
maneira consistente os resultados presentes na literatura obtidos por meio do trago parcial

dos graus de liberdade de momento? Para responder a essa questao é necessario relembrar por
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que, no Capitulo 4, os subindices p foram introduzidos nas variaveis secundarias de particulas
massivas. Durante a construgao das RUIs do grupo de Poincaré concluiu-se da equagao (4.38)
que os rétulos a em |p, o) estavam associados a estados de base de uma representagao unitdria
do grupo estabilizador G). Isso significa que para cada valor de p € O(k) os indices « estao
definidos em espacos de Hilbert H,, isomdrficos porém diferentes, e por isso os subindices de
momento sao introduzidos nas variaveis secundarias de spin. Essa andlise permite visualizar
o espaco de Hilbert associado a uma dada RUI do grupo de Poincaré como sendo composto
por funcoes definidas no hiperboléide associado a dérbita O(k) e quadrado integraveis com
relagao a medida du(p), sendo que em cada ponto p do hiperboldide encontra-se “acoplado”
um espago de Hilbert H, associado aos graus de liberdade secundarios dos estados. Na
Figura 5.5 é apresentado um esquema que permite visualizar essa construcao. Observe que,
apesar da relacao (5.40) nao ser rigorosa, nao ha nenhum problema com a definigao
c
{

P, a,ld, B,)C = 2w(q)3(p — q)dag, (5.45)

j4 que a relacao C(ap|ﬁp>c = Jop ¢ bem definida para estados em um mesmo espago de
Hilbert H,.

Hyp

Hi
Figura 5.5 Esquema do espaco de Hilbert associado a uma dada RUI do grupo de Poincaré

A construcao esquematizada na Figura 5.5 deixa claro que, devido a estrutura
do espaco de Hilbert dos estados totais, nao existe uma tnica maneira de se comparar os
estados de spin definidos nos diferentes espagos H,. Por isso nao é possivel inferir da teoria
de RUIs do grupo de Poincaré que a superposicao |ocp>B +| 5q)B faz sentido para p # ¢, nem
que a propriedade (5.40) é verdadeira. Outra conclusdo que pode ser obtida dessa estrutura
é que todo observavel de spin depende dos graus de liberdade de momento, ou seja, uma
separacio da forma G¢ = 1, ® g nao faz sentido para nenhum conjunto complementar, o
que torna a interpretacao usual dada as MDRs obtidas pelo trago parcial dos momentos
desprovida de sentido fisico. Apesar de nao existir uma unica maneira de se comparar os
estados de spin para diferentes valores de momento, se um observador decidir medir um dado
observével G© - &, seu equipamento retornard apenas os resultados —s, —s+1,...,s— 1 e s,

sendo s o nimero quantico de spin do sistema analisado, ou seja, a escolha de um conjunto
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especifico de observaveis de spin G estabelece uma conexao entre os diferentes espacos H,.
Essa relagao entre a escolha dos observéveis de spin e a conexao dos espagos H, implica
que se uma descri¢ao em termos de MDRs for possivel para os graus de liberdade de spin,
entao as matrizes correspondentes deverao ser efetivas, ja que elas dependerao do conjunto
complementar associado ao modelo de deteccao adotado e nao descreverao todos os tipos de
medida de spin possiveis.

A seguir sera demonstrado que uma abordagem em termos de MDRs efetivas de
fato é possivel. Para isso é necessario introduzir um espaco de Hilbert auxiliar H ¢ isomérfico
aos espacos H,. As MDRs efetivas serao definidas entdo a partir de um mapa f¢ que, para
um dado conjunto complementar {C(p, k)}, transforma os operadores densidade totais p em
matrizes densidade f¢(p) definidas no espaco de operadores lineares limitados B(H¢). Um
esquema do mapa a ser construido é apresentado na Figura 5.6. Além disso, deseja-se que
as matrizes densidade produzidas por esse mapa sejam capazes de descrever a estatistica
de medidas da forma A° = ag] +a- G°, sendo que ap e a sdo coeficientes reais arbitrarios

independentes dos momentos. Com esse intuito, impoe-se que
Tl”(pAC) = Tr?-tc (fC(p>aC)’ (546)

sendo a® = apgy +a- g, g a identidade em B(H¢) e g um conjunto de trés operadores
isomérficos aos geradores das representagoes unitdrias dos grupos estabilizadores G, (p €
O(k)). A conexao entre os observaveis GY e os operadores g é estabelecida a partir das

equagoes (4.77) e (4.78), que implicam em

0% = S (@)in [ 557 [0 AlC ool (547

a75

Hy, ——1>
Hy. HC

Figura 5.6 Esquema do mapa f¢ para a construcio de MDRs efetivas associadas a um dado

conjunto complementar {C(p, k)}.

O primeiro passo para a obtencao do mapa f¢ é tentar provar que, dado um
operador densidade qualquer p e um conjunto complementar {C(p, k)}, existe um tnico

mapa f¢ tal que (5.46) seja verdadeira. No entanto, a equagao (5.46) s6 garante a unicidade
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de fY(p) para o caso de spins 1/2. Isso se deve ao fato de que o conjunto dos operadores
lineares hermitianos para s = 1/2 possui dimensao quatro, portanto v2g = a/v/2 e 0¢/v/2
formam uma base ortonormal de matrizes com relacao ao produto interno de Hilbert-Schmidt

nesse espaco. Com isso, qualquer operador hermitiano a® que atue em H¢ para s = 1 /2

pode ser expandido como a® = agoy + a - o. Isso implica que f¢(p) pode ser escrito como
3 .
) = Y oiTene (5150)) (5.48)
i=0

o que, utilizando (5.46), resulta em

F9(p) = ZmTr(gfp), (5.49)

sendo G§ = 1/2. A equagao (5.49) implica entdao que f(p) é univocamente definido por
(5.46) para s = 1/2.

No caso de particulas com um spin s qualquer, 4s(s + 1) matrizes Hermiteanas
ortonormais de traco zero, além da identidade devidamente normalizada, sao necessarias
para descrever um operador hermitiano qualquer que atue sobre H¢e. Dessa forma, a relagao
(5.46) nao é suficiente para determinar f¢(p) univocamente para um spin qualquer s. No
entanto, esse problema pode ser contornado da seguinte maneira. Suponha que {m;}, com
i =1,...,4s(s + 1), seja um conjunto ortonormal de matrizes Hermiteanas de trago zero.

Qualquer observéavel b que atue em H¢, inclusive os g, pode ser expandido como

= > om, (5.50)

sendo que mg é a identidade devidamente normalizada e b¢ sdo fatores reais. Portanto,
baseando-se na relagao (5.47), pode-se definir o seguinte conjunto de observédveis no espago
total:

dp cc
MC = i) Ba 5 /. IPPp y &pl oy .
£ =2 m [ 555 1p 80 ooy (551)
sendo que
Mic ’pa ap>c = Z(mi)ﬁa |p> ﬁp>c . (5'52)
B

Dessa forma, os operadores A utilizados em (5.46) sdo casos particulares dos operadores

mais gerais
4s(s+1

)
BC = Z b ME, (5.53)

1=0

em que bl-c sao coeficientes reais. Com isso, pode-se impor que o mapa f respeite a seguinte
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relacao:
Tl"(pBC) = Try, (fc(p>bc)7 (554)

em que BY ¢ dado por (5.53) e b° por (5.50).

Uma vez estabelecido a condicao (5.54) para o mapa f¢, pode-se utilizar o mesmo
procedimento adotado para o caso com s = 1/2 para provar que, dado um operador densidade
p qualquer e um conjunto complementar {C(p, k)}, existe um tinico mapa f(p) tal que (5.54)
seja verdadeira. A demonstracdo desse resultado é apresentada a seguir. Como f¢(p) é uma

matriz Hermiteana, ela pode ser expandida da seguinte forma:

4s(s+1)

o)=Y mTe(f(p)my). (5.55)

i=0
No entanto, da relagao (5.54), resulta que

4s(s+1)

fClo)y=> mTr(pMf). (5.56)

1=0

Como p ¢ arbitrério e a operacao Tr(pMC) é bem definida, a equacao (5.56) implica que o
mapa f¢ é tnico, i.e. f¢ é univocamente determinado por (5.54).

O procedimento adotado para demonstrar a unicidade da solu¢do para (5.54)
é o mesmo utilizado para demonstrar que subsistemas de sistemas quanticos compostos
devem ser descritos pelo trago parcial dos subsistemas ignorados [4]. No entanto, o resultado
obtido aqui difere daquele encontrado para os sistemas compostos usuais, ja que existe uma
dependéncia da solucao f¢(p) com o conjunto complementar associado ao observavel de spin
escolhido. Isso demonstra que, de fato, o traco parcial usual dos momentos nao é adequado
para descrever os sistemas reduzidos de varidveis secundarias.

Para obter o mapa f€, o valor médio de G, dado por
1(06°) = 3 [ 5P @)sarlp.p). (5.57)
= J 2w(p)

em que pacﬂ(p, q) = C(p, a,lpla, Bq)c, deve ser analisado. Introduzindo o espaco de Hilbert

He isomérfico aos espacos H,, a expressao (5.57) pode ser reescrita como

dp
Tr(pG) = Tru, |8 (;/mpgg(p,p) o) © C(ﬁl)] : (5.58)

em que {|a)“} forma uma base ortonormal no espaco He. Isso permite definir a matriz
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densidade

Z|a \C g (/ 20(p )pag(p p)) (5.59)

no espaco B(Hc). Essa matriz densidade satisfaz a relagao (5.54), portanto o mapa f¢
deve ser definido por f€(p) = 7¢. Observe que se os operadores S = G” forem escolhidos
como observéveis de spin, entdo a matriz 77 serd igual a MDR de spin (5.2) utilizada na
literatura. Isso significa que o método proposto neste trabalho permite construir MDRs
efetivas para qualquer observavel de spin associado a um dado conjunto complementar, os
resultados presentes na literatura sendo recuperados como casos particulares.

Apesar das MDRs de spin presentes na literatura poderem ser descritas usando
a abordagem introduzida neste trabalho, é importante enfatizar que a interpretacao dada
as MDRs efetivas obtidas aqui nao é a mesma da literatura. De acordo com os resultados
obtidos nesta sec¢ao, as novas MDRs apresentadas em (5.59) devem ser interpretadas como
sendo matrizes reduzidas efetivas que permitem descrever as previsoes estatisticas de um
sistema quando houver uma restricao quanto ao tipo de medida que o observador é capaz
de efetuar, ou seja, dado um conjunto complementar {C(p, k)}, elas descrevem a estatistica
das medidas de um observador que é capaz de realizar apenas medidas de spin descritas por
observéveis da forma (5.53).

Para particulas de spin 1/2 existe um outro resultado, baseado na entropia de
von Neumann das MDRs efetivas, que confirma a interpretacao dada para as MDRs obtidas
m (5.59). Dado o observavel & - G e definindo

A dp cc
nmfa-go = | —— 5.60
C6-0%) = [ 55 .0 by (5.60)
sendo que G¢ - a|p, aI,}f = alp, ap)f, a entropia de medida® de p para o observavel & - G¢
¢ dada por

H(a-G%/p) = Z P.(a-G%/p)logPu(a -G /p), (5.61)

em que P,(a-G%/p) = Tr[plI<(a- G9)] é a probabilidade de uma medida de &- G retornar

c

o autovalor . Para a MDR efetiva 7€, o observavel correspondente a & - G¢ é descrito por

a-g, e a entropia de medida de 7¢ com relacdo a esse observavel é dada por
H(a-g/7%) Zpa a-g/7%)ogpa(a-g/m") = H(&-G%/p), (5.62)

pois
pala-g/7) =Tr (7 |0)° “(a]) = P(a-G%/p). (5.63)

5A entropia de medida é a incerteza de Shannnon associada aos resultados i, de probabilidades p;, de um
aparato que mede um dado observavel A: H(A/p) =3, p;logp;
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Ao contréario de & - G, o observavel a4 - g nio é degenerado para particulas de spin 1/2,
portanto a entropia de medida pode ser conectada a entropia de von Neumann do estado
reduzido por meio de [61]

S(r9) = min H (a-g/79). (5.64)

Usando (5.62), resulta entao que
S(r%) =min H(a-G%/p), (5.65)

ou seja, a entropia de von Neumann da MDR ¢é o valor minimo assumido pela entropia de
medida do estado total p se o observéavel considerado estiver restrito a ser da forma & - G©.
Isso esta de acordo com a interpretagao apresentada anteriormente para as MDRs efetivas
obtidas em (5.59). O problema em se demonstrar esse resultado para outros valores de s se
deve ao fato dos operadores m; poderem apresentar degenerescéncias para s # 1/2.

Os exemplos de [36,37] que foram apresentados na Sec¢ao 5.1 serao resolvidos a
seguir utilizando o formalismo proposto neste trabalho. Com isso ficara claro que as MDRs
de spin usuais nao podem ser utilizadas para descrever os resultados desses exemplos, porque
os observaveis de spin associados a medida SG proposta nao podem ser escritos como uma
combinacao linear da forma ag/ + a - S.

No final da Secgao 5.1 foi mostrado que os observaveis associados as medidas
SG propostas em [36] podem ser escritos como U[B(p, k)]J - fi(hg, v)UT[B(p, k)], sendo que
P = 7.mv. Expandindo essa relagao obtém-se que o observavel associado a uma medida SG

com campo magnético nao homogéneo na diregao ny ¢ dado por

ULB(p, k)3 - (o, v)U'[B(p, k)] = U[C (03 p, k)]T - 2U"[C(fao: p, k)]
= S(p) - (i, v), (5.66)

sendo que C(f;p, k) = B(p, k)R(fg,p) e R(hy, p) é definido pela relagao (5.38). Portanto,
as transformagoes dadas por C'(fip; p, k) definem o conjunto complementar associado ao ob-
servavel de spin que descreve a medida SG desejada. Existe uma certa arbitrariedade na
definigao das rotagoes R(fig, p), pois a equagao (5.38) ndo é suficiente para defini-las com-
pletamente. Contudo, essa arbitrariedade nao sera importante para os resultados a serem
apresentados e, por isso, uma discussao mais aprofundada de seu significado fisico nao sera
feita neste trabalho.

A base {|p,@)“™} associada ao conjunto complementar {C(fi; p, k)} ¢ definida
a partir de

C

S(p) - fi(fig, v) |p, ap) ™ = o |p, ) Mo . (5.67)

Portanto
|p,ap)0”0 = U[C(fag; p, k)]0, az,)? ZQ,B& (g, p)] |Puﬁp> ) (5.68)
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sendo que nessa expressao utilizou-se o fato de que MP(R,p) = MP(R) = R para R €
SU(2). Isso implica que |0, ap)™ = U[R(ig, 0)]]0, cx)” e J - fig |0, )™ = «]0, o) ™.
Da equagao (4.78) obtém-se entdo que o observavel que representa essa medida SG para

qualquer valor de momento é dado por

d R
o Z/ o5 S(P) i, ) [p,0,) ™ (p.cy) (5.69)

E evidente que esse operador nao pode ser escrito como uma combinagao linear da forma
agl +a- S, e por isso as MDRs usuais obtidas pelo traco parcial dos graus de liberdade de
momento nao sao capazes de descrever os resultados obtidos pelos autores em [36,37].

No exemplo desenvolvido em [36] supde-se que o estado considerado possui um
momento bem definido e que a medida de um primeiro SG, com campo magnético na direcao
% no referencial do laboratério, resulta no autovalor +1/2. Portanto o estado produzido pelo
primeiro aparato SG é dado por |¢) = |p,+1/2p)cf”, sendo que o indice C, indica que
esse estado estd escrito na base associada ao conjunto complementar {C(X;p, k)}. Deseja-
se construir a MDR de spin associada a medida do segundo SG, cujo campo magnético
aponta na diregao ¥ no referencial do laboratoério, portanto é necesséario escrever o estado
1) na base {|p, a,)“*} associada ao conjunto complementar {C(§;p, k)}. Utilizando (5.68)

obtém-se entao que

[0) =P, +1/2,)" = > Qu1 [R7'(F,P)RE, p)] [P, B,) " (5.70)
B

Para os momentos considerados, i.e. levando em conta a rela¢ao (5.26), os ope-

radores de rotacao R(X,p) e R(¥,p) sao dados por

2 [ xitdi)/2  jeilxi—0i)/2
Rip) = Y2 [ " | , (5.71)
2 je—tXi—9i)/2  p—ilxitdi)/2
comi =X,y e
cos(y;) =n(i,v) -y
(xi) = (i, v) 5o

sen(x;) = n(i,v) - %

O angulo ¢; em (5.71) estd associado a arbitrariedade na definicdo das rotagoes R(fig, p)
mencionada anteriormente. Para particulas de spin 1/2, Q[R (1o, p)] = R(fig, p), portanto a

MDR do sistema associada a medida SG-y é dada por

,V) e~ n(x, v

L1 1+n(x,v)-n xn(y,v)| -z
G 5 ( ) ) . (5.73)

(¥ )
T =
e [n(x,v) x n(y,v)] - z 1—n(x,v)-
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E importante ressaltar que a velocidade sé aparece explicitamente em 7% porque o estado
considerado é um autoestado de momento. Caso contrario, integrais sobre os graus de
liberdade de momento apareceriam no interior da matriz.

O observével associado a medida desse SG é dado por (5.69) com fy = ¥, por-
tanto, como S(p) - 4(y, v) |p, ozp>Cy = a|p, ozp>oy, o observavel correspondente na descricao
em termos da MDR efetiva serd descrito por gz = 03/2. Utilizando a MDR efetiva (5.73),

obtém-se entao que o valor esperado para a segunda medida de spin é igual a

1
Try, (57%) = 58066v) -2 V), (5.74)

o que estd de acordo com a equagao (5.27).
No exemplo envolvendo a violagdo da desigualdade CHSH, a rotagao R(fg, p) é

dada por

Rlagp) - [ (8% isen(5) e (5.75)
0P isen(%)e %, cos(— e ’ ‘

sendo que os angulos 0" e v’ sao definidos por

cos @' = (g, V) - Z, (5.76)

/ ﬁ(ﬁm v)'§
cost)’ = T o) 3F (5.77)

Em (5.75) escolheu-se, por simplicidade e sem perda de generalidade, o angulo arbitrario ¢’

igual a zero. Nesse exemplo, a particula de Alice recebe um tratamento nao relativistico,
ou seja, sua velocidade é tal que R(fy, p) ~ R(fi,0). Portanto, ao contrario do que ocorre
para a particula de Bob, nao é necesséario realizar uma mudanca de base dos estados de
Alice em (5.32), pois C'(f, p, k) = B(p, k) R(fg, 0) para baixas velocidades. Dessa forma, a
MDR efetiva que descreve uma medida SG de spin na direcao Bj para Bob e em uma direcao

qualquer para Alice serd dada por

[Ryl* —RyRy RyRy  RY

_pe,, _ V| —BuBi |Rnl* —Ry —EynRy (5.78)
2| BuRy  —(Rip)* [Rwl®  RiRy
(R)* —RyRy RyRy o [Ryf

sendo que R = R(b;, —p). Os dices B e Cy; em (5.78) estao associados aos conjuntos
complementares adotados para descrever as medidas de cada um dos observadores.

Os valores esperados (&;, BJ) que aparecem na desigualdade CHSH podem entao
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ser calculados usando a MDR (5.78) da seguinte forma:
TI"HB®’HC <0' . él X 0'37'Bcbj) — _ﬁ(BJ,Vb) : é.z (579)

Aplicando (5.79) na definigao (5.30) da desigualdade CHSH obtém-se exatamente o mesmo
resultado apresentado em (5.35), o que demonstra que o método proposto neste trabalho pode
de fato ser utilizado para definir MDRs efetivas de spin consistentes, mesmo quando conjun-
tos complementares diferentes sao utilizados para descrever as medidas feitas em particulas
distintas de um estado multipartite.

Por fim, é interessante realizar uma andlise do comportamento dos osbervaveis
GY quando realizadas transformacoes de referenciais inerciais. Utilizando as equacoes (4.78)

e (4.17), e lembrando que
G¢ = U[C(p, k) LUMC(p, k)] = U[C(p, k) J*UTC(p, k), (5.80)

com 1, j, k ciclicos, obtém-se que

U(A)GUY(A Z/ M{ (A7 p)Y LIME (A, p)]F,.08" () [P, o) (P, |,
(5.81)

sendo G (p) = GE(p) e a soma sobre os fndices repetidos I,m indo de 1 até 3. Esses novos
observéveis serdo uma combinacéo linear das componentes de G apenas se M (A7 p) =

ME(A™1), sendo que, nesse caso,
U(A)GEUN(A) = LIMZ (AN LIME (A7)]F,.Ger (5.82)

Essa andlise é necessaria para que a seguinte pergunta seja respondida: dado
um aparato descrito pelos observéveis de spin G e uma MDR 7€ associada ao conjunto
complementar correspondente, para que conjuntos complementares é possivel rotacionar o
equipamento e ainda assim utilizar a mesma MDR 7¢ para descrever os resultados das
medidas? Da equagdo (5.81) percebe-se que isso s serd possivel se M (R,p) = ME(R)

para toda rotagao R € SU(2). E importante ressaltar também que apenas se
M (R,p) = My (R) =R (5.83)
é que a relagao (5.81) ird implicar que G se transforma como um trivetor, i.e.
115, G ] = ieudl - (5.84)

De fato, sé existe um conjunto complementar [34] para o qual (5.83) é valida. Como apontado

no Capitulo 4, esse é o conjunto complementar {B(p, k)} associado a base de spin. Portanto,



Capitulo 5. Teoria da Informacao Quantica Relativistica 7

apesar da notacdo vetorial ter sido utilizada para todos os observéveis de spin G, esses
observaveis s6 se comportarao verdadeiramente como vetores sob a agao de rotagoes espaciais
para o conjunto complementar {B(p,k)}. Isso justifica por que, no caso da medida SG
definida em [36, 37|, é necessédrio definir uma MDR efetiva para cada direcdo de campo

magnético utilizada.



CAPIiTULO 6

Conclusoes

Nesta dissertacao foram estudados recentes argumentos contra a utilizacao do
trago parcial dos momentos na construcao de MDRs de spin para particulas relativisticas
massivas descritas por RUIs do grupo de Poincaré.

Em um primeiro momento estudou-se o grupo de simetria da relatividade especial
e o processo de construcao das RUIs do grupo de Poincaré. Partindo desse estudo, analisou-
se o comportamento de algumas propriedades quanticas das varidveis de spin para particulas
relativisticas. Essa primeira abordagem foi feita utilizando MDRs de spin obtidas por meio
do traco parcial dos momentos, ou seja, utilizando a abordagem presente em grande parte
da literatura.

Em um segundo momento apresentou-se a argumentagao feita em [35-37] contra
a utilizacdo do traco parcial na definicado de MDRs de spin. A partir do estudo da teoria
de RUIs do grupo de Poincaré feito no Capitulo 4, mostrou-se que essas criticas podem ser
unificadas, bastando observar que a utilizagao do trago parcial dos graus de liberdade de
momento implica na definicao de propriedades privilegiadas para o conjunto complementar
{B(p, k)}. Tais propriedades nao sao justificaveis do ponto de vista da teoria de RUIs do
grupo de Poincaré, ja que a estrutura do espago de Hilbert associado aos estados dessas
representagoes nao permite definir uma Unica maneira de se comparar os graus de liberdade
de spin para diferentes valores de momento. A analise dessa estrutura permitiu concluir
também que ndo é possivel separar nenhum observéavel de spin G como 1, ® g, ou seja, a
definicao de um aparato de medida de spin que nao sofre influéncia dos graus de liberdade
de momento nao possui sentido fisico.

Em vista dos problemas associados a utilizacao das MDRs de spin usuais, uma
nova proposta para a construcao de MDRs efetivas consistentes foi apresentada. Essa abor-
dagem nao utiliza o trago parcial usual e permite associar a cada conjunto de observaveis
G¢ uma MDR efetiva diferente. Dessa forma, as MDRs de spin usuais séo recuperadas como
casos particulares da proposta apresentada. Diferentemente das MDRs de spin presentes
na literatura, as MDRs propostas nesta dissertacao sao efetivas e descrevem as previsoes
estatisticas das medidas de um observador quando este estiver restrito a realizar algum
tipo especifico de medida de spin associado a um dado conjunto complementar. Uma tinica
pergunta deve ser respondida quando uma MDR efetiva é construida para um dado con-
junto complementar: como construir um aparato experimental que seja capaz de medir os

observaveis de spin correspondentes? Apesar da proposta apresentada nessa dissertacao per-

78
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mitir que os resultados obtidos na literatura por meio das MDRs de spin sejam recuperados
de maneira consistente, nao ha nenhuma evidéncia de que se possa construir um aparato
capaz de medir os observdveis S associados ao conjunto complementar {B(p,k)}. Os re-
centes trabalhos associados a medida SG do spin de particulas relativisticas indicam que S
provavelmente nao sera o observavel de spin que podera ser medido experimentalmente.
Por fim, vale ressaltar a possibilidade de se utilizar o método apresentado nesta
dissertacdo na anélise de outra questdo. Recentemente, os autores em [38] apontaram um
problema associado a tomografia de estados de spin 1/2 de particulas relativisticas por meio
de medidas SG. Eles observaram que, ao contrario do caso nao relativistico em que apenas
medidas em trés direcoes linearmente independentes sao necessarias para se reconstruir o es-
tado de spin, no caso de medidas SG com particulas relativisticas, trés direcoes nao sao mais
suficientes. Os autores deixaram como uma questao em aberto qual seria o conjunto minimo
de medidas necessarias para se reconstruir o estado nesse caso. Esse problema esta direta-
mente associado a discussao realizada no final do Capitulo 5 quanto ao comportamento das
MDRs efetivas sob a acao de rotagoes espaciais, e acredita-se que a abordagem apresentada

nesta dissertacao possa ajudar na analise dessa questao.
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