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Douter de tout ou tout croire, ce sont deux solutions également

commodes, qui l’une et l’autre nous dispensent de réfléchir.

—HENRI POINCARÉ (La Science et L’Hypothèse - 1902)



Resumo

Nesta dissertação, a utilização do traço parcial dos momentos na construção de

matrizes densidade reduzidas de spin para part́ıculas massivas relativ́ısticas é analisada. No

regime considerado, as part́ıculas massivas podem ser descritas por representações unitárias

do grupo de Poincaré, e os estados de base são rotulados pelas variáveis dinâmicas de mo-

mento e spin. As matrizes reduzidas obtidas por meio do traço parcial dos momentos possuem

propriedades inusitadas, pois não são covariantes sob a ação de transformações de Lorentz

restritas. Essa caracteŕıstica traz consequências importantes para o estudo da teoria da

informação quântica em sistemas relativ́ısticos. No entanto, argumentos recentes têm sido

apresentados contra o uso dessas matrizes nos processos de transmissão de informação envol-

vendo os graus de spin de part́ıculas massivas. Essas cŕıticas são discutidas neste trabalho

e uma conexão com a estrutura do espaço de estados associado à representação unitária

em questão é estabelecida por meio de um estudo detalhado do método das representações

induzidas aplicado ao grupo de Poincaré. Isso permite reescrever as cŕıticas presentes na

literatura sem a necessidade de se introduzir um modelo espećıfico de interação associado

à medida do spin das part́ıculas. Além disso, a análise realizada nesta dissertação permite

estabelecer um novo método para a construção de matrizes densidade reduzidas efetivas

de spin. A proposta apresentada permite recuperar os resultados presentes na literatura

e, ao mesmo tempo, incorporar as cŕıticas de maneira consistente. No entanto, para isso

é necessário abandonar o traço parcial usual dos graus de liberdade de momento e a in-

terpretação dada na literatura para as matrizes densidade reduzidas de spin. Os exemplos

apresentados nas argumentações contra as matrizes densidade reduzidas de spin usuais são

estudados utilizando o método proposto neste trabalho.

Palavras-chave: Teoria da informação quântica relativ́ıstica, Representações unitárias

irredut́ıveis do grupo de Poincaré, Matrizes densidade reduzidas de spin
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Abstract

In this dissertation, the use of the partial trace of momentum degrees of freedom in

the construction of spin reduced density matrices for relativistic massive systems is analyzed.

In the regime considered here, massive particles can be described by irreducible unitary

representations of the Poincaré group, and the base states are labeled by the dynamical

variables of momentum and spin. The reduced density matrices obtained by the partial

trace of momenta have unusual properties, since they are not covariant under the action of

restricted Lorentz transformations. That behavior produces some important consequences

in the study of quantum information in relativistic systems. However, recent arguments have

been presented against the use of those matrices in the description of processes involving

the transfer of information stored in spin degrees of freedom of relativistic massive particles.

Those criticisms are discussed in this dissertation and a connection with the structure of

the space of states associated with a given unitary representation is established through a

detailed study of the induced representation method applied to the Poincaré group. This

allows rewriting the criticisms in literature without the need of a specific model of interaction

for the spin measurement. Besides that, the analysis performed here allows to establish a

new method to construct effective spin reduced density matrices. The presented approach

allows recovering the results in the literature and, at the same time, to incorporate the

criticisms in a consistent way. However, it is necessary to abandon the usual partial trace

of the momentum degrees of freedom and the interpretation in the literature for the spin

reduced density matrices. The examples presented in the arguments against the usual spin

reduced density matrices are studied using the approach proposed in this dissertation.

Keywords: Relativistic quantum information theory, irreducible unitary representations

of the Poincaré group, Spin reduced density matrices
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4.1 Representações Irredut́ıveis de P̃↑+ 34

4.2 Part́ıculas Massivas 44

4.2.1 Base de Helicidade 46

4.2.2 Base de Spin 47

4.3 Part́ıculas Sem Massa 50

5 Teoria da Informação Quântica Relativ́ıstica 55
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Spin 67

6 Conclusões 79

vii



Lista de Figuras

3.1 Corte transversal da esfera de parâmetros para SO(3). 28
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Caṕıtulo 1

Introdução

Apesar de ter revolucionado a f́ısica do século XX, a teoria quântica também

desencadeou, devido a questões relacionadas a sua interpretação, um dos maiores debates

cient́ıficos e epistemológicos desse século. Esse debate atingiu seu ápice em 1935 com o artigo

seminal de Einstein, Podolsky e Rosen [1] sobre o que ficou conhecido como paradoxo EPR.

Esse paradoxo está intimamente conectado com o comportamento quântico das correlações,

o que ficou evidenciado a partir da década de 60 graças a trabalhos como o de J. S. Bell [2]

e Clauser et al. [3] que mostraram que as correlações quânticas poderiam ser mais fortes

do que as correlações clássicas, permitindo deslocar o debate para o plano da verificação

experimental.

A busca por um maior entendimento acerca das correlações quânticas deu ori-

gem a diversos conceitos tais como o emaranhamento, a contextualidade, a decoerência e a

discórdia, além de ter desencadeado o que pode ser considerado a segunda revolução quântica,

caracterizada pelo desejo de se organizar e controlar os sistemas com intuito de aproveitar

as propriedades não clássicas das correlações no desenvolvimento de novas tecnologias, como

por exemplo a computação e a comunicação quântica [4]. Essa segunda revolução foi acom-

panhada pelo desenvolvimento de uma importante teoria, a teoria da informação quântica

(TIQ), que mapeou a mecânica quântica (MQ) nos processos de armazenamento e trans-

missão de informação, descrevendo de maneira operacional diversos conceitos e fenômenos,

como por exemplo o teletransporte quântico [5], a destilação de emaranhamento [6] e a

codificação superdensa [7].

Apesar da teoria da relatividade também tratar de fenômenos que envolvem a

transferência de informação, as consequências da mesma para a TIQ não foram considera-

das de imediato. Contudo esse cenário sofreu uma mudança importante graças aos artigos

seminais de Czachor [8] e Peres et al. [9] que apontaram as primeiras consequências relevan-

tes associadas à introdução da simetria relativ́ıstica na TIQ. Esses trabalhos deram origem

a uma nova área de pesquisa, conhecida como teoria da informação quântica relativ́ıstica

(TIQR), que tem tido um grande avanço nos últimos anos e que promete ter grande im-

portância no desenvolvimento de novas tecnologias quânticas em escala global [10], assim

como no entendimento dos fundamentos da região de fronteira entre MQ e relatividade [11].

Na última década, diversos trabalhos analisaram diferentes cenários em que a

introdução dos efeitos relativ́ısticos na TIQ é necessária. Entre eles encontram-se estudos

em que sistemas quânticos são analisados por diferentes observadores inerciais [12–38] e não

1



Caṕıtulo 1. Introdução 2

inerciais [39–46], assim como propostas envolvendo a TIQ em espaços curvos [47–50]. Neste

trabalho será discutido o caso em que diferentes observadores inerciais, definidos no con-

texto da relatividade especial, analisam as propriedades quânticas de part́ıculas massivas

relativ́ısticas. No regime estudado, a natureza e o número de part́ıculas dos sistemas não

mudam durante os processos. Dessa forma, uma descrição das part́ıculas em termos das re-

presentações unitárias irredut́ıveis (RUIs) do grupo de Poincaré [51–55] é posśıvel, os estados

quânticos sendo descritos pelas variáveis dinâmicas de momento e spin.

Em [9], Peres et al. introduziram o conceito de matriz densidade reduzida (MDR)

de spin para part́ıculas massivas relativ́ısticas. Tais matrizes são obtidas por meio do traço

parcial dos momentos e são interpretadas como estando associadas à estat́ıstica de medidas

de spin realizadas por aparatos ideais que não sofrem influência dos graus de liberdade de

momento [9,11]. No entanto, da teoria de RUIs do grupo de Poincaré obtém-se que, quando

realizada uma mudança de referencial inercial, a transformação dos graus de spin de um

estado depende explicitamente dos graus de liberdade de momento. Isso implica que as

MDRs de spin não são covariantes, ou seja, as MDRs de um mesmo sistema obtidas por

diferentes observadores inerciais não podem ser conectadas por uma transformação bem

definida dependente apenas da transformação de Lorentz Λ que conecta os observadores.

Essa não covariância das MDRs de spin está associada a diversos fenômenos interessantes em

TIQR e, nos últimos anos, serviu de base para vários trabalhos na área, as suas consequências

para diversas propriedades e protocolos quânticos tendo sido extensivamente estudadas [11–

23].

Apesar das MDRs de spin para part́ıculas massivas terem sido utilizadas em

diversos trabalhos, artigos recentes [35–38] têm apontado problemas associados à utilização

das mesmas. Em [35] argumenta-se que as MDRs obtidas por meio do traço parcial dos

momentos são incapazes de descrever todo tipo de medida de spin, mesmo que o aparato

experimental seja cego com relação aos graus de liberdade de momento. Já em [36, 37],

os autores defendem que é imposśıvel construir um aparato capaz de medir o spin de uma

part́ıcula independentemente dos momentos e, portanto, não seria posśıvel definir uma MDR

de spin traçando os momentos. Para expor seu argumento, os autores de [36,37] introduzem

um modelo de medida Stern-Gerlach (SG) para part́ıculas relativ́ısticas e mostram que as

previsões obtidas utilizando tal proposta não podem ser explicadas a partir das MDRs de

spin. Apesar do modelo de medida apresentado ser simplificado, resultados recentes [38], em

que a interação do aparato SG com a part́ıcula é tratada de maneira mais formal, confirmam

a proposta feita nesses trabalhos.

Os argumentos apresentados em [35–38] levantaram dúvidas quanto à utilidade

dos resultados obtidos na literatura por meio das MDRs de spin. Neste trabalho pretende-

se mostrar que o problema associado ao uso dessas matrizes está diretamente conectado

à estrutura do espaço dos estados que formam as representações unitárias irredut́ıveis do

grupo de Poincaré. Uma vez feito isso, uma nova abordagem baseada na construção de
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MDRs efetivas de spin será apresentada. Essa proposta permite recuperar os resultados

presentes na literatura e incorporar as recentes cŕıticas de maneira consistente. No entanto,

para isso será necessário abandonar o traço parcial usual dos graus de liberdade de momento,

assim como a interpretação adotada na literatura para as MDRs de spin.

Este trabalho está estruturado da seguinte forma. No Caṕıtulo 2 é feita uma re-

visão sucinta de alguns conceitos da teoria de grupos e representações que serão úteis ao longo

do trabalho. Uma abordagem mais detalhada do assunto pode ser encontrada em [54–57]. No

Caṕıtulo 3 é apresentada uma introdução à teoria da relatividade especial. Essa exposição

segue os livros textos de Ludvigsen [58] e Lawden [59]. Ainda no Caṕıtulo 3, o grupo de

simetria da relatividade especial é estudado. No Caṕıtulo 4 analisa-se detalhadamente a

teoria de RUIs do grupo de Poincaré. Essa análise é baseada nos procedimentos expostos

em [51–55]. No Caṕıtulo 5 são apresentados alguns resultados associados ao uso das MDRs

de spin em TIQR, assim como os argumentos presentes nas cŕıticas feitas em [35–37]. Além

disso, é feita uma análise da estrutura do espaço dos estados associados às RUIs do grupo

de Poincaré e mostra-se que existe uma conexão entre essa estrutura e a impossibilidade

de se utilizar o traço parcial dos momentos para definir MDRs de spin. Por fim, a nova

proposta baseada na utilização de MDRs efetivas é introduzida e seu significado é discutido.

No Caṕıtulo 6 são apresentadas as conclusões do trabalho desenvolvido nesta dissertação.

Ao longo de todo o trabalho, a notação de soma de Einstein para ı́ndices gregos repetidos

em posições alternadas é utilizada, sendo que os ı́ndices gregos nessas somas adotam valores

inteiros de 0 até 3.
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Introdução à Teoria de Grupos e

Representações

A teoria de grupos é a linguagem subjacente às teorias quântica e relativ́ıstica.

É portanto natural que o caminho imediato para a unificação dessas teorias seja desenvolver

uma estrutura de grupos capaz de acomodar ambas. Um dos pioneiros nessa direção foi

Eugene P. Wigner que, em seu trabalho seminal de 1939 [51] sobre as RUIs do grupo de

Poincaré, estabeleceu as bases dessa linha de investigação. Neste caṕıtulo serão apresenta-

dos alguns conceitos sobre teoria de grupos essenciais para a construção das RUIs do grupo

de Poincaré. Os resultados matemáticos aqui apresentados não serão formalmente demons-

trados. O leitor interessado em uma abordagem rigorosa poderá recorrer à vasta literatura

sobre o assunto [54–57].

2.1 Grupos

Um conjunto de elementos g forma um grupo G se existir um mapa

G×G −→ G

(g1, g2) 7−→ g1g2,

chamado de regra de composição do grupo, tal que as seguintes propriedades sejam válidas:

• Associatividade: g1(g2g3) = (g1g2)g3 ∀g1, g2, g3 ∈ G.

• Identidade: ∃ e ∈ G tal que eg = ge = g ∀g ∈ G.

• Inversa: ∃ g−1 ∈ G tal que g−1g = gg−1 = e ∀g ∈ G.

Grupos para os quais a regra de composição é comutativa, i.e. g1g2 = g2g1 ∀g1, g2 ∈ G, são

chamados de grupos abelianos.

Um subconjunto H de um grupo G é chamado de subgrupo de G se seus elementos

formarem um grupo com a mesma regra de composição de G. Se H não for constitúıdo

apenas pela identidade e também não coincidir com G ele é dito um subgrupo próprio. Caso

H seja um subgrupo próprio de G, os conjuntos gH e Hg, com g ∈ G, são chamados de

coset esquerdo e coset direito de H em G, respectivamente. O número de cosets esquerdos

4
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(que é igual ao número de cosets direitos) pode ser finito ou infinito. O conjunto de todos

os cosets esquerdos (direitos) é denotado por G/H (G\H).

Em geral um coset direito de G não precisa ser idêntico a um coset esquerdo, no

entanto existem certos subgrupos N para os quais todo coset direito é um coset esquerdo,

ou seja, gN = Ng ou, de maneira equivalente, gNg−1 = N ∀g ∈ G. Tais subgrupos são

chamados de normais ou invariantes. O produto de dois cosets de um subgrupo normal

N resulta em um coset de N , portanto G/N (G\N) forma um grupo sendo eN = N a

identidade. Esse grupo é chamado de grupo quociente de G com relação a N . Um grupo é

dito simples se não possuir subgrupos invariantes. Se possuir subgrupos invariantes porém

não abelianos o grupo é dito semissimples. Dois subgrupos H e K de G são ditos conjugados

se existir um elemento g tal que K = gHg−1, portanto se H for um subgrupo normal ele é

conjugado a si mesmo.

2.2 Homomorfismos e Representações

Um homomorfismo de um grupo G em um grupo H é um mapa φ : G→ H que

respeita a estrutura do grupo, i.e. φ(g1g2) = φ(g1)φ(g2) ∀g1, g2 ∈ G. Se for bijetivo, o mapa

φ é um isomorfismo.

Dado um homomorfismo φ : G→ H, o conjunto de todos os elementos de G que

são mapeados no elemento identidade de H é chamado de núcleo (kernel) do homomorfismo:

Ker(φ) = {g ∈ G : φ(g) = eH ∈ H}

O núcleo de um homomorfismo φ é um subgrupo normal de G, i.e. gKer(φ)g−1 = Ker(φ)

∀g ∈ G, portanto G/Ker(φ) é um grupo. Se o homomorfismo φ : G → H for um mapa

sobrejetivo, ou seja, ∀ h ∈ H ∃ g ∈ G tal que φ(g) = h, então H é isomórfico a G/Ker(φ)

e o grupo G é chamado de recobrimento de H.

Um automorfismo é um isomorfismo de um objeto matemático em si mesmo.

O conjunto Aut(X) de todos os automorfismos de um objeto matemático X forma um

grupo. Uma representação de um grupo G sobre um espaço vetorial V é um homomorfismo

χ : G → Aut(V ) de G para o grupo de automorfismos de V . Uma representação unitária

é um homomorfismo χ : G → U(V ) ⊂ Aut(V ) de G para o grupo de operadores unitários

U † = U−1 que atuam sobre o espaço vetorial V .

Dada uma representação χ de G sobre V , um subespaço W de V é dito invariante

sobre a ação de χ se χ(g)w ∈ W ∀w ∈ W e ∀g ∈ G. Uma representação é chamada de irre-

dut́ıvel se ela não possuir subespaços invariantes não triviais, i.e. se apenas o conjunto vazio

e o próprio espaço vetorial V forem subespaços invariantes. Caso contrário a representação

é dita redut́ıvel e o espaço vetorial V é a soma direta de subespaços invariantes irredut́ıveis.
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Toda representação irredut́ıvel de um grupo abeliano é unidimensional.

Seja p um elemento de um conjunto X para o qual o grupo G forma um conjunto

de automorfismos, ou seja, G ⊂ Aut(X) : X → X, o maior subgrupo Gp de G que deixa p

invariante, i.e. Gp(p) = p, é chamado de grupo estabilizador de G em p. O conjunto O(p)

de todos os elementos que podem ser obtidos através da aplicação de G em um único ponto

p de X é chamado de órbita de G em p, i.e. O(p) = {g(p)|g ∈ G}, e elementos em uma

mesma órbita são ditos equivalentes. Duas órbitas são ou idênticas ou desconexas. Dois

grupos estabilizadores Gp e Gq de dois pontos p e q pertencentes à mesma órbita O(p) são

conjugados e, portanto, isomórficos. O espaço G/Gp é idêntico à órbita O(p) de G em p.

2.3 Grupos Cont́ınuos

O número de elementos em um grupo G é chamado de ordem do grupo, podendo

ser finito ou infinito. Se os elementos g de um grupo infinito G puderem ser enumerados

através de ı́ndices discretos o grupo é discreto, caso contrário o grupo infinito é cont́ınuo.

Nesta seção serão apresentadas certas propriedades de grupos infinitos cont́ınuos. Os ele-

mentos de um grupo cont́ınuo podem ser parametrizados por um conjunto de variáveis reais

cont́ınuas

g = g(λ), (λ = (λa), a = 1, 2, . . . ).

Se esse conjunto for finito, i.e. a = 1, 2, . . . , p, o grupo é dito de dimensão finita, o número de

parâmetros sendo a dimensão do grupo. Caso contrário, o grupo é dito de dimensão infinita.

Um grupo de Lie é uma variedade diferenciável dotada de uma estrutura de grupo

tal que as operações de composição e inversão sejam diferenciáveis, isto é, dado um grupo

cont́ınuo G, se os parâmetros fa(λ, µ) do produto de dois elementos

g(λ)g(µ) = g(f(λ, µ))

forem funções anaĺıticas dos parâmetros dos fatores e, similarmente, os parâmetros λ̄a(λ)

do elemento inverso g(λ̄) = g−1(λ) forem funções anaĺıticas dos parâmetros λ, então o

grupo cont́ınuo é chamado de grupo de Lie. Os parâmetros cont́ınuos λa são chamados de

coordenadas do grupo de Lie. Para um grupo de Lie de dimensão finita G as coordenadas

λa variam em uma região de Rp, sendo p a dimensão do grupo. Se todos os elementos de

um grupo poderem ser especificados por coordenadas confinadas em uma região finita de Rp,

esse grupo é dito compacto. Caso contrário ele é não compacto.

Uma curva cont́ınua g = g(τ), com 0 6 τ 6 1, em um grupo de Lie G é um mapa

τ ∈ [0, 1]→ g(τ) ∈ G
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tal que as coordenadas λa(τ) do elemento g(τ) sejam funções cont́ınuas do parâmetro τ .

Dois elementos g0 e g1 estão conectados por uma curva g(τ) se g(0) = g0 e g(1) = g1. Caso

g(0) = g(1) = g a curva é chamada de curva fechada, ou loop, através de g. A curva fechada

formada apenas por um elemento g é chamada de loop nulo em g.

Um subconjunto H do grupo G é chamado de conexo se todo par de elementos

de H poder ser conectado por uma curva cont́ınua. A componente de um elemento g de um

grupo de Lie G é a união de todos os subconjuntos conexos de G que contém o elemento

g. A componente G1 do elemento identidade do grupo G, chamada de componente conexa

própria, é um subgrupo fechado1 invariante de G. Um grupo de Lie geral G consiste de várias

componentes conexas Gi que são desconexas entre si, sendo que cada componente conexa

Gi é obtida do subgrupo próprio G1 aplicando-se alguma transformação discreta γi de um

grupo discreto Γ. Portanto um grupo de Lie geral é um produto direto entre a componente

conexa própria e um subgrupo discreto:

G = G1 × Γ.

Duas curvas g(τ) e g′(τ) que conectam os elementos g0 e g1 são ditas homotópicas

se existir uma deformação cont́ınua de uma curva na outra que deixa os pontos extremos

g0 e g1 inalterados. Todos os loops através de um elemento g são classificados de acordo

com classes de homotopia e um grupo de Lie é dito ser n-conexo se possuir n classes de

homotopia em cada elemento. Se toda curva fechada for homotópica a um loop nulo, i.e.

toda curva fechada poder ser continuamente contráıda em um ponto, o grupo de Lie é dito

simplesmente conexo.

Se χ(g) for uma função cont́ınua sobre o grupo G, e g(τ) uma curva cont́ınua

fechada em G, tal que g(0) = g(1) = g, pode acontecer que χ(g(0)) 6= χ(g(1)). Fixando-

se um valor inicial χ0 = χ(g(0)) e tomando todos os caminhos fechados posśıveis em G

começando em g, se o número máximo de valores diferentes assumidos por χ(g(1)) for m

então a função χ(g) é m-valorada. Esse número é uma propriedade do grupo e está associada

ao número de classes de homotopia do mesmo (m ≤ n para um grupo de Lie n-conexo). Os

elementos χ(g) de uma representação χ de um grupo de Lie G são funções cont́ınuas do

grupo G, portanto uma representação χ de G é m-valorada se a cada elemento g do grupo

G estiverem associados m operadores diferentes χ1(g), . . . , χm(g). Em grupos simplesmente

conexos todo caminho fechado é homotópico ao loop nulo e qualquer função cont́ınua χ(g)

no grupo deve assumir um único valor para cada g, suas representações sendo designadas de

vetoriais.

É posśıvel mostrar que, para qualquer grupo G n-conexo, existe um recobrimento

simplesmente conexo G̃ chamado de recobrimento universal e, portanto, G é isomórfico

a G̃/ker(φ), sendo φ o homomorfismo de G̃ em G. Toda representação do grupo G é uma

1Por fechado entende-se que todo ponto fora de G1 possui uma vizinhança desconexa de G1.
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representação vetorial de G̃, portanto estudar as representações multivaloradas de G equivale

a estudar as representações de seu recobrimento universal G̃.

2.4 Constantes de Estrutura de um Grupo de Lie

Se G for um grupo de Lie de dimensão finita, então sempre poderão ser escolhidas

coordenadas λa tal que o elemento identidade esteja na origem, i.e. e = g(0). Seja fa(λ, µ),

com a = 1, 2, . . . , p, as coordenadas do produto g(λ)g(µ) entre dois elementos de um grupo

de Lie, então

f(λ, 0) = f(0, λ) = λ,

f(λ, f(µ, ν)) = f(f(λ, µ), ν).

Considerando a vizinhança do elemento identidade, as funções f(λ, µ) podem ser expressadas

em uma série de Taylor em λ e µ, o que, levando em conta as identidades anteriores, resulta

em

fa(λ, µ) = λa + µa +Ba
bcλ

bµc +O3(λ, µ),

em que

Ba
bc =

∂2fa(λ, µ)

∂λb∂µc

∣∣∣
λ=µ=0

e O3(λ, µ) denota termos de ordem maior que 3 em λ e µ. Os números

Ca
bc = Ba

cb −Ba
bc

são chamados de constantes de estrutura do grupo de Lie e, além de serem antissimétricos,

satisfazem a identidade de Jacobi

Cd
e[aC

e
bc] = 0.

Dada uma curva cont́ınua g(τ) = g(λ(τ)) passando através do elemento identi-

dade, tal que g(0) = e, o objeto

X =
dg(τ)

dτ

∣∣∣
τ=0

define um vetor X chamado de vetor tangente à curva g(τ) em e. O conjunto de vetores

tangentes a todas as curvas através do elemento identidade forma um espaço vetorial cha-

mado de espaço tangente em e, denotado por TeG. Os vetores de base no espaço tangente

TeG são chamados de geradores e sempre podem ser definidos por

Xa =
∂g

∂λa

∣∣∣
λ=0

,
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tal que

g(λ) = e+ λaXa +O(λ2).

Se g(λ) for unitário, então Xa é anti-hermitiano: X†a = −Xa.

A estrutura de uma álgebra de Lie é introduzida definindo para cada par ordenado

(Xa, Xb) de vetores tangentes Xa e Xb uma regra de composição, chamada de multiplicação

de Lie,

(Xa, Xb) ∈ TeG× TeG→ [Xa, Xb] ∈ TeG,

tal que

[Xa, Xb] = Cc
abXc.

Essa relaçao define a álgebra de Lie g do grupo de Lie G. Para grupos abelianos todas as

constantes de estrutura se anulam e a álgebra de Lie é Abeliana:

[Xa, Xb] = 0.

Para os casos de interesse, a multiplicação de Lie é definida como o comutador dos geradores,

isto é,

[Xa, Xb] = XaXb −XbXa = Cc
abXc.

Na classe Σ de todos os grupos de Lie que possuem álgebras de Lie isomórficas,

existe um e apenas um grupo simplesmente conexo G̃. Esse grupo é o recobrimento universal

de todos os outros grupos em Σ e, por isso, é chamado de recobrimento universal da classe Σ.

Qualquer grupo da classe Σ é isomórfico a G̃/N , sendo N um subgrupo invariante discreto.

Os membros da classe Σ, apesar de localmente isomórficos, podem ser totalmente diferentes

globalmente.

Um subespaço h ⊆ g fechado em relação a operação de multiplicação de Lie é

uma subálgebra da álgebra de Lie g. Se, além de ser uma subálgebra, h satisfazer a condição

mais forte [g, h] ⊆ h, então h é dito ser um ideal da álgebra de Lie g. Isso está diretamente

conectado à definição de subgrupos normais, portanto uma álgebra de Lie é dita simples se

não possuir ideais não triviais e não for abeliana. Caso a álgebra de Lie possua ideais, porém

somente ideais não abelianos (exclúıdo o ideal trivial {0}), ela é dita semissimples. Toda

álgebra semissimples é isomórfica a soma direta de álgebras simples.

Seja G um grupo de Lie e g sua álgebra de Lie, então para todo vetor tangente

X ∈ g existe um subgrupo de G de um único parâmetro, i.e. um único homomorfismo
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anaĺıtico g(τ) = exp(τX) de R em G, tal que

g(τ1)g(τ2) = g(τ1 + τ2),

dg(τ)

dτ

∣∣∣
τ=0

= X,

g(0) = e.

Esse homomorfismo é chamado de mapa exponencial da álgebra de Lie g no grupo de Lie G.

2.5 Produto Direto e Semi-Direto

O conjunto de todos os pares ordenados (g, g′), em que g é um elemento de um

grupo G e g′ um elemento de outro grupo G′, com a regra de composição

(g1, g
′
1)(g2, g

′
2) = (g1g2, g

′
1g
′
2)

é chamado de produto direto G×G′ dos grupos G e G′. A identidade de G×G′ é (e, e′) e

a inversa de (g, g′) é (g, g′)−1 = (g−1, g′−1).

Seja G = {g} um subgrupo do grupo de automorfismos Aut(H) de outro grupo

H = {h}, i.e. o grupo G atua isomorficamente no grupo H

g : H → H

h 7→ g(h).

O conjunto de todos os pares ordenados (h, g) com a regra de composição

(h1, g1)(h2, g2) = (h1g1(h2), g1g2)

define o produto semi-direto HoG entre os grupos G e H. O elemento identidade de HoG
é (eH , eG), sendo que eG(h) = h ∀h ∈ H, e a inversa de (h, g) é dada por

(h, g)−1 = (g−1(h−1), g−1).

Dado o produto semi-direto HoG, H é um subgrupo normal de HoG e HoG/H
é isomórfico a G. Para se chegar a essa conclusão basta observar que, dado o homomorfismo

sobrejetivo φ : HoG→ G, H é o núcleo de φ e, portanto, G é isomórfico a HoG/Ker(φ) =

H oG/H.

Se H = {a} for abeliano com a regra de composição dada pela adição e G = {Λ}
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atuar linearmente em H, então o produto semi-direto HoG possuirá a regra de composição

(a1,Λ1)(a2,Λ2) = (a1 + Λ1a2,Λ1Λ2)

e inversa

(a,Λ)−1 = (−Λ−1a,Λ−1).



Caṕıtulo 3

Teoria da Relatividade Especial

O ińıcio do século XX foi marcado por importantes realizações cient́ıficas, entre

elas a descoberta de que espaço e tempo devem ser reunidos em uma única variedade dife-

renciável quadridimensional M chamada de espaço-tempo. Um ponto de M representa um

evento, i.e. uma ocorrência instantânea e pontual, enquanto um ponto do espaço representa

a posição de uma part́ıcula pontual relativa a um observador. Uma part́ıcula no espaço-

tempo é representada por uma curva, chamada de linha de universo, que está associada à

sequência de eventos que ela ocupa durante sua vida.

Se nenhuma força além da gravitacional agir sobre uma part́ıcula pontual, a

mesma é qualificada de inercial, assim como seu movimento. Um observador é dito em

movimento inercial se uma part́ıcula inercial inicialmente em repouso com relação a ele,

assim o permanecer pelo menos localmente. Essa restrição equivale a afirmar que a aceleração

inicial da part́ıcula em relação ao observador é nula em primeira ordem de distância, termos

de ordem mais elevada sendo responsáveis pelos chamados efeitos de maré que apontam a

presença da gravidade.

As linhas de universo de part́ıculas inerciais, chamadas de linhas de universo

inerciais, formam um conjunto particular de curvas em M . O prinćıpio de relatividade,

um dos alicerces da teoria da relatividade, introduz uma relação de equivalência local entre

essas curvas. Esse prinćıpio enuncia que se Alice e Bob são dois observadores inerciais que

realizam experiências idênticas, em regiões suficientemente pequenas de espaço-tempo para

que efeitos de maré sejam negligenciáveis, então eles obterão os mesmos resultados. Aceitar

o prinćıpio de relatividade implica que um observador inercial é incapaz de obter qualquer

informação sobre sua posição, sua orientação ou seu movimento no espaço-tempo através

de experiências que durem suficientemente pouco tempo e que ocupem regiões do espaço

suficientemente pequenas. Nesse sentido, todos os pontos de M são equivalentes, assim

como todas as linhas de universo inerciais e direções que passam por um dado ponto de

M . Isso corresponde a uma definição fisicamente motivada da homogeneidade e isotropia do

espaço-tempo.

Existe um conjunto ainda mais especial de curvas no espaço-tempo, formado por

curvas chamadas de raios nulos, correspondente às linhas de universo de part́ıculas sem

massa, ou seja, curvas que descrevem o comportamento da radiação eletromagnética no

espaço-tempo. A radiação eletromagnética possui propriedades bem diferentes daquelas das

part́ıculas massivas e seu comportamento pode ser descrito no espaço-tempo dado que suas

12
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linhas de universo obedeçam as seguintes propriedades:

• O conjunto de todos os raios nulos que passam por um dado ponto P ∈M dá origem a

um único cone tridimensional N(P ) de vértice P em M , sendo que suas partes futura e

passada são denotadas por N+(P ) e N−(P ), respectivamente. N(P ) é uma estrutura

absoluta, independente da escolha de um observador.

• A linha de universo de todo observador que ocupa instantaneamente P está contida

no interior de N(P ), e cada raio nulo de N(P ) define um único ponto em sua esfera

celeste. Isso significa que o conjunto de todos os raios nulos que passam por P possui

simetria esférica do ponto de vista de qualquer observador que ocupe instantaneamente

P .

Essas propriedades implicam que a velocidade da radiação eletromagnética seja localmente

constante para observadores inerciais.

3.1 O Espaço-Tempo Plano e a Relatividade Especial

Nesta seção será feita a análise do caso particular em que as definições e pro-

priedades descritas anteriormente não são válidas apenas localmente, mas sim globalmente.

Como será visto adiante, esse regime leva a uma descrição da natureza em termos de um

espaço-tempo plano, chamado de espaço de Minkowski, e, portanto, corresponde a uma

situação em que a gravidade pode ser negligenciada.

Apesar de introduzido o conceito do que vem a ser um observador inercial, ainda

é necessário definir como um sistema de coordenadas é introduzido para descrever o espaço-

tempo. Para isso, supõe-se que todo observador dispõe de um relógio, de uma fonte de luz

capaz de emitir frequências variadas e de um detector capaz de identificar a frequência de

um sinal luminoso detectado. Cada observador, utilizando-se de seu próprio relógio, pode

associar um número t(P ), chamado de tempo próprio, a cada ponto P de sua linha de

universo.

Sejam Alice e Bob dois observadores inerciais, suas linhas de universo serão ditas

paralelas se Alice emitir um feixe luminoso de uma dada frequência e Bob medir exatamente

a mesma frequência emitida. Obviamente, se realizado ao contrário o experimento dará o

mesmo resultado. Nesse caso Alice (Bob) conclui que Bob (Alice) possui velocidade relativa

nula. Esse paralelismo entre linhas de universo define uma relação de equivalência, já que se

Cássia for um terceiro observador inercial de linha de universo paralela a de Bob, a mesma

também será paralela a linha de universo de Alice.

A distância espacial entre dois observadores inerciais paralelos pode ser obtida

através do procedimento a seguir. Alice emite um feixe no instante t1 de seu tempo próprio,

o mesmo é refletido por Bob, e Alice volta a detectá-lo mais tarde no instante t2. Dessa
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forma Alice conclui que Bob está a uma distância d = c(t2 − t1)/2 dela, sendo c o módulo

da velocidade da luz no vácuo. O mesmo tipo de experiência permite que Bob sincronize

seu relógio com o de Alice: quando o feixe de Alice chega, Bob coloca seu relógio no tempo

t1+ d
c

= (t2+t1)/2. Bob conhece o valor de d através de uma experiência como a precedente e

o valor de t1 pode estar codificado no feixe ou ter sido acordado por meio de uma comunicação

prévia. O prinćıpio de relatividade garante que esses experimentos darão o mesmo resultado

qualquer que seja o instante e o sentido em que forem efetuados e relógios sincronizados

dessa maneira permanecerão sincronizados durante o restante do movimento. Se Cássia

sincronizar seu relógio com o de Bob, então seu relógio também estará sincronizado com o

de Alice e, portanto, é posśıvel definir uma função tempo universal aplicável a toda uma

classe de equivalência de linhas de universo paralelas. Dessa forma, dado um ponto P sobre

uma linha de universo, existe uma classe de equivalência de pontos sincronizados com P , i.e.

pontos Q tal que t(Q) = t(P ), em que t é a função tempo universal associada a linha de

universo considerada. Essa classe de equivalência de pontos forma um plano tridimensional

passando por P .

Se Alice emite um feixe no instante t1 que reflete em qualquer outro observador,

inercial ou não, que ocupe Q, voltando para Alice no instante posterior t2, ela dirá que o

evento Q ocorreu no instante (t2 + t1)/2 a uma distância c(t2 − t1)/2. Adiante ficará claro

que o conceito de sistema de coordenadas inercial está diretamente conectado às classes de

equivalência de linhas de universo paralelas. Um sistema de coordenadas inercial corresponde

a uma classe de equivalência de observadores inerciais com linhas de universo paralelas em que

um dos observadores da classe é escolhido para definir a origem do sistema de coordenadas

espaciais e uma função tempo universal é definida. As coordenadas espaciais de um evento

no respectivo sistema de coordenadas estarão associadas à distância da linha de universo

escolhida como origem até a linha de universo paralela que contém o evento, e o instante

será dado pela função tempo universal associada à classe de equivalência.

Um deslocamento consiste em um par ordenado de pontos de M com OP = −PO
e OP + PQ = OQ. Sempre que P estiver no interior de N(O), OP é dito do tipo tempo;

caso P se situe sobre N(O), OP é dito nulo; e se OP não for do tipo nulo nem do tipo

tempo, então P está fora de N(O) e OP é do tipo espaço. Se OP e O′P ′ estiverem situados

em linhas de universo paralelas l e l′ e t(P ) − t(O) = t′(P ′) − t′(O′), os deslocamentos são

ditos equivalentes. Essa noção de equivalência é facilmente extendida para deslocamentos

do tipo espaço, que não correspondem a linhas de universo de part́ıculas inerciais, de tal

forma que todos os deslocamentos podem ser classificados segundo classes de equivalência, a

classe contendo todos os deslocamentos equivalentes a OP sendo designada por {OP}. Essas

classes de equivalência são chamadas de vetores de espaço-tempo, a adição e multiplicação

por um escalar sendo definidas por x+w = {OP +PQ} e αx = {αOP}, em que x = {OP} e

w = {PQ}. O conjunto de todos os vetores de espaço-tempo forma um espaço vetorial V de

quatro dimensões. Escolhido um ponto de origem O, V pode ser identificado com o espaço
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dos deslocamentos que começam em O e pode-se escrever simplesmente x = OP . Com isso,

conclui-se que a noção de paralelismo entre linhas de universo inerciais implica na existência

de uma estrutura afim natural no espaço-tempo considerado.

Se OP é do tipo tempo e t(P )− t(O) = 1, v = {OP} é chamado de quadrivetor

velocidade ou quadrivelocidade. Portanto, um quadrivetor velocidade conecta dois pontos

O e P (P ∈ N+(O)) separados por uma unidade de tempo próprio. Se a linha de universo

de um observador inercial passar por O e P , ele possuirá uma quadrivelocidade v. Escolhido

um ponto de origem O e uma quadrivelocidade v = OP , o conjunto de todos os vetores

x = OQ, em que Q é sincrono a O do ponto de vista de um observador de quadrivelocidade

v, forma um subespaço de V de dimensão três denotado por v⊥. Esse subespaço descreve a

classe de equivalência dos pontos sincronizados com O do ponto de vista de um observador

inercial de quadrivelocidade v, i.e. v⊥ representa o espaço num instante fixo de tempo para

esse observador.

Para um dado observador inercial Bob de quadrivelocidade v, o conceito de ângulo

entre deslocamentos pode ser introduzido em v⊥ utilizando o paralelismo entre linhas de

universo inerciais. Se Alice e Cássia forem observadores inerciais paralelos a Bob que emitem

constantemente sinais luminosos, Bob observará dois pontos luminosos estacionários. Dessa

forma, Bob pode medir o ângulo θ entre esses dois pontos e assim definir o ângulo entre OP

e OQ, sendo P e Q os pontos das linhas de universo de Alice e Cássia que cruzam o plano v⊥

que define os pontos sincrônos ao ponto O da linha de universo de Bob. Se o ângulo entre

e = OQ e e′ = OQ′ for de 90o, então e e e′ são ditos ortogonais.

Se O e Q forem dois pontos em um plano v⊥ e a distância entre eles for igual a

um, então o vetor e = OQ é chamado de unitário. Nesse caso, os vetores v + ce e v − ce,
em que c é o módulo da velocidade da luz, são nulos e correspondem a direções antipodais

do ponto de vista de um observador de quadrivelocidade v. Se (e(1), e(2), e(3)) constituir

uma base ortogonal destrógera de vetores unitários em v⊥ (as definições de ortogonalidade e

unitariedade tendo sido fisicamente definidas em v⊥), o conjunto (e(0), e(1), e(2), e(3)), em que

e(0) = v/c, define, do ponto de vista f́ısico, uma base ortonormal (ON) de espaço-tempo. As

componentes wµ de um vetor w com relação a (e(µ)) são dadas por

w = w0e(0) + w1e(1) + w2e(2) + w3e(3) = wµe(µ). (3.1)

Essa definição fisicamente motivada de base ON está de fato associada à definição de um

produto interno em V .

Dado o sentido f́ısico de v⊥, é posśıvel definir uma forma quadrática1 natural

nesse hiperplano, tal que g(e(i), e(j)) = δij. Para extender essa forma quadrática para vetores

que não sejam do tipo espaço é preciso analisar que propriedades deseja-se que ela descreva.

As propriedades de interesse são apresentadas a seguir.

1Uma forma quadrática é uma forma bilinear simétrica.
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• Primeiramente, é interessante que essa forma quadrática descreva matematicamente a

noção f́ısica de perpendicularidade entre v e v⊥, portanto g(e, v) = 0 ∀e ∈ v⊥.

• Em segundo lugar, a forma quadrática deve descrever o comportamento particular dos

raios nulos. As componentes de um vetor nulo arbitrário n em qualquer base ON

respeitam a seguinte relação: (n1)2 + (n2)2 + (n3)2 − (n0)2 = 0. Com isso é natural

impor que g(n, n) = 0 para qualquer vetor nulo n.

Essas propriedades fisicamente motivadas implicam que

g(v, v) = g(n− ce, n− ce) = g(n, n)− 2g(ce, n) + g(ce, ce)

= −2g(ce, v + ce) + c2 = −2g(ce, v)− 2g(ce, ce) + c2

= −2c2 + c2 = −c2 (3.2)

para qualquer quadrivelocidade v. Portanto, para uma base ON (e(µ)) qualquer, g(e(µ), e(ν)) =

ηµν , em que ηµν é dado, em forma matricial, por

{ηµν} =


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 . (3.3)

A forma quadrática g é chamada de métrica do espaço-tempo e codifica leis fundamentais

da natureza. O fato de existirem sistemas de coordenadas para os quais a métrica possa ser

escrita na sua forma canônica para qualquer ponto do espaço-tempo é reflexo da estrutra

plana do espaço considerado.

Seja Alice um observador inercial associado a uma base ON (e(µ)). Dado um ponto

P do espaço-tempo, suas coordenadas nessa base serão dadas por (ct, x, y, z) ≡ (xµ). Para

Bob, um outro observador inercial com uma base ON (e′(µ)) associada, as coordenadas de

P serão dadas por (ct′, x′, y′, z′) ≡ (x′µ). O primeiro passo para encontrar a transformação

x′µ = x′µ(xν) que conecta esses dois sistemas de coordenadas é demonstrar que ela deve

ser linear para que o prinćıpio de relatividade seja válido. Para isso considere um terceiro

observador inercial Cássia de tempo próprio t′′. Sua posição vista por Alice é descrita pelas

coordenadas (xµ) = (ct, xi(t)). Como todos os observadores considerados são inerciais, dxµ

dt
é

constante. Como visto anteriormente, o prinćıpio de relatividade implica em uma definição

f́ısica da homogeneidade para observadores inerciais (global no caso do espaço-tempo plano)

e, portanto, dt′′

dt
também deve ser constante. Combinados esses resultados implicam que

dxµ

dt′′
= dxµ

dt
dt
dt′′

= cte e, portanto, d2xµ

dt′′2
= 0. Caso Bob descreva o movimento de Cássia, ele
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também irá obter que d2x′µ

dt′′2
= 0 devido ao prinćıpio de relatividade. No entanto, como

dx′µ

dt′′
=
∂x′µ

∂xν
dxν

dt′′
d2x′µ

dt′′2
=
∂x′µ

∂xν
d2xν

dt′′2
+

∂2x′µ

∂xν∂xσ
dxν

dt′′
dxσ

dt′′
(3.4)

é necessário que
∂2x′µ

∂xν∂xσ
= 0, (3.5)

ou seja, as transformações x′µ = x′µ(x) devem ser lineares:

x′µ = Λµ
νx

ν + bµ. (3.6)

Observe que esse resultado só é válido para transformações entre sistemas de coordenadas

associados a diferentes bases ON. Em (3.6) os Λµ
ν são interpretados como elementos de uma

matriz Λ que caracteriza uma transformação entre dois sistemas de coordenadas que possuem

a mesma origem espaço-temporal, enquanto que bµ representa uma posśıvel translação da

origem dessas coordenadas.

Da transformação de coordenadas obtém-se facilmente a relação entre os novos

vetores de base e os originais:

e(µ) = Λν
µe
′
(ν), e′(ν) = (Λ−1)µνe(µ). (3.7)

Resulta então que

ηµν = g(e(µ), e(ν)) = g(Λα
µe
′
(α),Λ

β
νe
′
(β)) = Λα

µΛβ
νg(e′(α), e

′
(β))

= Λα
µΛβ

νηαβ, (3.8)

portanto

η = ΛTηΛ. (3.9)

A relação (3.9) define quais são as tranformações lineares Λ permitidas em (3.6). Da relação

(3.9) obtém-se que o conjunto dessas transformações lineares, chamadas de transformações

de Lorentz, junto com a regra usual de multiplicação de matrizes formam um grupo não

abeliano chamado de grupo de Lorentz (L). O elemento inverso de Λ é obtido multiplicando

(3.9) por η−1 = η,

ΛTηΛ = η

ηΛTηΛ = I

(ηΛTη)Λ = Λ−1Λ

ηΛTη = Λ−1. (3.10)
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Os elementos da inversa de Λ são denotados por (Λ−1)µν ≡ Λ µ
ν e os elementos da inversa

de η por ηµν .

As translações da origem do sistema de coordenadas, x′µ =
(
T(b)(x)

)µ
= xµ +

bµ, associadas ao termo +bµ em (3.6), também formam um grupo, chamado de grupo das

translações (T ). Ao contrário do grupo de Lorentz o grupo das translações é abeliano já que

a regra de composição associada é aditiva, isto é,

[
T(a)

(
T(b)(x)

)]µ
=
(
T(b)(x)

)µ
+ aµ = xµ + bµ + aµ =

(
T(a+b)(x)

)µ
. (3.11)

As transformações gerais dadas pela equação (3.6), constitúıdas por transformações de Lo-

rentz e translações, são chamadas de transformações de Poincaré.

Todo objeto q de quatro componentes qµ que, sob a ação de uma mudança de

coordenadas, se transformam como

q′µ = Λµ
νq
ν , (3.12)

i.e. as componentes numa dada base ON se transformam de maneira contrária aos vetores

de base, é chamado de vetor contravariante. Por ser uma forma quadrática, a métrica

transforma um par de vetores em um escalar, ou seja, dado dois vetores contravariantes

q e w, g(q, w) = ηµνq
µwν não muda sob a ação de uma transformação de Lorentz. Além

das propriedades apresentadas anteriormente, a métrica de Minkowski é não degenerada, ou

seja, para todo vetor q 6= 0 existe um w tal que g(q, w) 6= 0. Portanto a métrica define um

produto interno entre vetores

〈q, w〉 = g(q, w) = qTgw = ηµνq
µwν (3.13)

que, por sua vez, induz uma norma

‖q‖2 = 〈q, q〉 = ηµνq
µqν . (3.14)

Os tipos de classes de equivalência entre deslocamentos (vetores) podem ser divididos de

acordo com o sinal da norma, i.e. sempre que ‖q‖2 > 0 o vetor é do tipo espaço, se ‖q‖2 < 0

é do tipo tempo e caso ‖q‖2 = 0 e q 6= 0 é do tipo nulo. Essa definição é obviamente

invariante por transformações de Lorentz, já que a norma é um escalar.

A métrica define uma operação de abaixamento de ı́ndice dada por qµ = ηµνq
ν ,

permitindo escrever o produto interno como 〈q, w〉 = qµwµ. Vetores que possuem compo-

nentes formadas pela operação de abaixamento se transformam diferentemente dos vetores

contravariantes. As componentes qµ desses vetores obedecem à lei de transformação dada

por

q′µ = Λ ν
µ qν (3.15)
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e os vetores correspondentes são chamados de covariantes, pois suas componentes se trans-

formam como os vetores de base. Escalares e vetores contravariantes e covariantes são casos

particulares de outros objetos geométricos chamados de tensores. Um tensor misto T de

ordem (r, n) é um objeto com 4(r+ n) componentes T µ1...µrα1...αn
que, sob uma mudança de

sistema de coordenadas ON, transformam-se segundo a regra

T ′µ1...µrα1...αn
= Λµ1

ν1
· · ·Λµr

νrΛ
β1

α1
· · ·Λ βn

αn T ν1...νrβ1...βn . (3.16)

Dado dois observadores Alice e Bob de quadrivelocidades v e w, respectivamente,

a relação entre suas quadrivelocidades é dada por

γ−1w = v +W (3.17)

em que γ deve ser definido e ‖W‖ é a distância que Alice declara que Bob viajou em uma

unidade de seu tempo próprio, i.e. W é um vetor em v⊥ que representa a velocidade relativa

de Bob com relação à Alice. Dessa relação e das propriedades das quadrivelocidades obtém-se

que

γ =

(
1− ‖W‖

2

c2

)− 1
2

(3.18)

Na base ON associada a Alice a componente W 0 é nula e as outras três componentes formam

um trivetor denotado por w. Então, nessa mesma base ON, w = γ(c,w).

Existe um vetor contravariante, chamado de quadrimomento, que terá uma im-

portância especial na análise do caso quântico. Em uma dada base ON (e(µ)), o quadrimo-

mento é dado por

p = (p0,p) =

(
E

c
,p

)
, (3.19)

em que E e p são respectivamente a energia e o momento linear relativ́ısticos de uma part́ıcula

com relação a um observador de quadrivelocidade v = ce(0). Para uma part́ıcula de massa

m 6= 0 e quadrivelocidade w ele pode ser reescrito como

p = mw = γm(c,w), (3.20)

e ‖p‖2 = g(p, p) = −m2c2. No caso de part́ıculas sem massa E = ‖p‖c e, portanto, o

quadrimomento é dado por

p = (‖p‖,p), (3.21)

o que implica em ‖p‖ = 0.
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3.2 Grupo de Poincaré

As transformações de Poincaré (3.6), formadas pela composição de translações

e transformações de Lorentz, são denotadas por (a,Λ) sendo a = (aµ) os parâmetros da

translação T(a) e Λ a matriz associada à transformação de Lorentz. Portanto,

x′µ = ((a,Λ)x)µ = Λµ
νx

ν + aµ. (3.22)

A composição de duas transformações de Poincaré (b, L) e (a,Λ) é dada por

((b, L)(a,Λ)x)µ = Lµα((a,Λ)x)α + bµ

= Lµα(Λα
νx

ν + aα) + bµ

= LµαΛα
νx

ν + Lµαa
α + bµ

= ((b+ La, LΛ)x)µ, (3.23)

ou seja,

(b, L)(a,Λ) = (b+ La, LΛ). (3.24)

Portanto as transformações de Poincaré também formam um grupo, chamado de grupo de

Poincaré, dado pelo produto semidireto entre os grupos de translação e de Lorentz

P : T o L. (3.25)

A regra de composição é dada por (3.24), enquanto que a identidade e a inversa são dadas

por (0, I) e (a,Λ)−1 = (−Λ−1a,Λ−1), respectivamente. Os grupos T e L aparecem como

subgrupos de P formados por elementos (a, I) e (0,Λ), respectivamente, e as propriedades

do grupo de Poincaré estão diretamente ligadas às propriedades desses grupos.

Como observado anteriormente, T é abeliano. Além disso, seus elementos são

descritos por quatro parâmetros cont́ınuos aµ e as funções que caracterizam os parâmetros

de uma composição ou da inversa são anaĺıticas. Portanto T é um grupo de Lie abeliano

de dimensão 4 e possui quatro geradores que comutam entre si. Os geradores do grupo de

translações são dados por
∂T(a)

∂aµ

∣∣∣
a=0
≡ −iPµ, (3.26)

a notação Pµ tendo sido introduzida por motivos que ficarão claros no próximo caṕıtulo.

Definindo P µ = ηµνPν , as relações de comutação para os P µ’s são dadas por

[P µ, P ν ] = 0, µ, ν = 0, 1, 2, 3 (3.27)
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e uma translação infinitesimal é escrita como

Tε = (1− iεµP µ) . (3.28)

As coordenadas aµ de T assumem valores de −∞ até ∞ e, portanto, T é não compacto.

3.2.1 O Grupo de Lorentz

Matematicamente o grupo de Lorentz é descrito pelo grupo ortogonal indefinido

O(3, 1): o grupo de Lie de dimensão 6 formado pelas matrizes 4 × 4 que satisfazem (3.9).

Partindo de (3.9) tem-se que det(Λ) = ±1. Uma transformação de Lorentz com determinante

+1 é dita própria, e é dita imprópria se o determinante é −1. Além disso, tomando α = β = 0

em (ΛT )αµηµνΛ
ν
β = ηαβ, obtém-se que

η00 = −1 = (ΛT )0
µηµνΛ

ν
β = Λµ

0ηµνΛ
ν
0

−1 = −(Λ0
0)2 + (Λ1

0)2 + (Λ2
0)2 + (Λ3

0)2

(Λ0
0)2 = 1 + (Λ1

0)2 + (Λ2
0)2 + (Λ3

0)2 > 1, (3.29)

isto é, Λ0
0 > +1 ou Λ0

0 6 −1. Portanto, de acordo com o sinal do determinante e do

elemento Λ0
0, o grupo de Lorentz pode ser separado em quatro componentes claramente

desconexas:

L↑+ = {Λ,Λ ∈ O(3, 1), detΛ = +1,Λ0
0 > +1}

L↓+ = {Λ,Λ ∈ O(3, 1), detΛ = +1,Λ0
0 6 −1}

L↑− = {Λ,Λ ∈ O(3, 1), detΛ = −1,Λ0
0 > +1}

L↓− = {Λ,Λ ∈ O(3, 1), detΛ = −1,Λ0
0 6 −1}.

(3.30)

O subconjunto L↑+ é a componente conexa própria e, portanto, constitui um subgrupo do

grupo de Lorentz, chamado de grupo de Lorentz restrito. O subgrupo discreto que gera os

outros subconjunto a partir de L↑+ é dado por Γ = {I,−I,−η, η}, tal que

L↓+ = −IL↑+ L↑− = −ηL↑+ L↓− = +ηL↑+. (3.31)

Daqui em diante apenas o grupo de Lorentz restrito será considerado.

Os geradores das transformações de Lorentz restritas, assim como suas relações de

comutação, serão importantes na extensão para o caso quântico. Para encontrá-los considera-

se uma transformação de Lorentz infinitesimal (I+w), em que w é uma matriz infinitesimal.

Partindo da equação (3.6) e conservando apenas os termos até primeira ordem em w, a

relação (δαµ + wαµ)ηαβ(δβν + wβν) = ηµν resulta em wµν = −wνµ, sendo wµν ≡ ηµαw
α
ν , ou

seja, os wαβ são antissimétricos e a matriz {wαβ} formada por eles possui seis parâmetros
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independentes:

{wαβ} =


0 w01 w02 w03

−w01 0 w12 w13

−w02 −w12 0 w23

−w03 −w13 −w23 0

 . (3.32)

A matriz {wαβ} pode ser parametrizada usando seis matrizes antissimétricas.

{wαβ} = w01{(M01)αβ}+ w02{(M02)αβ}+ w03{(M03)αβ}

+ w23{(M23)αβ}+ w13{(M13)αβ}+ w12{(M12)αβ}

=
∑
µ<ν

wµν{(Mµν)αβ}, (3.33)

sendo que

{(M01)αβ} =


0 1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 ; {(M23)αβ} =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 −1 0



{(M02)αβ} =


0 0 1 0

0 0 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 0

 ; {(M13)αβ} =


0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 −1 0 0



{(M03)αβ} =


0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

−1 0 0 0

 ; {(M12)αβ} =


0 0 0 0

0 0 1 0

0 −1 0 0

0 0 0 0


As matrizes {(Mµν)αβ} só estão definidas para µ < ν, no entanto elas também

podem ser definidas para µ > ν impondo-se que elas sejam antissimétricas com relação a

µ↔ ν, i.e.

{(Mµν)αβ} = −{(Mνµ)αβ}, (3.34)

o que implica em {(Mµν)αβ} = 0 para µ = ν. Essa definição permite escrever

{wαβ} =
∑
µ<ν

wµν{(Mµν)αβ} =
∑
µ>ν

wµν{(Mµν)αβ} =
1

2
wµν{(Mµν)αβ}, (3.35)
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e

Λ = I +
1

2
wµν{(Mµν)αβ}. (3.36)

Portanto as matrizes Mµν = {(Mµν)αβ} são os geradores das transformações de Lorentz.

Definindo Jµν = −iMµν , as transformações infinitesimais podem ser reescritas

como

Λ = I +
i

2
wµνJ

µν , (3.37)

em que está subentendido que Jµν = {(Jµν)αβ}. É útil definir as seguintes grandezas

Kα =
1

c
Jαβv

β e Jα =
1

2c
εβγλαJ

γλvβ, (3.38)

em que v é a quadrivelocidade de um observador. Essas duas grandeza juntas são equivalentes

a Jµν .Utilizando uma base ON (e(µ)) tal que v = ce(0), as grandezas anteriores são escritas

como (Jα) = (0,J) e (Kα) = (0,K), com Ki = Ki ≡ Ji0 = J0i e Ji = J i ≡ Jjk = J jk (i, j, k

ćıclicos). A álgebra de Lie associada ao grupo de Lorentz restrito pode então ser escrita

como:

[Ji, Jj] = iεijkJ
k (3.39)

[Ji, Kj] = iεijkK
k (3.40)

[Ki, Kj] = −iεijkJk. (3.41)

A relação (3.39) forma uma subálgebra da álgebra de Lie do grupo de Lorentz restrito.

Essa subálgebra é idêntica a álgebra das rotações espaciais e, de fato, os geradores J estão

associados com as rotações espaciais tridimensionais dadas pelo grupo SO(3) que é subgrupo

de L↑+.

Os seis parâmetros reais wµν são as coordenadas do grupo de Lorentz. Por estarem

associados às rotações espaciais, os parâmetros associados aos geradores J são denotados por

w23 = θ1, w31 = θ2, w12 = θ3, (3.42)

sendo que 0 6 θi 6 2π. Os parâmetros associados aos outros três geradores são denotados

por

w01 = ξ1, w02 = ξ2, w03 = ξ3, (3.43)

seu significado podendo ser obtido através do mapa exponencial de um subgrupo de um
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único parâmetro associado a Ki. Para K1, por exemplo,

Λ = eiξ1K1 = exp

ξ1


0 −1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


 =


cosh(ξ1) − sinh(ξ1) 0 0

− sinh(ξ1) cosh(ξ1) 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , (3.44)

o que, realizando uma mudança de parâmetro dada por

β =
sinh(ξ1)

cosh(ξ1)
, (3.45)

devolve a forma usual de uma transformação de Lorentz pura na direção x̂:

Λ =


1/
√

1− β2 −β/
√

1− β2 0 0

−β/
√

1− β2 1/
√

1− β2 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 . (3.46)

O parâmetro β está então associado a ‖v‖
c

, em que ‖v‖ é o módulo da velocidade relativa

entre dois observadores inerciais. Os parâmetros ξi formam um vetor ξ = (ξi) chamado de

rapidez, sendo que −∞ < ξi <∞, revelando o caráter não compacto do grupo de Lorentz.

3.3 Propriedades do Grupo de Poincaré

O grupo de Poincaré restrito, dado por

P↑+ : T o L↑+, (3.47)

é um grupo de Lie de dimensão 10 não-compacto. Os geradores de P↑+ são os mesmos do

grupo de Lorentz restrito e do grupo de translações, já que os elementos do grupo de Poincaré

são formados por pares ordenados dos elementos desses grupos.

Para completar a álgebra do grupo de Poincaré é preciso encontrar as relações

de comutação entre os geradores de T e L↑+, que dependem da regra de composição definida

pelo produto semidireto. Para isso desenvolve-se de duas maneiras diferentes o produto

(a,Λ)(I + w, ε)(a,Λ)−1, em que (I + w, ε) corresponde a uma transformação de Poincaré
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infinitesimal [53]. Primeiramente,

(a,Λ)(I + w, ε)(a,Λ)−1 = (a,Λ)

(
I +

1

2
wµνM

µν − iεµP µ

)
(−Λ−1a,Λ−1) (3.48)

= I +
1

2
wµν(a,Λ)Mµν(−Λ−1a,Λ−1)− iεµ(a,Λ)P µ(−Λ−1a,Λ−1).

(3.49)

No entanto,

(a,Λ)(I + w, ε)(a,Λ)−1 = (Λε− ΛwΛ−1a, I + ΛwΛ−1) (3.50)

= I +
1

2
(ΛwΛ−1)µνM

µν + i(ΛwΛ−1a)µP
µ − i(Λε)µP µ, (3.51)

portanto,

1

2
wµν(a,Λ)Mµν(−Λ−1a,Λ−1)− iεµ(a,Λ)P µ(−Λ−1a,Λ−1) = (3.52)

1

2
(ΛwΛ−1)µνM

µν + i(ΛwΛ−1a)µP
µ − i(Λε)µP µ. (3.53)

Separando as partes que dependem de w e de ε, obtém-se que

1

2
wµν(a,Λ)Mµν(−Λ−1a,Λ−1) =

1

2
(ΛwΛ−1)µνM

µν + i(ΛwΛ−1a)µP
µ (3.54)

εµ(a,Λ)P µ(−Λ−1a,Λ−1) = (Λε)µP
µ. (3.55)

O termo da direita em (3.54) pode ser expandido resultando em

(a,Λ)Mµν(−Λ−1a,Λ−1) = Λ µ
ρ Λ ν

σ (Mρσ + 2iaσP ρ). (3.56)

Além disso, levando em conta a antissimetria nos ı́ndices µ e ν em Mµν ,

−(a,Λ)Mµν(−Λ−1a,Λ−1) = Λ ν
σ Λ µ

ρ (Mσρ + 2iaρP σ), (3.57)

o que, subtraindo (3.57) de (3.56), resulta em

(a,Λ)Mµν(−Λ−1a,Λ−1) = Λ µ
ρ Λ ν

σ (Mρσ + iaσP ρ − iaρP σ) . (3.58)

A expressão (3.55) também pode ser desenvolvida resultando em

(a,Λ)P µ(−Λ−1a,Λ−1) = Λ µ
ν P ν . (3.59)
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Por fim, escolhendo (a,Λ) = (ε, I + w) em (3.58) obtém-se que:

i[P ρ, Jµν ] = ηρµP ν − ηρνP µ (3.60)

i[Jµν , Jρσ] = ηνρJµσ − ηµρJνσ − ησµJρν + ησνJρµ (3.61)

A relação (3.61) é equivalente às relações (3.39), (3.40) e (3.41) encontradas no tratamento

do grupo de Lorentz. Junto com [P µ, P ν ] = 0, as relações (3.60) e (3.61) formam a álgebra

de Lie do grupo de Poincaré. Essa álgebra de Lie não é simples nem semissimples, já que o

conjunto de geradores {P µ} forma um ideal abeliano não trivial.

É posśıvel mostrar que a álgebra de Poincaré possui dois invariantes de Casimir

[55], i.e. duas quantidades que comutam com todos os geradores da álgebra e, portanto, são

invariantes por transformações de Poincaré. Essas quantidade são dadas por

P 2 = PµP
µ e W 2 = WµW

µ, (3.62)

sendo Wµ as componentes de um vetor (na verdade um pseudovetor), chamado de vetor de

Pauli-Lubanski, dadas por

Wµ =
1

2
εσνρµJ

νρP σ, (3.63)

em que εµνρσ é o tensor de Levi-Civita. As partes temporal e espacial do vetor de Pauli-

Lubanski em uma dada base ON (e(α)) são dadas por

W0 = −J ·P, (3.64)

Wi = JiP
0 + (K×P)i. (3.65)

Utilizando as relações de comutação apresentadas anteriormente, prova-se então que:

P µWµ = 0, (3.66)

[P µ,W ν ] = 0, (3.67)

[Jµν ,W ρ] = i(ηρνW µ − ηρµW ν). (3.68)

3.4 Conexidade e Recobrimento Universal de P↑+

Existe uma última propriedade do grupo de Poincaré que deve ser observada:

o número de classes de homotopia. É bem conhecido [52–56] que P↑+ possui duas classes

de homotopia, i.e. P↑+ é 2-conexo. Para visualizar isso é mais simples observar apenas o

subgrupo SO(3) das rotações espaciais. Os elementos desse subgrupo, denotados por (0, R),

têm três parâmetros reais: dois ângulos polares α e β, que determinam o eixo de rotação

n̂, e o ângulo de rotação θ, sendo que 0 6 α 6 π, 0 6 β 6 2π e 0 6 θ 6 π. Portanto os



Caṕıtulo 3. Teoria da Relatividade Especial 27

elementos (0, R) podem ser denotados por R(n̂, θ).

O espaço desses parâmetros pode ser imaginado como uma esfera tridimensional

de raio π, tal que as coordenadas polares de um ponto especificam a direção de n̂ e a

distância do ponto até a origem é igual ao ângulo de rotação θ. Como R(−n̂, π) = R(n̂, π),

os pontos em extremidades opostas de um diâmetro dessa esfera são equivalentes e, portanto,

representam o mesmo elemento de SO(3).

Na Figura 3.1 é apresentado um corte ao longo de uma diagonal da esfera de

parâmetros. Os dois caminhos fechados C1 e C2 não podem ser continuamente deforma-

dos um no outro, portanto existem duas classes de homotopia em SO(3). Posteriormente

será necessário calcular as representações do grupo de Poincaré e o fato desse não ser sim-

plesmente conexo torna essa tarefa mais complicada devido à existência de representações

multivaloradas. No entanto, esse problema pode ser contornado utilizando o recobrimento

universal de P↑+, denotado por P̃↑+. O recobrimento universal do grupo de Poincaré é dado

pelo produto semidireto [52,55]

P̃↑+ = T o SL(2,C), (3.69)

em que T é o grupo de translação e SL(2,C) é o recobrimento universal de L↑+. Portanto

basta estabelecer o homomorfismo de SL(2,C) em L↑+ que o homomorfismo de P̃↑+ em P↑+
estará definido.

Figura 3.1 Corte transversal da esfera de parâmetros para SO(3).

O grupo SL(2,C) é formado por todas as matrizes 2× 2 de elementos complexos

e determinante igual a 1. Toda matriz 2× 2 hermitiana M pode ser escrita na forma vµσµ,

em que σ0 é a identidade 2× 2, σi (i = 1, 2, 3) são as matrizes de Pauli

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
(3.70)
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e os vµ são coeficientes reais, portanto

det(M) = (v0)2 − (v1)2 − (v2)2 − (v3)2 = −ηµνvµvν . (3.71)

Se M for transformada em uma matriz M ′ através da operação M ′ = AMA†, em que

A ∈ SL(2,C), então M ′ também será hermitiana e det(M ′) = det(M). Portanto M ′ pode

ser escrita como v′µσµ. Pode-se mostrar então que

vµ =
1

2
Tr(σµM) e v′µ =

1

2
Tr(σµM

′), (3.72)

o que, usando M ′ = AMA†, resulta em

v′µ =
1

2
Tr(σµAσνA

†)vν . (3.73)

Como ηµνv
µvν = −detM = −det(M ′) = ηµνv

′µv′ν , segue que 1
2
Tr(σµAσνA

†) é uma trans-

formação de Lorentz dada por

Lµν(A) =
1

2
Tr(σµAσνA

†). (3.74)

Para terminar de demonstrar o homomorfismo é preciso mostrar que a regra de

composição é respeitada. Para isso, basta olhar para o produto

Lµλ(A)Lλν(B) =
1

4
Tr(σµAσλA

†)Tr(σλBσνB
†) =

1

2
Tr(σµABσν(AB)†) = Lµν(AB), (3.75)

que implica em

L(AB) = L(A)L(B), (3.76)

demonstrando o homomorfismo de SL(2,C) em L↑+. Portanto, o homomorfismo é definido

por

L : SL(2,C)→ L↑+ (3.77)

A 7→ L(A), (3.78)

a aplicação L(A) sendo dada por (3.74). O núcleo do homomorfismo é dado por Ker(L) =

{−σ0, σ0} e, portanto, L↑+ é isomórfico a SL(2,C)/{−σ0, σ0}. Disso resulta que a cada

transformação de Lorentz restrita Λ estão associadas duas matrizes, A e −A, de SL(2,C),

i.e. Λ = L(A) = L(−A). Além disso,

L(A)L(A−1) = L(AA−1) = L(σ0) = I, (3.79)

ou seja, L(A−1) = L−1(A).
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É posśıvel mostrar [52,55] que uma matriz arbitrária de SL(2,C) pode ser escrita

na forma

A(n̂, θ) = cos θσ0 + i sen θ~σ · n̂, (3.80)

sendo que θ e n̂ podem ser complexos e respeitam as relações 0 6 Re(θ) 6 π, 0 6 Re(α) 6 π

e 0 6 Re(β) 6 2π, em que α e β são os “ângulos polares” que definem n̂. A inversa de

A(n̂, θ) é dada então por A(−n̂, θ). Além disso, mostra-se que o subgrupo SU(2) das matrizes

unitárias (α,β e θ reais) corresponde ao subgrupo SO(3) das matrizes de rotação em L↑+,

enquanto que as matrizes hermitianas (α,β reais e θ imaginário) de SL(2,C) correspondem

aos boost puros de L↑+.

Para analisar a conexidade de SL(2,C) basta olhar novamente para o subgrupo

associado às rotações, ou seja, SU(2). O espaço de parâmetros de SU(2) pode ser imaginado,

assim como foi feito para SO(3), como uma esfera tridimensional de raio π. No entanto,

A(n̂, π) = −σ0 para qualquer n̂, ou seja, a superf́ıcie da esfera como um todo é um único

ponto. Nesse espaço qualquer caminho fechado pode ser continuamente transformado em

um ponto, como pode ser visto na Figura 3.2, e, portanto, o grupo é simplesmente conexo.

Figura 3.2 Corte transversal da esfera de parâmetros para SU(2).



Caṕıtulo 4

A Simetria Relativ́ıstica em Mecânica

Quântica

Neste trabalho, o regime analisado é tal que a natureza e o número de part́ıculas

não mudam durante os processos considerados. Apesar de simplificado, esse tratamento per-

mite prever diversos efeitos quânticos interessantes [8,9,12–35] e, num futuro próximo, deve

trazer consequências importantes para aplicações que envolvem o uso de graus de liberdade

internos das part́ıculas para codificar a informação. A partir deste caṕıtulo será adotado o

sistema de unidades com c = 1 e ~ = 1.

Para levar em conta os efeitos da relatividade especial na MQ é preciso mapear

o prinćıpio de relatividade no formalismo quântico. Isso é feito impondo que o grupo de

Poincaré seja um grupo de simetria fundamental da natureza, ou seja, dado um sistema

f́ısico S e um conjunto de observadores O, uma transformação (a,Λ) ∈ P↑+ atuando tanto

em S quanto em O produzirá um novo sistema S ′ e um novo conjunto de observadores O′

tal que os resultados das medições feitas por O′ em S ′ sejam idênticos aos resultados das

medições feitas por O em S [49,52–55]. Quanticamente uma part́ıcula pode ser representada

por qualquer estado pertencente a um raio

Ψ̂ = {eiϕ |ψ〉 |ϕ ∈ R}, (4.1)

o conjunto de todos os raios associados a um dado espaço de Hilbert H sendo denotado por

P (H). Portanto a inclusão do prinćıpio de relatividade na MQ implica na existência de uma

correspondência entre raios para cada (a,Λ) ∈ P↑+ dada por uma aplicação

T(a,Λ) : P (H)→ P (H) (4.2)

Ψ̂ 7→ Ψ̂(a,Λ) = T(a,Λ)Ψ̂, (4.3)

tal que as probabilidades de transição [Ψ̂, Φ̂] ≡ | 〈ψ|φ〉 |2, com |ψ〉 ∈ Ψ̂ e |φ〉 ∈ Φ̂, sejam

invariantes, i.e

[T(a,Λ)Ψ̂, T(a,Λ)Φ̂] = [Ψ̂, Φ̂], ∀(a,Λ) ∈ P↑+. (4.4)

O resultado da aplicação sucessiva de duas transformações de Poincaré, (a1,Λ1)

seguida de (a2,Λ2), em um sistema pode ser obtido através da aplicação direta de (a2,Λ2)(a1,Λ1),

30
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portanto

T(a2,Λ2)T(a1,Λ1) = T(a2,Λ2)(a1,Λ1). (4.5)

Um importante teorema devido a Wigner [51–54] permite transformar essas relações entre

raios em relações entre vetores do espaço de Hilbert H.

Teorema 4.1 (Wigner). Toda correspondência entre raios que satisfaz a equação (4.4) pode

ser convertida em uma correspondência unitária ou anti-unitária entre vetores, i.e.

|ψ〉 = U(a,Λ) |φ〉 , (4.6)

em que |φ〉 ∈ Φ̂, |ψ〉 ∈ T(a,Λ)Φ̂ e U(a,Λ) é um operador unitário ou antiunitário1.

Todo elemento g de um grupo de Lie conexo pode ser escrito como h2, em que h é

algum outro elemento do grupo [49,52–55]. Como o produto de dois operadores antiunitários

é um operador unitário, a possibilidade de operadores antiunitários fica automaticamente

exclúıda para representações de grupos de Lie conexos, como é o caso de P↑+.

Da relação (4.5) sabe-se que os operadores unitários U(a2,Λ2)U(a1,Λ1) e U(a2 +

Λ2a1,Λ2Λ1) convertem a mesma correspondência entre raios em correspondências entre ve-

tores. A pergunta que surge naturalmente é: qual a relação entre U(a2,Λ2)U(a1,Λ1) e

U(a2 + Λ2a1,Λ2Λ1)? Sejam U(a,Λ) e V (a,Λ) dois operadores unitários compat́ıveis com

uma dada correspondência entre raios T(a,Λ), então, dado um estado |ψ〉 ∈ Ψ̂, a trans-

formação U(a,Λ) levará |ψ〉 em U(a,Λ) |ψ〉 ∈ Ψ̂(a,Λ) enquanto que V (a,Λ) levará |ψ〉 em

V (a,Λ) |ψ〉 ∈ Ψ̂(a,Λ) e, portanto, U(a,Λ) |ψ〉 e V (a,Λ) |ψ〉 deverão diferir no máximo por

uma fase, implicando que

U(a,Λ) = eiαV (a,Λ).2 (4.7)

Devido a essa equivalência entre operadores que diferem por uma fase

U(P2)U(P1) = eiα(P2,P1)U(P2P1), (4.8)

sendo que a fase α(P1, P2) depende de que operadores unitários foram escolhidos para P1 =

(a1,Λ1) e P2 = (a2,Λ2). Portanto os operadores U(a,Λ) formam uma representação projetiva

ou representação a menos de um fase do grupo de Poincaré restrito.

Uma análise superficial da equação (4.8) pode levar a crer que as fases nos ope-

radores U(a,Λ) podem ser ajustadas tal que uma relação da forma

U(a2,Λ2)U(a1,Λ1) = U(a2 + Λ2a1,Λ2Λ1) (4.9)

1Um operador unitário (antiunitário) é um operador linear (antilinear) inverśıvel cujo adjunto é igual à
inversa.

2Em (4.7) poderia ser argumentado que a fase α depende do estado |ψ〉 em que os operadores atuam, no
entanto é posśıvel mostrar [53] que, para os casos de interesse, essa dependência não existe.
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seja válida, porém isso nem sempre é posśıvel e depende da existência ou não de repre-

sentações multivaloradas [52]. No caso do grupo de Poincaré existem duas classes de homoto-

pia, portanto representações 2-valoradas podem existir e a relação (4.9) não é necessariamente

verdadeira. No entanto esse problema pode ser contornado utilizando as representações

unitárias do recobrimento universal P̃↑+, já que para P̃↑+ é posśıvel mostrar [52, 53, 55] que

qualquer representação projetiva pode ter as fases ajustadas tal que se transforme em uma

representação vetorial, isto é,

U(a2, A2)U(a1, A1) = U(a2 + L(A2)a1, A2A1). (4.10)

Uma das condições necessárias para que as representações projetivas de P̃↑+ pos-

sam ser reescritas como em (4.10) é que seus geradores possam ser escolhidos tal que sa-

tisfaçam a mesma álgebra dos geradores de P̃↑+ [53], que é isomórfica à álgebra de P↑+. Por-

tanto, usando a mesma notação utilizada para P↑+, os geradores das representações unitárias

de P̃↑+ satisfazem as relações (3.27), (3.60), (3.61) e, além disso, os operadores de Casimir

podem ser defenidos da mesma forma que em (3.62). Observe que as definições feitas para

P µ e Jµν foram tais que, para representações unitárias, os operadores correspondentes são

hermitianos e, portanto, posśıveis observáveis dos sistemas quânticos.

De (4.10) obtém-se que

U(0,−A) = ±U(0, A). (4.11)

As representações para as quais a relação (4.11) com sinal positivo é válida são chamadas

de representações inteiras, enquanto que as representações em que o sinal negativo preva-

lece são chamadas de semi-inteiras (representações 2-valoradas). As representações vetoriais

de P̃↑+ equivalem a representações a menos de um sinal de P↑+, ou seja, o fato das repre-

sentações projetivas de P̃↑+ poderem ser ajustadas tal que (4.10) seja válida implica que as

representações projetivas de P↑+ podem ser ajustadas tal que

U(a1,Λ1)U(a2,Λ2) = ±U(a1 + Λ1a2,Λ1Λ2) (4.12)

seja verdadeira, o sinal negativo podendo ocorrer apenas nas representações semi-inteiras.

Por simplicidade as representações do recobrimento universal serão utilizadas daqui em di-

ante, assim como a seguinte notação:

U(a, σ0) ≡ U(a),

U(0, A) ≡ U(A).
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4.1 Representações Irredut́ıveis de P̃↑+

Em geral a teoria de representações para grupos simples ou semissimples, assim

como para grupos compactos, é bem entendida [55, 56]. Apesar de P̃↑+ não pertencer a

nenhum desses tipos de grupos, suas representações são conhecidas, as RUIs podendo ser

obtidas através do método das representações induzidas. Neste trabalho, essas representações

serão obtidas seguindo a metodologia apresentada em [52, 53]. No entanto, com intuito de

adiantar algumas idéias associadas a resultados que serão apresentados no Caṕıtulo 5, a

notação utilizada irá diferir em alguns pontos daquela presente na literatura.

Como visto anteriormente, P̃↑+ = T oSL(2,C), sendo que T é um subgrupo abe-

liano normal. Como T é abeliano e não compacto, todas as suas representações irredut́ıveis

são unidimensionais e podem ser caracterizadas pelos autovalores cont́ınuos dos P µ. Usando

a notação de Dirac, cada representação irredut́ıvel de T está associada a um estado |p〉 que

é autoestado simultâneo de todas as componentes P µ:

P µ |p〉 = pµ |p〉 , (4.13)

‖P‖2 |p〉 = ‖p‖2 |p〉 . (4.14)

Além disso, usando o mapa exponencial, U(a) pode ser escrito como e−iaµP
µ
, portanto

U(a) |p〉 = e−iaµp
µ |p〉 . (4.15)

Os estados {|p〉} formam uma base (imprópria) completa no espaço associado às repre-

sentações de T , que é o espaço de Hilbert L2(R4, d4p) das funções quadrado integráveis com

relação a medida d4p

Os pµ ainda não foram devidamente interpretados, isto é, eles ainda estão despro-

vidos de sentido f́ısico. Para introduzir seu significado primeiramente observa-se como essas

grandezas se transformam sob a ação de uma transformação de Lorentz. Relações análogas

às apresentadas em (3.58) e (3.59) são válidas para os geradores das representações unitárias,

isto é,

U(a,A)P µU †(a,A) = L µ
ν (A)P ν , (4.16)

U(a,A)JµνU †(a,A) = L µ
ρ (A)L ν

σ (A)(Jρσ + aσP ρ − aρP σ). (4.17)

Usando (4.16) mostra-se que

P µU(a,A) = Lµν(A)U(a,A)P ν , (4.18)

portanto

P µU(0, A) |p〉 = (L(A)p)µU(0, A) |p〉 , (4.19)
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ou seja, os autovalores pµ de P µ se transformam, sob a ação de transformações de Lorentz,

como as componentes de um vetor contravariante, justificando a notação que vinha sendo

adotada. Para finalizar a interpretação dos pµ observa-se o efeito de uma translação espaço-

temporal no caso não relativ́ıstico [52] em que uma part́ıcula livre, de momento linear p e

energia ω, é descrita por uma função de onda dada por ei(p·x−ωt). Realizando uma translação

espaço-temporal (x→ x + a, t→ t+ b) essa função transforma-se em

e−i(p·a−bt)ei(p·x−ωt). (4.20)

O termo e−i(p·a−bt) associado à translação espaço-temporal possui a mesma forma do termo

que aparece em (4.15), o que sugere interpretar P µ como sendo o operador quadrimomento.

Com isso,

‖P‖2 |p〉 = −m2 |p〉 , (4.21)

sendo m a massa do sistema.

Dado um vetor p, a órbita de SL(2,C) em p é dada por

O(p) = {L(A)p|A ∈ SL(2,C)},

vetores em uma mesma órbita sendo ditos equivalentes. Além do valor de ‖p‖2, o sinal da

componente temporal de p quando ‖p‖2 6 0 também não é alterado por transformações de

Lorentz restritas [52] e, portanto, diferentes órbitas podem ser identificadas pelo valor de

‖p‖2 e, se ‖p‖2 6 0, pelo sinal de p0. Cada representação irredut́ıvel do grupo de Poincaré

corresponderá a uma órbita diferente, ou seja, os estados de uma mesma representação

irredut́ıvel devem ter o mesmo valor de ‖p‖2 e, se ‖p‖2 6 0, o mesmo sinal de p0. Se isso não

fosse verdade, ou seja, se uma representação com diferentes valores de ‖p‖2 fosse constrúıda,

então o conjunto dos estados com mesmo valor de ‖p‖2 formaria um subespaço invariante

não trivial e a representação não seria irredut́ıvel (o mesmo racioćınio se aplica ao sinal de

p0 se ‖p‖2 6 0).

Por corresponderem a estados observados experimentalmente, as representações

de interesse f́ısico são aquelas cujos quadrimomentos pertencem a alguma das seguintes

famı́lias de órbitas

m+ = {p ∈ R4|‖p‖2 = −m2 < 0, p0 > 0},

0+ = {p ∈ R4|‖p‖2 = 0, p0 > 0},

00 = {p ∈ R4|p = 0}.

A representação 00 corresponde à representação trivial em que U(a,A) = I ∀(a,A) ∈ P̃↑+.

A representação trivial é unidimensional e o espaço associado a ela é descrito por um único

estado |p = 0〉 ≡ |0〉 invariante por todas as transformações de Poincaré, chamado de estado
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de vácuo.

A teoria de RUIs desenvolvida a seguir é válida tanto para m+ quanto para 0+.

Para construir essas representações é necessário restringir as funções da representação de T
à órbita de interesse. Com esse intuito é introduzida uma medida com suporte invariante

por L↑+ concentrado em uma única órbita. Essa medida é dada por

dµ(p) = d4pδ(‖p‖2 +m2)θ(p0)|B(p)|2, (4.22)

em que θ(p0) é a função degrau de Heaviside e |B(p)|2 é uma função positiva arbitrária não

nula na órbita de interesse. Com isso∫
dµ(p)|ψ(p)|2 =

∫
dp

2ω(p)
|B(p)|2|ψ(p)|2 <∞, (4.23)

em que ω(p) = p0 =
√
‖p‖2 +m2, define a norma na órbita. Portanto o espaço de Hilbert

considerado é o espaço L2(R3, dµ(p)) das funções ψ(p) quadrado integráveis com relação

a medida dµ(p) = |B(p)|2dp
2ω(p)

. Uma nova base {|p〉} restrita à órbita de interesse pode ser

definida tal que

|ψ(p)|2 = 〈ψ|p〉 〈p|ψ〉 . (4.24)

Dessa forma, ∫
dp

2ω(p)
|B(p)|2 |p〉 〈p| = I, (4.25)

em que I é a identidade na órbita. Atuando |q〉 pela direita em (4.25) obtém-se que

〈p|q〉 =
2ω(q)

|B(p)|2
δ(p− q) ≡ |A(p)|2δ(p− q) (4.26)

e, portanto, ∫
dp

|A(p)|2
|p〉 〈p| = I (4.27)

define a relação de completeza restrita ao hiperbolóide correspondente à órbita analisada. O

fator de normalização |A(p)|2 é arbitrário e será escolhido posteriormente.

Para a base {|p〉} de uma dada representação irredut́ıvel permanecem válidas as

relações

P µ |p〉 = pµ |p〉 , (4.28)

‖P‖2 |p〉 = −m2 |p〉 , (4.29)

U(a) |p〉 = e−iaµp
µ |p〉 , (4.30)

sendo que cada representação irredut́ıvel possui um valor bem definido de m e o valor de p0

pode ser obtido de p0 = ω(p).
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É interessante analisar como a função δ(q− p) se transforma sob a ação de uma

mudança de coordenadas dada por uma transformação de Lorentz. A função delta é definida

por

f(p) =

∫
dqδ(q− p)f(q). (4.31)

Uma mudança de coordenadas q = Λq′ resulta então em

f(p) =

∫
dq′

2ωq′
2ωΛq′δ(Λq′ − p)f(Λq′), (4.32)

o que, por definição, deve ser igual a∫
dq′δ(q′ − Λ−1p)f(Λq′). (4.33)

Portanto, escrevendo p = Λp′,

δ(Λq′ − Λp′) =
ωp′

ωΛp′
δ(q′ − p′). (4.34)

A distribuição 2ω(p)δ(q − p) é chamada de delta invariante por Lorentz, pois de (4.34)

resulta que

2ω(p)δ(q− p) = 2ωp′δ(q′ − p′). (4.35)

A base (imprópria) {|p〉} definida para cada órbita será utilizada para construir

as representações irredut́ıveis de P̃↑+, no entanto o comportamento dos estados sob a ação

de transformações de Poincaré gerais ainda não foi especificado, portanto é necessário acres-

centar um rótulo α aos estados da base para representar posśıveis graus de liberdade ainda

não especificados associados à atuação do grupo de Poincaré como um todo.

Os elementos do grupo estabilizador Gp ⊂ SL(2,C) de um dado vetor p serão

denotados por Mp, de tal forma que L(Mp)p = p. De (4.18) segue que o rótulo p em |p, α〉
não muda sob a ação de um U(Mp), portanto U(Mp) |p, α〉 deve ser uma combinação linear

de estados de momento p:

U(Mp) |p, α〉 =
∑
β

Qp
βα(Mp) |p, β〉 . (4.36)

Por simplicidade de notação e sem perda de generalidade, a relação (4.36) foi escrita assu-

mindo que os ı́ndices β são discretos. Como U(M1
pM

2
p ) = U(M1

p )U(M2
p ), então∑

βγ

Qp
βα(M2

p )Qp
γβ(M1

p ) |p, γ〉 =
∑
γ

Qp
γα(M1

pM
2
p ) |p, γ〉 (4.37)

e

Qp(M1
pM

2
p ) = Qp(M1

p )Qp(M2
p ). (4.38)
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A relação (4.38) implica que as matrizes Qp(Mp) formam uma representação do grupo esta-

bilizador Gp e os ı́ndices α em |p, α〉 estão associados a estados de base dessa representação

em um espaço de Hilbert Hp. Por essa razão e por motivos que ficarão claros no Caṕıtulo

5 é útil adotar a notação aparentemente reduntante |p, αp〉. Além disso, para garantir a

unitariedade e irredutibilidade de U(Mp), as representações Qp(Mp) de Gp também devem

ser unitárias e irredut́ıveis.

Grupos estabilizadores de elementos pertencentes a uma mesma órbita são isomórficos.

Para ver isso suponha dois quadrimomentos equivalentes p e q de grupos estabilizadores Gp

e Gq, respectivamente. Dada uma transformação de Lorentz L(A), tal que L(A)q = p, e um

Mq ∈ Gq, então L(Mq)q = q implica que

L(AMqA
−1)p = p, (4.39)

portanto AMqA
−1 pertence ao grupo estabilizador de p:

AMqA
−1 = Mp ∈ Gp. (4.40)

Essa correspondência é bijetiva, isto é, a cadaMq corresponde umMp dado por (4.40) e a cada

Mp corresponde um Mq dado por A−1MpA. Além disso, ela é preservada na multiplicação,

isto é,

M1
pM

2
p = AM1

qA
−1AM2

qA
−1 = AM1

qM
2
qA
−1 (4.41)

o que demonstra o isomorfismo dos grupos estabilizadores de quadrimomentos equivalentes.

Portanto, dado o conjunto de geradores {Ga(q)} de Gq, se eles satisfazem

[Gb(q),Gc(q)] = Ca
bcGa(q), (4.42)

então os geradores Ga(p) = AGa(q)A−1 de Gp satisfarão

[Gb(p),Gc(p)] = Ca
bcGa(p). (4.43)

Isso implica que os espaços de Hilbert Hp associados às RUIs de grupos estabilizadores de

quadrimomentos equivalentes também são isomórficos.

Seja {Ga(p)} o conjunto de geradores de Gp e dado que

P µU(Mp) |p, αp〉 =
∑
β

pµQp
βα(Mp) |p, βp〉 = U(Mp)P

µ |p, αp〉 , (4.44)

então

[P µ,Ga(p)] |p, αp〉 = 0. (4.45)

Uma transformação infinitesimal U(M inf
p ) com parâmetro não nulo apenas para um dado
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gerador Ga(p) pode ser escrita como

U(M inf
p ) = I + iγGa(p) (4.46)

e a matriz Qp(M inf
p ) associada a essa transformação infinitesimal é dada por

Qp(M inf
p ) = 1 + iγga, (4.47)

sendo ga o gerador da representação Qp associado ao gerador Ga(p) de U(Mp). Devido à

relação (4.45), a base em Hp pode ser constrúıda tal que o rótulo α em |p, αp〉 seja um

autovalor de ga, portanto

U(M inf
p ) |p, αp〉 = |p, αp〉+ iγG(p)a |p, αp〉 =

∑
β

Qp
βα(M inf

p ) |p, βp〉

= |p, αp〉+
∑
β

iγ(ga)βα |p, βp〉

= |p, αp〉+
∑
β

iγβδβα |p, βp〉

= |p, αp〉+ iγα |p, αp〉

e

Ga(p) |p, αp〉 = α |p, αp〉 . (4.48)

Para um elemento Gb(p) qualquer de {Ga(p)}, um cálculo análogo ao anterior conduz a

Gb(p) |p, αp〉 =
∑
β

(gb)βα |p, βp〉 , (4.49)

sendo (gb)βα os elementos, na base em que ga é diagonal, do gerador gb da RUI de Gp

associado ao gerador Gb(p).

Ao escrever

U(Mp) |p, αp〉 =
∑
β

Qp
βα(Mp) |p, βp〉 , (4.50)

o estado |p, αp〉 é tal que a equação (4.48) seja válida para um dado Ga(p), no entanto

nenhuma regra para definir quem é o Ga(p) escolhido para cada p foi estabelecida, i.e. não há

ainda uma relação que conecte a maneira com que as bases são escolhidas para cada Hp. Isso

será feito agora. Para cada órbita um vetor arbitrário k, chamado de vetor fundamental, é

escolhido para ser utilizado como referência. O vetor k pode ser transformado por diferentes

transformações de Lorentz em qualquer outro vetor equivalente p. Para cada p ∈ O(k)

uma transformação C(p, k) que transforme k em p é escolhida, isto é, L(C(p, k))k = p.

Um conjunto de transformações C(p, k), uma para cada p, forma um conjunto chamado
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conjunto complementar de k se as transformações C(p, k) forem cont́ınuas em p. Existe certa

arbitrariedade na escolha desse conjunto, já que qualquer transformação pertencente ao coset

esquerdo C(p, k)Gk, i.e. qualquer transformação da forma C(p, k)Mk(p) com Mk(p) ∈ Gk,

transforma k em p, e, por isso, um ı́ndice C será introduzido nos estados de base. Os

estados |k, αk〉C estão associados a um GCa (k) escolhido arbitrariamente dentre os elementos

do conjunto {Ga(k)}, tal que

GCa (k) |k, αk〉C = α |k, αk〉C . (4.51)

Para fixar a base para todos os outros quadrimomentos da órbita basta impor que para cada

p ∈ O(k) o ı́ndice α em |p, αp〉C seja autovalor do operador dado por

GCa (p) = U(C(p, k))GCa (k)U(C−1(p, k)), (4.52)

ou seja,

GCa (p) |p, αp〉C = U(C(p, k))GCa (k)U(C−1(p, k)) |p, αp〉C = α |p, αp〉C . (4.53)

Dessa forma os vetores de base que definem os estados pertencentes à órbita de interesse

ficam completamente definidos uma vez escolhidos a base do espaço Hk associado ao vetor

fundamental k e um conjunto complementar {C(p, k)}.
De (4.18) resulta que U(A) |p, αp〉C é uma superposição linear de estados de

quadrimomento L(A)p,

U(A) |p, αp〉C =
∑
β

ΠC
βα(A,p) |L(A)p, βL(A)p〉C , (4.54)

portanto

U(C(p, k)) |k, αk〉C =
∑
β

ΠC
βα(C(p, k),k) |p, βp〉C . (4.55)

Partindo de (4.53) encontra-se quem são os elementos ΠC
βα(C(p, k),k) que definem (4.55):

GCa (k) |k, αk〉 = α |k, αk〉C

U(C(p, k))GCa (k)U †(C(p, k))[U(C(p, k)) |k, α〉Ck ] = αU(C(p, k)) |k, αk〉C

GCa (p)[U(C(p, k)) |k, αk〉C ] = α[U(C(p, k)) |k, αk〉C ], (4.56)

ou seja,

U(C(p, k)) |k, αk〉C ≡ N(k, p) |p, αp〉C (4.57)

e

ΠC
βα(C(p, k),k) = N(k, p)δβα, (4.58)
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em que N(k, p) é um fator numérico a ser determinado.

O conjunto complementar e o grupo estabilizador de k juntos com (4.40) podem

ser utilizados para descrever o comportamento dos elementos dos outros grupos estabiliza-

dores. Um Mp ∈ Gp sempre pode ser escrito como

Mp = C(p, k)MC
k (Mp,p)C−1(p, k), (4.59)

em que MC
k (Mp,p) é dado por

MC
k (Mp,p) = C−1(p, k)MpC(p, k). (4.60)

Portanto,

U(Mp) |p, αp〉C =
∑
β

Qp
βα(Mp) |p, βp〉C =

U(MpC(p, k))

N(k, p)
|k, αk〉C (4.61)

=
U(C(p, k)MC

k (Mp,p))

N(k, p)
|k, αk〉C (4.62)

=
∑
β

Qk
βα(MC

k (Mp,p)) |p, βp〉C , (4.63)

ou seja, Qp
βα(Mp) = Qk

βα(MC
k (Mp,p))3.

Para definir como uma transformação A ∈ SL(2,C) atua em um estado qualquer

|p, αp〉C , observa-se que L(C(p, k))k = p implica que

L (C(L(A)p, k)) k = L(A)p = L (AC(p, k)) k, (4.64)

portanto

L(C−1(L(A)p, k)AC(p, k))k = k, (4.65)

ou seja, C−1(L(A)p, k)AC(p, k) pertence ao grupo estabilizador de k. Então uma trans-

formação qualquer A ∈ SL(2,C) sempre pode ser escrita como

A = C(L(A)p, k)MC
k (A,p)C−1(p, k), (4.66)

em que

MC
k (A,p) = C−1(L(A)p, k)AC(p, k). (4.67)

3De fato, devido à arbitrariedade do conjunto complementar, seria adequado incluir um ı́ndice C em
Qpβα(Mp), no entanto, para não sobrecarregar a notação, optou-se por omitir esse ı́ndice.
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Com isso, para uma transformação qualquer A ∈ SL(2,C),

U(A) |p, αp〉C = U(C(L(A)p, k))U(MC
k (A,p))U(C−1(p, k)) |p, αp〉C

=
N(k, L(A)p)

N(k, p)

∑
β

Qk
βα(MC

k (A,p)) |L(A)p, βL(A)p〉C , (4.68)

ou seja, conhecido o grupo estabilizador de um vetor fundamental k e definido um conjunto

complementar para o mesmo, basta conhecer as representações unitárias irredut́ıveis de Gk

para se construir as representações unitárias do grupo de Poincaré como um todo. A partir de

agora a notação Qk(Mk) ≡ Q(Mk) será adotada e, portanto, uma transformação de Poincaré

geral é dada por:

U(a,A) |p, αp〉C = e−iaµ(L(A)p)µN(k, L(A)p)

N(k, p)

∑
β

Qβα(MC
k (A,p)) |L(A)p, βL(A)p〉C . (4.69)

Para finalizar a construção das RUIs de P̃↑+ é necessário definir quem são os

fatores N(k, p). Partindo da relação

〈q, βq|C U †(A)U(A) |p, αp〉C = 〈q, βq|p, αp〉C C (4.70)

tem-se que

|N(k, L(A)p)|2

|N(k, p)|2
|A(L(A)p)|2 ω(p)

ω(L(A)p)
δ(q− p)δβα = |A(p)|2δ(q− p)δβα, (4.71)

ou seja,
|N(k, L(A)p)|2|A(L(A)p)|2

ω(L(A)p)
=
|N(k, p)|2|A(p)|2

ω(p)
(4.72)

No entanto, em (4.72) L(A) e p são arbitrários, portanto

|N(k, p)|2|A(p)|2

ω(p)
= |C(k)|2. (4.73)

Como N(k, k) = 1, então |C(k)| = |A(k)|
ω(k)1/2

e, considerando N(k, p) real,

N(k, p) =
|A(k)|
|A(p)|

(
ω(p)

ω(k)

)1/2

, (4.74)

ou seja, o valor de N(k, p) depende da constante de normalização A(p) ainda não definida.

Para facilitar cálculos envolvendo mudanças de coordenadas é adequado escolher a medida

dµ(p) = dp/|A(p)|2 tal que ela seja invariante por transformações de Lorentz restritas (i.e.

dµ(p) = dµ(Λp′) = dµ(p′)). Isso é feito tomando |A(p)|2 = 2ω(p) e, portanto, |B(p)|2 = 1,
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o que implica em 〈q, βq|p, αp〉C C = 2ω(p)δ(q− p)δβα e N(k, p) = 1. Com isso,

U(a,A) |p, αp〉C = e−iaµ(L(A)p)µ
∑
β

Qβα(MC
k (A,p)) |L(A)p, βL(A)p〉C (4.75)

e a relação de completeza em uma dada órbita, considerando os graus de liberdade extras,

se escreve ∑
α

∫
dp

2ω(p)
|p, αp〉C 〈p, αp|C = I. (4.76)

As leis de transformação dos rótulos α dependem explicitamente dos momentos

e, por isso, eles são chamados de variáveis secundárias, ao contrário dos momentos que são

denominados variáveis primárias [9, 11]. Da relação (4.49), que deve ser reescrita como

GCb (p) |p, αp〉C =
∑
β

(gb)βα |p, βp〉C , (4.77)

conclui-se que os rótulos α para diferentes p ∈ O(k) estão associados a conjuntos de ob-

serváveis diferentes. Apesar disso, sempre é posśıvel construir operadores

GCb =
∑
α

∫
dp

2ω(p)
GCb (p) |p, αp〉C 〈p, αp|C (4.78)

tal que

GCb |p, αp〉
C = GCb (p) |p, αp〉C (4.79)

para qualquer p ∈ O(k). Esses operadores são hermitianos e, portanto, posśıveis observáveis

do sistema. Além disso é posśıvel mostrar que os {GCa } constrúıdos dessa maneira respeitam

as mesmas relações de comutação que os {GCa (p)}, i.e.

[GCb ,GCc ] = Ca
bcGCa . (4.80)

Antes de aplicar o racioćınio desenvolvido nesta seção é preciso interpretar fisi-

camente o que representam os geradores Jµν . Esses operadores estão associados ao tensor

relativ́ıstico de momento angular, Jα em (3.38) sendo interpretado como o momento angular

total de uma part́ıcula com relação a um observador de quadrivelocidade v e o operador Kα

estando associado à definição do operador centro de massa de uma part́ıcula com relação

ao mesmo observador. Com isso fica clara a interpretação f́ısica de Wα, já que Wα/m é um

caso particular de Jα, i.e. Wα/m é o momento angular total da part́ıcula com relação a um

observador inercial de mesma quadrivelocidade.
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4.2 Part́ıculas Massivas

As representações associadas às órbitas do tipom+ representam estados de part́ıculas

massivas. O vetor fundamental mais adequado para desenvolver essas representações é o qua-

drimomento de repouso k = (m,0). O grupo estabilizador de k é o subgrupo SU(2) associado

às rotações espaciais. SU(2) é um grupo simples e compacto, suas RUIs sendo todas finitas.

A teoria de representações de SU(2) é bem conhecida, por isso os resultados relevantes serão

apresentados mas não demonstrados, demonstrações rigorosas podendo ser encontradas em

diversas referências, como por exemplo em [52,55,56].

As diferentes RUIs de SU(2) são diferenciadas por um ı́ndice s, chamado de

número quântico de spin, que pode assumir valores inteiros e semi-inteiros:

s = 0, 1/2, 1, 3/2, . . . .

Além disso, estados em uma mesma representação irredut́ıvel, ou seja, estados com um

mesmo valor de s, possuem outro ı́ndice α que pode assumir os valores −s,−s+1, . . . , s−1, s,

as representações irredut́ıveis de SU(2) sendo (2s + 1)-dimensionais. Os estados associados

a uma mesma representação irredut́ıvel serão denotados por |p, αp〉.
A dimensão das matrizes Q(Mk) depende do valor de s. Dada a matriz

Mk =

(
w x

y z

)
, (4.81)

mostra-se [52] que os elementos de matriz Qαβ(Mk) são descritos por

Qαβ(Mk) =
∞∑
q=0

[(s+ α)!(s− α)!(s+ β)!(s− β)!]1/2

(s+ α− q)!q!(β − α + q)!(s− β − q)!
ws+α−qxqyβ−α+qzs−β−q, (4.82)

sendo que só devem ser levados em conta no somatório os termos para os quais os fatoriais

fazem sentido. No caso s = 1
2
, que é o de maior interesse por representar part́ıculas de spin

1
2
, obtém-se simplesmente que Q(Mk) = Mk.

Os geradores de SU(2) são dados por J = (J1, J2, J3) e satisfazem as relações de

comutação (3.39). Os estados |0, αk〉 são comumente escolhidos tal que o ı́ndice α esteja

associado a J3, ou seja,

J3 |0, αk〉 = α |0, αk〉 (4.83)

e, portanto, α em |0, αk〉 representa o momento angular total na direção z da part́ıcula no

repouso.

De (4.49) e utilizando as propriedades do grupo estabilizador SU(2), obtém-se a
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forma com que J1 e J2 atuam em |0, αk〉:

Ji |0, αk〉 =
∑
β

(gi)βα |0, βk〉 , (4.84)

sendo que

(g1)βα =
1

2
[
√
s(s+ 1)− α(α + 1)δβ,α+1 +

√
s(s+ 1)− α(α− 1)δβ,α−1] (4.85)

(g2)βα =
1

2i
[
√
s(s+ 1)− α(α + 1)δβ,α+1 −

√
s(s+ 1)− α(α− 1)δβ,α−1] (4.86)

(g3)βα = βδβα. (4.87)

A notação g será utilizada para denotar o vetor (g1, g2, g3).

É necessário definir também quem é o operador associado à variável s. No su-

bespaço de estados de repouso o operador associado é obviamente ‖J‖2, sendo que

‖J‖2 |0, αk〉 = s(s+ 1) |0, αk〉 . (4.88)

É preciso encontrar então o operador que para qualquer valor de p possui esse mesmo

autovalor e que se reduza a ‖J‖2 quando atuado num estado de repouso. Esse operador

é dado por WµWµ

m2 , em que Wµ é o pseudovetor de Pauli-Lubanski. Isso pode ser visto

aplicando-se WµWµ

m2 ao estado no repouso, pois

WµW
µ

m2
|0, αk〉 = ‖J‖2 |0, αk〉 = s(s+ 1) |0, αk〉 , (4.89)

mas como WµW
µ é invariante por transformações de Lorentz, então

WµW
µ

m2
|p, αk〉 = s(s+ 1) |p, αk〉 . (4.90)

Usando a teoria desenvolvida anteriormente, a base {|p, αp〉C} é constrúıda tal

que

U(C(p, k))JiU
†(C(p, k)) |p, αp〉C =

∑
β

(gi)βα |p, βp〉C . (4.91)

Apesar dos valores da variável α estarem definidos pelas representações unitárias irredut́ıveis

de SU(2), seu significado f́ısico só está definido para o estado de repouso para o qual (4.83) é

válida. Para obter o seu significado para outros estados de momento linear não nulo é preciso

definir quem será o conjunto complementar utilizado, pois assim será encontrado quem são os

operadores U(C(p, k))JiU
†(C(p, k)). No caso das part́ıculas massivas existem dois conjuntos

complementares bastante explorados na literatura que dão origem a duas bases diferentes:
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a de helicidade e a de spin. Das relações de comutação em (3.39) obtém-se facilmente que

[GCi (p),GCj (p)] = iεijkGCk (p) (4.92)

e, portanto,

[GCi ,GCj ] = iεijkGCk . (4.93)

A rotação

MC
k (A,p) = C−1(L(A)p, k)AC(p, k) (4.94)

é chamada de rotação de Wigner generalizada. De (4.75) percebe-se que uma transformação

de Lorentz arbitrária induz, para cada valor de momento, uma rotação das variáveis de spin,

dada pela rotação de Wigner (4.94).

4.2.1 Base de Helicidade

É posśıvel mostrar [53] que um elemento qualquer de SL(2,C) pode ser escrito

como

A = R(α, β, 0)B3(ξ)R−1(φ, θ, ψ), (4.95)

em que B3(ξ) representa um boost puro de rapidez ξ ao longo do eixo z e R(φ, θ, ψ) representa

uma rotação espacial definida pelos ângulos de Euler φ, θ e ψ.

Para construir a base de helicidade, as transformações do conjunto complementar

são escolhidas tal que

C(p, k) ≡ H(p, k) = R(α, β, 0)B3(ξ) ≡ R(p̂)B(‖p‖ẑ,0), (4.96)

os ângulos β e α representando os ângulos polar e azimutal do vetor p. Em (4.96), B(‖p‖ẑ,0)

representa um boost que leva o quadrimomento k = (m,0) em (
√
‖p‖2 +m2, 0, 0, ‖p‖) eR(p̂)

é uma rotação que leva (
√
‖p‖2 +m2, 0, 0, ‖p‖) em p = (

√
‖p‖2 +m2,p). As transformações

de Lorentz associadas a esse conjunto complementar são dadas por

L(H(p, k)) =



p0

m
0 0 ‖p‖

m
p1

m
p1p3√

(p1)2+(p2)2‖p‖
−p2√

(p1)2+(p2)2
p0p1

m‖p‖
p2

m
p2p3√

(p1)2+(p2)2‖p‖
p1√

(p1)2+(p2)2
p0p2

m‖p‖

p3

m

−
√

(p1)2+(p2)2

‖p‖ 0 p0p3

m‖p‖

 . (4.97)

Os operadores U(H(p, k))JiU
†(H(p, k)) associados às variáveis secundárias serão

denotados por GHi (p) ≡ Hi(p) para a base de helicidade. No caso da helicidade, apenas a

componente H3(p) é de interesse imediato e ela pode ser obtida de U(H(p, k))J3U
†(H(p, k))
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usando (4.17) e (4.97), resultando em

H3(p) =
J · p
‖p‖

. (4.98)

Portanto, os ı́ndices α em |p, αp〉H estão associados ao momento angular total da part́ıcula

na direção de seu momento linear, propriedade essa chamada de helicidade:

H3(p) |p, αp〉H = α |p, αp〉H . (4.99)

Em vez de trabalhar com um operador H3(p) para cada subespaço associado a

um dado momento p, a relação (4.78) pode ser utilizada para construir um operador H3

válido para qualquer valor de momento:

H3 =
J ·P
‖P‖

. (4.100)

Os estados |p, αp〉H são portanto autoestados de ‖W‖2, ‖P‖2, P µ e H3, com

autovalores dados por:

‖W‖2 |p, αp〉H = m2s(s+ 1) |p, αp〉H , (4.101)

‖P‖2 |p, αp〉H = −m2 |p, αp〉H , (4.102)

P µ |p, αp〉H = pµ |p, αp〉H , (4.103)

H3 |p, αp〉H = α |p, αp〉H (4.104)

(4.105)

4.2.2 Base de Spin

Para obter a chamada base de spin escolhe-se um conjunto complementar formado

apenas por boosts puros dados por

C(p, k) ≡ B(p, k) =

(
p0 +m

2m

)1/2

σ0 +

(
p0 −m

2m

)1/2
σ · p
‖p‖

. (4.106)

A matriz L(B(p, k)) associada é dada por

L(B(p, k)) =


p0

m
p1

m
p2

m
p3

m
p1

m
p1p1

m(m+p0)
+ 1 p1p2

m(m+p0)
p1p3

m(m+p0)
p2

m
p2p1

m(m+p0)
p2p2

m(m+p0)
+ 1 p2p3

m(m+p0)
p3

m
p3p1

m(m+p0)
p3p2

m(m+p0)
p3p3

m(m+p0)
+ 1

 . (4.107)

Para transformações R ∈ SU(2), i.e. para rotações espaciais, as rotações de
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Wigner na base de spin são independentes dos momentos [52], ou seja,

MB
k (R,p) ≡MB

k (R) = R, ∀R ∈ SU(2). (4.108)

Além disso, se K ∈ SL(2,C) descrever um boost na direção ê, i.e.

K = cosh

(
ξ

2

)
σ0 + senh

(
ξ

2

)
σ · ê, (4.109)

então a rotação de Wigner associada a essa transformação será dada por [52]

MB
k (K,p) =

1

[(ω(p) +m)(ω(Kp) +m)]1/2

[
(ω(p) +m) cosh

(
ξ

2

)
σ0

+ (p · ê)senh

(
ξ

2

)
σ0 − isenh

(
ξ

2

)
σ · (p× ê)

]
.

(4.110)

Os operadores U(B(p, k))JiU
†(B(p, k)) associados aos rótulos α para cada valor

de momento p serão denotados por GBi (p) ≡ Si(p). Os operadores Si(p) podem ser obtidos

expandido-se a relação U(B(p, k))JiU
†(B(p, k)) usando (4.17) e (4.107), o que resulta em

mS(p) = Jp0 − (J · p)

m+ p0
p + (K× p), (4.111)

em que S(p) = (S1(p), S2(p), S3(p)) e K = (K1, K2, K3). Assim como foi feito para o operador

de helicidade, o operador (4.111) junto com (4.78) permite escrever um operador S válido

para qualquer valor de p na órbita:

mS = JP 0 − (J ·P)

m+ P 0
P + (K×P). (4.112)

Diferentemente do que ocorreu na base de helicidade, a interpretação do operador

S não é imediata. No entanto, uma interpretação satisfatória pode ser obtida observando-se

a relação entre S(p) e Wµ. De fato, mSi(p) = [L(B−1(p, k))W ]i, ou seja, para uma part́ıcula

de momento bem definido p, mS(p) é igual a parte espacial do operador de Pauli-Lubanski

no referencial de repouso da part́ıcula. Isso implica que S(p) é o momento angular total da

part́ıcula tomado no seu referencial de repouco.

Além da interpretação anterior, uma análise do modo com que S está associado a J

também é útil. Para obter tal relação analisa-se o comportamento de um estado qualquer |ψ〉
pertencente à representação em questão quando transformado por uma rotação infinitesimal

R ∈ SU(2). Primeiramente,

L(R)p = p+ iθ · Jp = p+ ∆p = (p0,p− θ × p) = (p0,∆p), (4.113)
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em que θ é um vetor formado por três ângulos infinitesimais. Tem-se então que

ψ′Bα (p) = 〈p, αp|ψ′〉B
= 〈p, αp|B U(R) |ψ〉 = ψBα (p) + iθ · ( 〈p, αp|B J |ψ〉). (4.114)

No entanto

〈p, αp|B U(R) =
∑
β

Q∗βα(MB
k (R−1,p)) 〈p−∆p, βp−∆p|B (4.115)

e, portanto,

ψ′Bα (p) =
∑
β

Q∗βα(MB
k (R−1,p))ψBβ (p−∆p), (4.116)

=
∑
β

Q∗βα(MB
k (R−1,p)){ψBβ (p)−∆p · ∇qψ

B
β (q)

∣∣
p
}. (4.117)

Utilizando (4.108) resulta que

Q∗βα(MB
k (R−1,p)) = δβα + iθ · gαβ. (4.118)

Substituindo (4.118) em (4.117) obtém-se então que

ψ′Bα (p) = ψBα (p)−∆p · ∇qψ
B
α (q)

∣∣
p

+ iθ ·
∑
β

gαβψ
B
β (p), (4.119)

o que, comparando com (4.114) resulta em

〈p, αp|B J |ψ〉 = −i(p×∇q)ψBα (q)
∣∣
p

+
∑
β

gαβψ
B
β (p). (4.120)

No entanto, como

S |p, αp〉B =
∑
β

gβα |p, βp〉B , (4.121)

então

〈p, αp|B J |ψ〉 = −i(p×∇q)ψBα (q)
∣∣
p

+ 〈p, αp|B S |ψ〉 . (4.122)

O termo −i(p×∇q)ψBα (q)
∣∣
p

é idêntico à expressão não relativ́ıstica do operador

momento angular orbital na base dos momentos, portanto definindo o operador de momento

angular orbital como

〈p, αp|B L |ψ〉 = −i(p×∇q)ψBα (q)
∣∣
p
, (4.123)

finalmente obtém-se que

J = L + S. (4.124)

De (4.124) resulta que o operador S corresponde à diferença entre o momento angular total

e o momento angular orbital da part́ıcula, portanto está associado a um momento angular
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intŕınseco da part́ıcula, chamado de spin. Esse resultado reforça a interpretação obtida

através da conexão entre S(p) e o operador de Pauli-Lubanski. Observe que J · P = S · P,

portanto o operador helicidade nada mais é do que a projeção do operador de spin na direção

do momento da part́ıcula.

Os estados |p, αp〉B são portanto autoestados dos operadores ‖W‖2, ‖P‖2, P µ e

S3, com autovalores dados por

‖W‖2 |p, αp〉B = m2s(s+ 1) |p, αp〉B , (4.125)

‖P‖2 |p, αp〉B = −m2 |p, αp〉B , (4.126)

P µ |p, αp〉B = pµ |p, αp〉B , (4.127)

S3 |p, αp〉B = α |p, αp〉B . (4.128)

4.3 Part́ıculas Sem Massa

As representações associadas às órbitas do tipo 0+ representam estados de part́ıculas

sem massa. Para desenvolver essas representações o quadrimomento k = (1, 0, 0, 1) = (1, ẑ)

é utilizado como vetor fundamental. É posśıvel mostrar, partindo diretamente da relação

L(Mk)k = k, que as transformações de Lorentz associadas ao grupo estabilizador de k são

dadas por

L(Mk) =


‖v‖2

2
+ 1 −vTR −‖v‖

2

2

−v R v
‖v‖2

2
−vTR 1− ‖v‖

2

2

 , (4.129)

em que v = (α, β) é um vetor bidimensional e

R =

(
cos θ sen θ

− sen θ cos θ

)
(4.130)

é uma rotação bidimensional.

Os elementos desse grupo estabilizador podem ser denotados por (v,R), sendo

que

(v,R)(u, S) = (v +Ru,RS). (4.131)

Além disso, os elementos (v, I) formam um subgrupo abeliano normal não trivial do grupo

estabilizador, isto é,

(v, I)(u, I) = (u, I)(v, I) = (v + u, I), (4.132)

(u,R)(v, I)(−RTu,RT ) = (Rv, I) ∈ {(u, I)} (4.133)
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e, portanto, o grupo estabilizador de k não é simples nem semissimples. O conjunto formado

por todos os elementos da forma (0, R) também forma um subgrupo abeliano pois

(0, R(θ1))(0, R(θ2)) = (0, R(θ2))(0, R(θ1)) = (0, R(θ1 + θ2)). (4.134)

O grupo estabilizador é portanto isomórfico ao grupo Euclideano bidimensional E(2), for-

mado por translações e rotações bidimensionais.

Os geradores do grupo estabilizador podem ser obtidos diretamente de (4.129):

−i∂L(Mk)

∂α

∣∣∣
α,β,θ=0

= −i


0 −1 0 0

−1 0 0 +1

0 0 0 0

0 −1 0 0

 = K1 − J2 ≡ A1, (4.135)

−i∂L(Mk)

∂β

∣∣∣
α,β,θ=0

= −i


0 0 −1 0

0 0 0 0

−1 0 0 +1

0 0 −1 0

 = K2 + J1 ≡ A2, (4.136)

−i∂L(Mk)

∂θ

∣∣∣
α,β,θ=0

= −i


0 0 0 0

0 0 +1 0

0 −1 0 0

0 0 0 0

 = J3. (4.137)

As relações de comutação são dadas então por

[J3, A1] = +iA2, (4.138)

[J3, A2] = −iA1, (4.139)

[A1, A2] = 0, (4.140)

confirmando a afirmação anterior sobre o grupo estabilizador de k não ser simples nem

semissimples.

Portanto, devido a estrutura de Gk, é necessário aplicar novamente a técnica

das representações induzidas para se encontrar as representações irredut́ıveis de Gk. Por

ser abeliano, as representações irredut́ıveis do subgrupo normal são todas unidimensionais e

cada representação irredut́ıvel está associada a um estado |a = (a1, a2)〉 tal que

A1 |a〉 = a1 |a〉 , (4.141)

A2 |a〉 = a2 |a〉 . (4.142)

As rotações bidimensionais (0, R) não alteram o valor de ‖a‖2 , portanto existem apenas dois
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tipos de órbitas para o grupo estabilizador de k: aquelas para as quais ‖a‖2 > 0 e aquelas

em que ‖a‖2 = 0, i.e. a = (0, 0).

É posśıvel mostrar [53] que

U(R(θ))A1U
†(R(θ)) = A1 cos θ − A2 sen θ, (4.143)

U(R(θ))A2U
†(R(θ)) = A1 sen θ + A2 cos θ. (4.144)

Portanto, dado um estado |a〉, com a 6= (0, 0),

A1[U(R(θ)) |a〉] = (a1 cos θ + a2 sen θ)[U(R(θ)) |a〉], (4.145)

A2[U(R(θ)) |a〉] = (−a1 sen θ + a2 cos θ)[U(R(θ)) |a〉], (4.146)

ou seja, U(R(θ)) |a〉 é autoestado de A1 e A2 com autovalores

(a1 cos θ + a2 sen θ) e (−a1 sen θ + a2 cos θ). (4.147)

Como θ é cont́ınuo então, para órbitas com a 6= (0, 0), as representações irredut́ıveis possuem

um conjunto cont́ınuo de autovalores para A1 e A2, i.e. as representações irredut́ıveis são

infinitas. Experimentalmente nunca foram identificadas part́ıculas sem massa com tal grau

de liberdade cont́ınuo, portanto as representações associadas às órbitas com a 6= (0, 0) são

desprezadas.

Resta analisar o segundo tipo de órbita em que a = (0, 0), ou seja,

A1 |a〉 = 0, (4.148)

A2 |a〉 = 0. (4.149)

Os estados dessa órbita são distingúıdos então pelo autovalor do terceiro gerador:

J3 |a = (0, 0), σ〉 = σ |a = (0, 0), σ〉 , (4.150)

já que [J3, Ai] |a = (0, 0), σ〉 = 0, para i = 1, 2. Por simplicidade a notação |a = (0, 0), σ〉 ≡
|σ〉 será adotada.

Os estados associados ao subespaço do vetor fundamental k são então da forma

|ẑ, σk〉, com

J3 |ẑ, σk〉 = σ |ẑ, σk〉 . (4.151)

Além disso,

U(Mk) = U(v = (α, β), I)U(0, R(θ)) = ei(αA1+βA2)eiθJ3 , (4.152)

tal que

U(Mk) |ẑ, σk〉 = eiθσ |ẑ, σk〉 , (4.153)
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ou seja,

Qk
σ′σ(Mk) = eiθσδσ′σ. (4.154)

Para completar a análise das part́ıculas sem massa deve-se escolher um conjunto

complementar. Uma escolha adequada é aquela dada por

C(p, k) ≡ H(p, k) = R(p̂)B(‖p‖ẑ, ẑ), (4.155)

em que B(‖p‖ẑ, ẑ) é um boost na direção ẑ que leva k = (1, 0, 0, 1) em (‖p‖, 0, 0, ‖p‖) e R(p̂)

é uma rotação que leva (‖p‖, 0, 0, ‖p‖) em p = (‖p‖,p).

Dessa forma os operadores U(H(p, k))J3U
†(H(p, k)), denotados por H(p), podem

ser obtidos pelo mesmo caminho utilizado para a base de helicidade no caso de part́ıculas

massivas, resultando em

H(p) =
J · p
‖p‖

, (4.156)

ou seja, σ em |p, σp〉H corresponde à helicidade da part́ıcula.

Uma transformação de Lorentz qualquer sempre pode ser escrita como em (4.66),

Mk(A,p) sendo da forma (v,R) no caso considerado. A rotação R ≡ R(θ(A,p)) é chamada

de rotação de Wigner para part́ıculas sem massa. Com isso,

U(a,A) |p, σp〉H = e−iaµ(L(A)p)µeiθ(A,p)σ |L(A)p, σL(A)p〉H , (4.157)

em que θ(A,p) corresponde ao ângulo da rotação de Wigner de Mk(A,p).

Até o presente momento não foi discutido quais valores σ pode assumir. Dada

uma rotação R(θ) em torno do eixo z,

U(R(θ)) |ẑ, σk〉H = eiθσ |ẑ, σk〉H . (4.158)

Além disso,

−R(θ) = R(2π + θ), (4.159)

implicando em

U(−R(θ)) |ẑ, σk〉H = ei(2π+θ)σ |ẑ, σk〉H . (4.160)

No caso de representações inteiras,

U(−R(θ)) = U(R(θ)), (4.161)

portanto

cos(2πσ) = 1 (4.162)



Caṕıtulo 4. A Simetria Relativ́ıstica em Mecânica Quântica 53

e σ = 0,±1,±2, . . . . Para representações semi-inteiras,

U(−R(θ)) = −U(R(θ)), (4.163)

portanto

cos(2πσ) = −1 (4.164)

e σ = ±1
2
,±3

2
, . . . .

Portanto, de modo geral σ = 0,±1
2
,±1, . . . , sendo que cada representação irre-

dut́ıvel é caracterizada por um único valor de σ. De (4.157) resulta que nenhuma trans-

formação de Poincaré restrita é capaz de alterar o valor de σ, ou seja, a helicidade para

part́ıculas sem massa é invariante por transformações de Poincaré restritas. Seria justificável

então pensar que cada estado de helicidade diferente corresponde a uma part́ıcula diferente,

no entanto é posśıvel mostrar [52,53] que part́ıculas de helicidades opostas estão conectadas

pela simetria de inversão espacial. Portanto, dado que as forças eletromagnéticas obede-

cem a simetria de inversão espacial, as part́ıculas sem massa de helicidade ±1 associadas a

fenômenos eletromagnéticos são ambas chamadas de fóton.

Apesar da helicidade de part́ıculas sem massa ser invariante por transformações

de Poincaré restritas, o estado em si não é invariante. Em particular, um estado formado

pela superposição linear de estados com helicidades opostas será transformado em uma

superposição diferente por uma transformação de Poincaré. No caso de fótons, diferentes

estados de polarização correspondem a diferentes superposições de estados de quadrimomento

bem definido, isto é, estados de polarização gerais são da forma

|p, αp〉 = α+ |p,+1p〉H + α− |p,−1p〉H , (4.165)

com

|α+|2 + |α−|2 = 1. (4.166)

Portanto transformações de Poincaré restritas mudam o estado de polarização dos fótons.



Caṕıtulo 5

Teoria da Informação Quântica Relativ́ıstica

Na última década, diversos trabalhos abordaram diferentes cenários em que a in-

trodução dos efeitos relativ́ısticos na TIQ é necessária. Mesmo no cenário simplificado em que

os observadores possuem velocidades relativas constantes, diversos fenômenos interessantes

são observados, como por exemplo a não covariância das correlações [12,26], da entropia [9],

da distinguibilidade [11,24] e da violação da desigualdade CHSH [8] para estados reduzidos

de variáveis secundárias, assim como a limitação do formalismo de mapas completamente

positivos [4] na descrição de canais de transmissão de informação envolvendo sistemas rela-

tiv́ısticos [11, 18]. A seguir será feita uma revisão sucinta de alguns resultados importantes

presentes na literatura, o foco estando voltado para o comportamento de sistemas formados

por part́ıculas massivas quando analisados por diferentes observadores inerciais, regime no

qual as RUIs do grupo de Poincaré desenvolvidas no Caṕıtulo 4 podem ser utilizadas para

descrever os sistemas quânticos.

Como apontado no Caṕıtulo 4, a primeira consequência relevante associada à in-

trodução da simetria relativ́ıstica na MQ é a existência de uma hierarquia nas variáveis que

descrevem os estados quânticos. Essa hierarquia divide as variáveis dinâmicas em primárias

e secundárias de acordo com a maneira com que elas se transformam sob a ação de trans-

formações de Lorentz restritas, as transformações de variáveis secundárias sendo dependentes

dos graus de liberdade de momento através das rotações de Wigner.

Apesar deste trabalho estar voltado ao estudo de part́ıculas massivas, é interes-

sante observar primeiramente a abordagem presente na literatura para as part́ıculas sem

massa (fótons), para as quais a variável secundária é dada pela polarização. É bem esta-

belecido na literatura o fato de que estados de polarização associados a valores distintos de

momento pertencem a diferentes espaços de Hilbert Hp, e por isso a notação |p, αp〉 com um

ı́ndice p na variável secundária é comum [11,26,29]. Isso implica que os estados de polarização

para diferentes momentos não podem ser superpostos12, ou seja, uma expressão da forma

|αp〉+ |βq〉 não possui sentido se q 6= p [11] e, portanto, o traço parcial dos graus de liberdade

de momento não pode ser utilizado para construir MDRs de polarização que tenham sentido

f́ısico. Apesar disso, não é imposśıvel construir MDRs de polarização para fótons, porém

essas deverão ser efetivas, ou seja, elas irão depender do modelo de detecção de polarização

adotado (geralmente uma medida POVM [4]) e, consequentemente, não descreverão todos

1Na literatura é comum denominar essa restrição de regra de superseleção
2A base completa |p, αp〉 não viola essa regra de superseleção devido à ortogonalidade da base de momento.

54
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os tipos de medida de polarização posśıveis [11,29].

É curioso o fato de que, apesar do formalismo utilizado para obter as RUIs tanto

de part́ıculas sem massa quanto massivas ser o mesmo, o tratamento dado na literatura para

as variáveis secundárias de part́ıculas massivas em geral difere muito daquele utilizado para

part́ıculas sem massa. No caso de part́ıculas massivas, a base de spin {|p, αp〉B} é comumente

adotada, porém em geral assume-se, explicitamente ou implicitamente, que a superposição

|αp〉B + |βq〉B faz sentido mesmo que p 6= q. Isso corresponde a afirmar que |αp〉B ≡ |α〉B

não depende de p, e 〈αp|βq〉B B = 〈α|β〉B B = δαβ ∀p, q ∈ O(k), o que implica na ausência de

uma regra de superseleção que impeça a utilização do traço parcial dos graus de liberdade

de momento para part́ıculas massivas [11–23]. Devido a essa abordagem, os sub́ındices p

nas variáveis secundárias de part́ıculas massivas não são utilizados na literatura e escreve-se

|p, α〉 em vez da notação mais completa |p, αp〉B. Para part́ıculas massivas, uma matriz

densidade qualquer de uma única part́ıcula pode ser escrita na base de spin como

ρ =
∑
α,β

∫ ∫
dµ(p)dµ(q)ρBαβ(p,q) |p, αp〉B 〈q, βq|B , (5.1)

em que ρBαβ(p,q) = 〈p, αp|ρ|q, βq〉B B. Portanto, assumindo a possibilidade de se realizar o

traço parcial dos graus de liberdade de momento, a seguinte MDR de spin é obtida:

τ =
∑
α,β

|α〉B 〈β|B

(∫
dµ(p)ρBαβ(p,p)

)
. (5.2)

As MDRs de spin obtidas dessa forma são interpretadas como estando associadas às previsões

estat́ısticas de medidas de spin realizadas por um aparato ideal que não é afetado pelo

momento das part́ıculas [9, 11].

É instrutivo analisar alguns exemplos que permitam observar de que modo as

rotações de Wigner junto com o traço parcial dos graus de liberdade de momento implicam

em um comportamento inusitado de certas propriedades associadas aos graus de liberdade

secundários das part́ıculas massivas. Como os resultados dos exemplos a seguir serão basea-

dos na utilização do traço parcial, os sub́ındices de momento nas variáveis secundárias serão

omitidos para que a notação fique mais próxima daquela encontrada na literatura. Seja Alice

um observador inercial que descreve uma part́ıcula de massa m e spin 1/2 pelo estado

|ψ(1)〉 =
1√
2

(
|p,+1/2〉B + |−p,−1/2〉B

)
, (5.3)

em que p = pŷ = γvmvŷ com γv = (1 − v2)−1/2. Suponha agora que a mesma part́ıcula

seja analisada por Bob, um outro observador inercial que se move com velocidade wẑ com
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relação a Alice. No referencial de Bob a part́ıcula será descrita pela matriz densidade

ρ′(1) = U(A)ρ(1)U
†(A) = U(A) |ψ(1)〉 〈ψ(1)|U †(A), (5.4)

sendo L(A) o boost que conecta os sistemas de coordenadas associados a cada um dos ob-

servadores. De (4.110) obtém-se que a rotação de Wigner associada a esse boost é dada

por

MB
k (A,±pŷ) = cos

(ϕ
2

)
σ0 ± i sen

(ϕ
2

)
σ1, (5.5)

em que

sen
(ϕ

2

)
=

√
(γv − 1)(γw − 1)

2(1 + γvγw)
. (5.6)

Portanto, tomando o traço parcial dos graus de liberdade de momento em ρ′(1), obtém-se a

MDR de spin

τ ′(1) =
1

2

(
1 −i senϕ

i senϕ 1

)
. (5.7)

A matriz densidade ρ(1) do sistema como um todo se transforma de maneira bem definida

quando atuada a transformação de Lorentz L(A), i.e.

ρ(1) → U(A)ρ(1)U
†(A), (5.8)

portanto ρ(1) se transforma de forma covariante e, como U(A) é unitário, todas as proprie-

dades do sistema que são invariantes por transformações unitárias se conservam, como por

exemplo a entropia. No entanto, algo inusitado ocorre quando a MDR de spin é considerada.

Como as transformações relativ́ısticas das variáveis secundárias dependem explicitamente das

variáveis de momento, então as MDRs de spin de um mesmo sistema obtidas por diferen-

tes observadores inerciais, além de serem distintas, não estão conectadas por nenhuma lei

de transformação bem definida dependente apenas da transformação de Lorentz L(A) que

conecta os observadores [11, 19], i.e. as MDRs de spin não são covariantes.

Uma consequência imediata da não covariância das MDRs de spin se refere a

pureza dos estados, que pode ser medida, por exemplo, pela entropia de von Neumann [4]

S(τ) = −Tr(τ logτ). (5.9)

A entropia de von Neumann do estado reduzido (5.7) é dada por

S(τ ′(1)) = −Tr(τ ′(1) log τ ′(1))

= −1

2
(1 + senϕ) log

(
1

2
(1 + senϕ)

)
− 1

2
(1− senϕ) log

(
1

2
(1− senϕ)

)
. (5.10)
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O comportamento da entropia em função da velocidade de Bob para diferentes valores fixos

de v está apresentado na Figura 5.1. Conclui-se desse resultado que a pureza das MDRs de

spin depende do estado de movimento do observador em relação ao sistema analisado e da

distribuição de momentos do sistema, ou seja, a entropia de von Neumann das MDRs de

spin não é uma grandeza covariante. Essa caracteŕıstica da entropia das MDRs de spin é um

resultado importante em TIQR, já que a entropia de von Neumann tem grande importância

em diversos conceitos, como por exemplo na definição do limite de Holevo [49], e, portanto,

esse comportamento tem consequências relevantes no estudo dos processos de transmissão de

informação quando essa estiver codificada nos graus de liberdade secundários de part́ıculas

relativ́ısticas.
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Figura 5.1 Entropia de von Neumann em função da velocidade de Bob para diferentes velocidades

da part́ıcula.

O efeito da dependência intŕınseca dos spins com os momentos na distinguibili-

dade entre estados também pode ser analisado. Considere agora que existem dois estados

posśıveis para descrever uma part́ıcula de massa m e spin 1/2, sendo que no referencial de

Alice o primeiro estado posśıvel é dado por (5.3) e o segundo é descrito por

|ψ(2)〉 =
1√
2

(
|p,−1/2〉B + |−p,+1/2〉B

)
. (5.11)

Para Bob a MDR de spin associada ao estado (5.11) é dada por

τ ′(2) =
1

2

(
1 i senϕ

−i senϕ 1

)
(5.12)
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O critério mais simples para estudar a distinguibilidade entre dois estados quânticos é a

probabilidade de erro, cuja definição é dada a seguir. Se um observador receber uma única

cópia de um entre dois estados equiprováveis posśıveis e realizar uma única operação com o

objetivo de decidir que estado foi entregue, a probabillidade de obter uma resposta errada

para uma medida optimizada será dada por [11]

PE(ρ1, ρ2) =
1

2
− 1

4
Tr
√

(ρ1 − ρ2)2. (5.13)

Essa definição aplicada às MDRs τ ′(1) e τ ′(2) resulta em

PE(τ ′(1), τ
′
(2)) =

1

2
− 1

4
Tr
√

(τ ′(1) − τ ′(2))
2 =

1

2
(1− senϕ). (5.14)

A probabilidade de erro em função da velocidade de Bob para diferentes valores fixos de v

está apresentada na Figura 5.2. Obviamente a distinguibilidade entre os estados totais, i.e.

considerando as variáveis primárias e secundárias, é preservada, já que os estados completos

se transformam unitariamente sob a ação de transformações de Lorentz restritas. Isso implica

que, dada qualquer medida de distinguibilidade D cujo valor diminui quando os estados se

tornam mais distingúıveis,

D(τ ′(1), τ
′
(2)) ≥ D(ρ(1), ρ(2)), (5.15)

sendo τ ′(1) e τ ′(2) as MDRs de spin em um dado referencial inercial e ρ(1) e ρ(2) as matrizes

densidades completas em qualquer referencial inercial.
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As transformações descritas por mapas completamente positivos tem um papel

especial na TIQ e são muito importantes no estudo dos processos, das correlações e dos canais

ruidosos quânticos [4]. Apesar das MDRs de spin para diferentes observadores inerciais não

poderem ser conectadas por regras de transformação bem definidas, em alguns casos pode ser

interessante tentar definir tais regras para classes particulares de estados. Nesse caso, seriam

essas transformações mapas completamente positivos? É um fato bem estabelecido que a

distinguibilidade não pode ser aprimorada por mapas completamente positivos, portanto do

exemplo anterior conclui-se que essas transformações não podem em geral ser representadas

por esse tipo de mapa [11, 18]. Isso implica em uma limitação do formalismo de mapas

completamente positivos na descrição de processos de transmissão de informação em que

efeitos relativ́ısticos podem ser importantes.

Da mesma forma que as rotações de Wigner induzidas por uma mudança de

referencial levam a não covariância da entropia e da distinguibilidade para as MDRs de spin

de uma única part́ıcula, as correlações spin-spin, momento-spin e momento-momento para

um sistema composto também não serão covariantes. Um importante teorema por Gingrich

et al. [12] estabelece que é necessário que o emaranhamento entre as partes de spin e momento

de um estado puro seja não nulo para que o emaranhamento spin-spin possa aumentar sob

a ação de transformações de Lorentz restritas. A demonstração desse teorema é apresentada

a seguir. Suponha que em um dado referencial inercial um estado de duas part́ıculas seja

dado por

|ψ〉 =
∑
αβ

∫ ∫
dµ(p)dµ(q)φαβχ(p,q) |p, αp〉B |q, βq〉B , (5.16)

i.e. não há emaranhamento entre as partes de spin e momento das duas part́ıculas. A MDR

de spin para esse estado será dada então por

τ =
∑
α1β1

∑
α2β2

φα1β1φ
∗
α2β2
|α1〉B 〈α2|B ⊗ |β1〉B 〈β2|B (5.17)

Aplicando uma transformação de Lorentz U(A) ⊗ U(C) no sistema, ou seja, considerando

que os observadores que irão analisar as part́ıculas se encontram em referenciais inerciais

diferentes, a MDR de spin passa a ser dada por

τ ′ =

∫ ∫
dµ(p)dµ(q)|χ(L(A)−1p, L(C)−1q)|2F (p,q)τF †(p,q), (5.18)

em que

F (p,q) = Q[MB
k (A,L(A)−1p)]⊗Q[MB

k (C,L(C)−1q)]. (5.19)

Como os operadores Q são representações unitárias finitas do grupo estabilizador Gk =

SU(2), a aplicação de qualquer entanglement monotone3E(ρ) no estado τ ′ resultará na
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desigualdade

E(τ ′) ≤
∫ ∫

dµ(p)dµ(q)|χ(L(A)−1p, L(C)−1q)|2E
(
F (p,q)τF †(p,q)

)
=

∫ ∫
dµ(p)dµ(q)|χ(L(A)−1p, L(C)−1q)|2E(τ) = E(τ), (5.20)

o que demonstra o teorema. Devido à natureza convexa do conjunto dos operadores densi-

dade, a extensão desse teorema para estados de mistura é imediata. É importante ressal-

tar que o emaranhamento entre as part́ıculas, considerando tanto as variáveis de momento

quanto as variáveis secundárias, não é alterado, já que as transformações de Lorentz são

dadas por transformações unitárias que atuam em cada part́ıcula separadamente. Portanto

o que ocorre de fato é uma troca de correlações entre os diferentes graus de liberdade do

sistema.

Baseando-se na aplicação do traço parcial dos graus de liberdade de momento e na

interpretação dada às MDRs obtidas por esse método, diversos trabalhos foram desenvolvidos

na última década para entender as consequências do comportamento não covariante das

MDRs de spin para a TIQ [11–23]. No entanto, artigos recentes [35–38] apontaram problemas

associados ao uso das MDRs de spin, gerando dúvidas quanto à validade dos resultados

obtidos por meio dessas matrizes.

Em [35] argumenta-se que as MDRs de spin introduzidas por Peres et al. em [9]

não são capazes de descrever todo tipo de medida de spin. Apesar do autor em [35] trabalhar

com a base de helicidade, seu argumento pode ser mapeado para a base de spin da seguinte

maneira: transformações unitárias U(p) dependentes do momento podem ser aplicadas em

GB(p) ≡ S(p) para produzir novos operadores de spin, i.e. operadores U(p)S(p)U †(p) com o

mesmo conjunto de autovalores que S(p) e que obedecem as relações de comutação (4.92), no

entanto a estat́ıstica associada às medidas desses observáveis não pode ser explicada pelas

MDRs de spin habituais. O autor conclui então que seriam necessárias MDRs diferentes

das usuais para descrever a estat́ıstica desses outros observáveis de spin, porém ele não faz

nenhuma referência quanto ao sentido f́ısico dessas outras matrizes e não menciona de que

forma elas seriam matematicamente definidas, visto que o traço parcial é capaz de fornecer

apenas uma MDR de spin (a menos de mudanças de base triviais). Talvez pelo fato do autor

não ter feito essas especificações, o argumento apresentado em [35] não recebeu a devida

atenção de grande parte da comunidade de TIQR e o traço parcial dos momentos continuou

a ser aplicado na construção de MDRs de spin [15–23].

Recentemente outras cŕıticas às MDRs obtidas pelo traço parcial dos graus de

liberdade de momento foram apresentadas em [36–38]. Em [36,37] argumenta-se que qualquer

experimento que seja constrúıdo para medir grandezas associadas aos graus de liberdade de

3Um entanglement monotone é definido como sendo qualquer função E(ρ) que satisfaça as seguintes
propriedades: (1) E(ρ) deve mapear operadores densidade em números positivos; (2) E(ρ) = 0 se e somente se
ρ for separável; (3) E(ρ) não aumenta em média sob LOCC (operações locais com comunicação clássica). [60]
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spin dependerá do momento da part́ıcula, o que, segundo os autores, tornaria as MDRs de

spin e sua interpretação desprovidas de sentido f́ısico. Para defender esse ponto de vista os

autores constrúıram um modelo de medida Stern-Gerlach (SG) para part́ıculas relativ́ısticas

e mostraram que as previsões obtidas para essas medidas de spin não poderiam ser explicadas

utilizando o formalismo usual de MDRs. Apesar do modelo de medida SG introduzido pelo

autores ser simplificado, resultados mais recentes [38], em que a interação do aparato SG

com a part́ıcula é tratada de maneira mais formal, mostram que a proposta feita em [36,37]

de fato descreve corretamente a medida SG para part́ıculas relativ́ısticas.

Na seção a seguir serão discutidos os argumentos e conclusões apresentados em

[36, 37]. Além disso será mostrado que os resultados apresentados nesses artigos estão dire-

tamente conectados à cŕıtica feita previamente em [35]. Uma vez estabelecida essa conexão,

será mostrado que essas cŕıticas podem ser facilmente compreendidas, sem a necessidade de

introduzir modelos de interação, por meio de uma análise cuidadosa da teoria de RUIs do

grupo de Poincaré. Essa análise permitirá mostrar que, apesar do atual formalismo de MDRs

de spin para part́ıculas relativ́ısticas não ser rigoroso, a introdução de uma nova abordagem

permite manter os resultados presentes na literatura e ao mesmo tempo incorporar as recen-

tes cŕıticas. Para isso será necessário abandonar o traço parcial dos graus de liberdade de

momento e a interpretação original das MDRs de spin.

5.1 Medida Stern-Gerlach de Part́ıculas Relativ́ısticas

Em [36] é proposto um modelo de medida SG para part́ıculas relativ́ısticas de

spin 1/2. Como visto no Caṕıtulo 4, o operador de spin S(p) é interpretado como sendo

o momento angular total de uma part́ıcula de momento p em seu próprio referencial. Par-

tindo dessa interpretação e também do fato de que no referencial da part́ıcula um tratamento

não relativ́ıstico pode ser aplicado para descrever a interação no interior do aparato SG, os

autores concluem que o eixo de quantização para uma part́ıcula de momento bem definido

que passa por um equipamento SG se dá na direção do campo magnético não homogêneo

no próprio referencial da part́ıcula. Suponha que uma part́ıcula de momento p = γvmv

passe por um aparato SG cujo campo eletromagnético é descrito pelo tensor F µν no referen-

cial do laboratório (Alice). No referencial da part́ıcula o tensor eletromagnético será dado

por L(B(p, k)−1)αµL(B(p, k)−1)βνF
µν e, portanto, a part́ıcula perceberá o campo magnético

apontando na direção

n̂(n̂0,v) =
(γ + 1)n̂0 − γ(n̂0 · v)v

[1− (n̂0 · v)2]1/2(γ + 1)
, (5.21)

sendo n̂0 a direção do campo magnético não homogêneo no referencial de Alice.

Os autores argumentam então que, dada a interpretação de S(p) e o fato da

separação momento-spin fazer sentido no referencial de repouso da part́ıcula, os estados de



Caṕıtulo 5. Teoria da Informação Quântica Relativ́ıstica 62

spin |φp〉B definidos por

|p, φp〉B =
∑
β

Qβα[MB
k (Mp,p)] |p, βp〉B , (5.22)

com Mp ∈ Gp, podem ser representados pelo vetor de Bloch r = 〈φp|σ|φp〉, em que σ =

σ1x̂ + σ2ŷ + σ3ẑ. Dessa construção os autores concluem que, para se produzir um estado

|p, r〉B, é necessário medir o momento da part́ıcula, obtendo os autovalores pi para cada

componente, e medir o spin com um eixo de quantização na direção r no referencial de

repouso da part́ıcula obtendo como resultado o autovalor +1/2. Para medir o spin seria

necessário então usar um equipamento SG com campo magnético não homogêneo apontando

na direção r no referencial da part́ıcula, ou seja,

n̂(n̂0,v) = r. (5.23)

Caso Bob, um outro observador inercial, queira relatar o procedimento ante-

rior de produção do estado, ele irá descrever o tensor eletromagnético do aparato SG por

L(A)αµL(A)βνF
µν e o momento da part́ıcula por L(A)p, sendo L(A) a transformação de

Lorentz que conecta os referenciais de Alice e Bob. Com isso, o vetor de Bloch r′ computado

por Bob será dado por

r′ = R(MB
k (A,p))n̂(n̂0,v) = R(MB

k (A,p))r, (5.24)

em que R(MB
k (Λ,p)) é a transformação de SO(3) associada à rotação de Wigner MB

k (A,p) ∈
SU(2). Os autores concluem dessa relação que as rotações de Wigner são uma consequência

direta da dependência do eixo de quantização de uma medida de spin com o momento da

part́ıcula.

Dessa construção obtém-se então que se uma part́ıcula de spin 1/2 preparada

num estado |p, r〉B passar por um aparato SG com campo magnético não homogêneo na

direção n̂0 no referencial do laboratório, o valor esperado da medida será dado por

E(|p, r〉B , n̂0) =
r · n̂(n̂0,v)

2
. (5.25)

Isso decorre do fato de que no referencial de repouso da part́ıcula o formalismo não rela-

tiv́ıstico da MQ pode ser utilizado, portanto o valor esperado da medida SG é dado pelo

produto escalar entre o vetor de Bloch e o vetor unitário na direção do campo magnético

nesse referencial. Como o valor médio da medida apresentada depende explicitamente do

momento da part́ıcula, os autores concluem que não é posśıvel prever corretamente a es-

tat́ıstica de uma medida de spin sem considerar os graus de liberdade de momento e, por

isso, não faz sentido definir MDRs de spin para sistemas relativ́ısticos por meio do traço
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parcial dos momentos.

Para expor a inconsistência das MDRs de spin, os autores apresentam um exemplo

que consiste em uma part́ıcula neutra de spin 1/2 que se propaga com velocidade

v = v(cos(θ)x̂ + sen(θ)ŷ) (5.26)

e que passa por dois aparatos SG, o campo magnético não homogêneo do primeiro estando

na direção x̂ e do segundo na direção ŷ, sendo ambas as direções definidas no referencial

do laboratório. É importante ressaltar que o observador não possui conhecimento acerca da

velocidade da part́ıcula, já que a única informação a que ele tem acesso é aquela obtida por

meio do detector que retorna apenas resultados ±1/2. Os autores calculam então o valor

esperado da medida do segundo SG depois do primeiro ter dado +1/2 como resultado. Par-

tindo do fato de que o estado produzido pela primeira medida é dado por |p, r = n̂(x̂,v)〉B,

obtém-se, usando as equações (5.21) e (5.25), que o valor esperado da segunda medida é

E(v, θ) =
1

2
n̂(x̂,v) · n̂(ŷ,v) =

−v2 sen(θ) cos(θ)

2
√

[1− v2 cos2(θ)][1− v2 sen2(θ)]
. (5.27)

O comportamento desse valor médio em função de v para diferentes valores de θ está apre-

sentado na Figura 5.3.

-0.5

-0.25

 0

 0.25

 0.5

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

V
al

o
r 

es
p
er

ad
o
 E

(v
)

Velocidade da particula (v)

Valor esperado vs. Velocidade da particula

θ = π/4
θ = π/2
θ = 3π/4

Figura 5.3 Valor esperado da medida de spin efetuada pelo equipamento SG em função do módulo

da velocidade da part́ıcula para diferentes valores de θ.

Como será mostrado a seguir, esse resultado não pode ser explicado pela MDR

obtida por meio do traço parcial dos graus de liberdade de momento. A MDR de spin para
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o estado produzido pelo primeiro SG é dada por

τ =
1

2

(
1 n̂(x̂,v) · x̂− in̂(x̂,v) · ŷ

n̂(x̂,v) · x̂ + in̂(x̂,v) · ŷ 1

)
. (5.28)

Qualquer observável que descreva uma medida de spin que possa ser associada a essa MDR

deverá ser da forma a0σ0 + a · σ, sendo que os coeficientes a0 e a são independentes dos

momentos. Se esses coeficientes pudessem depender dos momentos, isso significaria que o

observador tem conhecimento sobre a velocidade da part́ıcula e, nesse caso, não faria mais

sentido definir a MDR de spin. Como o valor médio de a · σ é dado por

Tr(a · στ) = n̂(x̂,v) · a, (5.29)

então é imposśıvel reproduzir o resultado dado em (5.27) utilizando apenas a MDR de spin

(5.28) obtida por meio do traço parcial.

Em [37], o modelo de medida SG descrito acima é utilizado em um sistema

bipartite de part́ıculas de spin 1/2 para analisar a violação da desigualdade CHSH4 [3].

Essa desigualdade é dada por

S = |〈â1, b̂1〉+ 〈â1, b̂2〉+ 〈â2, b̂1〉 − 〈â2, b̂2〉| ≤ 2, (5.30)

sendo que 〈âi, b̂j〉 representa o valor esperado normalizado de medidas de spin nas direções

âi e b̂j realizadas sobre a primeira e a segunda part́ıcula, respectivamente. O estado bipartite

considerado em [37] é dado por

|ψ〉 =

∫
dµ(p)ψ(p)[|p,+1/2〉Ba |−p,−1/2〉Bb − |p,−1/2〉Ba |−p, 1/2〉Bb ], (5.31)

sendo que os sub́ındices a e b referem-se aos observadores, denominados de Alice e Bob,

responsáveis por medir cada uma das part́ıculas. Os sub́ındices p nas variáveis secundárias

foram novamente omitidos para que a notação fique mais próxima daquela presente na litera-

tura. Os autores consideram em seu exemplo que ψ(p) = ψ(p, θ, φ) ∝ δ(p−mbγvbvb), sendo

que mb e vb são a massa e a velocidade, respectivamente, da part́ıcula analisada por Bob.

Além disso, eles assumem que a massa ma da part́ıcula analisada por Alice é muito maior

do que a massa da part́ıcula de Bob, permitindo que um tratamento não relativ́ıstico seja

aplicado à part́ıcula de Alice. Apesar do estado (5.31) possuir a distribuição de momentos

ψ(p, θ, φ), os resultados presentes em [37] para esse modelo dependem apenas da análise do

4A desigualdade CHSH possui grande importância no estudo dos fundamentos da MQ e em diversos
protocolos quânticos, a sua violação estando associada à impossibilidade de se construir uma teoria de
variáveis ocultas que seja capaz de reproduzir os resultados quânticos e, ao mesmo tempo, respeitar as
hipóteses de localidade e realismo feitas por Einstein et al. em [1].
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estado

|φ〉 =
1√
2

[|p,+1/2〉Ba |−p,−1/2〉Bb − |p,−1/2〉Ba |−p, 1/2〉Bb ], (5.32)

todos os resultados relacionados a (5.31) sendo obtidos por meio de médias sobre as previsões

feitas para (5.32). Por isso, apenas os resultados para o estado (5.32) serão apresentados

neste trabalho.

As direções dos campos magnéticos não homogêneos nos equipamentos SG con-

siderados são dadas abaixo:

â1 = x̂, b̂1 =
x̂ + ŷ√

2
,

â2 = ŷ, b̂2 =
x̂− ŷ√

2
.

(5.33)

Utilizando a definição (5.25) e o estado (5.32) obtém-se então que

〈âi, b̂j〉 = −n̂(âi,va) · n̂(b̂i,vb) ≈ −âi · n̂(b̂i,vb). (5.34)

Portanto, o observável S da desigualdade CHSH é dado por

S(vb, θ, φ) =

∣∣∣√h+(vb, θ, φ)
(

2
√

1− v2b + h−(vb, θ, φ)
)

+
√
h−(vb, θ, φ)

(
2
√

1− v2b + h+(vb, θ, φ)
) ∣∣∣√

h+(vb, θ, φ)
√
h−(vb, θ, φ)

(√
1− v2b + 1

) , (5.35)

sendo que

h±(vb, θ, φ) = 2− (1± sen(2φ)) (sen θ)2v2
b (5.36)

Na Figura 5.4 está apresentado o comportamento de (5.35) em função das coordenadas

polares θ e φ do momento para vb = 0.99.
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Figura 5.4 Violação da desigualdade CHSH em função das coordenadas polares do momento da

part́ıcula de Bob para vb = 0.99.
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A MDR de spin que resulta do traço parcial dos graus de liberdade de momento

do estado (5.32) corresponde à matriz densidade do estado singleto

1√
2

(|+1/2〉Ba |−1/2〉Bb − |−1/2〉Ba |+1/2〉Bb ) (5.37)

e, portanto, não depende de p. Consequentemente, esse estado reduzido não é capaz de

reproduzir as previsões obtidas em (5.35) para a violação da desigualdade CHSH envolvendo

medidas SG do spin.

Existe uma conexão entre os resultados expostos nesta seção e a cŕıtica apresen-

tada em [35] que parece ter sido ignorada pelos autores de [36, 37]. Para demonstrar essa

relação observe que a direção n̂(n̂0,v) pode ser escrita como

n̂(n̂0,v) = R(n̂0,p)ẑ, (5.38)

em que R(n̂0,p) é uma rotação espacial. A seguir a notação R(n̂0,p) será utilizada tanto

para indicar a matriz de rotação 3× 3 pertencente a SO(3) quanto a matriz correspondente

de SU(2). De acordo com a interpretação dada em [36] o equipamento SG mede o spin na

direção n̂(n̂0,p) no referencial de repouso da part́ıcula, ou seja, para um dado momento p

o observável que será medido é descrito por

U [B(p, k)]J · n̂(n̂0,p)U †[B(p, k)] = U [B(p, k)R(n̂0,p)]J · ẑU †[B(p, k)R(n̂0,p)]

= U [Mp(n̂0)B(p, k)]J · ẑU †[Mp(n̂0)B(p, k)]

= U [Mp(n̂0)]S(p) · ẑU †[Mp(n̂0)],

(5.39)

em que Mp(n̂0) = B(p, k)R(n̂0,p)B−1(p, k) ∈ Gp. O observável associado à medida SG

utilizada em [36, 37] corresponde, portanto, a uma trasformação unitária dependente do

momento do operador S(p), ou seja, é um observável de spin do tipo mencionado na discussão

apresentada em [35].

5.2 MDRs Efetivas como Solução para as Cŕıticas ao Modelo

Usual de MDRs de Spin

Como apontado anteriormente, para se utilizar o traço parcial dos graus de li-

berdade de momento na construção de MDRs de spin para part́ıculas massivas, é necessário

assumir que a superposição |αp〉B + |βq〉B faz sentido mesmo que p 6= q, e que

〈αp|βq〉B B = 〈α|β〉B B = δαβ, ∀p, q ∈ O(k). (5.40)
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Isso é equivalente a afirmar que a base associada ao conjunto complementar {B(p, k)} possui

propriedades privilegiadas com relação aos outros conjuntos complementares, já que (5.40)

implica que

〈βq|αp〉C C = Qβα[R†(q)R(p)], (5.41)

sendo R(p) = B−1(p, k)C(p, k) ∈ SU(2). Contudo, como visto no Caṕıtulo 4, todos os

conjuntos complementares são equivalentes, portanto nenhuma das propriedades acima pode

ser demonstrada para {B(p, k)} a partir da teoria de RUIs do grupo de Poincaré.

No Caṕıtulo 4 mostrou-se que diversos operadores de spin GC podem ser defi-

nidos para diferentes escolhas de conjunto complementar {C(p, k)}. Utilizando o fato de

que as transformações C(p, k) de um conjunto complementar qualquer sempre podem ser

expandidas como

C(p, k) = B(p, k)R(p) = Mp[R(p)]B(p, k), (5.42)

sendo que R(p) ∈ SU(2) e

Mp[R(p)] = B(p, k)R(p)B−1(p, k) ∈ Gp, (5.43)

obtém-se que todo observável GC(p) pode ser escrito como

GC(p) = U [C(p, k)]JU †[C(p, k)]

= U [Mp[R(p)]]U [B(p, k)]JU †[B(p, k)]U †[Mp[R(p)]],

= U [Mp[R(p)]] S(p)U † [Mp[R(p)]] . (5.44)

Isso significa que os observáveis de spin utilizados na argumentação apresentada em [35]

nada mais são do que os operadores GC associados a diferentes escolhas de conjunto com-

plementar. Da mesma forma, (5.39) e (5.44) implicam que o modelo de medida SG utilizado

em [36, 37] corresponde simplesmente a uma escolha particular de observáveis GC . Dessa

constatação conclui-se que as cŕıticas feitas tanto em [35] quanto em [36, 37] podem ser ex-

pressas em termos da teoria de RUIs do grupo de Poincaré conforme descrito a seguir. Para

que o traço parcial dos graus de liberdade de momento de part́ıculas massivas possa ser apli-

cado, é necessário que certas propriedades sejam impostas para a base associada ao conjunto

complementar {B(p, k)}, o que não é justificável do ponto de vista da teoria de RUIs do

grupo de Poincaré. Essas imposições são responsáveis por gerar inconsistências quando ou-

tros observáveis de spin associados a conjuntos complementares diferentes são considerados,

levando à conclusão de que o traço parcial dos momentos para part́ıculas massivas não é

rigoroso e deve ser reavaliado juntamente com as MDRs de spin.

A conclusão acima implica na seguinte pergunta: será posśıvel recuperar de uma

maneira consistente os resultados presentes na literatura obtidos por meio do traço parcial

dos graus de liberdade de momento? Para responder a essa questão é necessário relembrar por
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que, no Caṕıtulo 4, os sub́ındices p foram introduzidos nas variáveis secundárias de part́ıculas

massivas. Durante a construção das RUIs do grupo de Poincaré concluiu-se da equação (4.38)

que os rótulos α em |p, α〉 estavam associados a estados de base de uma representação unitária

do grupo estabilizador Gp. Isso significa que para cada valor de p ∈ O(k) os ı́ndices α estão

definidos em espaços de Hilbert Hp isomórficos porém diferentes, e por isso os sub́ındices de

momento são introduzidos nas variáveis secundárias de spin. Essa análise permite visualizar

o espaço de Hilbert associado a uma dada RUI do grupo de Poincaré como sendo composto

por funções definidas no hiperbolóide associado à órbita O(k) e quadrado integráveis com

relação à medida dµ(p), sendo que em cada ponto p do hiperbolóide encontra-se “acoplado”

um espaço de Hilbert Hp associado aos graus de liberdade secundários dos estados. Na

Figura 5.5 é apresentado um esquema que permite visualizar essa construção. Observe que,

apesar da relação (5.40) não ser rigorosa, não há nenhum problema com a definição

〈p, αp|q, βq〉C C = 2ω(q)δ(p− q)δαβ, (5.45)

já que a relação 〈αp|βp〉C C = δαβ é bem definida para estados em um mesmo espaço de

Hilbert Hp.

Figura 5.5 Esquema do espaço de Hilbert associado a uma dada RUI do grupo de Poincaré

A construção esquematizada na Figura 5.5 deixa claro que, devido à estrutura

do espaço de Hilbert dos estados totais, não existe uma única maneira de se comparar os

estados de spin definidos nos diferentes espaços Hp. Por isso não é posśıvel inferir da teoria

de RUIs do grupo de Poincaré que a superposição |αp〉B + |βq〉B faz sentido para p 6= q, nem

que a propriedade (5.40) é verdadeira. Outra conclusão que pode ser obtida dessa estrutura

é que todo observável de spin depende dos graus de liberdade de momento, ou seja, uma

separação da forma GC = 1p ⊗ g não faz sentido para nenhum conjunto complementar, o

que torna a interpretação usual dada às MDRs obtidas pelo traço parcial dos momentos

desprovida de sentido f́ısico. Apesar de não existir uma única maneira de se comparar os

estados de spin para diferentes valores de momento, se um observador decidir medir um dado

observável GC · â, seu equipamento retornará apenas os resultados −s,−s+ 1, . . . , s− 1 e s,

sendo s o número quântico de spin do sistema analisado, ou seja, a escolha de um conjunto
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espećıfico de observáveis de spin GC estabelece uma conexão entre os diferentes espaços Hp.

Essa relação entre a escolha dos observáveis de spin e a conexão dos espaços Hp implica

que se uma descrição em termos de MDRs for posśıvel para os graus de liberdade de spin,

então as matrizes correspondentes deverão ser efetivas, já que elas dependerão do conjunto

complementar associado ao modelo de detecção adotado e não descreverão todos os tipos de

medida de spin posśıveis.

A seguir será demonstrado que uma abordagem em termos de MDRs efetivas de

fato é posśıvel. Para isso é necessário introduzir um espaço de Hilbert auxiliar HC isomórfico

aos espaços Hp. As MDRs efetivas serão definidas então a partir de um mapa fC que, para

um dado conjunto complementar {C(p, k)}, transforma os operadores densidade totais ρ em

matrizes densidade fC(ρ) definidas no espaço de operadores lineares limitados B(HC). Um

esquema do mapa a ser constrúıdo é apresentado na Figura 5.6. Além disso, deseja-se que

as matrizes densidade produzidas por esse mapa sejam capazes de descrever a estat́ıstica

de medidas da forma AC = a0I + a · GC , sendo que a0 e a são coeficientes reais arbitrários

independentes dos momentos. Com esse intuito, impõe-se que

Tr(ρAC) = TrHC (fC(ρ)aC), (5.46)

sendo aC = a0g0 + a · g, g0 a identidade em B(HC) e g um conjunto de três operadores

isomórficos aos geradores das representações unitárias dos grupos estabilizadores Gp (p ∈
O(k)). A conexão entre os observáveis GC e os operadores g é estabelecida a partir das

equações (4.77) e (4.78), que implicam em

GC =
∑
α,β

(g)βα

∫
dp

2ω(p)
|p, βp〉C 〈p, αp|C . (5.47)

Figura 5.6 Esquema do mapa fC para a construção de MDRs efetivas associadas a um dado

conjunto complementar {C(p, k)}.

O primeiro passo para a obtenção do mapa fC é tentar provar que, dado um

operador densidade qualquer ρ e um conjunto complementar {C(p, k)}, existe um único

mapa fC tal que (5.46) seja verdadeira. No entanto, a equação (5.46) só garante a unicidade
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de fC(ρ) para o caso de spins 1/2. Isso se deve ao fato de que o conjunto dos operadores

lineares hermitianos para s = 1/2 possui dimensão quatro, portanto
√

2g = σ/
√

2 e σ0/
√

2

formam uma base ortonormal de matrizes com relação ao produto interno de Hilbert-Schmidt

nesse espaço. Com isso, qualquer operador hermitiano aC que atue em HC para s = 1/2

pode ser expandido como aC = a0σ0 + a · σ. Isso implica que fC(ρ) pode ser escrito como

fC(ρ) =
3∑
i=0

σiTrHC

(σi
2
fC(ρ)

)
, (5.48)

o que, utilizando (5.46), resulta em

fC(ρ) =
3∑
i=0

σiTr(GCi ρ), (5.49)

sendo GC0 ≡ I/2. A equação (5.49) implica então que fC(ρ) é univocamente definido por

(5.46) para s = 1/2.

No caso de part́ıculas com um spin s qualquer, 4s(s + 1) matrizes Hermiteanas

ortonormais de traço zero, além da identidade devidamente normalizada, são necessárias

para descrever um operador hermitiano qualquer que atue sobre HC . Dessa forma, a relação

(5.46) não é suficiente para determinar fC(ρ) univocamente para um spin qualquer s. No

entanto, esse problema pode ser contornado da seguinte maneira. Suponha que {mi}, com

i = 1, . . . , 4s(s + 1), seja um conjunto ortonormal de matrizes Hermiteanas de traço zero.

Qualquer observável bC que atue em HC , inclusive os g, pode ser expandido como

bC =

4s(s+1)∑
i=0

bCi mi, (5.50)

sendo que m0 é a identidade devidamente normalizada e bCi são fatores reais. Portanto,

baseando-se na relação (5.47), pode-se definir o seguinte conjunto de observáveis no espaço

total:

MC
i =

∑
α,β

(mi)βα

∫
dp

2ω(p)
|p, βp〉C 〈p, αp|C , (5.51)

sendo que

MC
i |p, αp〉

C =
∑
β

(mi)βα |p, βp〉C . (5.52)

Dessa forma, os operadores AC utilizados em (5.46) são casos particulares dos operadores

mais gerais

BC =

4s(s+1)∑
i=0

bCi M
C
i , (5.53)

em que bCi são coeficientes reais. Com isso, pode-se impor que o mapa fC respeite a seguinte
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relação:

Tr(ρBC) = TrHC (fC(ρ)bC), (5.54)

em que BC é dado por (5.53) e bC por (5.50).

Uma vez estabelecido a condição (5.54) para o mapa fC , pode-se utilizar o mesmo

procedimento adotado para o caso com s = 1/2 para provar que, dado um operador densidade

ρ qualquer e um conjunto complementar {C(p, k)}, existe um único mapa fC(ρ) tal que (5.54)

seja verdadeira. A demonstração desse resultado é apresentada a seguir. Como fC(ρ) é uma

matriz Hermiteana, ela pode ser expandida da seguinte forma:

fC(ρ) =

4s(s+1)∑
i=0

miTr(fC(ρ)mi). (5.55)

No entanto, da relação (5.54), resulta que

fC(ρ) =

4s(s+1)∑
i=0

miTr(ρMC
i ). (5.56)

Como ρ é arbitrário e a operação Tr(ρMC
i ) é bem definida, a equação (5.56) implica que o

mapa fC é único, i.e. fC é univocamente determinado por (5.54).

O procedimento adotado para demonstrar a unicidade da solução para (5.54)

é o mesmo utilizado para demonstrar que subsistemas de sistemas quânticos compostos

devem ser descritos pelo traço parcial dos subsistemas ignorados [4]. No entanto, o resultado

obtido aqui difere daquele encontrado para os sistemas compostos usuais, já que existe uma

dependência da solução fC(ρ) com o conjunto complementar associado ao observável de spin

escolhido. Isso demonstra que, de fato, o traço parcial usual dos momentos não é adequado

para descrever os sistemas reduzidos de variáveis secundárias.

Para obter o mapa fC , o valor médio de GC , dado por

Tr(ρGC) =
∑
α,β

∫
dp

2ω(p)
(g)βαρ

C
αβ(p,p), (5.57)

em que ρCαβ(p,q) = 〈p, αp|ρ|q, βq〉C C , deve ser analisado. Introduzindo o espaço de Hilbert

HC isomórfico aos espaços Hp, a expressão (5.57) pode ser reescrita como

Tr(ρGC) = TrHC

[
g

(∑
α,β

∫
dp

2ω(p)
ρCαβ(p,p) |α〉C 〈β|C

)]
, (5.58)

em que {|α〉C} forma uma base ortonormal no espaço HC . Isso permite definir a matriz
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densidade

τC =
∑
α,β

|α〉C 〈β|C

(∫
dp

2ω(p)
ρCαβ(p,p)

)
(5.59)

no espaço B(HC). Essa matriz densidade satisfaz a relação (5.54), portanto o mapa fC

deve ser definido por fC(ρ) = τC . Observe que se os operadores S ≡ GB forem escolhidos

como observáveis de spin, então a matriz τB será igual a MDR de spin (5.2) utilizada na

literatura. Isso significa que o método proposto neste trabalho permite construir MDRs

efetivas para qualquer observável de spin associado a um dado conjunto complementar, os

resultados presentes na literatura sendo recuperados como casos particulares.

Apesar das MDRs de spin presentes na literatura poderem ser descritas usando

a abordagem introduzida neste trabalho, é importante enfatizar que a interpretação dada

às MDRs efetivas obtidas aqui não é a mesma da literatura. De acordo com os resultados

obtidos nesta seção, as novas MDRs apresentadas em (5.59) devem ser interpretadas como

sendo matrizes reduzidas efetivas que permitem descrever as previsões estat́ısticas de um

sistema quando houver uma restrição quanto ao tipo de medida que o observador é capaz

de efetuar, ou seja, dado um conjunto complementar {C(p, k)}, elas descrevem a estat́ıstica

das medidas de um observador que é capaz de realizar apenas medidas de spin descritas por

observáveis da forma (5.53).

Para part́ıculas de spin 1/2 existe um outro resultado, baseado na entropia de

von Neumann das MDRs efetivas, que confirma a interpretação dada para as MDRs obtidas

em (5.59). Dado o observável â · GC e definindo

ΠC
α (â · GC) =

∫
dp

2ω(p)
|p, αp〉Ca 〈p, αp|C

a , (5.60)

sendo que GC · â |p, αp〉Ca = α |p, αp〉Ca , a entropia de medida5 de ρ para o observável â · GC

é dada por

H(â · GC/ρ) = −
∑
α

Pα(â · GC/ρ)logPα(â · GC/ρ), (5.61)

em que Pα(â ·GC/ρ) = Tr[ρΠC
α (â ·GC)] é a probabilidade de uma medida de â ·GC retornar

o autovalor α. Para a MDR efetiva τC , o observável correspondente a â · GC é descrito por

â · g, e a entropia de medida de τC com relação a esse observável é dada por

H(â · g/τC) = −
∑
α

pα(â · g/τC)logpα(â · g/τC) = H(â · GC/ρ), (5.62)

pois

pα(â · g/τC) = Tr
(
τC |α〉C 〈α|C

)
= Pα(â · GC/ρ). (5.63)

5A entropia de medida é a incerteza de Shannnon associada aos resultados i, de probabilidades pi, de um
aparato que mede um dado observável A: H(A/ρ) =

∑
i pi log pi
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Ao contrário de â · GC , o observável â · g não é degenerado para part́ıculas de spin 1/2,

portanto a entropia de medida pode ser conectada à entropia de von Neumann do estado

reduzido por meio de [61]

S(τC) = min
â
H
(
â · g/τC

)
. (5.64)

Usando (5.62), resulta então que

S(τC) = min
â
H(â · GC/ρ), (5.65)

ou seja, a entropia de von Neumann da MDR é o valor mı́nimo assumido pela entropia de

medida do estado total ρ se o observável considerado estiver restrito a ser da forma â · GC .

Isso está de acordo com a interpretação apresentada anteriormente para as MDRs efetivas

obtidas em (5.59). O problema em se demonstrar esse resultado para outros valores de s se

deve ao fato dos operadores mi poderem apresentar degenerescências para s 6= 1/2.

Os exemplos de [36, 37] que foram apresentados na Seção 5.1 serão resolvidos a

seguir utilizando o formalismo proposto neste trabalho. Com isso ficará claro que as MDRs

de spin usuais não podem ser utilizadas para descrever os resultados desses exemplos, porque

os observáveis de spin associados à medida SG proposta não podem ser escritos como uma

combinação linear da forma a0I + a · S.

No final da Seção 5.1 foi mostrado que os observáveis associados às medidas

SG propostas em [36] podem ser escritos como U [B(p, k)]J · n̂(n̂0,v)U †[B(p, k)], sendo que

p = γvmv. Expandindo essa relação obtém-se que o observável associado a uma medida SG

com campo magnético não homogêneo na direção n̂0 é dado por

U [B(p, k)]J · n̂(n̂0,v)U †[B(p, k)] = U [C(n̂0; p, k)]J · ẑU †[C(n̂0; p, k)]

= S(p) · n̂(n̂0,v), (5.66)

sendo que C(n̂0; p, k) = B(p, k)R(n̂0,p) e R(n̂0,p) é definido pela relação (5.38). Portanto,

as transformações dadas por C(n̂0; p, k) definem o conjunto complementar associado ao ob-

servável de spin que descreve a medida SG desejada. Existe uma certa arbitrariedade na

definição das rotações R(n̂0,p), pois a equação (5.38) não é suficiente para defińı-las com-

pletamente. Contudo, essa arbitrariedade não será importante para os resultados a serem

apresentados e, por isso, uma discussão mais aprofundada de seu significado f́ısico não será

feita neste trabalho.

A base {|p, α〉Cn0} associada ao conjunto complementar {C(n̂0; p, k)} é definida

a partir de

S(p) · n̂(n̂0,v) |p, αp〉Cn0 = α |p, αp〉Cn0 . (5.67)

Portanto

|p, αp〉Cn0 = U [C(n̂0; p, k)] |0, αk〉B =
∑
β

Qβα[R(n̂0,p)] |p, βp〉B , (5.68)
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sendo que nessa expressão utilizou-se o fato de que MB
k (R,p) = MB

k (R) = R para R ∈
SU(2). Isso implica que |0, αk〉Cn0 = U [R(n̂0,0)] |0, αk〉B e J · n̂0 |0, αk〉Cn0 = α |0, αk〉Cn0 .

Da equação (4.78) obtém-se então que o observável que representa essa medida SG para

qualquer valor de momento é dado por

GCn0 =
∑
α

∫
dp

2ω(p)
S(p) · n̂(n̂0,v) |p, αp〉Cn0 〈p, αp|Cn0 . (5.69)

É evidente que esse operador não pode ser escrito como uma combinação linear da forma

a0I + a · S, e por isso as MDRs usuais obtidas pelo traço parcial dos graus de liberdade de

momento não são capazes de descrever os resultados obtidos pelos autores em [36,37].

No exemplo desenvolvido em [36] supõe-se que o estado considerado possui um

momento bem definido e que a medida de um primeiro SG, com campo magnético na direção

x̂ no referencial do laboratório, resulta no autovalor +1/2. Portanto o estado produzido pelo

primeiro aparato SG é dado por |ψ〉 = |p,+1/2p〉Cx , sendo que o ı́ndice Cx indica que

esse estado está escrito na base associada ao conjunto complementar {C(x̂; p, k)}. Deseja-

se construir a MDR de spin associada à medida do segundo SG, cujo campo magnético

aponta na direção ŷ no referencial do laboratório, portanto é necessário escrever o estado

|ψ〉 na base {|p, αp〉Cy} associada ao conjunto complementar {C(ŷ; p, k)}. Utilizando (5.68)

obtém-se então que

|ψ〉 = |p,+1/2p〉Cx =
∑
β

Qβ+ 1
2
[R−1(ŷ,p)R(x̂,p)] |p, βp〉Cy (5.70)

Para os momentos considerados, i.e. levando em conta a relação (5.26), os ope-

radores de rotação R(x̂,p) e R(ŷ,p) são dados por

R(i,p) =

√
2

2

(
ei(χi+φi)/2 iei(χi−φi)/2

ie−i(χi−φi)/2 e−i(χi+φi)/2

)
, (5.71)

com i = x̂, ŷ e

cos(χi) = n̂(i,v) · ŷ

sen(χi) = n̂(i,v) · x̂
. (5.72)

O ângulo φi em (5.71) está associado à arbitrariedade na definição das rotações R(n̂0,p)

mencionada anteriormente. Para part́ıculas de spin 1/2, Q[R(n̂0,p)] = R(n̂0,p), portanto a

MDR do sistema associada à medida SG-ŷ é dada por

τCy =
1

2

(
1 + n̂(x̂,v) · n̂(ŷ,v) e−iφy [n̂(x̂,v)× n̂(ŷ,v)] · ẑ

eiφy [n̂(x̂,v)× n̂(ŷ,v)] · ẑ 1− n̂(x̂,v) · n̂(ŷ,v)

)
. (5.73)
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É importante ressaltar que a velocidade só aparece explicitamente em τCy porque o estado

considerado é um autoestado de momento. Caso contrário, integrais sobre os graus de

liberdade de momento apareceriam no interior da matriz.

O observável associado à medida desse SG é dado por (5.69) com n̂0 = ŷ, por-

tanto, como S(p) · n̂(ŷ,v) |p, αp〉Cy = α |p, αp〉Cy , o observável correspondente na descrição

em termos da MDR efetiva será descrito por g3 = σ3/2. Utilizando a MDR efetiva (5.73),

obtém-se então que o valor esperado para a segunda medida de spin é igual a

TrHCy

(σ3

2
τCy
)

=
1

2
n̂(x̂,v) · n̂(ŷ,v), (5.74)

o que está de acordo com a equação (5.27).

No exemplo envolvendo a violação da desigualdade CHSH, a rotação R(n̂0,p) é

dada por

R(n̂0,p) =

(
cos
(
θ′

2

)
ei
ψ′
2 i sen

(
θ′

2

)
ei
ψ′
2

i sen
(
θ′

2

)
e−i

ψ′
2 cos

(
θ′

2

)
e−i

ψ′
2

)
, (5.75)

sendo que os ângulos θ′ e ψ′ são definidos por

cos θ′ = n̂(n̂0,v) · ẑ, (5.76)

cosψ′ =
n̂(n̂0,v) · ŷ√

1− [n̂(n̂0,v) · ẑ]2
. (5.77)

Em (5.75) escolheu-se, por simplicidade e sem perda de generalidade, o ângulo arbitrário φ′

igual a zero. Nesse exemplo, a part́ıcula de Alice recebe um tratamento não relativ́ıstico,

ou seja, sua velocidade é tal que R(n̂0,p) ≈ R(n̂0,0). Portanto, ao contrário do que ocorre

para a part́ıcula de Bob, não é necessário realizar uma mudança de base dos estados de

Alice em (5.32), pois C(n̂0, p, k) ≈ B(p, k)R(n̂0,0) para baixas velocidades. Dessa forma, a

MDR efetiva que descreve uma medida SG de spin na direção b̂j para Bob e em uma direção

qualquer para Alice será dada por

τBCbj =
1

2


|R↑↓|2 −R↑↓R∗↑↑ R↑↓R↑↑ R2

↑↓

−R↑↑R∗↑↓ |R↑↑|2 −R2
↑↑ −R↑↑R↑↓

R∗↑↑R
∗
↑↓ −(R∗↑↑)

2 |R↑↑|2 R∗↑↑R↑↓

(R∗↑↓)
2 −R∗↑↓R∗↑↑ R∗↑↓R↑↑ |R↑↓|2

 (5.78)

sendo que R ≡ R(b̂j,−p). Os ı́ndices B e Cbj em (5.78) estão associados aos conjuntos

complementares adotados para descrever as medidas de cada um dos observadores.

Os valores esperados 〈âi, b̂j〉 que aparecem na desigualdade CHSH podem então
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ser calculados usando a MDR (5.78) da seguinte forma:

TrHB⊗HC

(
σ · âi ⊗ σ3τ

BCbj

)
= −n̂(b̂j,vb) · âi. (5.79)

Aplicando (5.79) na definição (5.30) da desigualdade CHSH obtém-se exatamente o mesmo

resultado apresentado em (5.35), o que demonstra que o método proposto neste trabalho pode

de fato ser utilizado para definir MDRs efetivas de spin consistentes, mesmo quando conjun-

tos complementares diferentes são utilizados para descrever as medidas feitas em part́ıculas

distintas de um estado multipartite.

Por fim, é interessante realizar uma análise do comportamento dos osberváveis

GC quando realizadas transformações de referenciais inerciais. Utilizando as equações (4.78)

e (4.17), e lembrando que

GCi = U [C(p, k)]JiU
†[C(p, k)] = U [C(p, k)]J jkU †[C(p, k)], (5.80)

com i, j, k ćıclicos, obtém-se que

U(A)GCi U †(A) =
∑
α

∫
dp

2ω(p)
L[MC

k (A−1,p)]j lL[MC
k (A−1,p)]kmGlmC (p) |p, αp〉C 〈p, αp|C ,

(5.81)

sendo GjkC (p) = GCi (p) e a soma sobre os ı́ndices repetidos l,m indo de 1 até 3. Esses novos

observáveis serão uma combinação linear das componentes de GC apenas se MC
k (A−1,p) =

MC
k (A−1), sendo que, nesse caso,

U(A)GjkC U
†(A) = L[MC

k (A−1)]j lL[MC
k (A−1)]kmGlmC . (5.82)

Essa análise é necessária para que a seguinte pergunta seja respondida: dado

um aparato descrito pelos observáveis de spin GC e uma MDR τC associada ao conjunto

complementar correspondente, para que conjuntos complementares é posśıvel rotacionar o

equipamento e ainda assim utilizar a mesma MDR τC para descrever os resultados das

medidas? Da equação (5.81) percebe-se que isso só será posśıvel se MC
k (R,p) = MC

k (R)

para toda rotação R ∈ SU(2). É importante ressaltar também que apenas se

MC
k (R,p) = MC

k (R) = R (5.83)

é que a relação (5.81) irá implicar que GC se transforma como um trivetor, i.e.

[Jj,GCk ] = iεjklGCl . (5.84)

De fato, só existe um conjunto complementar [34] para o qual (5.83) é válida. Como apontado

no Caṕıtulo 4, esse é o conjunto complementar {B(p, k)} associado à base de spin. Portanto,
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apesar da notação vetorial ter sido utilizada para todos os observáveis de spin GC , esses

observáveis só se comportarão verdadeiramente como vetores sob a ação de rotações espaciais

para o conjunto complementar {B(p, k)}. Isso justifica por que, no caso da medida SG

definida em [36, 37], é necessário definir uma MDR efetiva para cada direção de campo

magnético utilizada.



Caṕıtulo 6

Conclusões

Nesta dissertação foram estudados recentes argumentos contra a utilização do

traço parcial dos momentos na construção de MDRs de spin para part́ıculas relativ́ısticas

massivas descritas por RUIs do grupo de Poincaré.

Em um primeiro momento estudou-se o grupo de simetria da relatividade especial

e o processo de construção das RUIs do grupo de Poincaré. Partindo desse estudo, analisou-

se o comportamento de algumas propriedades quânticas das variáveis de spin para part́ıculas

relativ́ısticas. Essa primeira abordagem foi feita utilizando MDRs de spin obtidas por meio

do traço parcial dos momentos, ou seja, utilizando a abordagem presente em grande parte

da literatura.

Em um segundo momento apresentou-se a argumentação feita em [35–37] contra

a utilização do traço parcial na definição de MDRs de spin. A partir do estudo da teoria

de RUIs do grupo de Poincaré feito no Caṕıtulo 4, mostrou-se que essas cŕıticas podem ser

unificadas, bastando observar que a utilização do traço parcial dos graus de liberdade de

momento implica na definição de propriedades privilegiadas para o conjunto complementar

{B(p, k)}. Tais propriedades não são justificáveis do ponto de vista da teoria de RUIs do

grupo de Poincaré, já que a estrutura do espaço de Hilbert associado aos estados dessas

representações não permite definir uma única maneira de se comparar os graus de liberdade

de spin para diferentes valores de momento. A análise dessa estrutura permitiu concluir

também que não é posśıvel separar nenhum observável de spin GC como 1p ⊗ g, ou seja, a

definição de um aparato de medida de spin que não sofre influência dos graus de liberdade

de momento não possui sentido f́ısico.

Em vista dos problemas associados à utilização das MDRs de spin usuais, uma

nova proposta para a construção de MDRs efetivas consistentes foi apresentada. Essa abor-

dagem não utiliza o traço parcial usual e permite associar a cada conjunto de observáveis

GC uma MDR efetiva diferente. Dessa forma, as MDRs de spin usuais são recuperadas como

casos particulares da proposta apresentada. Diferentemente das MDRs de spin presentes

na literatura, as MDRs propostas nesta dissertação são efetivas e descrevem as previsões

estat́ısticas das medidas de um observador quando este estiver restrito a realizar algum

tipo espećıfico de medida de spin associado a um dado conjunto complementar. Uma única

pergunta deve ser respondida quando uma MDR efetiva é constrúıda para um dado con-

junto complementar: como construir um aparato experimental que seja capaz de medir os

observáveis de spin correspondentes? Apesar da proposta apresentada nessa dissertação per-

78
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mitir que os resultados obtidos na literatura por meio das MDRs de spin sejam recuperados

de maneira consistente, não há nenhuma evidência de que se possa construir um aparato

capaz de medir os observáveis S associados ao conjunto complementar {B(p, k)}. Os re-

centes trabalhos associados à medida SG do spin de part́ıculas relativ́ısticas indicam que S

provavelmente não será o observável de spin que poderá ser medido experimentalmente.

Por fim, vale ressaltar a possibilidade de se utilizar o método apresentado nesta

dissertação na análise de outra questão. Recentemente, os autores em [38] apontaram um

problema associado à tomografia de estados de spin 1/2 de part́ıculas relativ́ısticas por meio

de medidas SG. Eles observaram que, ao contrário do caso não relativ́ıstico em que apenas

medidas em três direções linearmente independentes são necessárias para se reconstruir o es-

tado de spin, no caso de medidas SG com part́ıculas relativ́ısticas, três direções não são mais

suficientes. Os autores deixaram como uma questão em aberto qual seria o conjunto mı́nimo

de medidas necessárias para se reconstruir o estado nesse caso. Esse problema está direta-

mente associado à discussão realizada no final do Caṕıtulo 5 quanto ao comportamento das

MDRs efetivas sob a ação de rotações espaciais, e acredita-se que a abordagem apresentada

nesta dissertação possa ajudar na análise dessa questão.
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[42] Animesh Datta. Quantum discord between relatively accelerated observers. Phys. Rev.

A, 80:052304, 2009.

[43] Jason Doukas and Benedict Carson. Entanglement of two qubits in a relativistic orbit.

Phys. Rev. A, 81:062320, 2010.

[44] Hossein Mehri-Dehnavi, Behrouz Mirza, Hosein Mohammadzadeh, and Robabeh

Rahimi. Pseudo-entanglement evaluated in noninertial frames. Annals of Physics,

326:1320–1333, 2011.

[45] T. G. Downes, I. Fuentes, and T. C. Ralph. Entangling Moving Cavities in Noninertial

Frames. Phys. Rev. Lett., 106:210502, 2011.

[46] Nicolai Friis, David Edward Bruschi, Jorma Louko, and Ivette Fuentes. Motion gene-

rates entanglement. Phys. Rev. D, 85:081701(R), 2012.

[47] I. Fuentes-Schuller and R. B. Mann. Alice Falls into a Black Hole: Entanglement in

Noninertial Frames. Phys. Rev. Lett., 95:120404, 2005.

[48] Ivette Fuentes, Robert B. Mann, Eduardo Martin-Martinez, and Shahpoor Moradi.

Entanglement of Dirac fields in an expanding spacetime. Phys. Rev. D, 82:045030,

2010.
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