UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA

DANILO RODRIGUES DE SOUZA

Método do gradiente conjugado
Dai-Yuan modificado para otimizacao
irrestrita

Goiédnia
2019



sl
PRPG 0,
*@
S PRESHE TR 38
sigtema de w5l st ufg o GEARTIAL A U FG

TERMO DE CIENCIA E DE AUTORIZAGAO PARA DISPONIBILIZAR
VERSOES ELETRONICAS DE TESES E DISSERTACOES
NA BIBLIOTECA DIGITAL DA UFG

Na qualidade de titular dos direitos de autor, autorizo a Universidade Federal
de Goias (UFG) a disponibilizar, gratuitamente, por meio da Biblioteca Digital de Te-
ses e Dissertacdes (BDTD/UFG), regulamentada pela Resolucao CEPEC n°
832/2007, sem ressarcimento dos direitos autorais, de acordo com a Lei n° 9610/98,
o documento conforme permissdes assinaladas abaixo, para fins de leitura, impres-
sdo elou download, a titulo de divulgacdo da producao cientifica brasileira, a partir
desta data.

1. Identificagiio do material bibliografico: [ x ] Dissertagao [ 1Tese
2. Identificagdo da Tese ou Dissertagao:

Nome completo do autor: Danilo Rodrigues de Souza.

Titulo do trabalho: Método do gradiente conjugado Dai-Yuan modificado para otimi-
zacdo irrestrita.

3. Informagdes de acesso ao documento:

Concorda com a liberacéo total do documento [ x ]SIM [ ] NAO!

Havendo concordancia com a disponibilizag&o eletronica, torna-se imprescin-
divel o envio do(s) arquivo(s) em formato digital PDF da tese ou dissertacao.

Aol Uadigun s Sun

Assinatdra do(a) aufor(a)?
e
o

Assinatura do(a) orientador(a)? Data: .'ﬁ / QB / b@i\“\

1 Neste caso 0 documento serd embargado por até um ano a partir da data de defesa. A extensao
deste prazo suscita justificativa junto a coordenagéo do curso. Os dados do documento n&o seréo
disponibilizados durante o periodo de embargo.
Casos de embargo:

- Solicitagéo de registro de patente;

- Submisséo de artigo em revista cientifica;

- Publicagdo caomo capitulo de livro;

- Publicagao da dissertagao/tese em livro.
2 A assinatura deve ser escaneada.

Vers#o atualizada em setembro de 2017.



DANILO RODRIGUES DE SOUZA

Método do gradiente conjugado
Dai-Yuan modificado para otimizacao
irrestrita

Dissertacdo apresentada ao Programa de Pos-
Graduacdo do Instituto de Matemaética e Estatistica
da Universidade Federal de Goids, como requi-
sito parcial para obtencdo do titulo de Mestre em
Programa de Pés-Graduacdo em Matemaética.

Area de concentragdo: Otimizagao.

Orientador: Prof. Leandro da Fonseca Prudente

Goiénia
2019



Ficha de identificacéo da obra elaborada pelo autor, através do
Programa de Geracdo Automatica do Sistema de Bibliotecas da UFG.

Souza, Danilo Rodrigues de Souza

Método do gradiente conjugado Dai-Yuan modificado para
otimizagao irrestrita [manuscrito] / Danilo Rodrigues de Souza Souza. -
2019.

7110l

Orientador: Prof. Dr. Leandro da Fonseca Prudente Fonseca.

Dissertagdo (Mestrado) - Universidade Federal de Goias, Instituto
de Matemética e Estatistica (IME), Programa de P6s-Graduagéo em
Matematica, Goiania, 2019.

Bibliografia. Apéndice.

Inclui gréfico, tabelas, algoritmos.

1. Método do gradiente conjugado modificado.. 2. Otimizagao
irrestrita. 3. Condi¢Ges de Wolfe. 4. Algoritmo de busca linear. 5.
Analise numérica. . Fonseca, Leandro da Fonseca Prudente, orient.
II. Titulo.

CDhu 51




UFG

UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA
Campus Samambaia — Caixa Postal 131 — CEP: 74.001-970 — Goidnia-GO.
Fones: (62) 3521-1208 ¢ 3521-1137 www.ime.ulg.br

ATA DA REUNIAO DA BANCA EXAMINADORA DA DEFESA DE DISSERTACAO
DE DANILO RODRIGUES DE SOUZA — Ao vigésimo oitavo dia do més de fevereiro
do ano de dois mil ¢ dezenove (28/02/2019), as 15 horas, reuniram-se 0s componentes
da Banca Examinadora: Prof. Leandro da Fonseca Prudente - Orientador, Prof. Luis
Roman Lucambio Pérez, Prof. Max Leandro Nobre Gongalves ¢ Prof. Douglas Soares
Gongalves para, sob a presidéncia do primeiro, ¢ em sessdo publica realizada na sala
Geraldo Avila do Instituto de Matemdtica e Estatistica, procederem a avaliagdo da
defesa de dissertacdio intitulada: “Método do Gradiente conjugado Dai-Yuan
modificado para otimizacfo irrestrita”, em nivel de Mestrado, area de concentragao
em Otimizacdo, de autoria de Danilo Rodrigues de Souza, discente do Programa de Pos-
Graduagdo em Matematica da Universidade Federal de Goias. A sessdo foi aberta pelo
Presidente da Banca, Prof. Leandro da Fonseca Prudente, que fez a apresentagdo formal
dos membros da Banca. A seguir, a palavra foi concedida ao autor da dissertacdo que,
em 45 minutos procedeu a apresentagdo de seu trabalho. Terminada a apresentagao,
cada membro da Banca arguiu o examinando, tendo-se adotado o sistema de didlogo
sequencial. Terminada a fase de argui¢do, procedeu-se a avaliagdo da defesa. Tendo-se
em vista 0 que consta na Resolugdo n° 1513 do Conselho de Ensino, Pesquisa,
Extensio e Cultura (CEPEC), que regulamenta o Programa de Pos-Graduagdo em
Matematica e procedidas as corregdes recomendadas, a dissertagio foi APROVADA
por unanimidade, considerando-se integralmente cumprido este requisito para fins de
obtencdo do titulo de MESTRE EM MATEMATICA, na drca de concentragdo em
Otimizagdo, pela Universidade Federal de Goids. A conclusdo do curso dar-se-a4 quando
da entrega na secretaria do PPGM da versdo definitiva da disserta¢do, com as devidas
correcdes supervisionadas e aprovadas pelo orientador. Cumpridas as formalidades de
pauta, as 17 horas a presidéncia da mesa encerrou esta sessdo de defesa de dissertagédo e
para constar eu, Ana Maria Pereira Pinto, secretaria do PPGM, lavrei a presente Ata
que, depois de lida e aprovada, sera assinada pelos membros da Banca Examinadora em
quatro vias de igual teor.

/ﬂ
coman =

Prof. Dr. Leandro da Fonseca Prudente Prof. Dr. Luis Roman Lucambio Pérez
Presidente - IME/UFG Membro — IME/UFG

Prof. Dr. Max Leandro Nobre Gongalves Prof. Dr. Douglas Soares Gongalves
Membro — IME/UFG Membro — CFM/UFSC



DANILO RODRIGUES DE SOUZA

METODO DO GRADIENTE CONJUGADO DAI-YUAN
MODIFICADO PARA OTIMIZACAO IRRESTRITA

Dissertagdo defendida no Programa de Pés-Graduagiio do Instituto de Matematica e
Estatistica da Universidade Federal de Goids como requisito parcial para obtengdo do
titulo de Mestre em Matematica, aprovada no dia 28 de fevereiro de 2019, pela Banca
Examinadora constituida pelos professores:

Y { 5.
Prof. Dr. Leandro da Fonseca Prudente

Instituto de Matematica e Estatistica - UFG
Presidente da Banca

—

Prof. Dr. Luis Rom#an Lucambio Pérez
Instituto de Matematica e Estatistica — UFG

1 7
Vﬂ%é Qu—cJ\, l/)c W\C'Q/A-\

Prof. Dr. Max Leandro Nobre’Gong:alves
Instituto de Matematica e Estatistica— UFG

T

Prof. Dr. Douglas Soares Gongalves
Centro de Ciéncias Fisicas e Matematicas - UFSC



Todos os direitos reservados. E proibida a reproducéo total ou parcial
do trabalho sem autorizacdo da universidade, do autor e do orienta-

dor(a).

Danilo Rodrigues de Souza

Bacharel em Matemadtica pela Universidade Federal de Goids - UFG.



Dedico esse trabalho a Deus e minha familia.



Agradecimentos

Agradeco primeiramente a Deus, pois Ele sempre esteve comigo por toda
minha trajetéria de vida, e nos momento mais dificeis dos estudos, Ele segurou
em minha mdo.

Agradeco aos meus pais, Waldir Rodrigues de Souza e Maria de Lurdes
Rodrigues, meus pilares, que me deram condi¢des de sempre estudar e me
apoiaram. Aconselhando em todas as minhas decisdes profissionais e pessoais.
Agradeco a minha esposa, Gabriele Ferreira de Souza Mendes, que me ajudou a
ter coragem de retomar o mestrado em 2017, me proibindo veementemente de
desistir novamente. Agradeco ao meu irmdo, Leandro Rodrigues de Souza, que
por vérias vezes me aconselhou, me ajudou naquilo que precisei, sendo um braco
direito em minha vida.

Agradeco ao meu orientador, Leandro da Fonseca Prudente, pois quando
pedi para que me orientasse, se dispds de imediato. Também sou grato pois,
semanalmente fui a sua sala para tirar davidas, e ele pacientemente me ajudou.

Agradeco aos os professores do IME, que durante minha formagéao aca-
démica foram de suma importancia. Um agradecimento especial aos professo-
res, Glaydston de Carvalho Bento, Max Leandro Nobre Gongalves e Lidiane dos
Santos Monteiro Lima. Agradego também aos meus colegas matematicos, Ana
Maria Alves, Angelo Guimardes, Lucas Brito, Bruno Ragonete, Fabio Sodré, He-
ric Marques, Leonardo Pacheco, Susane Gontijo, Nathanni Vieira, Cicero Rumao,
Dhyogo Nunes, Ilton Ferreira, Pedro Bonfin, Flavio Pinto, Nielson Honério, Ana
Paula de Melo, Raquel Pereira e Robson Lousa; Que por diversas vezes me acon-
selharam, ensinaram e ajudaram de varias formas.

Quero aqui agradecer aos meus grandes amigos, Allyssom Marques e
Clauciney Pereira, por estarem ao meu lado em tantos momentos da vida, meus
padrinhos de casamento e companheiros de fé.

Por fim quero esbogar minha gratidao a CAPES e CNPq, por financiarem

meus estudos e pesquisas.



"Se Deus é por nés, quem sera contra nés?"

Aos Romanos, 8:31,
BIBLIA SAGRADA.



Resumo

Souza, D.R.. Método do gradiente conjugado Dai-Yuan modificado para
otimizacao irrestrita. Goiania, 2019. 67p. Dissertacdo de Mestrado. Ins-
tituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goiés.

Os métodos de gradiente conjugado ndo-lineares sdo métodos de primeira ordem
reconhecidamente eficientes para resolver problemas de otimizacdo irrestritos.
Em particular, 0 método de Dai—Yuan (DY), introduzido nos final dos anos 90,
é um dos mais populares. O objetivo deste trabalho é investigar o desempenho
numérico do método DY com uma modifica¢do no pardmetro conjugado. A cada
iteragdo desse método, é necessario computar um tamanho de passo satisfazendo
as condigdes padroes de Wolfe. Assim, descreveremos o algoritmo de busca linear
de Moré e Thuente. Sob hipéteses usuais, a convergéncia global do método de
DY modificado serd provada. Testes numéricos serdo apresentados utilizando a
biblioteca de problemas CUTEst.

Palavras—chave
Método do gradiente conjugado modificado; Otimizagao irrestrita; Con-
digdes de Wolfe; Algoritmo de busca linear; Anélise numérica.



Abstract

Souza, D.R.. Modified Dai-Yuan gradient method for unrestricted opti-
mization. Goiania, 2019. 67p. MSc. Dissertation. Instituto de Matema-
tica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Nonlinear conjugate gradient methods are efficient first-order algorithms for
solving unconstrained optimization problems. In particular, the Dai-Yuan (DY)
method, introduced in the 1990s, is one of the most popular. The objective of
the present work is to investigate the numerical performance of the DY method
with a modification in the conjugate parameter. At each iteration of this method,
it is necessary to compute a step size satisfying the standard Wolfe conditions.
Thus, we will describe the line search algorithm of Moré and Thuente. Under
usual assumptions, the global convergence of the modified DY method will be

provided. Numerical tests will be presented using the CUTEst problem library.

Keywords
Modified conjugate gradient method; Unrestricted optimization; Wolfe

Conditions; Line seanch algorithms; Numerical analysis.
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CAPITULO 1

Introducao

O método do gradiente conjugado (CG) é um esquema iterativo, pro-

posto inicialmente, para resolver sistemas lineares
Ax=b,

em que A é uma matriz n x n simétrica e definida positiva e b € R". Resolver
tal sistema linear é equivalente a minimizar a fung¢do quadrética, estritamente

convexa, definida por

1
flx)= ExTAx —bTx.

De modo geral, o método CG gera uma sequéncia de iterados de acordo com
Xk+1 =xp+ogdy, k=1,2,..., (1_1)

em que dj é a direcdo de busca e oy é o tamanho de passo. A dire¢do de busca é
definida por

i — =V f(x), sek=1, (1-2)
_Vf('xk)+Bk—ldk—17 sek > 17

em que o parametro f;_; é tomado de maneira que as dire¢des consecutivas sejam
A-conjugadas, ou seja, d! Ady1 = 0 para todo k. O tamanho de passo oy é definido

por meio de uma busca linear exata, ou seja,

O = argminoc>0{f(xk +oudy) },

que, neste caso especifico, possui formula fechada. E possivel mostrar que o método
CG encontra a solucdo do sistema linear em no maximo n itera¢des. Discutiremos
essas propriedades no Capitulo 2.

Naturalmente, surgiram propostas para estender o método para fun¢des
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gerais, procurando resolver
Minimizar f(x), x€R",

em que f: R" — R é continuamente diferencidvel. O método geral preserva o es-
quema (1-1)-(1-2) de maneira que escolhas distintas para o pardmetro conjugado
Br—1 conduz a métodos distintos. O primeiro método CG nao-linear foi proposto
por Fletcher-Reeves [8] na década de 60. Destacamos ainda os métodos Hestenes-
Stiefel [11], Polak-Ribiere-Polyak [16,17], Conjugate Descent [7] e Dai-Yuan [5].
No caso geral, a busca linear exata, por envolver técnicas de otimizagao global,
pode ser computacionalmente impraticavel. Usualmente, pode-se mostrar con-
vergéncia assumindo que o tamanho de passo cumpra condi¢des bem menos exi-
gentes, como por exemplo, as condi¢des de Wolfe. No Capitulo 3, exibiremos as
condig¢des de Wolfe, bem como discutiremos o algoritmo de Moré e Thuente [13],
que foi desenhado para obter de um tamanho de passo que satisfaga as condi¢oes
fortes de Wollfe.

Em um trabalho recente, Lucambio Pérez e Prudente [12], estenderam
os métodos de gradiente conjugado ndo-lineares para problemas de otimizagao
vetorial. A convergéncia do método de Dai-Yuan (DY) (combinado com as condi-
¢oes fortes de Wolfe) foi provada com uma modificagdo no pardmetro conjugado.
O método com o novo parametro ficou denominado gradiente conjugado Dai-Yuan
modificado. O parametro conjugado do método modificado, no contexto escalar, é

dado por

Dy _ IV ek |12
TV g )Tde—wV ()T dy

em que T, > 1. No caso escalar, o pardmetro acima com T; = 1 recupera o

parametro DY original. O objetivo deste trabalho é investigar as propriedades
tedricas e préticas do método DY modificado no contexto de otimizagdo escalar,
de modo que os resultamos tedricos serdo mostrados supondo T > 1.

No Capitulo 4, mostraremos a boa defini¢do e estudaremos a convergén-
cia do método DY modificado. Em particular, a convergéncia global pode ser
obtida supondo que os tamanhos de passo satisfazem as condi¢des padrdes de
Wolfe. No Capitulo 5, exibiremos testes numéricos utilizando a biblioteca de pro-
blemas CUTEst [10], para ilustrar o comportamento do método com diversas es-

colhas do parametro 7.



CAPITULO 2

O método de gradiente conjugado linear

Neste capitulo vamos definir o método do gradiente conjugado linear,
e discutir suas propriedades essenciais. O método GC linear, proposto por
Hestenes—Stiefel [11], na década de 50, é um esquema iterativo para resolver sis-
temas lineares com matrizes associadas, definidas positivas. Esse método surgiu
como uma alternativa para métodos diretos como, por exemplo, métodos que uti-
lizam a fatoracdo de Cholesky. Métodos iterativos sdo, em geral, indicados para
sistemas esparsos e de grande escala. O método de gradiente conjugado é um

esquema iterativo para resolver sistemas lineares,
Ax=0b, (2-1)

em que A é uma matriz n x n simétrica e definida positiva, e b € R". Encontrar a

solugdo do sistema (2-1), equivale a resolver o problema de otimizagéao,
Minimizar f(x), x€R"

em que
f+ R" - R
1 (2-2)
X ExTAx— bl x.

A propriedade de A ser simétrica e definida positiva garante que f é estritamente
convexa e, consequente, o tinico ponto estaciondrio x* € minimizador global de f.
Meétodos de GC lineares, usam apenas informagdes da fungdo objetivo
e do seu gradiente. A convergéncia desse método é, em geral, mais rdpida que
do método de Cauchy e com custo computacional menor do que o método de
Newton. Vamos mostrar que o método GC linear, minimiza a fun¢do quadrética

(2-2), em no méximo n passos.
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2.1 Busca exata e direcdes conjugadas

O método GC linear é um método iterativo de descida. Desse modo, dado
um iterado x;, 0 método computa uma dire¢do dj que decresce f a partir de x; e

calcula um tamanho passo oy, obtendo um novo ponto x; 1. Em sintese,
Xjpl =X+ 0gdy, k=1,2,.... (2-3)

Nesta se¢do mostraremos como o método GC linear computa o compri-
mento do passo o e como determina as dire¢des de busca dy. Para determinar o
comprimento de passo a cada iteragdo, vamos fixar x; € R" e d; uma dire¢do de

descida. O passo é calculado por:

oy = argmingo{ f(xk + ) }-
Seja
¢o: R - R
o = flx+ody).

Como f é estritamente convexa, ¢ também é. Assim, o € o tinico ponto estacio-

nério de ¢. Logo, estamos interessados em obter o tal que ¢/(0y) = 0. Como
¢ (o) = Vf(xx + o) di = V f (xx11)"
entao
V() dy =0. (2-4)
Pela definicdo de f em (2-2),

Vf(xk + O(.kdk) = A(xk + O(.kdk) —b
= Ax; — b+ oy Ady.

Logo,
Vf(xi1) = Vf(xi) + oAdy. (2-5)

Calculando o produto interno de (2-5) com dy, obtemos:

Vf(ka)Tdk = Vf(xk)Tdk + O(.k(Adk)Tdk.
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Por (2-4), Vf(xi)Td + o (Ady)T d. = 0 e, portanto,

_ -V f(xk)Tdk‘

(0
T dTAq,

(2-6)

As dire¢des do método GC seguem duas exigéncias: serem de descida e
A-conjugadas. Vamos definir dire¢des A-conjugadas e mostrar duas proprieda-

des importantes dessas dire¢oes.

Definic¢do 2.1 Seja A € R™" uma matriz definida positiva. Dizemos que as diregoes
di,...,dy € R"\ {0} sido A-conjugadas se

dlAd; =0,

Vi,j=1,....kcomi# j.

Observacao 2.1 Se A é a matriz identidade, entdo os vetores A-conjugados sdo ortogo-
nais.

Mostraremos a seguir que um conjunto de dire¢des A-conjugadas é linearmente

independente.

Lema 2.1 [19, Lema 5.13] Seja A € R™" uma matriz simétrica e definida positiva. Um

conjunto qualquer de vetores A-conjugados é linearmente independente.
Demonstragdo. Sejam dy, ... ,d; € R"\ {0} dire¢des A-conjugadas. Considere cons-
tantes ay,...,a; € R tais que:

ajdy + - +ard; = 0.

Agora, Vi € {1,...,k}, podemos fazer o produto do vetor d! A, com a combinagdo
acima. Assim,
ard! Ady + -+ aid! Ad; + - - + ayd! Ady = 0. (2-7)

Como as dire¢des sdo A-conjugadas, entdo d! Ad; = 0 para i # j. Consequente-

mente, da combinacdo linear (2-7), temos:
a;d! Ad; = 0.

Como d! Ad; # 0, pois A é definida positiva, temos a; =0. Logo a; =0 Vi € {1,... k}.
|

O lema a seguir é uma propriedade fundamental para a eficidcia do
método.



2.1 Busca exata e dire¢des conjugadas 15

Lema 2.2 [19, Lema 5.15] Sejam d,, ..., d direcdes A-conjugadas, conforme a Definicdo
2.1. Dado x1 € R", considere a sequéncia finita definida em (2-3), de modo que oy é dado
por (2-6). Entio

V(i) d; =0,

para j=1,... k.

Demonstragdo. Por (2-4), temos Vf(x11)"dy = 0. Assim se j =k, é trivial. Agora
suponha que j < k. Note que

Vi) d; = (AQa+oudi) —b) dj = (Axi — b+ oAdy) " d

2-8
= Vf(xk)de + (XkdkTAdj = Vf(xk)de, (2-8)

pois as dire¢des sdo A-conjugadas, ou seja, oyd! Ad; = 0. Como (2-4) vale para
Vke {l1,...,n—1},se j=k—1, entdo a relacdo acima garante que

Vi) di =V dj= Vo) diy =0.
Se, j < k—1, entdo aplicando (2-8) recorrentemente, temos
V() dj= Vi) dj==Vflxj1)'dj=0,
donde a dltima igualdade segue de (2-4)
[

Para que o método gere dire¢des dj que sejam A-conjugadas, em particu-
lar, tomaremos combinacoes das dire¢oes —V f(x;) e di_. Iniciando com a diregdo

di = —Vf(x1), as diregdes subsequentes devem ser tais que
dlAdy_, =0, Vk > 1.

Considere g; = V f(x¢). As dire¢des sdo definidas por:

—8k, sek=1,
di={ & (2-9)
—8k+ PBr—1dk—1, sek>1,

em que B;_; é um paradmetro algoritmico que garante que dire¢des consecutivas,
sejam A-conjugadas. Seja k > 1. Fazendo o produto da direcdo di por d! A,
obtemos:

di_\Ady = dl_|A(—g) +Br1d]_Ady_1.
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Como estamos exigindo que dy seja A-conjugada com dj_1, entdo d; |Ady = 0.
Consequentemente,
dl_ | Agi

Pe1=—7F—
dl | Adi_

(2-10)

A defini¢do de By_; em (2-10) também garante que as dire¢des geradas por (2-9),
sdo de descida. De fato, se ||gx|| # 0, entdo

ghdy =gl (—gk+PBr1di—1) =
= —||gkll® + Br—18 dr—1
= — g%,

pois (2-4) nos dé g! dy_1 = 0.

2.2 Esquema geral do método

Nesta sec¢do trataremos do esquema iterativo do método de gradiente

conjugados linear, juntamente com suas principais propriedades.
Algoritmo 1 Seja x| € R". Calcule g1 = V f(x1) e inicie k < 1.

Passo 1 Se g, =0, entdo PARE.
Passo 2 Defina:

—8k> sek=1,
dy =
—8k+ Br—1dk—1, sek>1,
dl A
de modo que By_; = Tl‘;gk
dl_Ady
Passo 3 F + oydy, de modo que o ~ i di
asso aca Xp+1 =X , de modo que oy, = )
€a Xg+1 k KAk q k dkTAdk

Passo 4 Calcule gy, faga k < k+1 e vd ao Passo 1.

O resultado a seguir mostra que as dire¢des geradas pelo Algoritmo 1,

sdo A-conjugadas.

Teorema 2.2 [19, Teorema 5.17] Se xy. e di foram geradas pelo Algoritmo 1, entdo para
todo j=1,...,k—1 temos,
gigj=0¢e dlAd;=0.

Demonstragdo. Vamos usar inducdo sobre k para mostrar esse resultado. Seja
k= 1. A condigdo (2-4) garante gl g; = —gld; = 0. Além disso, as direcdes d;
e dy sdo A-conjugadas, logo dl Ad, = 0. Suponha agora que o resultado vale

para k > 1, vamos provar para k+ 1. A hipétese de inducdo garante que as
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direcdes dy,...,d; sdo A-conjugadas. Consequentemente, o Lema 2.2 mostra que
g,{de =0,V j=1,...,k. Usando (2-9), para j = 1,...,k, obtemos:

gl{+1gj = 84 (—dj+Bj-1dj—1) = —g/{+1dj+ Bi—184s1dj—1=0. (2-11)

A definicdo de By nos dé d], |Ad) = 0. Para j < k, a hipétese de indugdo garante

dl | Ad; = (—gis1 +PBrdi)" Adj = —gi, \Adj + Brd] Adj = —g[, | Ad;.

Por (2-5) e (2-11), concluimos que

T T T (84178
di1Adj = — 81 Adj = —8ii (oc—) =0.
J

O resultado a seguir, garante a convergéncia do método para x*, minimizador da

quadrética, em no maximo n passos.

Teorema 2.3 [19, Teorema 5.14] Considere a fungio quadrdtica dada por (2-2) e seu
minimizador x*. Dado x; € R", a sequéncia finita de iterados, gerada pelo Algoritmo 1,

cumpre xp 1 = x".
Demonstragdo. Pelo Teorema 2.2 e Lema 2.1, {d,...,d,} é uma base de R". Assim
existem; € R, parai=1,...,n tais que:
n
xt—x1 =) tid;. (2-12)
i=1

Tome k € {1,...,n}. Fazendo o produto de d} A com (2-12), obtemos:

n
diA(x* —x1) = Y tid] Ad; = tyd] Ady.
=1

1=

Logo
B dkTA(x* —x1)

Iy = 2-13
k d]Z"Adk ( )

Por outro lado,

Xj = Xg—1 + Og—1dp—1 = Xp—2 + O —2dg—2 + O 1dj—1,
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e, recursivamente, temos
Xp = X1+ ody + - Oy di_g. (2-14)
Fazendo o produto de (2-14) com d! A, obtemos:
dl Ax; = dl Ax;. (2-15)
Como x* é o minimizador da f, entdao
Vf(x*)=0=Ax"=b. (2-16)
Substituindo (2-15) e (2-16) em (2-13), para todo k € {1,...,n}, temos:

d{AY —d{Axy  dlb—dlAx,  —d] (Axc—b)  —Vf(x)Tdp
-~ dlAade dlAde dlAqy, dlAd,

153

Logo, por (2-12), obtemos:

n n
x* — X1 = Ztidi = Zoc,-di
i=1 i=1

e, portanto,

n
*
X :x1+20c,-di:xn+1.
i=1

O resultado subsequente mostra que o Algoritmo 1 minimiza f em su-
bespacos gerados pelas dire¢des A-conjugadas. Na prética, isso também garante
o término em n passos. De fato, o Lema 2.1 garante que as dire¢des A-conjugadas
formam uma base L.I. Assim, no n-ésimo passo, o0 método encontrard o minimi-
zador de f em todo R”.

Teorema 2.4 [19, Teorema 5.16] Dado x| € R", considere a sequéncia finita gerada pelo
Algoritmo 1. O ponto x4 minimiza f sobre subespago S = x; + Spam|[dy,...,dx], com
k=1,...,n.

Demonstracgdo. Note que
Xjp1 = X+ Qdy = -+ = x| + 0 dy + Ooda + - - - + Q.
Assim x4 € S. Seja v um elemento de S, logo

V—Xp4+1 € Spam[dl, . ,dk].



2.2 Esquema geral do método 19

Pelo Lema 2.2,
V(1) (v —xi1) = 0. (2-17)

Como f é convexa, a condigdo (2-17) é suficiente para garantir que x;,; minimiza
femS.

Vale ressaltar que a terminacdo em n passos pode ser vista de outro modo.
Se o Algoritmo 1 gera x,41 ap6s n passos, entdo o Teorema 2.2 garante que os
gradientes V f(x;) formam uma base ortogonal de R". Como

V(1) V() =0,

pelo mesmo teorema, entdo
Vf(xnt1) = 0.

Pois, caso contrario, teriamos n+ 1 vetores formando uma base ortogonal de R".
Nos préximos capitulos, trataremos da generalizagdo do método GC para
fungdes gerais. Nesse caso, perderemos a nocdo de dire¢des conjugadas e também

serd necessdrio o estudo de algoritmos de busca linear.



CAPITULO 3

Busca linear

Algoritmos de busca linear sdo importantes ferramentas para globalizar

métodos de descida do tipo
X1 = Xic =+ Oed, (3-1)

em que di é uma direcdo de descida a partir de x;. Idealmente, a cada iteragdo, o

tamanho de passo deve ser calculado como
oy = argming f(x; + 0dy),

ou seja, minimizar f a partir de x; ao longo de dj. Por envolver técnicas de
otimizacdo global, tal estratégia é invidvel na prética quando f ndo é convexa.
Para fungdes gerais a expressdo "busca linear exata", significa obter oz como um
ponto estaciondrio do problema de minimizar f em x; ao longo de di, implicando
que

Vf(xk + (Xkdk)Tdk =0.

Entretanto, mesmo a exigéncia de se obter pontos estaciondrios, usualmente
resulta em uma busca linear cara e impraticavel. Condi¢des bem menos exigentes
podem ser combinadas com métodos especificos para obter convergéncia global.
Usualmente, para métodos do tipo GC, exige-se que o tamanho de passo satisfaca
as condi¢des de Wolfe. Essas condi¢Oes associadas ao lema de Zoutendijk, que
apresentaremos nesse capitulo, podem garantir a convergéncia de métodos de
descida.

Na Secdo 3.1 desse capitulo, traremos as condigdes de Wolfe, juntamente
com a existéncia de passos satisfazendo tais condi¢des. A convergéncia de méto-
dos de descida também sera discutida nessa se¢do. Na Secdo 3.2, descreveremos
o método proposto por Moré-Thuente [13] para obter passos satisfazendo as con-
dicoes fortes de Wolfe.
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3.1 Condicoes de Wolfe

Fixando o ponto x; € R" e a direcdo descida di a partir de x;, temos
V£ (x)Tdy < 0. Definindo

¢: R - R
o = flx+ody).

A primeira condi¢do, conhecida como decréscimo suficiente, exige que o seja tal
que
fotody) < f () +8av f(x) di = 1(ov), (3-2)

ou equivalentemente,

o(ar) < 0(0)+5¢'(0)a, (3-3)

tal que 0 < d < 1. Essa desigualdade também é chamada de Condigido de Armijo.
Geometricamente, vide Figura 3.1, os passos admissiveis devem ser tais que o
gréafico @(a) deve estar abaixo da reta /(o).

Pla) Condigao de Armijo

-
-
-
-
-
-

1 V  Admissivel
1\

Figura 3.1: Retirada de [15]

Se o o escolhido for muito pequeno a condicédo (3-2) serd satisfeita, porém
isso é obviamente indesejadvel. Uma alternativa para evitar tais escolhas é fazer

uma exigéncia adicional, conhecida como condi¢do de curvatura, exigindo que

V(o +adi) dp > oV () dy, (3-4)
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em que 0 < ¢ < 1. Deste modo, valores de o préximos a zero serdo descartados
pela condicdo de curvatura. Quando 0 < & < ¢ < 1 as desigualdades (3-2) e
(3-4), combinadas, compde as Condigdes padroes de Wolfe, que podem ser vistas
geometricamente na Figura 3.2. Além de evitar passos excessivamente pequenos,
as condi¢des padrdes de Wolfe sempre induzem a escolha de passos maiores.
Passos com curvaturas negativas indicam que podemos decrescer ainda mais o
valor de @ com passos maiores. A escolha de passos grandes sdo desejaveis para
métodos de descida, pois isso reduz o custo computacional.

A condigdo (3-4) restringe o quanto a curvatura pode ser negativa, mas

ndo o quao ela pode ser positiva, o que pode ser alcangado exigindo que,
[V (e + adi) di| < =0V f () d (3-5)
ou em termos de @,

¢ ()] < o9’ (0)], (3-6)

de modo que 0 < ¢ < 1. Unindo as condig¢des (3-2) e (3-5), quando 0 < & <
6 < 1, temos as condigoes fortes de Wolfe e geometricamente podem ser vistas na
Figura 3.3. Se um passo satisfaz as condigdes fortes de Wolfe entdo ele satisfaz
as padrdes. Assim além de evitar passos excessivamente pequenos e induzir a
escolha de passos grandes, ao restringir o quanto a curvatura pode ser positiva

estamos exigindo que o passo esteja proximo a um ponto estaciondrio.

p(a) Condigoes padroes de Wolfe

Admissivel \’Qdy‘lssivel «

\

Figura 3.2: Retirada de [15]
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() Condigbes fortes de Wolfe

Figura 3.3: Retirada de [15]

A fim de mostrar a existéncia de um o que satisfaga as condic¢des fortes
de Wolfe, é necessario assumir algumas hipéteses sobre a fungdo objetivo e seu
gradiente.

Hipéteses 1

(i) Suponha que f é limitada inferiormente em R", e é continuamente diferencidvel em
uma vizinhanga A do conjunto de nivel £ = {x e R": f(x) < f(x1)}.

(ii) O gradiente V f(x) é Lipschitz continuo em ./, isto é, existe uma constante L > 0 tal
que
[Vf(x) = V) < Lljx—yl

Vx,y € N

Com tais hipoteses, podemos provar a existéncia de um intervalo com
passos satisfazendo as condi¢des fortes de Wolfe, e consequentemente as condi-
¢Oes padrdes.

Teorema 3.1 [14, Lema 3.1] Seja f: R" — R continuamente diferencidvel, dy uma
diregdo de descida em x; e suponha f limitada inferiormente ao longo de {x; + audy|o > 0}.
Se 0 < 8 < 6 < 1, entdo existe intervalo em que os comprimentos de passo contidos nele,
satisfazem as condigdes fortes de Wolfe.

Demonstragdo. Por hipotese, (o) = f(xx + ody) € limitada inferiormente para
todo o > 0. Note que o coeficiente da reta /(a), definida em (3-2), é negativo e,

portanto, essa reta é ilimitada inferiormente. Consequentemente /(o) intercepta
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o grafico de ¢ em pelo menos um ponto. Seja o > 0 a menor imagem inversa dos
pontos de intersecgdo, isto é,

Qo) = fl+a'dy) = floxx) + '8V f(xi) di = 1), (3-7)

Assim todos os comprimentos de passo menores que o, satisfazem a condigdo
(3-2). Como f ¢é diferencidvel, o teorema do valor médio, aplicado a ¢, garante a
existéncia de o € (0,a) tal que

o+ oldy) — fi

o = Vf(x+aod)" dy,

agora, utilizando (3-7), temos
VL dy = fxp +ody) — fr = UV (o + o dy) dy..

Logo
Vf(a+ody) di| = =8V f di < —cV fi di

pois Vfld, <0 e 8 < 6. Consequentemente o satisfaz (3-2) e (3-5). Como f é
continua, existe um intervalo centrado em o” no qual seus pontos satisfazem as

condicoes fortes de Wolfe.
|

Para que possamos obter convergéncia global de um método de descida
do tipo (3-1), devemos ter ndo apenas comprimentos de passo bem escolhidos,
mas também direcdes de busca d; bem escolhidas. Para tais direc¢oes, devemos
nos ater ao cosseno do angulo 6, entre dy e —V f(x;), definido por,

—Vf ()" d

) 3-8
197 Geo) el (3-8)

cos0; =

O resultado a seguir, proposto por Zoutendijk, possui amplas consequén-

cias. Mostra, por exemplo, que o método do gradiente é globalmente convergente,

usando passos que satisfazem Wolfe. Para outros métodos, como GC, mostra o

quanto a dire¢do de descida d; pode se distanciar de —V f(x;) e mesmo assim ser

globalmente convergente. Outras condi¢des podem ser usadas para os compri-
mentos de passo, porém faremos o uso somente das condi¢des de Wolfe.

Lema 3.1 [5, Lema 3.2, Zoutendijk] Supondo que x| é um ponto inicial que satisfaz as
Hipoteses 1. Considere algum método da forma (3-1), na qual dy é uma diregio de descida
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e oy, satisfaz as condicoes padroes de Wolfe. Assim temos:

y Eed 39)

=1 lldil?

ou equivalentemente,

Z cos? O || gx|* < oo.
k>1

Demonstragdo. Para uma iteracdo k-ésima qualquer, pela condicdo de curvatura
(3-4) temos,
81— g di > o di— gl di = (0 —1)g] dy.

Usando a desigualdade de Schwarz no lado esquerdo da inequacdo anterior e

sabendo que o gradiente V f é Lipschitz continuo, obtemos:

(k1 —g) " di < |lgrr1 — glllldel| < oL ||dx|)?,

e assim,
(k1 — &) Tde _ (6—1)gi dr
o= PR 2
L||dx|| L||dy]|

Pela condi¢do de decréscimo suficiente (3-2),

—8(c—1) (gldy)?
Je—Jrer1 2 —Sag,{dk > ( ) (8 k)

L i[>
, d(1—-o0) .
se fizermos ¢ = -7 entdo
(g1 di)?
Jer1 < f—c :
1|2
De maneira recursiva aplicando a relagdo acima em fi, fy—1,..., f>, temos:
2
(] dv)? (6 1) (glde) L (g7d)
Jer1 < fi—c < fie—1— —c <--<fi—c :
Gl [P ETA L

Portanto, como f é limitada inferiormente, existe uma constante M tal que —f <

—M e assim temos

k .
cy, ENE <fi—fir1 < fHi—M,

concluindo a demonstragao.
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De modo similar o resultado pode ser demonstrado exigindo as condigdes fortes
de Wolfe. Vamos denominar a inequagdo (3-9) por condigio de Zoutendijk.
A condigdo de Zoutendijk (3-9) implica que

lim cos? 0 ||gk/|* = 0.
k—ro0

Se o método que estivermos tratando garantir que o angulo 6; definido em (3-8)

é limitado a partir de 90°, ou seja, se existe uma constante A > 0 tal que
cosO; > A > 0 Vk,

entdo teriamos imediatamente que
lim [V f(x) [ =0.
k—so0

Desse modo provamos que um método de descida é convergente, desde que a
direcdo de busca nunca esteja muito préxima a ortogonalidade com a diregdo do
gradiente e o passo satisfaca as condi¢oes de Wolfe. No Capitulo 4 faremos o uso
do condic¢do de Zoutendijk para mostrar que o método GC Dai-Yuan modificado

converge.

3.2 O algoritmo de busca de Moré e Thuente

A eficiéncia de métodos de descidas dependem, muitas vezes, da formu-
lagdo de eficientes métodos de busca linear. O algoritmo proposto por Moré em
Thuente em [13] é bastante conhecido, bem testado e usado em diversos traba-
lhos, como por Zhu-Byrd-Nocedal [24]. Vamos tratar nessa se¢do do algoritmo
proposto por Moré e Thuente, que visa encontrar um passo que satisfaz as con-
dicoes fortes de Wolfe.

Os resultados que exibiremos na Subsecdo 3.2.1, mostram que o algo-
ritmo de busca pode ser usado para encontrar um « satisfazendo (3-3) e (3-6)
com § < 6. Na Subsecdo 3.2.2, discutiremos estratégias para buscar um minimi-
zador local da funcdo ¢. Por fim, detalhes técnicos da escolha de passos testes,
através de interpolagdes de ctibicas e quadraticas, serdo discutidos na Subsegdo
3.2.3.

Para o algoritmo que apresentaremos nessa se¢do, vamos supor ¢, que
foi definida na Sec¢do 3.1, continuamente diferencidvel. Como a direcdo d; é de
descida, entdo ¢'(0) < 0. Nosso objetivo é encontrar o > 0 tal que as condicdes

(3-3) e (3-6) sejam satisfeitas. Uma exigéncia natural é pedir que o satisfaca os



3.2 O algoritmo de busca de Moré e Thuente 27

limites

OSOCm,'n Sagamaxa

em que Olyin € Oy SA0 parametros algoritmicos. O limite inferior é usado devido
aspectos técnicos do algoritmo, enquanto o superior é necessario para garantir o
término finito na presenca de uma fungdo ¢ limitada inferiormente.

O problema principal que sera tratado nessa se¢do é encontrar um passo

o aceitdvel que pertenca ao conjunto

T(8) ={a>0: (o) < 9(0)+8¢/(0)ar, [¢'(0x)| < 3|¢'(0)[}.

A formulacdo dos resultados em termos de 7(d) tem algumas vantagens, a
primeira é que o algoritmo de busca ndo se torna dependente de G e a segunda é

que 7(8) é nao vazio quando ¢ é limitada inferiormente.

3.2.1 Esquema geral

Para encontrar um o em 7'(§), vamos assumir que ¢ é continuamente di-
ferenciavel em [0, 0ty4y], que @'(0) <0 e d € (0,1). Varias buscas lineares assumem
que 8 < 1, pois se ¢ é uma quadratica, ao® + bo+ ¢, com concavidade para cima,

¢”(0) >0 e b >0, entdo o minimizador global é " = — £ e assim satisfaz

) b\? b B b2
(P(O(.)—a(—%) +b(—%)+c—@—z+¢(0)

1
¢(0) + b,

T 4a 2

logo
* 1 * *
o(a") = (0) + 50" ¢'(0) < (0) + 8o "¢/ (0),
pois ¢'(0) = b e ¢(0) = c. Assim a* satisfaz (3-3) e (3-6).

Dado um 0 € [Omin, Omax], O algoritmo de busca gera uma sequéncia de
intervalos I; e de iterados o € Ii N [Qyin, Omax], da seguinte maneira:
Algoritmo de Busca. Seja Iy = [0,
Parak=0,1,...
Escolha um passo salva-guardado oy € Iy N [Oupin, Oumax)-
Teste para convergéncia.
Atualize o intervalo ;.
As salva-guardas impostas ao passo oy serdo importantes para garantir a con-
vergéncia do algoritmo. Essa regras serdo discutidas ao longo da subsecdo em

momentos oportunos. A seguir vamos tratar da atualizacdo do I.
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O intuito da atualizagdo dos intervalos é encontrar um I tal que 7(8) N
I # 0, e refinar os intervalos de modo que a interse¢do continue ndo vazia. Para
tal, vamos descrever condi¢des nos pontos da fronteira de um intervalo I que vao
garantir a interse¢do ndo vazia. Essas condi¢des nos pontos da fronteira sdo dadas
em termos da funcédo auxiliar y definida por:

y(a) = o(a) — 0(0) — 3¢'(0)ax,

e sua derivada:

V' (o) = ¢ (o) — 8¢'(0).

Teorema 3.2 Seja I um intervalo fechado com pontos de fronteira o, e o,. Se esses pontos
satisfazem

w(oy) < yloy), wloy) <O0e y'(oy)(oy —oy) <0, (3-10)
entdo existe um a* € I com y(a*) < y(oy) e ' (o*) = 0. Em particular, o* € (T (8)N1).

Demonstra¢do. Observe que o, e o, ndo sdo ordenados. Suponha, sem perda de
generalidade, que o; < o,. Defina

oy = Sup{a € [oy, 0] : w(PB) <0, B € loy,a}.

Como ¥ (0y) < 0, entdo oy < a,. Afirmamos que y(ay) < y(a,,). De fato, se
oy, = 0, entdo a hipétese garante y(oy) < y(a,,). Se o, < oy, entdo a definigdo
de o, implica que y(a,,) = 0 e, por hipdtese, temos y(oy) < 0= y(aiy).

Sendo vy continua e [0y, 0] compacto, garantimos a existéncia de um
minimizador global o* e afirmamos que ele estd no interior do intervalo. De fato,
o # ay pois a hipotese garante que ¥/ (o) < 0 e isso implica que y decresce numa
vizinhanga de oy, logo a* ndo poderia ser minimizador global. Agora, o* # o,
pois W(oy) < y(a,). Assim /(") = 0 e isso implica,

0=y (o) =¢'(a") —3¢'(0) = [¢'(a")| = 8|9 (0)].
Como y(a) <0V a € [oy,0,], entdo o satisfaz (3-3) e, consequentemente, o* €
T(9).
[ |

O Teorema 3.2 mostra que se os pontos de fronteira de / satisfazem (3-10),

entdo o algoritmo de busca pode ser visto como um procedimento para encontrar
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um minimizador para y. As hipéteses do Teorema 3.2 podem ser reescritas como:
oy é o ponto de fronteira com menor valor de imagem, o satisfaz a condic¢do de
decréscimo suficiente e o, — 0 é uma diregdo de descida para y em o; de modo
que y(a) < y(ay), para todo o € I suficientemente préoximo a oy.

A seguir descreveremos como atualizar um intervalo /, que satisfaz as
condi¢des do Teorema 3.2, de modo que o novo intervalo 7 também satisfaca
essas hipoéteses.

Algoritmo Atualizador. Seja I um intervalo com pontos de fronteira o e 0.
Dado um valor de teste o, € 1, 0s pontos de fronteira o e o, do novo intervalo
I, sdo determinados da seguinte maneira:

Caso U1: Se y(0y) > y(oy), entdo o = oy e o) = 0.
Caso U2: Se y(oy) < y(oy) e y' (o) (oy —0y) > 0, entdo o = o, e of = a.
Caso U3: Se y(oy) < y(oy) e y' (o) (oy — o) <0, entdo o = o, e o = 0.

Coroldrio 1 Seja I um intervalo com os pontos de fronteira oy e o,. Se esses pontos
satisfazem (3-10), entdo 0s novos pontos de fronteira o e o, fornecidos pelo algoritmo
atualizador, também vdo satisfazer.

Demonstracdo. E claro que se ocorrer /(o) = 0 e y(a,) < w(oy), entdo
nao existe a necessidade de atualizar I, pois o € T(8). Como oy e oy, satisfazem
(3-10), entao

y(oy) < wylow), wloy) <0, y'(ay)(ow —oy) <O.

Se vale o caso Ul, entdo o = oy e o) = o, portanto y(o,') > y(oy") e pela
hip6tese y(o;") < 0. Se /(o) < 0 entdo a hipotese garante o, > oy e isso implica
que o, > oy, 0 que equivale a of > a;. Agora se /(o) > 0 entdo a, < oy e
consequentemente o, < o;. Assim, independentemente do sinal de y'(a,"), I+
satisfaz (3-10). Se o caso U2 vale, entao ocl+ = oy e o, = oy, logo

w(og") <wloy) <wlo) =wlo) , o) <w(oy) <0 e y(oy)(oy—oy)>0.

Se /(o) > 0 entdo oy — o > 0 e consequentemente o, < o < oy, logo
V' (00" ) () — o) < 0. Por outro lado, se /(o) < 0 entdo oy < o e portanto
o < o, = o implicando que y'(a;") (0o — o) < 0. Assim, no caso U2, I, tam-
bém satisfaz (3-10). Por fim, se vale o caso U3, é imediato que o novo intervalo

também ird satisfazer as hipéteses do Teorema 3.2
|

Vimos que o algoritmo atualizador gera novos intervalos que satisfazem

(3-10), se iniciarmos com um intervalo que também satisfaz tais hip6teses. Agora
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vamos considerar a; = 0 e o, = oo, seja algum valor de teste 0 € [Cpin, Cmax]- Se
vale o caso Ul, entdo o = o e o} = o, logo w(a!) > (o) e como y(0) =0e
V' (0) = ¢/(0) — 8¢/(0) <0, pois § < 1 e ¢'(0) <0, entdo o, e @ satisfazem (3-10).
Se vale o caso U3 é imediato ver que os pontos de fronteira do novo intervalo vao
satisfazer as condi¢des do Teorema 3.2 Agora, se valer o caso U2, o processo deve
ser repetido para algum o;" € [0y, O], até que U1 ou U3 seja vélido. Porém se o
caso U2 ocorrer, entdao devemos eventualmente usar o,,,, como valor de teste, e

isso pode ser feito exigindo que:
(X't+ € [min{}\fmaxah OLma)c}, O(fmax] (3-11)

em que Apqye > 1.
Sendo inicialmente oy = 0 e como y(0) = 0, a sequéncia 0,0.,... de
valores testes é crescente e

W(ak) SOe‘PI(O‘U <0, k=0,1,..., (3'12)

enquanto valer U2. Um critério de parada razodvel para 0, € quando Y(Oupay) <
0 e W (Ounax) < 0, pois, caso contrério, o Teorema 3.2 garante a existéncia de um
o € T(8) com 0" < Qyqar. Deste modo, apés um ndmero finito de valores testes,
ou o algoritmo termina com 0,4, que significa um fracasso do método, ou gera

um intervalo com os pontos de fronteira satisfazendo (3-10).

Lema 3.2 Seja Iy = [0,0]. Se Iy, C [0,04nqx] é 0 intervalo gerado pelo algoritmo atua-
lizador, e seus pontos de fronteira satisfazem (3-10). Entdo apds um niimero finito de
valores testes, ou o algoritmo de busca gera um intervalo J C [Onin,Ounax] cOm 0s pontos
de fronteira satisfazendo (3-10), ou a sequéncia de valores testes é decrescente.

Demonstragdo. Suponha que ap6s um nuamero finito de valores testes o
algoritmo nao gerouJ C [Ocmin, ocmax]. Assim temos uma sequéncia de valores testes

{0y} com as seguintes propriedades,
y(oy) >0ouvy(oy) >0, k=0,1,... . (3-13)

De fato, se as inequagdes (3-13) ndo valerem para algum valor teste, ou seja,
(o) <0ewy' (o) <0.Entdo o caso U2 vale, logo o algoritmo atualizador nos dara
ocl+ =0y e o) = 0. Como I, C [0, Cnay] € O € [Oin, Cmay], MOstramos a existéncia
de um intervalo J = [0, 0t | C [Onin, Omax]- Contrariando nossa primeira premissa
e consequentemente os valores testes satisfazem (3-13). E imediato ver assim que

essa sequéncia é decrescente.
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Agora com esse resultado podemos estabelecer outro critério de parada
para o algoritmo. Se ele ndo encontrar um intervalo I C [Oyin, Cnax] de modo que
seus pontos de fronteira satisfagam (3-10), entdo a sequéncia de valores testes é
decrescente. Devemos assim usar O,,; como um valor de teste em um ntiimero
finito de passos. Isso é feito escolhendo

OttJr € [aminvmax{kmimatyamin}] (3-14)

de modo que Ay < 1. Assim o algoritmo termina com Oy s€ Y(Ouin) >
0 ou W (0yin) > 0. Este critério de terminagdo é razoavel, pois o Teorema 3.2 mos-
tra que, nesse caso, existe um o* € 7(9) tal que o* < Ouyin. Assim parar em Oy,
valendo a condicdo (3-13), significa o fracasso da busca.

As escolhas (3-11) e (3-14) sdo duas das regras de salva-guardas que
mencionamos anteriormente. A escolha (3-11) é feita somente quando (3-12) vale,
do mesmo modo a escolha (3-14) é feira se (3-13) valer. Quando Iy, C [Ounin, Omax],
para algum ko € N, precisamos de uma terceira regra de salva-guarda para
garantir que o comprimento de J; tenda a zero. Na implementagdo isso é feito
pelo monitoramento do comprimento de . Se o comprimento de [, = [a,b] ndo
for decrescente por um fator A < 1, apds duas iteragdes, entdo um passo bissegao

é usado para o préximo valor teste o, isto é

(a+b)
5

(X.t:

Teorema 3.3 O algoritmo de busca produz uma sequéncia {0y} € [Cunin, Cmax] de modo
que apds um niimero finito de valores testes, umas das seguintes condigoes valem:

A busca termina com Ouygy, a sequéncia de valores testes é crescente e vale (3-12).
A busca termina com Ouy;,, a sequéncia de valores testes é decrescente e (3-13) vale.

Um intervalo Iy, C [Oupnin, Omax] € gerado.

(k) oy oy (K)

Demonstracdo. Sejam o, ' e o, © 0s pontos de fronteira de i e defina

(k) (

Y, :min{ocl(k),ocgk)} e yuk)

= max{(xl(k) ) ocl(k) }.

O ponto esquerdo yl(k) é ndo decrescente, enquanto que o direito, y&k), ¢ nao

crescente.
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Vamos mostrar que y,(lk) =oondovaleVk >0.Caso y,(,k) =V k>0, somente

o caso U2 do algoritmo atualizador pode valer, afinal, nos outros dois casos
ambos os pontos de fronteira sdo finitos. Ocorrendo apenas o caso U2, é claro que
(3-12) vale e consequentemente (3-11) também se verifica. Assim O, € usado
como valor de teste e, portanto, ou o algoritmo termina em 0,4, ou 'yg,k) = Olynax-
De modo analogo, vamos mostrar que yl(k) = 0 ndo vale V k > 0. Caso
W v
pontos de fronteira sdo positivos. Consequentemente (3-13) vale e o valor de teste

k > 0, entdo somente os casos Ul e U3 ocorrem, pois no caso U2, ambos os

é escolhido como em (3-14). Se 0, = 0, entdo (3-13) ndo é verificado para todo
k, pois y(0) =0 e y'(0) < 0. Agora se Oy, > 0, entdo eventualmente oy, € usado
como valor de teste e ,portanto, ou o algoritmo termina em 0, ou yl(k) = Obnin-

Mostramos com isso, que ap6s um ntmero finito de valores testes, ou a
(k) (k)

. e k k
busca termina em um dos dois limites, o, ou 0., OU Y, >0ev <o Neste

altimo caso Iy C [Ounin, Omax]-
[ |

O Teorema 3.3 estabelece trés possiveis cendrios para o algoritmo apds
um numeros finito de valores testes. Os dois primeiros cendrios estabelecem ter-
minagdo para a busca em 0, Ou Oyqr. Ambos critérios de parada estdo relaciona-
dos com o fracasso do método. No terceiro caso, o mais interessante, o algoritmo
gera um intervalo Iy C [Oyin, Cmax]. Neste caso, as regras de salva-guarda garan-
tem que os comprimentos dos intervalos I; tendem a zero. Consequentemente, a
sequéncia {0y } converge para um o* € 7(39).

E possivel descartar o término finito em 0., Ou Oy assumindo que

W (Omin) < 0 € Y (O4in) <O (3-15)
e
Y(Omax) > 0 ou ' (Qlpar) > 0. (3-16)
Uma maneira da condigdo (3-15) ser satisfeita é ,por exemplo, se Qyim =0,
pois

y(0) =0 e ¥ (Ctmin) = ¢'(0) — 8¢'(0) = (1 -38)9'(0) < 0.

Suponha que ¢ seja limitada. Uma condigdo suficiente para o cumprimento da



3.2 O algoritmo de busca de Moré e Thuente 33

inequagdo a esquerda em (3-16) é tomar

1 (9(0) = Puuim
Onax = 5 (T{O)) (3-17)

em que @, € um limite inferior estrito para ¢(a). De fato,

¢(0) - <Pmim> _

W((xmax) - (P(amax) - (P(O) - S(Pl(())amax Z (P(amax) - (P(O) - S(PI(O)% ( —(P/(O)

= O(%nax) — 9(0) + ©(0) — Qpim,
= W(amax) Z (p((xmax) — Omim > 0.

Agora temos as ferramentas para mostrar que o algoritmo de busca,
exceto para casos patologicos, termina com um nuimero finito de iteragdes, em
um ponto admissivel. Quando o algoritmo ndo termina em ntmero finito de
passos, entdo {0y} converge para um ponto o* € T(3) e a fun¢do ¥ muda sinal
um numero infinito de vezes em uma vizinhanga de a*. No sentido que existe
uma sequéncia {u} que converge para o* tal que V' (ux )y (1) < 0. Tal situagéo,
por ser atipica em problemas préticos, caracteriza um caso patolégico.

Teorema 3.4 Se os limites Oy € Oy satisfazem respectivamente (3-15) e (3-16), entdo
0 algoritmo de busca termina em um niimero finito de passos com um oy € T (8), ou os
iterados {oy } convergem para algum o € T (3) com ' (") = 0. Se o algoritmo de busca
ndo terminar em um niimero finito de passos, entdo existe um indice ko tal que os pontos de

fronteira ocl(k), ocgk) do intervalo I satisfazem Ocl(k) <of< oc&k). Além disso, se y(or*) =0

entdo W muda o sinal em [(xgk) , %] para todo k > ko, enquanto que se y(a*) < 0, entdo

(k)

V' muda de sinal em [0, 0] ou [oc*,(xl(dk)] para todo k > k.

Demonstracdo. Suponha que oy ¢ T(8) para todos os iterados gerados pelo
algoritmo de busca. Desde que os intervalos I; sejam uniformemente limitados
e seus comprimentos tendam a zero, qualquer sequéncia {6;} com 6; € [; deve
convergir para um limite comum o*. O Teorema 3.2 garante que existe um
0 € (T (8) N1Ix) com ¢'(6;) = 6¢'(0), pois Ocl(k) e o¥) satisfazem (3-10) por hipodtese
e y/'(6;) = 0 implica que ¢'(6;) — 3¢’ (0) = 0. Assim a* € T () e pela continuidade
da ¢/, temos
lim ¢'(8;) = ¢'(a") = ¢'(a") = 8¢(0) <0,

k—so0
em particular, y'(a*) = 0.
Se o algoritmo de busca ndo terminar em um ntmero finito de passos,
entdo como a ¢ é continua e @' (a*) < 0, vamos definir kg tal que ¢'(a) <0V a € I,
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onde k > ko. Como y(ol) <0 e of¥) ¢ T(8), entdo |¢(al"))| > 5¢/(0)|, pois

T(8) = {o>0:0(a) < ¢o0)+3¢'(0)a, |¢(a)] <d|9(0)|}. Por I ser fechado,

¢ (Ocl(k)) < 0 para k > ko, e como Ocl(k) ¢ T () entao

—¢' (oY) > 8¢/ (0)] = ¢ (o)) < 8¢/(0),

logo v/ (Ocl(k)) < 0. A condigéo (3-10) nos pontos de fronteira nos da y’ ((xl(k))(ocg,k) -

Ocl(k) ) <0, portanto Ocl(k) < oc,(,k), particularmente, Ocl(k) <ot < Otlgk)-

Agora, se y(o*) =0, ndo devemos ter y'(a) < 0 Vo € [ocl(k),oc*], pois isso

implicaria que y (ocgk)) > y(a*) =0, que contradiz o fato y (ocgk)) < 0. Portanto deve

existir um g € [ocl(k),oc*] tal que V' (i) > 0. Como mostramos que v/ (ocgk)) <0,
entdo ¥y muda de sinal em [Ocl(k) , o]

Por fim, se y(o*) < 0, vamos tomar ko > 0 tal que w(oc,(,k)) < 0 para todo

k > ko. Suponha que ' (oc,(,k) ) >0, entdo @’ ((x,(dk)) > 8¢'(0). Tomando um novo ko, se

(k)

necessario, temos que a continuidade de ¢’ nos da ¢'(o; ') < 0, implicando que

ol T(8), contrariando a hipétese oy ¢ T(3) V k > 0. Logo ' (ocgk)) < 0. Assim,

ndo podemos ter y'(a) >0V a € [(xl(k),ocl(,k)], pois isso implicaria w((xl(k)) > \p(ocgk))

que é uma contradigdo. Logo deve existir algum y € [ocl(k) , oc,(,k)] tal que W' (k) > 0.

Portanto ¥ muda de sinal em [ocgk),oc*] ou [a*, ocg,k)].

3.2.2 Busca por um minimizador local

A principio o algoritmo é estruturado para buscar minimizadores de
y(a). Entretanto gostarfamos, no caso ideal, de encontrar minimizadores para
¢(0). Nesta subsecdo veremos uma condicao suficiente para garantir a existéncia
de um minimizador de ¢(a). Assim mostraremos como esse resultado pode ser
incorporado no algoritmo, de maneira que busquemos minimizadores de ¢(a) e
nao de y(a). A garantia de terminagdo finita do Teorema 3.4 é dada quando 6 <.
Um dos problemas de deixar a escolha do ¢ livre e buscar minimo de ¢ desde o
inicio, tomando ¢ = 0, é a possibilidade de ndo existir & > 0 que satisfaga (3-3) e
(3-6), quando c < §, mesmo que T (8) # 0. Vamos ilustrar esse acontecimento com
uma modificagdo de um exemplo de Al-Baali e Fletcher, proposto em [2]. Defina

o, (3-18)
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tal que 6 < B < d. A funcgdo acima é continuamente diferencidvel pois é definida
por duas fungdes de classe C! e no ponto o = 1 as derivadas pela esquerda e pela

direita ttm o mesmo valor. De fato
(I—B)(X—l, OS(XSl
o' (o) =
_B7 o Z 17

logo ¢'(1) = —B. Temos também que, se 0 < a < 1 entdo

1-B

o< ——
_1_

= (1-P)a—1< B,

Assim
¢’ ()] >B >0, Va>0.

Além disso, se 0 < %, entdo

T(8>:[1_5 1—B ]

1-B" 2(8-B)

Logo T'(8) # 0, com o. = 1 em seu interior.

Vamos mostrar que, se a busca para 7T(8) encontrar um valor de teste
oy tal que y(og) <0 e W (oy) > 0, entdo oy € T(8) ou teremos identificado um
intervalo que contém pontos satisfazendo (3-3) e (3-6), para qualquer ¢ € (0,1).

Teorema 3.5 Suponha que o0s limites Oupin € Quay Satisfacam (3-15) e (3-16). Seja {ox} a

(k) (k)

sequéncia gerada pelo algoritmo de busca e o e o, 0s pontos de fronteira do intervalo

I gerado. Se oy é o primeiro iterado que satisfaz

y(oy) <0e vy (o) >0, (3-19)

(k) (k)

entiio o’ < ot . Além disso, oy € T(8) ou @' (o) > 0. Se ¢/ (o) > 0 entdo o intervalo

I'= [oc}k),ock]

contém um o que satisfaz (3-3) e ¢'(a*) = 0. Ainda mais, qualquer o € I* com
o(a) < @(oy) também satisfaz (3-3).

Demonstragio. Afirmamos que y/ (chk) ) < 0. De fato, caso contrério, teriamos

\4 (ocl(k)) > 0 e, pela construcao dos I, w(ocl(k)) < 0. Contrariando a hipétese de que
(k)

oy, € o primeiro a satisfazer (3-19), afinal o, foi um valor teste o ; para algum j < k.

(k) ) )

Portanto y/(a;,’) < 0. Consequentemente por (3-10), chk <oy e, particularmente,

ocl(k) < oy, deixando I* bem definido. Pela hip6tese y'(ay) > 0. Se ¢/ (o) < 0, entdo
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temos
0 < ' (o) = @' (o) — 39 (0) = ¢ (o) > 8¢'(0) = ¢ ()| < 3] ¢'(0)].

Como y(oy) <0, logo oy € T(9).

Agora suponha que ¢’(ay) > 0. Como @ é continua e I* é compacto, tome
o um minimizador global de ¢. Temos oy # o*, pois numa vizinhanga de oy
a fungdo ¢ é crescente, ou seja, os pontos na vizinhanga a esquerda de oy tém

imagens de menor valor que ¢(0y). Uma vez que (ocl(k)) < 0 temos:

@' (o) — 8¢/ (0) < 0 = ¢/ (o)) < 5¢/(0) < 0.

Logo Ocl(k) # o, pois os pontos numa vizinhancga a direita de ocl(k) tém valores de

. k P
imagens menores do que (p(ocl( )). Consequentemente " estd no interior de I* e

¢’ (a*) = 0. Finalmente, suponha que @(a) < @(oy) para algum o € I*, entdo
p q p &
0(0) < @(0y) < 9(0) + 8¢/ (0)oy < 9(0) +5¢'(0)ar,

logo o satisfaz (3-3).
|

A existéncia de oy tal que y(og) < 0 e ¢'(oy) > 0 é a chave para o algoritmo
identificar um intervalo contendo minimizadores de ¢. Entretanto, ndo existem
garantias que o algoritmo gera um ponto satisfatério tendo tais condi¢gdes. Um
exemplo é a fungdo que definimos em (3-18), para qual y/(a) < 0 para todo o > 0.
Mesmo se ¢ tiver um minimizador a* que satisfaca a condi¢do de decréscimo
suficiente, o algoritmo pode ndo encontré-lo, convergindo para algum ponto em

T(d). Vamos ilustrar essa situagdao com a fungao

30
o242

(o)) = 5a (3-20)

tomando 6 = 0.03. Na Figura 3.4, o intervalo no eixo das abcissas, em destaque,
é o conjunto 7'(8). Se 6 > §, o intervalo de valores que satisfazem (3-3) e (3-6) é
maior que T(8), se 6 < § entdo o intervalo serd menor. O Teorema 3.4 garante
terminacdo finita em um oy € 7(8), mas esse ponto pode ndo estar préximo ao
minimizador o*.

O algoritmo sera modificado para buscar um ponto ¢; préoximo de um
minimizador local de @, quando y(og) < 0 e ¢'(ay) > 0 para algum k. Antes,

necessitamos do seguinte resultado técnico.
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“0 5 10 15 20 % 30

Figura 3.4: Retirada de [13]. A reta plotada é I(a) = @(0) +
3¢’ (0) .

Teorema 3.6 Seja I um intervalo fechado com os pontos de fronteira o, e o,. Se os pontos
de fronteira satisfazem

o) < @(ou) e ¢’ (o) (o, —0y) <0,
entio existe o* € I com @(a*) < @(oy) e ¢'(a*) = 0.

Demonstragdo. Seja o o minimizador global da fun¢do continua ¢ no conjunto
compacto I. Suponha que o* = o, logo ¢(a*) = ¢(a,) e portanto a hipotese ga-
rante @(oy) = @(0y,). Se o, < oy entdo, por hipétese, @' (o) > 0 e consequentemente
existe um vizinhanga de o; em que a fungdo é crescente, logo as imagens dos pon-
tos na vizinhanga a esquerda de o; sao menores que @(0y), que contraria o fato
de ¢(a*) ser minimo. Se o, > oy entdo ¢'(a;) < 0 e de modo anédlogo vamos obter
pontos a direita de o; que tém suas imagens menores que ¢(0;), novamente uma
contradi¢do. Como oy = o, ndo pode ocorrer pela construcdo, entdo o # .
Supondo que o = a, através de argumentos semelhantes, chegamos a

uma contradi¢do, concluindo que a* estd no interior de I e portanto ¢’(a*) = 0.
|

Vamos mostrar agora que o intervalo I*, especificado no Teorema 3.5,

satisfaz as hipoteses do Teorema 3.6. O Teorema 3.5 garante que ¢'(oy) > 0 e

(xl(k) < o). Portanto as hipéteses (3-10) sobre os pontos de fronteira de I implicam



3.2 O algoritmo de busca de Moré e Thuente 38

(k) (k)

que (') < 0, consequentemente ¢/(a,’) < 8¢'(0) < 0. Assim afirmamos que
I* satisfaz as hipoteses do Teorema 3.6. De fato, se ocgk) =0y e o = oy entdo
o' (o) (o, — o) = (p’(ocl(k))(ock - (xl(k)) < 0, pois oy — ocl(k) > 0. Se (xgk) =0y € 0 = 0y

entdo ¢ (oy) (o, —oy) = ¢ (Ock)((xl(k) —oy) < 0, pois Ocl(k) — oy < 0, como queriamos

mostrar.

Uma vez obtido oy tal que y(ay) <0 e ¢'(ax) > 0, o algoritmo é modifi-
cado de forma a garantir término finito em um iterado satisfazendo (3-3) e (3-6)
para qualquer o € (0,1). A modificagdo é simples, apenas trocamos Y por ¢ no
algoritmo atualizador.

Algoritmo Atualizador Modificado. Dado um valor de teste o, € I, os pontos
de fronteira o e a;f donovo intervalo I, sdo determinados da seguinte maneira:
Caso M1: Se ¢(a,) > @(0y), entdo o = oy e o) = 0.

Caso M2: Se ¢(a,) < ¢(0y) e @' (o) (o — o) > 0, entdo o = o e o, = .
Caso M3: Se ¢(ay) < ¢(oy) e @' (o) (o — o) < 0, entdo o = o e o) = 0.

Mostramos que o intervalo /* dado pelo Teorema 3.5 satisfaz as hip6teses
do Teorema 3.6. Vamos mostrar agora que o algoritmo atualizador modificado
mantém essa propriedade, ou seja, se I é um intervalo qualquer que satisfaz as
hipéteses do Teorema 3.6, entdo o novo intervalo gerado pelo algoritmo atuali-
zador modificado ira satisfazer as hipéteses do Teorema 3.6. De fato, sejam o e
o, pontos de fronteira do intervalo I e suponha, sem perda de generalidade, que
oy < ay,. Se vale M1, ou seja, ¢(0;) > @(ay), entdo (Xl+ =y e o = oy, satisfazendo
a primeira condi¢do do Teorema 3.6. Como ¢'(oy) (o, — ;) < 0 e a, — oy > 0 por
hipétese, entdo ¢/ (o) < 0 e por o, € I, temos ¢’ (o) (0, — ) < 0, obtendo assim
a segunda condigdo. Se vale M2, logo ¢(o) < @(oy), ¢'(o)(oy — o) >0, oc;r =0y e
o, = oy, entdo @(a;") < @(oy!), pois 9(ay) < @(a,) por hipotese, e também temos
¢'(a) < 0, pois oy < 0, consequentemente ¢/ (o) (a,” — ) < 0. Se vale M3, é
imediato ver que I, satisfaz as hipéteses do Teorema 3.6. O caso o; > o, é ana-
logo.

O algoritmo de busca usaré o algoritmo atualizador modificado de uma
maneira muito simples. Se em alguma iteragdo oy satisfazer y(oy) <0e ¢'(o) >0,
entdo a busca passara a atualizar todos os intervalos, dali em diante, usando o
algoritmo atualizador modificado. A garantia de que esse algoritmo de busca
atualizado ird encontrar um o satisfazendo (3-3) e (3-6) para qualquer c € (0,1), é

dada pelo préximo resultado.

Teorema 3.7 Suponha que Qyiy € Ounax Satisfacam (3-15) e (3-16) respectivamente. Se o
algoritmo de busca modificado gerar um iterado tal que y(oy) < 0 e ¢'(0y) > 0, entio o
método termina em um o que satisfaz (3-3) e (3-6), para qualquer ¢ € (0, 1).
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Demonstragio. Seja oy um iterado tal que y(og) <0 e ¢'(0) > 0, logo o
Teorema 3.5 garante que oy > ocl(k). Se valer os casos M1 e M3, entdo o intervalo

fornecido pelo algoritmo atualizador modificado é:

lip1 = [Oﬁl(k),OCk]~

O caso M2 néo ocorre pois ¢’ (Ock)(ocl(k) — o) > 0, contrariando os fatos ¢'(ay) > 0
e oy > Ocl(k). O Teorema 3.5 também garante que qualquer o € | com @(a) <

¢(0y) satisfaz (3-3). Afirmamos que para qualquer iteragdo j > k, o ponto de
fronteira 0(5’ ) satisfaz (3-3). Vamos provar essa afirmac¢do por indugdo, para
Jj =k+ 1. Suponha que vale o caso M1, logo ocng) = o assim se o = ocl(k) entdo

(P(0€§k+1)) = (P(ocgk)) < ¢(0y), ou se oy = oy entdo (p((xl(kﬂ)) — ¢(0y). Se vale M2,
ou seja, ¢(o) < ¢(0y) entdo o ") = a,, agora se oy = o) entdo @(oy ") <

(p(ocl(k)) < o(oy), e se oy = oy entdo (p(ocl(k+1)) < @(0g). O caso M3 é andlogo ao

M2, e portanto a afirmagdo vale para j = k+ 1. Suponha a seguinte hipétese de

inducao, (p((xl(j )) < @(0) para algum j > k, e vamos provar para j+ 1. Se vale M1

entdo chjH) = Ocl(j), logo (p(ocl(jH)) < @(0g). Se vale M2 entdo ocl(j+1) = o, e portanto

(p(ocgj +1)) < (p(ocl(J )) < @(ay). O caso M3 é andlogo ao caso M2 e assim provamos
a afirmagdo para todo j > k. Agora notemos o seguinte fato: qualquer sequencia
{6} com 6; € I; deve convergir para um limite comum, o*. Pelo Teorema 3.6,
existe um 6y € 41 tal que ¢/(6¢41) = 0 e pela continuidade de ¢/, obtemos
¢'(0*) = 0. Tomando j > k suficientemente grande, temos que (xl(j ) satisfaz (3-6),
para qualquer ¢ € (0,1). Assim provamos que o algoritmo de busca modificado

termina em uma iteragdo que satisfaz (3-3) e (3-6), para qualquer ¢ € (0,1).

3.2.3 A escolha do passo de teste

Seja I um intervalo nos quais o; e o, sdo seus pontos de fronteira, e o
é um valor teste em I, o algoritmo atualizador gera um novo intervalo 7;. Nesta
subsecdo, vamos mostrar como selecionar um novo valor teste o,” € I,. Vamos
representar os valores funcionais nesses pontos por fi, f,, fi;, e das derivadas
como g;, gu € & Os valores funcionais f;, f,, f; ou das derivadas g;, g, e g;, podem
ser tanto da funcdo objetivo ¢, quanto da auxiliar y. Os valores funcionais e das
derivadas da funcdo y sdo utilizados até que o algoritmo gere um iterado oy
que satisfaca y(oy) <0 e ¢'(0oy) > 0, consequentemente, serd utilizado os valores

funcionais e das derivadas da fungdo objetivo ¢.
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Seja o, o minimizador da quadratica que interpola fj, f; e g;, definida por:
g(a) = aa® +bo.+ c. As condigdes de interpolagdes sao,

q(oy) = ao? +boy +c = fi,
q(0y) = a0 +bo, +c = f;
q’((xl) = 2610(1 +b= 8.

Resolvendo o sistema, temos:

a:fl_ft_gl*(al—(xz)

_(al_(xt)z )
b:g+20€1(fz—fz—gz*((xz—0€z))
: (04 — 0t )2 '
Assim,
o = b
T 2a
_ l_l(az—ar)gl
2 g — Lk

OLI—OL,
Seja o, 0o minimizador de uma quadrética que interpola f}, g; e g;, com as
seguintes condi¢des de interpolacéo:

q(oy) = ao? +boy +c = f,
q'(0y) =2a0y +b =g,
q/((xt) :2a06t—|—b:g,.

De modo analogo, obtemos,

(04 —au)gr
81— 8t

Por fim, seja o, 0 minimizador da ctbica que interpola f, f;, g e &,
definida por:

p(a) =ci(o— 0(1)3 + (o — (Xl)z +c3(o0— o) + ¢4,
de modo que os coeficientes c; sdo escolhidos tais que:

p(oy) =cq4 = fi,

p'(oy) =c3 =g,

ploy) = ci(ay —ay) +ea(oy —ay)? + g (0 — 0y) + fi = fi,
/(o) =3er (o —oy)* +2ca (0 — 0y) + g1 = &



3.2 O algoritmo de busca de Moré e Thuente 41

Para obtermos c; e ¢3, resolveremos o sistema abaixo:

cr(oy — o)+ a0y — o) = fi — gi(ow —ay) — fi

: (3-21)
3er(oy — o)™ +2c2 (0 —0y) = & — &1

Como o determinante da matriz associada é ndo nulo, a solugédo do sistema (3-21)

é dada por:
—2 1
€1 | _ | (=) (o—0y)? x fi—gi(o —oy) — fi
- 3 -1
© (T ) § 8l

Assim o minimizador da ctibica é:
81

cz—i—@/c%—?aclgl

Os célculos acima, com maior riqueza de detalhes, podem ser vistos em [23].

Ol = O —

Vamos dividir o processo de escolha de valores testes em quatro casos.
Nos dois primeiros, iremos escolher o, pela interpolagdo dos valores funcionais
em oy e o,;, de modo que o novo valor esteja entre esse dois pontos. Vamos definir
o,” em termos de 0y, O e o.. No terceiro caso escolheremos 0c,+ extrapolando os
valores funcionais em oy e oy, assim o valor teste o, estard do lado de fora do
intervalo com oy e oy sendo os pontos de fronteira. Definiremos ;" em termos
de o, e a,. No dltimo caso, as informagdes disponiveis em o, e o; indicam que a
funcdo estd diminuindo rapidamente na dire¢do do passo, mas nado parece haver
uma boa maneira de escolher o," a partir das informagdes disponiveis.

Caso 1: f; > f;. Calcule o, 0, e faga

ot — O, se o —oy| < |0y — oy,
t 1 ‘s

5(0ty+0), caso contrério.
Como o, e o, estdo em /., ambos sdo candidatos para o,". Por oy ser um ponto
com menor valor funcional, em relacdo a o, desejamos que a escolha seja proxima

de oy. Os pontos . e o, sdo relativamente préximos a o, pois
2 1
loe —oy| < §|ocu —oy| e oy —oy| < E\ocu —ay|.
Assim, se 0" = 0. entdo

N 1
|OC, _Ocl| < |OCq—OCl| < §|OCM—OC[ )
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ou se o;” = 3(0, + @) entdo

aq+a‘ oc’<‘ Uy % %) ] la oc|+2yoc o
2 l D) ) ) u [ 6 u |-

Para qualquer uma das escolhas de a;", temos
7
+
o — oyl < —|ay, — oyl

Quando f; é muito maior que f;, entdo a escolha de um passo préximo de oy é
claramente desejado. Neste caso, o passo quadrético esta mais proximo de o; do
que o passo ctbico. De fato, se o, (f;) é o valor de o, em funcao de f;, entdo

lim o, (f;) =

Ji—reo

Por outro lado temos

2
1 pu— —_
Jim o (fr) = 0+ 3 (@

- a’l)u
logo o ponto médio entre o e 0, € uma escolha razoavel.

Caso 2: Se f; < f1 e gig1 <0, calcule a., o, e faca

ot — O, S€ |0 — 0| > |0 — 0y,
! O, caso contrario,

como 0, e 0, estdo em I, ambos sdo candidatos para o,". Sendo g,g; < 0, entdo
o teorema do valor intermedidrio nos garante que existe um minimizador entre
oy e 0;. A escolha de um passo que esteja mais longe de o; pode fazer com que
a escolha ultrapasse o minimizador e assim os préximos passos provavelmente
vao satisfazer este caso.

Caso 3: f; < f1, 8&:81 > 0 e |g:| < |gi|- Neste caso a ctibica que interpolamos
pode ndo ter um minimizador, e mesmo que existir ¢, ele pode estar na direcado
errada. Por exemplo, podemos ter o, > o, porém o, < 0. Por outro lado, o passo
0, existe e sempre estd na dire¢do correta.

Se a ctbica tende ao infinito na direcdo do passo e o minimo dela esta
além de o, defina

ot — O, Se |0 — oy < |og— 0y,
(A Z ..

O, caso contrario,
caso isso ndo ocorra, defina o, = . Esta escolha é baseada em observacado, de

modo que durante a extrapolagdo é sensato ser cauteloso e escolher o passo mais
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proximo de ;.
O valor teste definido acima pode estar do lado de fora do intervalo com
os pontos de fronteira o, e o, ou ele pode estar neste intervalo, porém préximo

a a,. Qualquer dessas situagdes sdo indesejadas, assim vamos redefinir o;” por

o — min{oy +A(0y, — o), 0}, se o, > oy,
max{a, +A(ay, — o), 0"} caso contrério,
para algum A < 1.

Caso 4: f; < fi, g181 > 0, e |g:| > |gi|- Nesse caso vamos escolher o, como

o minimizador da ctibica que interpola f,, f;, gu € 8-



CAPiTULO 4

O método gradiente conjugado Dai-Yuan

modificado

Os métodos de gradiente conjugado (GC) ndo-lineares sdo métodos de
primeira ordem reconhecidamente eficientes para resolver problemas de otimi-

zagao irrestritos, ou seja,
Minimizar f(x), x€R"

em que f: R" — R é continuamente diferencidvel. Devido ao baixo uso de re-
cursos computacionais, esses métodos sao amplamente aplicados a problemas de

larga escala. O método, de modo geral, é definido da seguinte maneira:

Algoritmo 2 Seja x| € R". Calcule g1 =V f(x1) e inicie k < 1.

Passo 1 Se g, =0, entdo PARE.

Passo 2 Defina:
— 8k, se k - 17
dy, =
—8k+ Pr—1dk—1, sek>1,

de modo que By_1 é um pardmetro algoritmico.

Passo 3 Calcule um oy > 0 satisfazendo as condigdes de Wolfe (fortes ou padroes). Faga
Xktr1 = Xk + Ody.

Passo 4 Calcule gi1, faga k < k+ 1 e vd ao Passo 1.

Historicamente, o primeiro método de GC néao-linear foi proposto por

Fletcher e Reeves na década de 60, [8], com parametro B;_; definido por:

T

FR __ 8k 8k
k—1 — T :
8r—18k—1

A convergéncia do Algoritmo 2 com Bf%,, supondo que os comprimentos de pas-
sos oy satisfacam (3-2) e (3-5), foi mostrada em [1]. Apo6s esse trabalho precursor,
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outros métodos GC ndo-lineares surgiram propondo uma modificacdo no para-
metro Bx_j, alguns deles sdo: Polak—Ribiere-Polyak [16,17]

pre &1 (@1 — &)
Bk - T
81 8k

Hestenes-Stiefel [11]
s 8181 —8k)
C (ki — )T
A convergéncia do PRP ou HS pode ser obtida tomando [, respectivamente,

como By = max{0,B{*"} e Br = max{0, B}, vide [9]. Foi mostrado em [18] que

o Algoritmo 2 com o pardmetro Bf%” ou com B°, mesmo usando busca exata,

pode ndo convergir. Foi mostrado em [4] que o parametro Conjugate Descent [7],
detinido por:

cD _g/{+1gk+1

C gld
pode ndo convergir, mesmo com passos satisfazendo as condigdes fortes de
Wolfe. Por fim, temos o pardmetro Dai—Yuan [5],

kDY _ || gk+1 ||2
- )
81119k — 81 d

que possui convergéncia supondo que o comprimento de passo satisfaca as con-
di¢des padrdes de Wolfe. Todos os parametros propostos recuperam o parametro
original (2-10), quando f é quadrética convexa.

Neste capitulo, vamos enfatizar o método proposto por Dai-Yuan. Em
um trabalho recente, Lucambio Pérez e Prudente [12], estenderam os métodos de
gradiente conjugado para o contexto de otimizacdo vetorial. Para o0 método Dai—
Yuan, foi necessaria uma modifica¢do no parametro algoritmico para demonstrar
a convergéncia do método. Essa modificacdo foi denominada método GC Dai—Yuan

modificado. O parametro, intitulado B"?Y, ¢ definido por:

BrknDY _ Hgk-HHZ (4_1)
gr o dr— g di

de modo que {7t };>1 é uma sequéncia real, tal que 75 > 1. Observe que 1 = 1 Vk,
recupera o parametro original. Vale ressaltar que, sem a modificagdo, ainda
ndo foi possivel mostrar a convergéncia do método DY para contexto vetorial,
permanecendo um problema em aberto.

A énfase nesse método é devida ao interesse em investigar o desempenho

numérico, no contexto escalar, da modificagdo proposta por Lucambio Pérez
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e Prudente, que trataremos no Capitulo 5. Neste capitulo vamos investigar as
propriedades tedricas do método DY modificado, no caso escalar.

4.1 Analise teorica

Nesta se¢do vamos investigar as propriedades tedricas do método DY
modificado. Mostraremos, inicialmente, que o parametro estd bem definido. Para
isso devemos verificar se o Algoritmo 2, com o novo parametro (4-1), garante que
o denominador de B"P é diferente de zero e as diregdes geradas a cada iteragdo
sdo de descida. Diferentemente do caso vetorial, tomaremos T, > 1. Assim, os
resultamos tedricos demonstrados nesta secdo, generalizam os resultados para
o método DY cldssico. Para os resultados de convergéncia, iremos supor que
gk # 0 Vk. O passo oy serd calculado de forma a satisfazer as condi¢des padrdes

de Wolfe, (3-2) e (3-4).

Lema 4.1 Considere o Algoritmo 2 com By_ definido por (4-1) e oy satisfazendo as
condigoes (3-2) e (3-4), entdo o algoritmo estd bem definido.

Demonstragdo. Vamos provar por indugdo sobre k que Bi"? > 0 e g! d; < 0. Para
k =1 temos:

digi=—glg1=—|a]* <0.

Agora a condigdo padrdo de Wolfe (3-4) nos da:
grdy > og d,
emque0<o<legld <0.Assim,
gdi—vigld >ogldi —ti1gld) = (6 —11)gld) > 0.

Portanto o denominador de B"PY ¢ positivo. Suponha agora que dj seja diregao

de descida para algum k > 1, isto é:
ghd, <0.
Pela condi¢do padrao de Wolfe (3-4) temos
i 1dx > ogp dy,

logo,
g£+1dk — ’Ckg,{dk > Gg,{dk — ’Ckg,{dk = (G — Tk)g,{dk > 0.



4.1 Anélise tedrica 47

Note que o denominador de B{"?¥ é positivo, consequentemente "' > 0. Agora

dir1 = — g1 + Bt dy (4-2)

estd bem definido. Fazendo o produto interno de (4-2) com gi, obtemos:

dkT+18k+1 = —|lgir1 |+ BrP dif g1

Por (4-1) temos:

8ks1 ]2
dl 8ke1 = —lgrs1||*+ = df g1

gk+1dk _Tkg/{dk
=gkl (ef 1k — g di) + lgrr 11Pd] grin
gh 1 di —Trgf di
 llgks 1P gk
gr o di— gt d

Portanto

di 18k = up dl gi. (4-3)

Comoty>1e Bk'”DY > 0, a hip6tese de indugdo nos da:

T
dk+1gk+1 < 07

como queriamos demonstrar.

De (4-3), obtemos uma nova formulagdo para By’”Y que sera usada posterior-

mente: r
e P (4-4)
Tidy, 8k
Se o Algoritmo 2, com o pardametro B;_; definido como em (4-1) e o passo
oy satisfazendo as condigdes padrdes de Wolfe, gera uma sequéncia de dire¢oes
dy, entdo vale condi¢do de Zoutendijk (3-9). No resultado a seguir, veremos que
a condicdo de Zoutendijk é um importante resultado para provar a convergéncia

do método.

Teorema 4.1 Suponha que x; é um ponto inicial conforme (i) nas Hipéteses 1. Seja
{xx }r>1, a sequéncia gerada pelo Algoritmo 2, com By_ definido como em (4-1) e 0 passo
o satisfazendo (3-2) e (3-4). Entdo o Algoritmo 2, ou termina em um ponto estaciondrio
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ou converge globalmente no sequinte sentido:
liminf||g|| =0
k—oo

Demonstra¢do. Suponha que o algoritmo ndo termina em um ntmero finito de
iteragdes, logo
llgkll >0 ,Vk > 1.

Pela definicado de dj. | temos

(dit1 + 81, i + rr1) = (BpP i, BV de),
assim
Hdk+1H2+2dkT+1gk+1+HngHZ:( PPV NI

Dividindo a igualdade anterior por (g7 ,di+1)* > 0, obtemos

ldic > (B2 lldil? 2 lsnl?

(hrdis1)?  (8f1dkr1)? g;{+1dk+1 (8f1dk1)?

Por (4-4), temos

2
lditl?  _ el _( Lo ||gk+1||> L

(8l di1)?  T2(gldi)? gkl gy dis lgr1ll?
Portanto ) 5
11| || 1
(gfiidis1)? ~ T2(gldi)? gkl

Assim, de modo recursivo,

[1di1? < 1] 1
(gFdi)?> ~ (gl dk1)?  lleell* ~

2
ldial® 1 >1+ Lo

(gl di2)?  l|gr=1? lgkll> —

Id: |12 k 1
< -1-2

- 2(k—1 2
Td 2 g

(k=j) "

Assim
i |? _zk: 1
RAVER 20—j)°
(&) 2 )|g 12

pois di = —g1. Como o algoritmo ndo termina em ndmero finito de iteragdes,

(4-5)
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entdo existe uma constante positiva c tal que
gkl = ¢ >0, Vk > 1.

Por (4-5), temos

ldel* -1 1k
(T di)? = JZ‘I czri(k_’) = jzfl 2
o que implica:
(81 dr)?
k>1 HdkHz

contrariando a condi¢do de Zoutendijk (3-9), concluindo a demonstragao.



CAPITULO 5

Experimentos numéricos

No capitulo anterior desenvolvemos a base teérica do método DY mo-
dificado, mostrando a convergéncia do método para o contexto escalar. Nesse
capitulo, investigaremos a escolha do parametro 1, no método DY modificado,
do ponto de vista numérico. Trataremos da implementagdo do método GC nao-
linear, com parametro B{’?Y e passo o satisfazendo as condi¢des padrdes de

Wolfe.

5.1 Implementacao

O linguagem escolhida para implementar o método foi Julia, veja [3]. Ju-
lia é uma linguagem livre, recentemente desenvolvida no Massachusetts Institute
of Technology — MIT. Além de se tratar de uma linguagem livre, destacamos que
existem vdrios pacotes disponiveis para aplicagdes diversas. Um pacote funda-
mental para a implementacao é a biblioteca de funcado para testes CUTEst [10],
utilizando a interface com Julia desenvolvida em [22]. Tendo em vista a necessi-
dade de fazer comparagdes entre os algoritmos, essa biblioteca contém problemas
de otimizagdo restrita e irrestrita. A biblioteca CUTEst é amplamente usada para
performar testes computacionais na area de otimizacgao.

O c6digo da implementacao estd dividido em quatro sub-rotinas, dessas,
trés sdo de nossa autoria. A quarta foi retirada e adaptada do pacote LineSear-
ches.jl, vide [20]. Chamada de morethuente.jl, essa sub-rotina, escrita originalmente
em Fortran, é a tradugdo para Julia do algoritmo de Moré e Thuente, apresentado
no Capitulo 3. Originalmente, a sub-rotina é implementada para encontrar um
passo que satisfaca as condic¢des fortes de Wolfe, (3-2) e (3-5). Para nossa imple-
mentacdo, modificamos a busca para condi¢des padrdes de Wolfe, (3-2) e (3-4).
Para tal, mudamos o critério de parada da sub-rotina. De modo que, para cada
passo computado, testamos se esse passo satisfaz as condi¢des padrdes de Wolfe.
Vale ressaltar, que se um passo satisfaz as condicGes fortes, entdo também satisfaz

as condic¢oes padroes de Wolfe.
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No Apéndice A, encontram-se as trés sub-rotinas por nés implementa-
das. A sub-rotina myfunction.jl é responsavel por avaliar a fungdo objetivo e seu
gradiente, também a funcdo unidimensional da busca linear juntamente com sua
derivada. A sub-rotina gradiente.jl, é a prépria implementacdo do Algoritmo 2
com o parametro B;_; definido por (4-1) e o passo oy satisfazendo (3-2) e (3-4).
Na implementacdo desse algoritmo, usamos a sequéncia {4 }¢>; constante. Note
que se Ty = 1, Vk > 1, entdo temos o método DY original. Além disso, definimos
alguns parametros para a sub-rotina, como as constantes das condi¢des de Wolfe,
8 =10"* e 6 = 0.9. Nessa sub-rotina, também informamos os critérios de parada.
Se na k-ésima iteragdo ocorrer

M <107,
gl
o algoritmo para e temos sucesso. Se o niimero méximo de iteragdes ultrapassar
quinhentas vezes o nimero de varidveis, o algoritmo para e temos fracasso.
Outra importante fun¢do dessa sub-rotina é acionar o método de busca li-
near, morethuente.jl. Para tal, a sub-rotina deve fornecer alguns parametros essen-
ciais, e entre eles, esta o passo tentativa inicial. Em nossa implementagao usamos

o passo recomendado por Shanno e Phua em [21], definido por:

1
_|| || sek=1,
k 8k
Wipi = d/{ 18k—1 (5'1)
O_1.—— caso contrario.
T
dk 8k

Note que, o1 é 0 passo inicial na iteragdo anterior. Um cuidado que tivemos ao
definir esse passo inicial, foi evitar valores muito grandes ou pequenos. Para isso,
além da escolha acima, nés definimos o passo da seguinte maneira:
i = min{max{aX . 1072}, 10%}.

Quando gradiente.jl aciona a busca, a sub-rotina morethuente.jl pode retornar
sucesso ou fracasso. Caso seja sucesso, a iteracdo continua. Quando é fracasso,
temos dois possiveis cendrios: (I) Um erro de execucdo que fez a busca falhar,
consequentemente ndo é possivel continuar iterando; (II) O cumprimento de um
critério de parada que ndo seja a detecgdo de um ponto satisfazendo as condigdes
de Wolfe, situagdo que pode ser remediada reiniciando o método. Neste tltimo
caso, o algoritmo toma a direcdo de maxima descida na préxima iteragéo.

A tultima sub-rotina é main.jl, responsavel por fazer a implementacdo

funcionar. Nela nés acionamos alguns pacotes basicos: os mais importantes sao
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CUTESst e NLPModels. Esse pacotes sdo necessdrios para acessar a biblioteca de
problemas testes que utilizamos. Com essa biblioteca, temos acesso ao valor
da funcdo e de seu gradiente, em qualquer ponto do dominio. Essa colegdo
também fornece, para cada problema, o ponto inicial. Selecionamos para os testes
numéricos, todos os problemas irrestritos da colecdo CUTEst, totalizando 234
problemas. Dentre esses, o problema com maior dimensao tem 192627 varidveis,

porém nenhum 7 testado foi capaz de resolvé-lo.

5.2 Performance Profiles

A comparagdo entre os métodos implementados foi através de perfor-
mance profiles. Esse tipo de andlise foi proposta por Dolan e Moré em [6]. O perfor-
mance profile possibilita a comparacdo simultdnea de diversos algoritmos quando
aplicamos a um conjunto de problemas. A fim de estabelecer um critério de com-
paragdo, usaremos o tempo de processamento e o niimero avalia¢des de fungéo,
demandados para resolver os problemas. Para cada valor de t; adotado, conside-
ramos um método distinto.

Considere que tenhamos um conjunto de métodos e queremos determi-
nar qual deles é o melhor. Se aplicarmos esses métodos em um tnico problema,
o melhor serd aquele que resolveu mais rapidamente, ou com o menor ntmero
de avaliagdes. Essa andlise, mesmo que simples, deixa de ser vidvel quando o
numero de problemas cresce. Afinal, podemos ter um método superior para o
problema A, mas inferior no problema B. A andlise que o performance profile pro-
pOe é capaz de fornecer dados que permitem a comparacao.

Para fixarmos ideia, vamos considerar que estamos interessados em clas-
sificar os métodos tomando o tempo de processamento como medida de desem-
penho. Assim, para cada problema, selecionamos qual dos métodos resolveu com
menor tempo e dividimos os tempos demandados por cada método, por este me-
lhor tempo. Por exemplo, para o problema A, se o menor tempo demandado foi
10 segundos, dividiremos por 10, todos os tempos gastos por cada método para
resolver o problema A. Logo, ao melhor método é atribuido o valor 1 e aos de-
mais, valores proporcionais. Procedendo dessa maneira para todos os problemas,
podemos calcular a porcentagem de problemas resolvidos por um método, para
um determinado valor atribuido. O ntimero de problemas que um método re-
solveu, com valor atribuido 1, nos informa a eficiéncia desse método. Tomando o
método que resolveu maior nimero de problemas, com valor atribuido 1, temos o
mais eficiente dos métodos. Se o intuito é buscar um método que soluciona o ma-

ximo de problemas, entdo estamos interessados na robustez do método. Nesse
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caso, devemos olhar para o extremo direito dos gréficos de performance profiles.
Vale ressaltar que adicionamos um critério de empate para comparagao de efica-
cia. Se um tempo é igual a até 105% do melhor, entdo nossa comparagdo considera
empate.

Em nossa implementacdo, testamos dezessete parametros 7; distintos.
Dentre esses, T, = 1, que recupera o método original DY. Inicialmente, usamos o
tempo maximo de um minuto para cada problema. Assim, coletamos os dados e
aplicamos o performance profiles. Os dados que obtemos, Tabela 5.1, sugerem que
quando T cresce muito, o método perde eficiéncia e robustez. Selecionamos os
valores para T; que obtiveram melhor eficiéncia e robustez para melhor andlise.
Realizamos novos testes com um maior tempo limite, 15 minutos para cada
problema. Na Tabela 5.2, estd reportado eficiéncia e robustez dos 7, selecionados,

incluindo o original.

Eficiéncia Robustez

T | Tempo(%) | Avaliagdes(%) -
1.0 25.6410 23.0769 67.0940
1.01 26.4957 22.2222 75.2137
1.02 26.0684 22.6496 72.6496
1.03 18.3761 13.6752 73.9316
1.04 20.5128 15.3846 74.3590
1.05 16.6667 13.6752 71.7949
1.06 18.3761 12.3932 73.9316
1.065 15.8120 11.5385 72.2222
1.07 15.8120 12.8205 72.2222
1.075 16.2393 13.2479 71.7949
1.08 17.9487 13.2479 69.6581
1.09 13.2479 12.3932 68.8034
1.1 15.8120 12.8205 68.3761
1.2 12.8205 11.9658 65.3846
1.3 12.8205 13.2479 64.1026
1.4 11.1111 11.9658 61.5385
2.0 12.3932 12.8205 54.7009

Tabela 5.1: Eficiéncia e robustez dos métodos, com tempo mdximo
de 60 segundos para cada problema.

Os graficos nas Figuras 5.1 a 5.4, mostram os performance profiles. No eixo
das abscissa, temos os valores atribuidos a cada método. No eixo das ordena-
das, temos a porcentagem de problemas resolvidos por um método, para cada
valor atribuido. Nas Figuras 5.2 e 5.4, diminuimos o eixo das abscissas para me-
lhor visualizagdo da eficiéncia dos métodos que obtiveram melhor desempenho,
segundo a Tabela 5.1. Analisando as Figuras 5.1 a 5.4 e a Tabela 5.2, podemos

concluir que 1 = 1.01 é a melhor escolha para o paradmetro. Pela Tabela 5.2, no-
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Eficiéncia Robustez

T | Tempo(%) | Avaliacdes(%) -

1.0 29.4872 29.4872 70.9402
1.01 | 33.3333 31.1966 79.9145
1.03 28.2051 22.2222 77.3504
1.04 25.2137 23.9316 77.7778
1.06 | 28.6325 29.0598 76.4957

Tabela 5.2: Eficiéncia e robustez dos métodos, com tempo mdximo
de 900 segundos para cada problema.

tamos que essa escolha conduz o método a maior eficiéncia e robustez. Dentre os
problemas ndo resolvidos pelo método com parametro 1, = 1.01, 8.11% foi por
exceder o niimero maximo de interagdes, 6.41% foi por exceder o tempo maximo

de 15 minutos e 0s 5.6% devido a um erro no cédigo morethuente.jl.
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Figura 5.1

A escolha de t; = 1.01 do método modificado torna o método de DY, que
é um método cldssico, mais competitivo. Além de estar bem definido no sen-
tido vetorial, como mostrado em [12], no contexto escalar foi possivel melhorar o
desempenho numérico do método, dentro conjunto de problemas testes da bibli-
oteca CUTEst.
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CAPITULO 6

Conclusao e considerag¢oes finais

Neste trabalho, investigamos o método DY modificado no contexto de
otimizagdo escalar. Mostramos que o método DY modificado, usando passos que
satisfazem as condi¢des padrdes Wolfe, estd bem definido e é globalmente con-
vergente. Testes numéricos mostraram que o método DY modificado, com pa-
rametro T, = 1.01, pode ser considerado, no conjunto de problemas da biblioteca
CUTESst, mais eficiente e robusto do que a versdo original. Dessa maneira, o traba-
lho aqui generaliza a teoria de convergéncia do método Dai—Yuan e potencializa
sua aplicabilidade.

Finalmente, como trabalho futuro, deixamos a possibilidade de formu-
lagdo de um método DY adaptativo, no qual o parametro 7; é escolhido a cada

iteracado.



APENDICE A

Codigo

O codigo da implementacéo estd dividido em quatro sub-rotinas, dessas,
trés sdo de nossa autoria. A quarta foi retirada e adaptada de um pacote de oti-
mizagdo, vide [20]. N6s modificamos essa sub-rotina, para que a busca encontre
passo satisfazendo as condi¢des padrdes de Wolfe, (3-2) e (3-4). Neste apéndice,

encontram-se as trés sub-rotinas que criamos.

A.1 myfunction.jl

HHH# I
function evalf(x)
global nfev ,nlp, sf

nfev += 1
f = obj(nlp,x)
f = sf x f
return f
end
HHHHHHHHHHH A A AR HHHHHHHH AR A A AR HHHHHHHHH A A A A AR HHHHHHBHAHAAARRH

function evalg(x)
global ngev,nlp, sf

ngev += 1
g = grad(nlp,x)
g=sf x g
return g

end

HAHAHAHFHBHHH A AR H AR AR AR AR AR R R R R R R R R R R

function evalphi(alpha)
global x, d
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evalf( x + alpha * d )
end

HAHAHAHAHHHHHHHH AR AR AR AR AR AR AR AR AR R R R R R R AR

function evaldphi(alpha)
global x, d

g = evalg( x + alpha % d )
return dot(g,d)
end

HARAHAHHAHHAHHHHHAHH AR A H AR AR H AR A HH AR AR HAH R AR R AR R AR R HHAHH

function evalphidphi(alpha)

phi evalphi(alpha)
dphi = evaldphi(alpha)

return (phi,dphi)

end

A.2 gradiente.jl

function mDY(tau::T) where T
global x,d,nfev,ngev,nlp,sf,timelim , maxtime, start

# Start timing
start = time ()

# Define initial parameters

tol:: T = le—6
# c_1 Wolfe sufficient decrease condition:
ftol::T = le—4
# ¢_2 Wolfe curvature condition (Recommend 0.1 for GradientDescent):
gtol:: T = 0.9
itmax:: Int = 500 * nlp.meta.nvar
scale = true
timelim = true

# Maximum time for each problem
maxtime = 900.0
#maxtime = 60.0
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# Set the initial point
x = nlp.meta.x0

# Initialize arrays
dprev = similar(x)

gprev = similar (x)

# Counters

it =0
nfev = 0
ngev = 0

# Evaluate the objective function and its gradient
f = obj(nlp,x)

g = grad(nlp,x)

nfev += 1

ngev += 1

# Calculate the infity norm of the gradient

normg = norm(g, Inf)

# Define the scale factor
if scale
sf = 1.0 / max(1.0,normg)

f = sf x f

g =5sf x g
else

sf = 1.0
end
H

T

# Main Loop
#

T

while true
global infoMT, beta, alpha

# Print information
if mod(it,10) ==
@printf ("\n %—6s %—11s %9s %2s\n","it","f","normg" ,"LS")

end
if it == 0

@printf("%—6d %11l.4e %9.6f %2s\n",it, f, normg,"—")
else

@printf("%—6d %1l.4e %9.6f %2d\n",it, f, normg,infoMT)
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end

o3 3

Test the stopping criterea

# Test optimality
if normg <= tol

# Stop timing
tempo = time() — start
solinfo = 0

println( "\n Solution was found")
@printf ("\n Number of iterations: %-5d",it)
@printf ("\n Number of function evaluations:%—10d",nfev)
@printf ("\n Number of gradient evaluations:%—10d\n", ngev)
@printf ("\n Total CPU time in seconds:%8.2f\n",tempo)
return x,it,solinfo ,nfev ,ngev,tempo

end

# Test whether the number of iterations is exhausted
if it >= itmax

# Stop timing
tempo = time() — start

solinfo = 2
println ("\n Maximum of allowed iterations reached\n")
@printf ("\n Number of iterations: %-5d",it)
@printf ("\n Number of function evaluations:%—10d",nfev)
@printf ("\n Number of gradient evaluations:%—10d\n",ngev)
@printf ("\n Total CPU time in seconds:%8.2f\n",tempo)
return x,it,solinfo ,nfev,ngev,tempo

end

if timelim
tempo = time() — start
if tempo > maxtime
solinfo = 3

1

println ("\n Maximum of allowed time reached\n")

(
@printf ("\n Number of iterations:%—5d",it)
@printf ("\n Number of function evaluations:%—10d",nfev)
@printf ("\n Number of gradient evaluations:%—10d\n",ngev)

@printf ("\n Total CPU time in seconds:%8.2f\n",tempo)
return x,it ,solinfo ,nfev,ngev,tempo
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end
end

H

T

# Prepare the iteration
H#

T

# Check for restart

restart = false

if it > 0 && infoMT != 1
restart = true

end

# Update the conjugate parameter beta
if it > 0 && !restart

beta = dot(g,g) / (dot(dprev,g) — tau x dot(dprev, gprev))
end

# Define the search direction

if it == Il restart
d = copy(-g)
else
d .= - g .+ beta .x d
end
#

T

# Iterate
#

T

#

T

# Compute the initial trial step size
# by the Shanno and Phua recommendation

1T

dg = dot(d,g)

if it ==
alpha = 1.0 / normg
alpha = max( alpha, le—-2 )
alpha = min( alpha, le+2 )
else
alpha = alpha * dot(dprev,gprev) / dg
alpha = max( alpha, le-2 )
alpha = min( alpha, le+2 )
end

# Increment the iteration counter
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it += 1

# Call the linesearch
alpha, infoMT = MoreThuente (alpha,f, dg, ftol,b gtol)

# Check for error in MoreThuete code

if infoMT == 6

tempo = time() — start

solinfo = 4

end

# Update x

f = evalf(x)

g = evalg(x)

A.3 main.jl

# Save previous
dprev = copy(d)
gprev = copy(g)

X .= X .+ alpha

# Calculate the

# Calculate the

println ("\n Error in MoreThuete code\n")

return x,it,solinfo ,nfev,ngev,tempo

data

oo d

objective function at the new iterate

gradient at the new iterate

# Calculate the infity norm of the gradient

normg = norm(g, Inf)

#
H

#Basic packages

H#

using CUTEst, Printf
using NLPModels
using LinearAlgebra

#Subroutines
H

T
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include (" myfunction. jl1")
include (" gradiente . jl")
include ("morethuente. jl")

function main ()

global nlp

T

#Files directory

maindir = "/home/danilo/Dropbox/Danilo—Leandro/Danilo /"
taudir = "/home/danilo/Dropbox/Danilo—Leandro/Danilo/tau”

#

1T

#Select the tau values

T

tau_choices = [1.0,1.01,1.03,1.04,1.06]
numtau = length (tau_choices)

T

#Selects unrestricted CUTEst library issues
#

kis

problems = CUTEst. select (contype="unc"
numprob = length (problems)

for j = l:numtau
tau = tau_choices[j]
outfile = "$tau"
cd(taudir)

if lisfile (outfile)
cd (maindir)
fid = open(outfile ,"w"

else
@printf (" File %10s already exists,
number = %3d\n", outfile ,j)
@goto escape_label
end
for i = l:numprob

nlp = CUTEstModel(problems|[i])
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@printf (" Problem: %10s \n\n",problems[i])
x, it, solinfo , nfev, ngev, tempo = mDY(tau)
#
#Write the data in the files for each tau value
H
@printf (fid ,"%.2f %Ild %10d %20d %8.2f\n",
tau,solinfo , it ,nfev ,tempo)
finalize (nlp)
end

run(‘mv $outfile $taudir ‘)
close(fid)
@label escape_label




Referéncias Bibliograficas

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

AL-BaALI, M. Descent Property and Global Convergence of the Fletcher-Reeves
Method with Inexact Line Search. IMA Journal of Numerical Analysis, 5(1):121—
124, 1985.

AL-BAALI, M.; FLETCHER, R. An efficient line search for nonlinear least squares.
Journal of Optimization Theory and Applications, 48(3):359-377, Mar 1986.

BEZANSON, J.; EDELMAN, A.; KARPINSKI, S.; SHAH, V. B. Julia: A fresh approach
to numerical computing—https://julialang.org/research/. SIAM Review, 59:65-98,
2017.

DAl Y. H.; .YUAN, Y. Convergence properties of the conjugate descent method.
Advances in Mathematics, 25(6):552—-562, 1996.

DAl Y. H.; YUAN, Y. A Nonlinear Conjugate Gradient Method with a Strong
Global Convergence Property. SIAM Journal on Optimization, 10(1):177—182,
1999.

DoLaAN, E. D.; MoORE, J. J. Benchmarking optimization software with perfor-
mance profiles. Mathematical programming, p. 201-213, Oct. 2002.

FLETCHER, R. Practical Method of Optimization, Unconstrained Optimization,
vol. 1, 1980.

FLETCHER, R.; REEVES, C. M. Function minimization by conjugate gradients.
The Computer Journal, 7(2):149—154, 1964.

GILBERT, J. C.; NOCEDAL, J. Global Convergence Properties of Conjugate
Gradient Methods for Optimization. S/IAM Journal on Optimization, 2(1):21-42,
1992.

GouLb, N. I. M.; ORBAN, D.; TOINT, P. L. https://github.com/ralna/cutest/wiki
— CUTEst: A constrained and unconstrained testing environment with safe
threads.



Apéndice A 67

[11] HESTENES, M. R.; STIEFEL, E. Methods of conjugate gradients for solving linear
systems, volume 49. Journal of Research of the National Bureau of Standards, 1952.

[12] LucAmBIO PEREZz, L. R.; PRUDENTE, L. F. Non-linear conjugate gradient
methods for vector optimization. SIAM Journal on Optimization, 2018.

[13] MORE, J. J.; THUENTE, D. J. Line Search Algorithms with Guaranteed Sufficient
Decrease. ACM Trans. Math. Softw., 20(3):286—307, Sept. 1994.

[14] NOCEDAL, J.; WRIGHT, S. Numerical optimization. Springer Science & Business
Media, 2006.

[15] PANONCELI, D. M. Um estudo de buscas unidimensionais aplicadas ao
método BFGS. p. 32-37, 2015.

[16] PoLAK, E.; RIBIERE, G. Note sur la convergence de méthodes de directions
conjuguées. Revue francaise d’informatique et de recherche opérationnelle, série
rouge, 3(1):35—43, 1969.

[17] PoLyAk, B. T. The conjugate gradient method in extremal problems. USSR
Computational Mathematics and Mathematical Physics, 9(4):94 — 112, 1969.

[18] PowELL, M. J. D. Nonconvex minimization calculations and the conjugate
gradient method. In: Numerical analysis, p. 122—141. Springer, 1984.

[19] RIBEIRO, A. A.; KARAS, E. W. Um curso de otimizacao. p. 75-77, 2011.

[20] RISETH, A. N. https://github.com/julianlsolvers/linesearches.jl — This package
provides an interface to line search algorithms implemented in julia.

[21] SHANNO, D. F.; PHUA, K. H. Remark on algorithm 500: Minimization of un-
constrained multivariate functions. ACM Transactions on Mathematical Software,
6(4):618-622, 1980.

[22] SIQUEIRA, A. S. https://github.com/juliasmoothoptimizers/cutest.jl - CUTEst.jl:
Julia’s CUTEst interface.

[23] SUN, W.; YUAN, Y.-X. Optimization theory and methods: Nonlinear program-
ming. Optimization and Its Applications - Springer, p. 89 — 100, 2006.

[24] ZHu, C.; BYRD, R. H.; Lu, P.; NOCEDAL, J. Algorithm 778: L-BFGS-B: Fortran
Subroutines for Large-scale Bound-constrained Optimization. ACM Trans. Math.
Softw., 23(4):550-560, Dec. 1997.



