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Resumo

França, J. C. P.. Desigualdade de Trudinger-Moser em Variedades Riemanni-
anas Completas e Não Compactas. Goiânia, 2024. 106p. Dissertação de Mes-
trado. Programa de Pós-Graduação em Matemática, Instituto de Matemática e
Estatística (IME), Universidade Federal de Goiás (UFG).

No trabalho, abordaremos a validade da desigualdade de Trudinger-Moser em variedades
riemannianas completas e não compactas. Mais precisamente, discutiremos as demons-
trações realizadas por Yang [64] e por Li e Lu [32] que trataram dos casos subcrítico e
crítico. O nosso estudo é fundamentado nas seguintes condições:
Consideremos (M,g) uma variedade riemanniana completa e não compacta de dimensão n

(n ≥ 2), com curvatura de Ricci limitada inferiormente, ou seja, Rc(M,g) ≥ λg para algum
λ ∈ R e inj(M,g) ≥ i0 para algum i0 > 0. Provamos que existe uma constante positiva C

dependendo apenas de n tal que

sup
u∈W 1,n(M),∥u∥1,τ≤1

∫
M
ζn(α|u|

n
n−1 )dvg ≤ C

onde ζn(t) = ∑
∞
i=n−1

t i

i ! e
∥u∥1,τ = ∥∇u∥n +τ∥u∥n,

para todo 0 < α ≤ αn = nω
1

n−1
n−1, onde ωn−1 é a área da superfície da bola no Rn.

Além disso, as condições sobre a curvatura de Ricci e o raio injetivo são necessárias e
suficientes.

Palavras–chave

Desigualdade de Trudinger-Moser, Variedades Riemannianas, Variedades não
compactas, Análise Geométrica, Equações diferenciais parciais elípticas, Análise não
compacta



Abstract

França, J. C. P.. Trudinger-Moser Inequality on Complete Noncompact Rie-
mannian Manifold. Goiânia, 2024. 106p. MSc. Dissertation. Programa de Pós-
Graduação em Matemática, Instituto de Matemática e Estatística (IME), Univer-
sidade Federal de Goiás (UFG).

In this work, we will address the validity of the Trudinger-Moser inequality on complete
and non-compact Riemannian manifolds. More precisely, we will discuss the proofs
provided by Yang [64] and by Li and Lu [32] for the subcritical and critical cases. Our
study is grounded in the following conditions:
Let (M,g) be a complete and non-compact Riemannian manifold of dimension n (n ≥ 2),
with Ricci curvature bounded from below, i.e., Rc(M,g) ≥ λg for some λ ∈ R and
inj (M,g) ≥ i0 for some i0 > 0. We prove that there exists a positive constant C depending
only on n such that

sup
u∈W 1,n(M),∥u∥1,τ≤1

∫
M
ζn(α|u|

n
n−1 )dvg ≤ C

where ζn(t) = ∑
∞
i=n−1

t i

i ! and
∥u∥1,τ = ∥∇u∥+τ∥u∥

for every 0 < α≤ αn = nω
1

n−1
n−1, whereωn−1 is the surface of the n-ball on Rn. Moreover,

the hypotheses about the Ricci curvature an injective radio are necessary and sufficient
conditions.

Keywords

Trudinger-Moser Inequality, Riemannian Manifolds, Non-compact Manifolds,
Geometric Analysis, Elliptic Partial Differential Equations, Non-compact Analysis
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Introdução

Este trabalho dedica-se ao estudo do caso crítico para o espaço de Sobolev,
relativo a dimensão do domínio e o espaço de Lebesgue modelo, em variedades. A
seguir, apresentamos um breve histórico do problema. Tomando Ω ⊂ Rn, (n ≥ 2) um
conjunto aberto e limitado, Trudinger [57] (e idependentemente Pohozaev [53] e Yudovic
[27]) observou que W 1,n(Ω) pode ser mergulhado em Lp(Ω) para todo p ∈ [1,∞) mas
não em L∞(Ω). Nos trabalhos de [25] e [48] foi provado que o espaço com melhor
crescimento em que W 1,n(Ω) está imerso continuamente é um espaço de Orlicz Lϕn (Ω)

onde ϕn(t) = exp{α|t|n/(n−1)}−1 para algum α> 0.
Em seguida, Moser [48] demonstrou um resultado ainda mais preciso, o qual

tem como consequência o resultado provado por Trudinger [57]. Mais precisamente, o
seguinte resultado:

Teorema 0.1 Seja Ω ⊂ Rn, com n ≥ 2, um aberto limitado. Então existe uma constante

positiva C dependendo apenas de n tal que:

sup
u∈W 1,n

0 (Ω),∥u∥
W1,n

0 (Ω)
≤1

∫
Ω

eα|u|
n

n−1
dx ≤ C|Ω|. (0-1)

Para qualquer α≤ αn, onde αn = nω
1

n−1
n−1 e ωn−1 é a área da superfície da bola unitária

em Rn. Além disso, a constante αn é sharp no sentido de que se α excede αn, então a

desigualdade acima não pode ser mantida com uma constante C de maneira uniforme.

Carleson e Chang [11] demonstraram que o supremo é atingido quandoΩ = B0(1), a bola
unitária em Rn. Struwe [56] estudou a existência de funções extremais para domínios
não-simétricos, obtendo uma condição suficiente para a existência. Flucher introduziu o
rearranjo conforme e derivou uma desigualdade isoperimétrica que implica a existência
de funções extremais em domínios limitados em R2 [21]. Lin [39] obteve um resultado
de existência geral para qualquer aberto limitado do Rn.

Y. Li [35] mostrou a existência de funções extremais para variedades Rieman-
nianas compactas, enquanto X. Li e Y. Yang [33] demonstraram a existência de funções
extremais para a desigualdade de Trudinger-Moser singular em todo o espaço euclidiano.
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Yang [59] demonstrou a existência de funções extremais para variedades com-
pactas bidimensionais com fronteira, além de desigualdades de Trudinger–Moser do tipo
Adimurthi–Druet em dimensão dois em [65]. Nguyen [49] demonstrou esse último tipo
de desigualdade para o espaço de Sobolev W 1,n(Rn).

Posteriormente, Adams [2] generalizou o resultado obtido por Moser para o
espaço de Sobolev de várias derivadas, obtendo:

Teorema 0.2 (Adams) Seja Ω um domínio em Rn e m um inteiro positivo estritamente

menor que n. Existe uma constante C, dependendo apenas de m e n, com a seguinte

propriedade: Se u ∈ Cm(Rn) tem suporte compacto contido emΩ e ∥∇mu∥n/m ≤ 1, então

∫
Ω

exp{β0(m,n)|u(x)|n/(n−m)}dx ≤ C|Ω|, (0-2)

onde β0 = β0(m,n) é a melhor constante dependendo apenas de n e m, isto é

β0(m,n) :=


n

ωn−1

[
πn/22mΓ ((m+1)/2)
Γ ((n−m+1)/2)

] n
n−m

quando m é ímpar,

n
ωn−1

[
πn/22mΓ (m/2)
Γ ((n−m)/2)

] n
n−m

quando m é par.

(0-3)

Para qualquer u o gradiente de ordem l é dado por

∇lu =

{
∆l/2u, se l é par

∇∆(l−1)/2u, se l é ímpar.
(0-4)

Se β0(m,n) for substituído por qualquer número maior, a integral em (0-2) não pode ser

limitada uniformemente por nenhuma constante.

Existem várias extensões das desigualdades de Trudinger-Moser e Adams, sendo
uma delas a extensão para todo o Rn. Cao [10] conseguiu estender para todo o R2 por meio
do argumento de rearranjo decrescente. Dessa forma, para todo α < 4π e A > 0, existe
uma constante C que depende apenas de α e A, tal que, para todo u ∈ W 1,2(R2) com
∥u∥2 ≤ 1 e ∥∇u∥2 ≤ A, vale a seguinte desigualdade:∫

R2
(eα|u|

2
−1)dx ≤ C.

Quanto à generalização para dimensão n qualquer das desigualdades, foram obtidas de
forma independente por do Ó [19] e Panda [51].

Todas essas desigualdades em domínios ilimitados, até o momento, são subcríti-
cas, uma vez que α<αn. Ruf [55] foi quem provou o caso crítico em todo o R2 e demons-
trou a existência de funções extremais. Mais tarde, Li e Ruf [38], usando a simetrização de
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Schwartz combinada e análise de blow-up, generalizaram para a dimensão n. Adimurthi e
Yang [66], por meio do argumento de rearranjo decrescente e da desigualdade de Young,
alcançaram uma interpolação da desigualdade de Trudinger–Moser e a desigualdade de
Hardy no Rn, que pode ser vista como uma desigualdade de Trudinger-Moser singular.

A versão afim da desigualdade de Trudinger-Moser em domínios limitados
foi estabelecida por Cianchi, Lutwak, Yang e Zhang [16], utilizando a norma afim do
gradiente. Isso pode ser considerado como o caso limite das desigualdades afins de
Sobolev e isoperimétricas de Lutwak, Yang e Zhang [45] [44], as quais desempenham
um papel importante na geometria convexa.

Em outra direção, mas semelhante a desigualdade acima (0-1) com a melhor
constante, Moser também demonstrou em [48] uma desigualdade análoga na esfera
bidimensional S2. Essa afirmação estabelece que existe uma constante C0 tal que 4π é
a melhor constante para a seguinte desigualdade.∫

S2
exp
(
4π|u(x)|2

)
dσ≤ C0,

para qualquer função suave u em S2 com
∫
S2 |∇u|2dσ ≤ 1 e

∫
S2 udσ = 0 onde dσ é a

medida de superfície e ∇ é o operador gradiente em S2.
Nessa mesma linha, Moser aplicou (0-1) ao problema da curvatura Gaussiana

prescrita em S2 ao considerar o funcional:

G(u) = log

{
1

4π

∫
S2

Ke2udσ

}
− 1

4π

∫
S2
|∇u|2dσ− 1

2π

∫
S2

udσ.

Utilizando a desigualdade (0-1), Moser mostrou que existe uma constante positiva C tal
que

1
4π

∫
S2

e2udσ≤ C exp

{
1

4π

∫
S2
|∇u|2dσ+

1
2π

∫
S2

udσ

}
. (0-5)

Implicando que o funcional G(u) é limitado superiormente. O caso sharp da desigualdade
(0-5) em S2 foi estabelecida por Onofri [50], utilizando resultados de Aubin [5], e afirma
que a seguinte desigualdade é verdadeira:

1
4π

∫
S2

e2udσ≤ exp

{
1

4π

∫
S2

(2u + |∇u|2)dσ

}
,

com igualdade se e somente se e2ug0 é isométrico a g0. A desigualdade de Onofri também
foi provada de forma independente por Hong [26]. Também destacamos a desigualdade
de Moser-Onofri na esfera de dimensão superior Sn, estabelecida por Beckner [7], e a
desigualdade de Trudinger-Moser em superfícies com singularidade cônica por Chen [14].
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A desigualdade de Onofri no plano euclidiano é dada por:

1
16π

∫
R2

|∇u|2 dx ≥ log

(∫
R2

eu dµ

)
−

∫
R2

u dµ, (0-6)

onde, dµ =µ(x)dx denota a medida de probabilidade definida por µ(x) = 1
π (1+ |x |2)−2,x ∈

R2.
Outra extensão do problema é estabelecer a desigualdade de Trudinger-Moser e

a desigualdade de Adams em variedades Riemannianas compactas (M,g). Aubin em [4]
abordou esse problema e mostrou que, para u ∈ W 1,n(M),

exp
(
α|u|n/(n−1)∥u∥−n/(n−1)

W 1,n(M)

)
,

é integrável para α > 0 suficientemente pequeno, o qual não depende de u. Seja α̃ o
supremo dos α mencionados acima. Cherrier em [15] demonstrou que α̃ = αn e obteve
resultados semelhantes para u ∈ W m,n/m(M). Seguindo as linhas de Adams, Fontana [22]
obteve a desigualdade crítica de Adams em (M,g).

Utilizando o método de análise de blow-up, Ding et al. [18] estabeleceram a
desigualdade de Trudinger-Moser em superfícies Riemannianas compactas e a aplicaram
com sucesso para lidar com o problema da curvatura gaussiana prescrita. Adaptando o
argumento de Ding et al., Li [34], [35] e Li e Liu [36] provaram a existência de funções
extremais para a desigualdade de Trudinger-Moser. Sua ideia também foi utilizada por
Yang em [58], [61], [62], para encontrar funções extremais para várias desigualdades do
tipo Trudinger-Moser. Em fibrados vetoriais sobre uma variedade Riemanniana compacta
de dimensão 2, Li, Liu e Yang obtiveram várias desigualdades de Trudinger-Moser em
[37].

Dentre outras contribuições, citamos também a seguinte. Novamente pelo mé-
todo de blow-up, Adimurthi e Druet [3] provaram que, quando 0 < α< λ1(Ω), vale

sup
u∈W 1,2

0 (Ω),∥∇u∥2≤1

∫
Ω

e4πu2(1+α∥u∥2
2)dx <∞,

onde λ1(Ω) é o primeiro autovalor do Laplaciano em Ω ⊂ R2, um domínio suave e
limitado. Além disso, o supremo é infinito quando α > λ1(Ω). Mais tarde este resultado
foi generalizado por Yang [60] e Lu e Yang [41], [42], [43].

Até agora, consideramos a desigualdade de Trudinger-Moser em domínios Ω
em espaços euclidianos Rn com |Ω| < ∞, em variedades Riemannianas compactas M,
na esfera Sn, em fibrados tangentes de variedade compacta bidimensional, nos casos
subcrítico e crítico, e também a existência de funções extremais. Houve generalizações
da desigualdade de Trudinger-Moser para domínios Ω em espaços euclidianos Rn com
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|Ω| = ∞. A desigualdade de Trudinger-Moser subcrítica foi estabelecida por Adachi e
Tanaka em [1], tendo como resultado o seguinte teorema.

Teorema 0.3 Para qualquer α < αn , existe uma constante positiva Cn,α tal que para

todo u em W 1,n(Rn) , temos ∥∇u∥Ln(Rn) ≤ 1:∫
Rn
ζn(α|∇u|

n
n−1 )dx ≤ Cn,α∥u∥n

Ln(Rn),

onde

ζn(t) = et −
n−2

∑
j=0

t j

j !
.

A constante αn é sharp no sentido de que o supremo é infinito quando α≥ αn.

Observamos que este tipo de desigualdade é exclusivamente subcritica, já que no caso
crítico o supremo se torna infinito. Porém existe uma relação entre as duas, que foi
observada primeiramente por D. Cassani, F. Sani, C. Tarsi em [12] e posteriormente,
para o caso de ordem superior, por N. Lam, G Lu. e L. Zhang [30], Zhan e Chen [67]
e N. Lam [28]. Os autores provam que a desigualdade crítica de [55] é equivalente a uma
desigualdade que é apenas subcritica.

Guozhen Lu e Hanli Tang em [40] estabeleceram a constante sharp para a
desigualdade de Trudinger-Moser no espaço hiperbólico, Hn, n ≥ 2.

Teorema 0.4 Seja Ω ⊂ Hn um domínio aberto com |Ω| =
∫
Ω dV < +∞, 0 ≤ β < n, e

0 ≤ α ≤ αn(1− β
n ), onde αn = nω

1
n−1
n−1. Então, existe uma constante Cβ > 0 tal que para

todo u ∈ C∞
0 (Ω),

sup
u∈C∞

0 (Ω),∥∇u∥n,Ω≤1

∫
Ω

exp(α|∇u|n/(n−1))
d(0,x)β

dV ≤ Cβ

∫
Ω

dV
d(0,x)β

,

O resultado é sharp no sentido de que se α>αn(1− β
n ), então o supremo se torna infinito.

Li e Lu [32], em sua demonstração do caso crítico, optaram por subdividir a variedade
não compacta em uma parte compacta e outra não compacta. No entanto, essa abordagem
resulta na formação de bordo, a partir da qual foi possível dar continuidade ao raciocínio,
utilizando os resultados de variedades compactas com bordo de Yang [62].

Neste trabalho consideraremos (M,g) uma variedade Riemanniana completa e
não compacta de dimensão n (n ≥ 2), com curvatura de Ricci limitada inferiormente, ou
seja, Rc(M,g) ≥ λg para algum λ ∈R e inj(M,g) ≥ i0 para algum i0 > 0. Provamos, seguindo
os resultados Li e Lu [32] e [64], que existe uma constante positiva C dependendo apenas
de n tal que

sup
u∈W 1,n(M),∥u∥1,τ≤1

∫
M
ζn(α|u|

n
n−1 )dvg ≤ C (0-7)
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onde ζn(t) = ∑
∞
i=n−1

t i

i ! e
∥u∥1,τ = ∥∇u∥n +τ∥u∥n, (0-8)

para todo 0 < α≤ αn = nω
1

n−1
n−1, ondeωn−1 é a área da superfície da bola no Rn.

No Capítulo 1, introduzimos as definições e teoremas básicos de Geometria
Riemanniana. Também enunciamos alguns resultados de Análise Variacional que serão
utilizados ao longo do trabalho. Por fim, demonstraremos que as condições sobre a
curvatura de Ricci e o raio injetivo são necessárias e suficientes.

No Capítulo 2, abordamos o resultado subcrítico conforme discutido no trabalho
de Yang [64]. Observamos que a desigualdade é subcrítica, mas a técnica empregada não
permite verificar sua validade no caso crítico.

No Capítulo 3, apresentamos o caso exclusivamente subcrítico abordado no
trabalho de Li e Lu [32], destancando o fato de ser sharp.

No Capítulo 4, tratamos do caso crítico no mesmo trabalho de Li e Lu [32].
No Capítulo 5, apresentamos aplicações em dois problemas elípticos, garantindo

soluções não triviais para ambos.



CAPÍTULO 1
Preliminares

Iniciaremos com definições básicas de variedades Riemanniana que são primor-
diais ao longo do trabalho. Para mais detalhes veja nas seguintes referências [31], [52],
[13] e [8].

Definição 1.1 Um espaço topológico M é dito ser uma variedade quando:

• M é um espaço de Hausdorff: para cada par de pontos distintos p,q ∈ M, existem

subconjuntos abertos disjuntos U,V ⊂ M tal que p ∈ U e q ∈ V .

• Existe uma base enumerável para a topologia de M.

• M é localmente Euclidiano de dimensão n: cada elemento p de M possui uma

vizinhança U que é homeomorfa a um subconjunto aberto V de Rn, ϕ : U ⊂ M →
V ⊂ Rn é um homeomorfismo.

Observação 1.1 Denotamos por X (M) o campo de vetores de uma variedade M. Utiliza-

remos aqui a

Definição 1.2 Uma carta coordenada em M é um par (U,ϕ), onde U é um subconjunto

aberto de M e ϕ : U → V ⊆ Rn é um homeomorfismo de U para um subconjunto aberto

V de Rn. Por definição de uma variedade topológica, cada ponto p ∈ M está contido no

domínio de algum gráfico (U,ϕ). Se ϕ(p) = 0, dizemos que o gráfico está centrado em p.

Definição 1.3 Com as cartas coordenadas formamos um atlas {(Ui ,Φi )} que consiste em

uma família de homeomorfismos {Φi : Ui → Vi} (onde os Vi são subconjuntos abertos

de Rn), de modo que para qualquer i e j em I, o homeomorfismo Φj ◦Φ−1
i (função de

transição) é, na verdade, um difeomorfismo C∞ de Φi (Ui ∩Uj ) paraΦj (Ui ∩Uj ).

Definição 1.4 Uma variedade Riemanniana é um par (M,g), onde:

• M é uma variedade diferenciável suave de dimensão finita.

• g é uma métrica Riemanniana definida em M, ou seja, para cada ponto p em M, gp

é uma forma bilinear simétrica definida positiva no espaço tangente TpM.
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A métrica Riemanniana g atribui a cada ponto da variedade um produto interno suave

nos vetores tangentes ao espaço da variedade nesse ponto.

Definição 1.5 Seja M uma variedade Riemanniana. Definimos a conexão em vetores no

TpM pelo operador ∇ que satisfaz as seguintes condições, sejam X ,Y e Z ∈ X (M) e

f ,g ∈ C∞(M) então ∇ : X (M)×X (M)×X (M) →X (M):

(i) ∇fX+gY Z = f∇X Z + g∇Y Z

(ii) ∇X fY = X (f )Y +∇X Y

(iii) ∇X (Y + Z ) = ∇X Y +∇X Z

Se ∇ é compatível com a métrica Riemanniana e é simétrica dizemos que ∇ é a conexão

de Levi-Civita.

Definição 1.6 A derivada covariante de um (1, r )-tensor T é um (1, r + 1)-tensor ∇T

dado por

∇T (X ,Y1, . . . ,Yr ) = ∇X (T (Y1, . . . ,Yr ))−T (∇X Y1, . . . ,Yr )− . . .−T (Y1, . . . ,∇X Yr ). (1-1)

Para cada X ∈ X (M), define-se a derivada covariante ∇X T de T em relação a X como

um tensor de mesma ordem que T dado por

∇X T (Y1, . . . ,Yr ) := ∇T (X ,Y1, . . . ,Yr ). (1-2)

Analogamente, a derivada covariante de um (0, r )-tensor T é um (0, r + 1)-tensor ∇T

dado por (1-1).

Definição 1.7 Uma geodésica em uma variedade Riemanniana M é uma curva parame-

trizada γ : I → M, onde I é um intervalo em R, tal que a métrica Riemanniana g ao longo

da curva é estacionária em relação a variações da curva. Isso é expresso pela equação

das geodésicas:

∇γ̇γ̇ = 0,

onde γ̇ representa a derivada em relação ao parâmetro t , e ∇ é a conexão de Levi-Civita

associada a métrica Riemanniana.

Definição 1.8 Uma variedade Riemanniana é dita ser geodesicamente completa quando

para cada ponto p ∈ M a função exponencial expp : TpM → M está definida para todo

v ∈ TpM. Lembrando que, expp(0) = p expp(tv ) = q ∈ M.

Definição 1.9 Um espaço topólogico M é dito ser compacto se dada uma coleção

qualquer de abertos A =
⋃
λ∈ΛAλ que cobre totalmente M, admite uma subcobertura

finita.
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Definição 1.10 Seja (M,µ) um espaço de medida. O espaço de Lebesgue Lp(M) com

1 ≤ p <∞ é definido por:

Lp(M) = {f : M → R |
∫

M
|f |pdµ< +∞}.

A norma em Lp(M), 1 ≤ p <∞ é definida por ∥f∥Lp(M) =
(∫

M |f |pdµ
)1/p.

Já o espaço L∞ é definido por

L∞(M) = {f : M → R : ∃C > 0 e N ⊂ M com µ(N) = 0 satisfazendo |f (x)| ≤ C,∀x /∈ N}.

Com norma definida por

∥f∥∞ = inf{C > 0 : ∃N ⊂ M com µ(N) = 0 satisfazendo |f (x)| ≤ C,∀x /∈ N}.

Definição 1.11 Seja (M,µ) um espaço de medida. O espaço de Sobolev W 1,p(M) é

definido por

W 1,p(M) = {f ∈ Lp(M) |
∫

M
|∇f |pdµ<∞}.

A norma em W 1,p(M) é definida por ∥f∥W 1,p(M) =
(∫

M |∇f |pdµ+
∫

M |f |pdµ
)1/p.

Definição 1.12 O espaço de Sobolev em variedades Riemannianas é definido da seguinte

forma: Primeiramente, denotamos a forma de volume como dvg = |g|dx1∧·· ·∧dxn, onde

|g| é o determinante da matriz (gi j )n×n. Em seguida, a norma Lp de ∇u é definida como

∥∇u∥Lp(M) =

(∫
M
|gi j∇iu∇ju|p/2dvg

)1/p

.

Definição 1.13 Seja M uma variedade Riemanniana, considere uma partição da unidade

γα e uma cobertura {Uα} de M, subordinada a esta partição.

Considere uma função f : M → R. A integral de f sobre M pode ser expressa em

termos das coordenadas locais como:∫
M

f dV = ∑
α

∫
Uα

(f ◦γ−1
α )
√

det(gi j )dx1 . . .dxn, (1-3)

onde dV =
√

det(gi j )dx1 . . .dxn é o elemento de volume.

Em uma variedade completa M é possível fazer a sua parametrização com apenas
uma carta (U,ϕ). Para isto, tome p ∈ M e considere o plano tangente TpM, como a
exponencial está definida para todo v ∈ TpM segue que tomando U ⊂ TpM e ϕ = expp

de modo que expp(U) = M, obtemos o desejado.
Note então que (1-3) simplifica e se torna,
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∫
M

f dV =
∫

U
(f ◦expp)

√
det(gi j )dx1 . . .dxn.

Definição 1.14 A maior raio ε para o qual

expp : B(0,ε) → B(p,ε),

é um difeomorfismo é chamado de raio de injetividade inj(p) em p. Definimos o raio de

injetividade inj(M,g) em toda variedade Riemanniana por

inj(M,g) = inf
p∈M

{inj(p)}.

Definição 1.15 Dizemos que o espaço de Sobolev está imerso continuamente no espaço

de Lebesgue quando

(i) W 1,p(M) é subespaço de Lp(M);

(ii) Existe uma constante C > 0 tal que ∥f∥Lp(M) ≤ C∥f∥W 1,p(M).

Quando isto ocorre denotamos por W 1,p(M) ↪→ Lp(M).

Definição 1.16 Seja M uma variedade Riemanniana. O tensor curvatura de Riemann é o

(1, 3)-tensor Rm : X (M)×X (M)×X (M) →X (M) dado por

Rm(X ,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇X Z −∇[X ,Y ]Z .

Definição 1.17 Já o tensor de Ricci, Rc, é definido como sendo o traço do tensor Rm. Ao

considerarmos uma base {Ei}n
i=1 ortonormal para o TpM, então

Rc(X ,Y ) = tr(Z → Rm(X ,Z )Y )

=
n

∑
i=1

⟨Rm(X ,Ei )Y ,Ei⟩.

A partir de um sistema de coordenadas, podemos concluir a seguinte relação quando

definimos Ri j := Rc(Xi ,Xj ), os coeficientes do tensor de Ricci:

Ri j =
n

∑
k ,l=1

Rmik j l gkl =
n

∑
k=1

Rmk
ik j .

Definição 1.18 Seja (M,g) uma variedade Riemanniana suave de dimensão n, e seja

x ∈ M. Dado Q > 1, k ∈ N e α ∈ (0,1), definimos o raio harmônico Ck ,α em x como

o maior número rH = rH (Q,k ,α)(x) tal que na bola geodésica Br (x) com centro em x

e raio r , existe uma carta coordenada harmônica na qual o tensor métrico é Ck ,α
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controlado nessas coordenadas. Ou seja, se gi j , i , j = 1, . . . ,n, são as componentes de g

nessas coordenadas, então

1. Q−1δi j ≤ gi j ≤ Qδi j como formas bilineares;

2. ∑1≤|β|≤k r |β|H supy |∂βgi j (y )|+ ∑|β|=k r k+α
H supy ̸=z

∂βgi j (z)−∂βgi j (y )
dg (y ,z)α ≤ Q−1

onde dg é a distância associada para g, e δi j é o delta de Kronecker. Agora, definimos o

raio harmônico (global) rH (Q,k ,α)(M) de (M,g) como

rH (Q,k ,α)(M) = inf
x∈M

rH (Q,k ,α)(x),

onde rH (Q,k ,a)(x) é como definido anteriormente.

1.2 Resultados de Geometria Riemanniana

Os resultados de Geometria Riemanniana utilizados são os referidos abaixo,
dentre eles se destaca o Lema da Cobertura de Gromov que é fundamental para a obtenção
dos resultados. Para mais detalhes veja nas seguintes referências [52], [13], [23] e [24].

Lema 1.3 Seja M uma variedade Riemanniana completa e suponhamos que, para λ

constante, Rc(g) ≥ (n−1)λg. Então, Vol(Br (p)) ≤ Vol(Bλr ) onde Bλr é uma bola geodésica

de raio r na forma espacial de curvatura seccional constante λ.

Lema 1.4 (Cobertura de Gromov) Seja (M,g) uma variedade Riemanniana suave e

completa de dimensão n, com curvatura de Ricci limitada inferiormente por algum valor

real λ, e seja ρ> 0 dado. Existe uma sequência (xi ) de pontos em M tal que, para qualquer

r ≥ ρ:

(i) a família (Bxi (r )) é uma cobertura uniformemente localmente finita de M, e há um

limite superior para N em termos de n,ρ, r e k;

(ii) para qualquer i ̸= j , Bxi (δ/2) ∩ Bxj (δ/2) = ∅, onde, para x ∈ M e r > 0, Bx (r )

representa a bola geodésica de centro x e raio r .

Teorema 1.5 (Teorema 1.3 em [24]) Sejam α ∈ (0,1), Q > 1, δ > 0. Seja (M,g) uma

variedade Riemanniana eΩ um subconjunto aberto de M. Defina

Ω(δ) = {x ∈ M | d(x ,Ω) < δ}.

Suponha que para algum λ ∈ R e i0 > 0, temos que para todo x ∈Ω(δ),

Rc(M,g) ≥ λg e inj(M,g) ≥ i0.
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Então existe uma constante positica C = C(n,Q,α,δ,λ, i0) tal que para qualquer x ∈Ω,

rH (Q,δ,α)(x) ≥ C.

Teorema 1.6 (Forma Volume) Seja Bx (r ) uma bola geodésica centrada em x e raio r em

M. Então,

Vol(Bx (r )) =
ω

1
n−1
n−1

n
(1− 1

6(n + 2)
s(x)r2 + o(r2)), (1-4)

onde s(x) é a curvatura escalar em x . Além disso, em coordenadas geodésicas normal em

uma vizinhança de x , a forma volume de M é

dv (x̃) = rn−1(1− 1
3

Rc(θ)r2 + o(r2))dθdr , (1-5)

onde x̃ = expx (rθ), θ∈ Sn−1 e dθ é a medida de área padrão em Sn−1. Rc(θ) é a curvatura

de Ricci avaliada no vetor θ.

Teorema 1.7 (H. Hopf-Rinow, 1931) As seguintes afirmações são equivalentes:

• M é geodesicamente completo, ou seja, todas as geodésicas estão definidas para

todo o tempo;

• M é geodesicamente completo em p, ou seja, todas as geodésicas que passam por

p estão definidas para todo o tempo;

• M satisfaz a propriedade de Heine-Borel, ou seja, todo conjunto fechado e limitado

é compacto;

• M é completo no sentido métrico, isto é, toda sequência de Cauchy converge.

1.8 Teorema de Análise Variacional

Aqui enunciaremos os resultados utilizados de Análise Variacional que são
utilizados para o Capítulo de Aplicações. Para mais detalhes veja nas seguintes referências
[20], [17] e [6].

Teorema 1.9 (Lema de Fatou) Seja {fn} uma sequência de funções não negativas inte-

gráveis em relação a µ, convergindo para uma função f quase em todo lugar. Suponha

que

sup
n

∫
X

fn(x)dµ(x) ≤ K <∞.

Então, a função f é integrável em relação a µ e∫
X

f (x)dµ(x) ≤ K .
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Além disso, ∫
X

f (x)dµ(x) ≤ lim inf
n→∞

∫
X

fn(x)dµ(x).

Teorema 1.10 (Lema de Brézis-Lieb) Seja {fj} uma sequência de funções em (Ω,Σ,µ)

que converge pontualmente para uma função f , que é mensurável. Assuma que as fj’s são

uniformemente somáveis à p-ésima potência, para algum p ∈ (1,∞) fixado, isto é,∫
Ω
|fj (x)|p dµ(x) <∞, ∀j ∈ N.

Então,

lim
j→∞

∫
Ω
||fj (x)|p −|fj (x)− f (x)|p + |f (x)|p|dµ(x) = 0.

Definição 1.19 (Condição de Palais-Smale) Seja φ ∈ C1(X ,R), dizemos que φ satisfaz a

condição de Palais-Smale quando:

Para qualquer sequência (un) tal que φ(un) é limitado e φ′(un) →∞, existe uma

subsequência convergente.

Teorema 1.11 (Teorema do Passo da Montanha) Seja H um espaço de Banach. Suponha

que J ∈ C1(H,R) satisfaz a condição de Palais-Smale. Suponha também que

• J(0) = 0;

• existem constantes r ,a > 0 tais que |J(u)| ≥ a se ∥u∥ = r ;

• existe um elemento v ∈ H com ∥v∥> r , |J(v )| ≤ 0.

Defina,

Γ := {γ ∈ C([0,1];H) | γ(0) = 0,γ(1) = v}.

Então,

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

|J(γ(t))|

é um valor crítico de J .

1.12 Teoremas Auxiliares

O seguintes teoremas são suporte para nossas demonstrações no caso crítico,
que será apresentado no Capítulo 3. Ressaltamos aqui que Li e Lu [32] utilizaram de um
recorte na variedade de modo a obterem uma parte compacta e uma outra não compacta.
Na parte não compacta foi feita uma majoração na integral de maneira uniforme. Para a
parte compacta a limitação é obtida por meio destes teoremas em ambos os casos desta
variedade compacta possuir bordo ou não.
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Teorema 1.13 Seja M uma variedade Riemanniana compacta sem bordo e de dimensão

n e m um inteiro positivo menor estrito que n. Então existe uma constante C = C(n,m,M)

tal que para todo u ∈ Cm(M) com
∫

M udv = 0 e
∫

M |∇mu|n/mdv ≤ 1, temos:

(1) A seguinte desigualdade uniforme vale∫
M

exp{β(n,m)|u|
n

n−m }dv (x) ≤ C = C(n,m,M), (1-6)

onde a constante β(n,m) é a constante de Adams conforme (0-3) e é sharp no

mesmo sentido.

(2) A constante C = C(n,m,M) depende continuamente do volume de M de tal forma

que é monotonicamente crescente em relação ao volume de M.

Teorema 1.14 Seja M uma variedade Riemanniana compacta com bordo de dimensão

n e m um inteiro positivo estritamente menor que n. Então, existe uma constante C =

C(n,m,M) tal que, para todo u ∈ Cm
0 (M) e

∫
M |∇mu|n/mdV ≤ 1, temos:

(1) A seguinte desigualdade uniforme vale∫
M

exp{β(n,m)|u|
n

n−m }dv (x) ≤ C = C(n,m,M), (1-7)

onde a constante β(n,m) é a constante de Adams e é sharp no mesmo sentido.

(2) A constante C = C(n,m,M) depende continuamente do volume de M de tal forma

que é monotonicamente crescente em relação ao volume de M.

O fato de a constante C(n,m,M) da desigualdade local de Trudinger-Moser ser
contínua e monotonicamente crescente em relação ao volume da variedade compacta M

é crucial para a conclusão do caso crítico. Os Teoremas 1.13 e 1.14 são derivados dos
resultados a seguir.

Teorema 1.15 (O’ Neil) Seja M uma variedade Riemanniana compacta e T o operador

definido por T f (P) =
∫

M K (P, P̃)f (P̃)dV (P̃), onde K (P, P̃) = d(P, P̃)α−n(1 + ad(P, P̃)β),

a ≥ 0, β> 0, 0 < α< n. Temos as seguintes conclusões:

(1) Existe C = C(α,β,a,M) tal que

sup
f∈Ln/α(M),∥f∥

Ln/α≤1

∫
M

exp{ n
ωn−1

|T f (P)|
n

n−α}dv (P) ≤ C, (1-8)

ondeωn−1 é a área da esfera unitária em Rn. Além disso, n
ωn−1

é sharp.

(2) A constante C = C(α,β,a,M) depende do volume de M de maneira que é contínua

e monotonicamente crescente com relação ao volume de M.
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Para provar o Teorema 1.15, relembramos alguns lemas necessários para a prova.
O primeiro é o lema de O’Neil sobre a rearranjo da convolução, que é encontrado em [22,
Lema 3.1].

Lema 1.16 Para todo t > 0, f ≥ 0, existe uma constante B tal que

(T f )∗∗ ≤ ωn−1

α

(
nt
ωn−1

)α/n

(1 + Btβ/n)f ∗∗t +
∫ ∞

t
f ∗(s)

(
ns
ωn−1

)α−n
n

(1 + Bsβ/n)ds,

(1-9)
onde T , α, β são definidos no Teorema 1.15, f ∗ é o rearranjo usual não-decrescente de

|f | e f ∗∗ é definido por f ∗∗(t) = 1
t

∫ t
0 f ∗(s)ds.

Prova. (Teorema 1.15). Seja t1 = Vol(M). Então, usando f ∗ ≤ f ∗∗, temos

∫
M

exp

{
n

ωn−1
|T f (P)|

n
n−α

}
dv (P) =

∫ t1

0
exp{ n

ωn−1
|(T f )∗(t)|

n
n−α}dt

≤
∫ t1

0
exp{ n

ωn−1
|(T f )∗∗(t)|

n
n−α}dt .

Aplicando o Lema 1.16, obtemos

(T f )∗∗ ≤ ωn−1

α

(
nt
ωn−1

)α
n

(1 + Btβ/n)f ∗∗(t) +
∫ ∞

t
f ∗(s)

(
ns
ωn−1

)α−n
n

(1 + Bsβ/n)ds.

Tomando α = 1 e β = 1,

(T f )∗∗ ≤ωn−1

(
nt
ωn−1

) 1
n

(1 + Bt1/n)
1
t

∫ t

0
f ∗(s)ds

+
∫ ∞

t
f ∗(s)

(
ns
ωn−1

) 1−n
n

(1 + Bs1/n)ds

≤ωn−1

(
n

ωn−1

) 1
n

(1 + Bt1/n
1 )t

1−n
n

∫ t

0
f ∗(s)ds

+
(ωn−1

n

) n−1
n

∫ t1

t
f ∗(s)s

1−n
n (1 + Bs1/n)ds.

Definindo C1 =ωn−1

(
n

ωn−1

) 1
n

(1 + Bt1/n
1 )

(T f )∗∗ ≤ C1t
1−n

n

∫ t

0
f ∗(s)ds +

(ωn−1

n

) n−1
n

∫ t1

t
f ∗(s)s

1−n
n (1 + Bs1/n)ds.
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Então, temos

∫
M

exp

{
n

ωn−1
|T f (P)|

n
n−1

}
dv (P)

≤
∫ t1

0
exp

{
n

ωn−1

[
C1t

1−n
n

∫ t

0
f ∗(s)ds +

(ωn−1

n

) n−1
n

∫ t1

t
f ∗(s)s

1−n
n (1 + Bs1/n)ds

] n
n−1
}

dt .

Em seguida, definimos

x = log(1/s) ⇒ s = e−x ⇒ ds = −e−xdx

y = log(1/t) ⇒ t = e−y ⇒ dt = −e−ydy

y1 = log(1/t1)

C2 =

(
n

ωn−1

) n−1
n

C1

ϕ(x) = f ∗(e−x )e−
x
n .

Então,∫
M

exp

{
n

ωn−1
|T f (P)|

n
n−1

}
dv (P)

≤
∫ y1

∞
exp

{[
C2(e−y )

1−n
n

∫ y

∞
f ∗(e−x )(−e−x )dx

+
∫ y1

y
f ∗(e−x )(e−x )

1−n
n (1 + B(e−x )1/n)(−e−x )dx

] n
n−1
}

(−e−y )dy

=
∫ ∞

y1

exp

{[
C2

∫ ∞

y
f ∗(e−x )e−

x
n + x

n−
nx
n − y (1−n)

n dx +
∫ y

y1

(1 + B(e−x/n))ϕ(x)dx

] n
n−1

− y

}
dy

=
∫ ∞

y1

exp

{[
C2

∫ ∞

y
ϕ(x)e−

(x−y)(n−1)
n dx +

∫ y

y1

(1 + B(e−x/n))ϕ(x)dx

] n
n−1

− y

}
dy .

Definindo,

g(x ,y ) =

1 + Be−x/n, y1 ≤ x ≤ y

C2e
(x−y )(n−1)

n , y1 < y < x <∞,
(1-10)

e

F (y ) = y −
(∫ ∞

y1

g(x ,y )ϕ(x)dx

) n
n−1

. (1-11)
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Então

∫ ∞

y1

exp

{[
C2

∫ ∞

y
ϕ(x)e−

(x−y )(n−1)
n dx +

∫ y

y1

(1 + B(e−x/n))ϕ(x)dx

] n
n−1

− y

}
dy

=
∫ ∞

y1

exp

{[∫ ∞

y1

g(x ,y )ϕ(x)dx

] n
n−1

− y

}
dy

=
∫ ∞

y1

exp{−F (y )}dy .

Como f ∈ Ln(M) e ∥f∥Ln(M) ≤ 1, vale

1 ≥
∫

M
|f |ndv =

∫ t1

0
(f ∗)n(s)ds =

∫ ∞

y1

ϕ(y )ndy .

Então a demonstração do Teorema 1.15 e, portanto, a dependência da constante C em
relação a Vol(M) em (1-8), é reduzida a prova do seguinte lema.

Lema 1.17 Suponha que ϕ : [y1,∞) → R+ satisfaça
∫∞

y1
ϕ(x)n ≤ 1. Sejam g e F como

definidos acima envolvendo C2. Então∫ ∞

y1

e−F (y )dy ≤ C3 <∞, (1-12)

onde C3 depende de y1, C2, mas não de ϕ.

Aplicando este lema, o Teorema 1.15 é demonstrado. Além disso, a constante
C(n,1,M) é, na verdade, C3 no Lema 1.17. Assim, precisamos encontrar a relação entre
C3, y1 e C2.
Prova. ( Lema 1.17) Primeiramente,

sup
y≥y1

(∫ ∞

y
g(x ,y )

n
n−1

) n−1
n

= sup
y≥y1

(∫ ∞

y
(C2e−

(n−1)(x−y )
n )

n
n−1

) n−1
n

= sup
y≥y1

C2

(∫ ∞

y
e−(x−y )dx

) n−1
n

= C2.

Note que ∫ ∞

y
e−(x−1)dx = −e−x+y |∞y = e−x+y |y∞ = ey−y − lim

x→∞
e−x+y = 1.

Defina Eλ = {y ≥ y1 : F (y ) ≤ λ}. Então

|Eλ| =
∫ ∞

y1

χ{F≤λ}(t)dt .
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E assim, ∫ ∞

−∞

(∫ ∞

y1

χ{F≤λ}(t)dt

)
e−λdλ =

∫ ∞

y1

∫ ∞

−∞
χ{F≤λ}(t)e−λdλdt

=
∫ ∞

y1

∫ ∞

F (t)
e−λdλdt

=
∫ ∞

y1

e−F (t)dt .

De onde concluímos que ∫ ∞

y1

e−F (y )dy =
∫ ∞

−∞
|Eλ|e−λdλ. (1-13)

□

A prova do Lema 1.17 ainda não foi concluída e para este fim utilizaremos de
resultados auxiliares, que estão a seguir.

Lema 1.18 Existe uma constante positiva C4 tal que se Eλ ̸= ∅ , então λ≥−C4.

Prova. (Lema 1.18) Pela definição de Eλ, temos F (y ) ≤ λ, então

y −λ≤
(∫ ∞

y1

g(x ,y )ϕ(x)dx

) n
n−1

=

(∫ y

y1

ϕ(x)(1 + Be−x/n)dx +
∫ ∞

y
ϕ(x)C2e

(y−x)(n−1)
n dx

) n
n−1

≤

{(∫ y

y1

ϕ(x)ndx

)1/n(∫ y

y1

(1 + Be−x/n)
n

n−1 dx

)

+

(∫ ∞

y
ϕ(x)ndx

)1/n(∫ ∞

y
(C2e

(y−x)(n−1)
n )

n
n−1 dx

) n−1
n
} n

n−1

.
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Estimamos(∫ y

y1

(1 + e−x/n)
n−1

n dx

) n−1
n

≤
(∫ y

y1

(1 + Be−x/n)dx

) n−1
n

≤
(∫ y

y1

1 + 2Be−x/n + B2e−2x/ndx

) n−1
n

=

{
(x −2Bne−x/n − B2n

2
e−2x/n)|yy1

} n−1
n

=
{

(y − y1) + (−2nBe−y/n + 2nBe−y1/n)

+(−n
2

B2e−2y/n +
n
2

B2e−2y1/n)
} n−1

n

= {y + C5}
n−1

n ,

onde
C5 = −y1 + (−2nBe−y/n + 2nBe−y1/n) + (−n

2
B2e−2y/n +

n
2

B2e−2y1/n).

Seja L(y ) = (
∫∞

y ϕndx)1/n ≤ 1. Então,

∫ ∞

y1

ϕndx =
∫ y

y1

ϕndx +
∫ ∞

y
ϕndx =

∫ y

y1

ϕndx + Ln(y ) ≤ 1.

Assim, ∫ y

y1

ϕndx ≤ 1−Ln(y ).

Portanto, usando as desigualdades (6.5) e (6.6), segue que

y −λ≤ {(1−Ln(y ))1/n(y + C5)
n−1

n + C2L(y )}
n

n−1

≤ (y + C5)(1−Ln(y ))
1

n−1

+
n

n−1
2

1
n−1

{
(y + C5)1/n(1−Ln(y ))

1
n(n−1) C2L(y ) + (C2L(y ))

n
n−1

}
≤ (y + C5)(1− 1

n−1
Ln(y )) +

n
n−1

2
1

n−1 (y + C5)1/nC2L(y ) +
n

n−1
2

1
n−1 C

n
n−1
2

= y + C5 −
1

n−1
((y + C5)1/nL(y ))n +

n
n−1

2
1

n−1 (y + C5)1/nC2L(y ) +
n

n−1
2

1
n−1 C

n
n−1
2 .

Definimos,

σ = (y + C5)1/nL(y ), C6 =
n

n−1
2

1
n−1 C2, C7 =

n
n−1

2
1

n−1 C
n

n−1
2 .

Então,
y −λ≤ y + C5 −

1
n−1

σn + C6σ+ C7. (1-14)
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Isso implica,

λ≥ 1
n−1

σn −C6σ−C5 −C7. (1-15)

Considere a função f (σ) = 1
n−1σ

n −C6σ. Resolvendo f ′ = 0,

f ′(σ) =
n

n−1
σn−1 −C6 = 0 ⇒ σn−1 = C6

n−1
n

⇒ σ =

(
C6

n−1
n

) 1
n−1

,

e,

f

((
C6

n−1
n

) 1
n−1
)

=
1

n−1

(
C6

n−1
n

) n
n−1

−
(

Cn
6

n−1
n

) 1
n−1

.

Observe que, f ′′(σ) = nσn−2 e

f ′′
((

C6
n−1

n

) 1
n−1
)

= n

(
C6(n−1)

n

) n−2
n−1

> 0.

Portanto,

λ≥ 1
n−1

(
C6(n−1)

n

) n
n−1

−C6

(
C6(n−1)

n

) 1
n−1

−C5 −C7

≥−
(

n−1
n

) 1
n−1

C6 −C5 −C7

≥ C
n

n−1
6 −C5 −C7 = −C4.

□

Lema 1.19 Existem constantes positivas C8 e C9 tais que |Eλ| ≤ C8|λ|+ C9.

Prova. (Lema 1.19) De

y −λ≤ y + C5 −
1

n−1
σn + C6σ+ C7, (1-16)

segue, da Desigualdade de Young, Proposição 6.11, com n e n′, 1
n + 1

n′ = 1,

1
n−1

σn ≤ λ+ C5 + C6λ+ C7

≤ λ+ C5 + C7 +
σn

n
+

C
n

n−1
6

n/(n−1)
.

(1-17)

Assim,
σn

n−1
− σ

n

n
=

σn

n(n−1)
.
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Então temos
σn ≤ n(n−1)λ+ n(n−1)

(
C5 + C7 +

n−1
n

C
n

n−1
6

)
, (1-18)

o que implica

σ≤ (n(n−1))
1
n |λ|

1
n +

(
n(n−1)(C5 + C7 +

n−1
n

C
n

n−1
6 )

) 1
n

. (1-19)

Ao definir

C10 = (n(n−1))1/n e C11 =

(
n(n−1)(C5 + C7 +

n−1
n

C
n

n−1
6 )

) 1
n

,

podemos simplificar a desigualdade acima como

σ≤ C10|λ|1/n + C11. (1-20)

Seja R um número positivo arbitrário tal que Eλ∩ [R,∞) ̸= ∅. Tome r1, r2 ∈ Eλ∩ [R,∞),
r1 < r2, então

r2 −λ≤
{∫ r1

y1

g(s, r2)ϕ(s)ds +
∫ r2

r1
g(s, r2)ϕ(s)ds + C2L(r1)

} n
n−1

≤

{(∫ r1

y1

g
n

n−1 ds

) n−1
n
(∫ r1

y1

ϕnds

) 1
n

+

(∫ r2

r1
g

n
n−1 ds

)
L(r1) + C2L(r1)

} n
n−1

≤
{

(r1 + C5)
n−1

n + ((r2 − r1 + C5)
n−1

n + C2)L(r1)
} n

n−1

≤ r1 + C5 +
n

n−1
2

1
n−1

{
(r1 + C5)

1
n ((r2 − r1 + C5)

n−1
n + C2)L(r1)

+((r2 − r1 + C5)
n−1

n + C2)
n

n−1 L(r1)
n

n−1

}
≤ r1 + C5 +

n
n−1

2
1

n−1

{
((r2 − r1 + C5)

n−1
n + C2)σ+ C(n)((r2 − r1 + C5) + C

n
n−1
2 )L(r1)

n
n−1

}
.

Seja δ = r2 − r1, então

δ≤ λ+ C5 +
n

n−1
2

1
n−1 ((δ+ C5)

n−1
n + C2)σ

+
n

n−1
2

1
n−1 C(n)(δ+ C5)L(r1)

n
n−1 +

n
n−1

2
1

n−1 C(n)C
n

n−1
2 .

Definindo,

C12 = C5 +
n

n−1
2

1
n−1 C(n)C

n
n−1
2 +

n
n−1

2
1

n−1 C(n)C5L(r1)
n

n−1 ,
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e aplicando em (1-20), temos

δ≤ λ+
n

n−1
2

1
n−1 ((δ+ C5)

n−1
n + C2)[C10|λ|

1
n + C11]

+
n

n−1
2

1
n−1 C(n)(δ+ C5)L(r1)

n
n−1 +

n
n−1

2
1

n−1 C(n)C
n

n−1
2 + C5

= λ+
n

n−1
2

1
n−1 C10(δ+ C5)

n−1
n |λ|

1
n +

n
n−1

2
1

n−1 C11(δ+ C5)
n−1

n +
n

n−1
2

1
n−1 C2C10|λ|

1
n

+
n

n−1
2

1
n−1 C2C11 +

n
n−1

2
1

n−1 C(n)C
n

n−1
2 + C5 +

n
n−1

2
1

n−1 C(n)δL(r1)
n

n−1

+
n

n−1
2

1
n−1 C(n)C5L(r1)

n
n−1 .

Observe que:

(δ+ C5)
n

n−1 |λ|
1
n ε1−1 ≤ (δ+ C5)ε

n
n−1

n/(n−1)
+
|λ|
nεn

(δ+ C5)
n

n−1ε1−1 ≤ (δ+ C5)ε
n

n−1

n/(n−1)
+

1
nεn

|λ|
1
n ·1 ≤ |λ|

n
+

1
n/(n−1)

.

Colocando esses valores na desigualdade acima e após algumas simplificações, temos a
seguinte estimativa:

δ≤ λ+
n

n−1
2

1
n−1 C10

[
δ+ C5

n/(n−1)
ε

n
n−1 +

|λ|
nεn

]
+

n
n−1

2
1

n−1 C11

[
δ+ C5

n/(n−1)
ε

n
n−1 +

1
nεn

]
+

n
n−1

2
1

n−1 C(n)δL(r1)
n

n−1 + C12

= λ+ 2
1

n−1 C10δε
n

n−1 + 2
1

n−1 C10C5ε
n

n−1 +
1

n−1
2

1
n−1 C10|λ|ε−n + 2

1
n−1 C11δε

n
n−1

+ 2
1

n−1 C11C5ε
n

n−1 +
1

n−1
2

1
n−1 C11ε

−n +
1

n−1
2

1
n−1 C2C10|λ|+ 2

1
n−1 C2C10

+
n

n−1
2

1
n−1 C2C11 +

n
n−1

2
1

n−1 C(n)δL(r1)
n

n−1 + C12.

De onde obtemos,

δ(1−2
1

n−1 C10ε
n

n−1 −2
1

n−1 C11ε
n

n−1 − n
n−1

2
1

n−1 C(n)L(r1)
n

n−1 )

≤ |λ|(1 +
1

n−1
2

1
n−1 C10ε

−n +
1

n−1
2

1
n−1 C2C10)

+ (2
1

n−1 C10C5ε
n

n−1 + 2
1

n−1 C11C5ε
n

n−1 +
1

n−1
2

1
n−1 C11ε

−n

+ 2
1

n−1 C2C10 +
n

n−1
2

1
n−1 C2C11 + C12).

Fazemos R = O(λ) conforme λ→ +∞, de modo que n
n−12

1
n−1 C(n)L(r1)

n
n−1 ≤ 1

2 . Note que
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com R = O(λ) conforme λ→∞, L(r1) → 0, então podemos considerar a desigualdade

δ

(
1
2
−2

1
n−1 C10ε

n
n−1 −2

1
n−1 C11ε

n
n−1

)
≤ δ

(
1−2

1
n−1 C10ε

n
n−1 −2

1
n−1 C11ε

n
n−1 − n

n−1
2

1
n−1 C(n)L(r1)

n
n−1

)
.

Definindo

C8 =
1 + 1

n−12
1

n−1 C10ε
−n + 1

n−12
1

n−1 C2C10

1
2 −2

1
n−1 C10ε

n
n−1 −2

1
n−1 C11ε

n
n−1

,

C9 =
2

1
n−1 C10C5ε

n
n−1 + 2

1
n−1 C11C5ε

n
n−1 + 1

n−12
1

n−1 C11ε
−n + 2

1
n−1 C2C10 + n

n−12
1

n−1 C2C11 + C12

1
2 −2

1
n−1 C10ε

n
n−1 −2

1
n−1 C11ε

n
n−1

,

com isso concluímos a prova. □

Prova. (Continuação da prova do Lema 1.17). Pelos Lemas 1.18 e 1.19, temos∫ ∞

y1

e−F (y)dy =
∫ ∞

−∞
|Eλ|e−λdλ

≤
∫ ∞

−C4

(C8|λ|+ C9)e−λdλ

= C8

∫ ∞

−C4

|λ|e−λdλ+ C9

∫ ∞

−C4

e−λdλ

= C8

∫ 0

−C4

−λe−λdλ+ C8

∫ ∞

0
λe−λdλ+ C9(−e−λ)|∞−C4

= −C8

[
−λe−λ|0−C4

+
∫ 0

−C4

e−λdλ

]
+ C8

[
−λe−λ|∞0 +

∫ ∞

0
e−λdλ

]
+ C9eC4

= −C8

[
−C4eC4 + (−e−λ)|0−C4

]
+ C8

[
−e−λ|∞0

]
+ C9eC4

= C8C4eC4 + C8 −C8eC4 + C8 + C9eC4

= C8[C4eC4 + 2−eC4 ] + C9eC4

≤ C8[C4eC4 + 2] + C9eC4 = C3.

Assim, concluímos a prova do Lema 1.17. □

O interesse real reside na relação entre a constante C(n,1,M) e Vol(M), o volume
de M. A partir da demonstração do Teorema 1.15, constatamos que essa constante,
identificada, de acordo com as provas dos Lemas 1.18 e 1.19, como C3 no Lema 1.17,
fornece bases muito sólidas para tal análise. Ao examinarmos as definições de todas as
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constantes introduzidas durante a prova do Lema 1.17, concluímos que C3 é uma função
crescente em relação à Vol(M).

Observação 1.20 Para nosso propósito de estabelecer desigualdades de Trudinger-

Moser críticas sharp na variedade em questão, damos apenas a prova detalhada da

dependência de C(n,1,M) em Vol(M). No entanto, não é difícil estender a prova acima

para C(n,m,M) com quase nenhuma alteração. Na verdade, considerando fórmulas de

representação de ordem superior usadas em [22, Lema 3.2], a única diferença será na

prova do Lema 1.17, onde n deve ser substituído por n
m .

1.21 Condições Necessárias e Suficientes

Nesta seção, apresentamos condições essenciais para a validação do teorema de
Trudinger-Moser, ressaltando que a restrição sobre a curvatura de Ricci não é necessária.
Esses resultados indicam que, para nossas demonstrações, a hipótese relacionada ao raio
de injetividade não pode ser dispensada. Dessa forma, as hipóteses, quando consideradas
em conjunto, são condições necessárias para a nossa abordagem.

Lema 1.20 Seja (M,g) uma variedade Riemanniana n-dimensional completa. Suponha

que existam constantes q > n, A > 0 e τ> 0 tais que, para todo u ∈ W 1,n(M), tenhamos

(∫
M
|u|qdvg

) 1
q

≤ A∥u∥1,τ, (1-21)

onde ∥u∥1,τ é definido por (0-8). Então, para qualquer r > 0, existe uma constante

positiva ϵ dependendo apenas de A,n,q,τ e r tal que, para todo x ∈ M, Volg(Bx (r )) ≥ ϵ.

Prova. Seja r > 0, x ∈ M e ϕ ∈ W 1,n(M) tal que ϕ = 0 em M\Bx (r ). Pela desigualdade de
Hölder,

(∫
M
|ϕ|ndvg

) 1
n

=

(∫
Bx (r )

|ϕ|n ·1dvg

) 1
n

≤

[(∫
Bx (r )

|ϕ|qdvg

) n
q
(∫

Bx (r )
1dvg

)1− n
q
] 1

n

=

[
Volg(Bx (r ))1− n

q

(∫
Bx (r )

|ϕ|qdvg

) n
q
] 1

n

= Volg(Bx (r ))
1
n−

1
q

(∫
Bx (r )

|ϕ|qdvg

) 1
q

.
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Isso, juntamente com (1-21), resulta em

(∫
M
|ϕ|qdvg

) 1
q

≤ A∥ϕ∥1,τ

= A

[(∫
M
|∇ϕ|ndvg

) 1
n

+τ

(∫
M
|ϕ|ndvg

) 1
n
]

≤ A

[(∫
M
|∇ϕ|ndvg

) 1
n

+τVolg(Bx (r ))
1
n−

1
q

(∫
Bx (r )

|ϕ|qdvg

) 1
q
]

.

Então,

(
1−AτVolg(Bx (r ))

1
n−

1
q

)(∫
M
|ϕ|qdvg

) 1
q

≤ A

(∫
M
|∇ϕ|ndvg

) 1
n

. (1-22)

Fixe x ∈ M e R > 0. Desta forma, ou

1−τAVolg(Bx (R))
1
n−

1
q <

1
2

,

ou
1−τAVolg(Bx (R))

1
n−

1
q ≥ 1

2
.

Isto é,
1
2
< τAVolg(Bx (R))

1
n−

1
q ⇒ Volg(Bx (r )) >

(
1

2τA

) nq
q−n

, (1-23)

ou
1
2
≥ τAVolg(Bx (R))

1
n−

1
q ⇒ Volg(Bx (r )) ≤

(
1

2τA

) nq
q−n

. (1-24)

Se (1-24) for satisfeito, então, para todo r ∈ (0,R] e todo ϕ ∈ W 1,n(M) com ϕ = 0 em
M\Bx (r ),

1
2

(∫
M
|ϕ|qdvg

) 1
q

≤
(

1−AτVolg(Bx (r ))
1
n−

1
q

)(∫
M
|ϕ|qdvg

) 1
q

≤ A

(∫
M
|∇ϕ|ndvg

) 1
n

.

Então, (∫
M
|ϕ|qdvg

) 1
q

≤ 2A

(∫
M
|∇ϕ|ndvg

) 1
n

. (1-25)

Agora, definimos

ϕ(x) =

r −dg(x ,y ), quando dg(x ,y ) ≤ r

0, quando dg(x ,y ) > r .
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Note que ∫
M

(|∇ϕ|n + |ϕ|n)dvg =
∫

Bx (r )
1 + |ϕ|ndvg

≤ Volg(Bx (r )) +
∫

Bx (r )
rndvg

= (1 + rn)Volg(Bx (r ))

<∞.

Portanto, ϕ ∈ W 1,n(M), ϕ = 0 em M\Bx (r ), ϕ ≥ r/2 em Bx (r/2), e |∇ϕ| = 1 q.t.p. em
Bx (r ). Segue então de (1-25) que

(∫
Bx ( r

2 )

∣∣∣ r
2

∣∣∣q dvg

) 1
q

≤
(∫

Bx ( r
2 )
|ϕ|qdvg

) 1
q

≤ 2A

(∫
Bx (r )

|∇ϕ|ndvg

) 1
n

= 2A

(∫
Bx (r )

1dvg

) 1
n

= 2AVolg(Bx (r ))
1
n .

Equivalentemente,
r
2

Volg
(

Bx

( r
2

)) 1
q ≤ 2AVolg(Bx (r ))

1
n .

E,

Volg(Bx (r )) ≥
( r

4A

)n
Volg

(
Bx

( r
2

)) n
q

,para r ≤ R.

Usando o mesmo argumento para Bx ( r
2 ) e Bx ( r

4 ), onde ϕ≥ r
2 em Bx ( r

2 ) e ϕ≥ r
4 em Bx ( r

4 ),
temos (∫

Bx ( r
4 )

∣∣∣ r
4

∣∣∣q dvg

) 1
q

≤
(∫

Bx ( r
4 )
|ϕ|qdvg

) 1
q

≤ 2A

(∫
Bx ( r

2 )
|∇ϕ|ndvg

) 1
n

= 2AVolg
(

Bx

( r
2

)) 1
n

.

Então,
r
4

Volg
(

Bx

( r
4

)) 1
q ≤ 2AVolg

(
Bx

( r
2

) 1
n
)

.

Segue que,

Volg
(

Bx

( r
2

))
≥
( r

8A

)n
Volg

(
Bx

( r
4

)) n
q

=
( r

2A

)n
(

1
2

)2n

Volg
(

Bx

( r
4

)) n
q

.



1.21 Condições Necessárias e Suficientes 39

E assim,

Volg(Bx (r )) ≥
( r

2A

)n
(

1
2

)n

Volg
(

Bx

( r
2

)) n
q

≥
( r

2A

)n
(

1
2

)n
[( r

2A

)n
(

1
2

)2n

Volg
(

Bx

( r
22

)) n
q

] n
q

=
( r

2A

)n+ n2

q
(

1
2

)n+ 2n2

q

Volg
(

Bx

( r
22

))( n
q

)2

.

De modo análogo com Bx ( r
4 ) e Bx ( r

8 ) obtemos

Volg
(

Bx

( r
4

))
≥
( r

16A

)n
Volg

(
Bx

( r
8

)) n
q

=
( r

2A

)n
(

1
2

)3n

Volg
(

Bx

( r
23

)) n
q

.

o que implica que

Volg(Bx (r )) ≥
( r

2A

)n+ n2

q
(

1
2

)n+ 2n2

q

Volg
(

Bx

( r
22

))( n
q

)2

≥
( r

2A

)n+ n2

q
(

1
2

)n+ 2n2

q
[( r

2A

)n
(

1
2

)3n

Volg
(

Bx

( r
23

)) n
q

] n
q

=
( r

2A

)n+ n2

q + n3

q2
(

1
2

)n+ 2n2

q + 3n3

q2

Volg
(

Bx

( r
23

))( n
q

)3

.

Em geral, para Bx ( r
2m−1 ) e Bx ( r

2m ) temos que

Volg
(

Bx

( r
2m−1

))
≥
( r

2m+1A

)n
Volg

(
Bx

( r
2m

)) n
q

=
( r

2A

)n
(

1
2

)mn

Volg
(

Bx

( r
2m

)) n
q

,

de onde podemos concluir

Volg(Bx (r )) ≥
( r

2A

)nα(m)
(

1
2

)nβ(m)

Volg

(
Bx

(
2

2m

))( n
q

)m

, (1-26)

onde, α(m) = ∑
m−1
i=0

(
n
q

)i
e β(m) = ∑

m
i=0 i
(

n
q

)i−1
. Pelo Teorema 1.6 equação (1-4) sabemos

que Volg(Bx (r )) = ωn−1
n rn(1 + o(r )), onde ωn−1 é a área da esfera unitária euclidiana em

Rn, e o(r ) → 0 conforme r → 0. Pode-se ver sem dificuldade que

lim
m→∞

Volg

(
Bx

(
R
2m

))( n
q

)m

= 1.
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Basta notarmos que

lim
m→∞

ln

[(
ωn−1

n

(
R
2m

)n(
1 + o

(
R
2m

)))]( n
q

)m

= lim
m→∞

(
n
q

)m

ln

(
ωn−1

n

(
R
2m

)n(
1 + o

(
R
2m

)))

= lim
m→∞

ln
(
ωn−1

n

( R
2m

)n (
1 + o

( R
2m

)))
(q

n

)m ,

aplicando a Regra de L’Hôpital,

... = lim
m→∞

(ωn−1
n ( R

2m )n ln2−n(1 + o( R
2m ))) + ωn−1

n ( R
2m )no′( R

2m )2−m ln2−1

ωn−1
n ( R

2m )n(1 + o( R
2m ))

(q
n

)m
ln(q

n )

= lim
m→∞

 ln2−n +
o′( R

2m )2−m ln2−1

1+o( R
2m )(q

n

)m
ln(q

n )

 = 0.

Então

lim
m→∞

ln

[(
ωn−1

n

(
R
2m

)n(
1 + o

(
R
2m

)))]( n
q

)m

= 0

⇒ e
limm→∞ ln

[(
ωn−1

n

( R
2m
)n(

1+o
( R

2m
)))]( n

q )m

= e0 = 1

⇒ lim
m→∞

[(
ωn−1

n

(
R
2m

)n(
1 + o

(
R
2m

)))]( n
q

)m

= 1.

Por outro lado, temos

lim
m→∞

α(m) =
∞

∑
j=1

(
n
q

)j−1

=
q

q−n
,

e usando que
∞

∑
n=0

xn = 1 +
∞

∑
n=1

xn =
1

1− x
, quando |x |< 1,

obtemos (
1 +

∞

∑
n=1

xn

)′

=

(
1

1− x

)′

⇒
∞

∑
n=1

nxn−1 =
1

(1− x)2 .
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Assim

lim
m→∞

β(m) =
∞

∑
j=1

j

(
n
q

)j−1

=
q2

(q−n)2 .

Portanto, passando o limite m →∞ em (1-26), concluímos que

Volg(Bx (R)) ≥ lim
m→∞

(
R
2A

)nα(m)(1
2

)nβ(m)

Volg

(
Bx

(
2

2m

))( n
q

)m

=

(
R
2A

) nq
q−n
(

1
2

) nq2

(q−n)2

·1

=

(
R

A2
2q−n
q−n

) nq
q−n

.

Isso, juntamente com (1-23) e (1-24), implica que

Volg(Bx (R)) ≥ min

{
1

2τA
,

R

A2
2q−n
q−n

} nq
q−n

,

o que completa a prova do lema. □

Observação 1.22 Note que a condição (1-21) implica que W 1,n(M) está continuamente

imerso em Lq(M) para algum q > n. A seguinte desigualdade de interpolação é utilizada

para provarmos que se a desigualdade de Trudinger-Moser vale em nossa variedade

então obtemos a imersão contínua para todo q ≥ n.

Lema 1.23 Seja τ qualquer número real positivo. Suponha que existam constantes posi-

tivas q1,q2,A1 e A2 tais que q2 > q1 > 0 e

(∫
M
|u|qi dvg

) 1
qi
≤ Ai∥u∥1,τ, (1-27)

para todo u ∈ W 1,n(M), i = 1,2. Então, para todo q : q1 < q < q2, existe uma constante

positiva A = A(A1,A2,q1,q2) tal que

(∫
M
|u|qdvg

) 1
q

≤ A∥u∥1,τ, (1-28)

para todo u ∈ W 1,n(M).

Prova. Para qualquer u ∈ W 1,n(M)\{0}, definimos ũ = u/∥u∥1,τ. Segue-se de (1-27) que

(∫
M
|ũ|qi dvg

) 1
qi
≤ Ai , i = 1,2. (1-29)
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Tomando q tal que q1 < q < q2. Temos que |ũ|q ≤ |ũ|q1 + |ũ|q2 , então∫
M
|ũ|qdvg ≤

∫
M
|ũ|q1dvg +

∫
M
|ũ|q2dvg ≤ Aq1

1 + Aq2
2 . (1-30)

Portanto,

∫
M

|u|q

∥u∥q
1,τ

dvg ≤ Aq1
1 + Aq2

2 ⇒
(∫

M
|u|qdvg

) 1
q

≤ (Aq1
1 + Aq2

2 )
1
q ∥u∥1,τ. (1-31)

Escolhemos A = max{(Aq1
1 + Aq2

2 )
1

q1 , (Aq1
1 + Aq2

2 )
1

q2 }. Assim, (1-28) segue imediatamente. □

Proposição 1.24 Seja (M,g) uma variedade Riemanniana completa de dimensão n. Su-

ponha que a desigualdade de Trudinger-Moser vale em (M,g), ou seja, existem constantes

positivas α,τ e β tais que (0-7) é verdadeira. Então, o espaço de Sobolev W 1,n(M) está

imerso continuamente em Lq(M) para qualquer q ≥ n. Além disso, para qualquer r > 0,

existe uma constante positiva ϵ dependendo apenas de n,α,τ,β e r tal que Volg(Bx (r ))≥ ϵ
para todo x ∈ M, onde Bx (r ) denota a bola geodésica centrada em x com raio r .

Prova. Suponha que existam constantes positivas α,τ e β tais que (0-7) seja verdadeira.
Para qualquer u ∈ W 1,n(M)\{0}, definimos ũ = u/∥u∥1,τ. Segue-se de (0-7) que

∫
M

∞

∑
k=n−1

αk |ũ|
nk

n−1

k !
dvg ≤ β.

Particularmente, para qualquer inteiro k ≥ n−1, temos

∫
M

αk |ũ|
nk

n−1

k !
dvg ≤ β,

e assim

∫
M

αk |u|
nk

n−1

∥u∥1,τ
nk

n−1

dvg ≤ k !β⇒
∫

M
|u|

nk
n−1 dvg ≤

k !β∥u∥
nk

n−1
1,τ

αk

⇒
(∫

M
|u|

nk
n−1 dvg

) n−1
nk

≤
(

k !β
αk

) n−1
nk

∥u∥1,τ.

Para qualquer q ≥ n, existe algum k ≥ n−1 tal que

nk
n−1

≤ q ≤ n(k + 1)
n−1

.

Na verdade, podemos escolher k = [(n−1)p/n], a parte inteira de (n−1)p/n. Pelo Lema
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1.23, existe uma constante positiva A dependendo apenas de n,q,α e β tal que

(∫
M
|u|qdvg

) 1
q

≤ A∥u∥1,τ.

Isso implica que W 1,n(M) ↪→ Lq(M) continuamente. Agora, fixamos algum q > n, digamos
q = n + 1. Então, pelo Lema 1.20, existe alguma constante ϵ > 0 dependendo apenas de
n,α,τ,β e r tal que, para todo x ∈ M, Volg(Bx (r )) ≥ ϵ. □

Pela Proposição 1.24, temos uma ideia de qual condição uma variedade deve
satisfazer para que não seja válido Trudinger-Moser. Os seguinte Corolário demonstra a
construção de tais variedades.

Corolário 1.25 Para qualquer inteiro n ≥ 2, existe uma variedade Riemanniana n-

dimensional não compacta e completa na qual a desigualdade de Trudinger–Moser, (0-7),
não é válida.

Prova. Para qualquer variedade Riemanniana não compacta e completa (M,g) de dimen-
são n, se a desigualdade de Trudinger-Moser for válida, então pela Proposição 1.24, deve
existir uma constante ϵ > 0 tal que Volg(Bx (r )) ≥ ϵ para todo x ∈ M. Portanto, se existir
uma variedade Riemanniana não compacta e completa (M,g) tal que

inf
x∈M

Volg(Bx (r )) = 0,

podemos concluir que a desigualdade de Trudinger-Moser não é válida para ela. Prosse-
guimos para a construção de tais variedades. Considere o produto torcido

M = R×N, g(t ,θ) = dt2 + f (t)ds2
N ,

onde (N,ds2
N ) é uma variedade Riemanniana compacta de dimensão (n − 1), dt2 é

a métrica euclidiana de R, e f é uma função suave satisfazendo f (t) > 0, ∀t ∈ R e
limt→∞ f (t) = 0. Se y = (t1,m1) e z = (t2,m2) são dois pontos em M, então dg(y ,z)≥ |t2− t1|.
Isso, juntamente com a compacidade de N, implica que (M,g) é completa. Além disso,
para qualquer x = (t ,m) ∈ M, temos

Bx (1) ⊂ (t −1, t + 1)×N.
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Portanto,

Volg(Bx (1)) ≤ Volg((t −1, t + 1)×N)

≤ Volds2
N (N)

∫ t+1

t−1
f (t)dt

= 2Volds2
N

(N)f (ξ)

→ 0 conforme t → +∞,

(1-32)

onde usamos o teorema do valor médio integral, e ξ é algum ponto em (t − 1, t + 1). Isso
fornece o resultado desejado. □

Proposição 1.26 Para qualquer inteiro n ≥ 2, existe uma variedade Riemanniana com-

pleta não compacta de dimensão n, cuja curvatura de Ricci tem uma cota inferior, tal que

a desigualdade de Trudinger-Moser não é válida nela.

Antes de provarmos a proposição, vamos relembrar algumas notações da geo-
metria Riemanniana. Em qualquer carta, os símbolos de Christoffel da conexão de Levi-
Civita são dados por

Γ k
ij =

1
2

gmk (∂igmj +∂jgmi +∂mgi j ), (1-33)

onde gi j são os componentes de g, (g i j ) denota a matriz inversa de (gi j ). Aqui e a seguir,
adotamos a convenção de somatório de Einstein. Denotamos a curvatura Riemanniana de
(M,g), um campo tensorial de tipo (4,0), por Rm(M,g). Os componentes de Rm(M,g) são
dados pela relação

Ri jk l = giα(∂kΓ
α
j l −∂lΓ

α
jk + ΓαkβΓ

β
j l − Γ

α
lβΓ

β
jk ). (1-34)

Da mesma forma, os componentes da curvatura de Ricci, Rc(M,g), de (M,g) são dados pela
relação

Ri j = gαβRiαjβ. (1-35)

Prova. (Proposição 1.26) Em vista da proposição 1.24, é suficiente construir uma varie-
dade Riemanniana completa não compacta (M,g) de dimensão n tal que sua curvatura de
Ricci tenha uma cota inferior e satisfaça

inf
x∈M

Volg(Bx (1)) = 0.

Novamente, consideramos o produto torcido

M = R×N, g(x ,θ) = dx2 + f (x)ds2
N ,
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onde (N,ds2
N ) é uma variedade Riemanniana compacta de dimensão (n − 1), dx2 é a

métrica euclidiana de R e f é uma função suave satisfazendo f (x) > 0, ∀x ∈ R. A
seguir, calculamos a curvatura de Ricci de (M,g). Em uma carta de produto (R×U, Id ×
ϕ)(x ,y2, ...,yn), temos g11 = 1, g1α = 0, gαβ = f hαβ, g11 = 1, g1α = 0, e gαβ = f−1hαβ.
Equivalentemente,

g = dx2 + f (x)hαβdyαdyβ,

onde (hαβ) denota os componentes da métrica ds2
N . Aqui e a seguir, todos os índices

α,β,µ,ν e γ variam de 2 a n. Em vista de (1-33), os símbolos de Christoffel da conexão
de Levi-Civita são calculados da seguinte forma:

Γ1
11 = Γα11 = Γ1

1α = 0, Γβ1α =
1
2

gµβ∂1gµα =
f ′

2f
δβα

Γ1
αβ = −1

2
∂1gαβ = − f ′

2
hαβ, Γγαβ = Γ̃γαβ,

onde δβα é igual a 1 quando α = β, e 0 quando α ̸= β, Γ̃γαβ são os componentes dos
símbolos de Christoffel da conexão de Levi-Civita em (N,ds2

N ). Temos por (1-34) que
os componentes da curvatura Riemanniana são dados por:

R1α1β = g11∂1Γ
1
αβ

=
f ′2 −2ff ′

4f
hαβ

R1αβγ = g11(∂βΓ
1
αγ−∂γΓ

1
αβ + Γ1

βkΓ
k
αγ− Γ1

γkΓ
k
αβ)

=
f ′

2
(−∂βhαγ +∂γhαβ−hβµΓ̃

µ
αγ + hγµΓ̃

µ
αβ)

Rαβγµ = gαλ(∂γΓ
λ
βµ−∂µΓ

λ
βγ + ΓλγkΓ

k
βµ− ΓλµkΓ

k
βγ)

= f R̃αβγµ + gαλ(Γ
λ
γ1Γ

1
βµ− Γλµ1Γ

1
βγ)

= f R̃αβγµ +
f ′2

4
(hαµhβγ−hαγhβµ),

onde R̃αβγµ denotam os componentes da curvatura Riemanniana de (N,ds2
N ). Em vista de
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(1-35), obtemos os componentes da curvatura de Ricci da seguinte forma

R11 = gαβR1α1β

= (n−1)
f ′2 −2ff ′

4f 2

R1α = gβγR1βαγ

=
f ′

2f
hβγ(−∂αhβγ +∂γhαβ−hαµΓ̃

µ
βγ + hγµΓ̃

µ
αβ)

Rαβ = g11Rα1β1 + gµνRαµβν

=
f ′2 −2ff ′

4f
hαβ + R̃αβ +

f ′2

4f
hµν(hανhµβ−hαβhµν)

=
(2−n)f ′2 −2ff ′

4f
hαβ + R̃αβ,

onde R̃αβ são os componentes da curvatura de Ricci de (N,ds2
N ). Se assumirmos que as

funções f , f ′/f e f ′′/f são todas limitadas, então na carta (R×U, Id ×ϕ), os autovalores da
matriz (Rj l ) e da matriz (gj l ) são uniformemente limitados. Assim, existe uma constante
λ1 ∈ R tal que (Rj l ) ≥ λ1(gj l ). Note que (N,ds2

N ) é compacto. Existe uma constante λ ∈ R
tal que Rc(M,g) ≥ λg como formas bilineares. Se assumirmos ainda limx→∞ f (x) = 0, então
por (1-32), temos Volg(By (1)) → 0 conforme x → +∞, onde y = (x ,m) ∈ R×N. Pode-se
verificar que as seguintes funções satisfazem todas as condições acima para f .

• f é uma função suave e positiva definida em R e satisfaz

f (x) =

{
(1 + x2)e−x+senx , quando x > 1

1, quando x < 0

• f é uma função suave e positiva definida em R e satisfaz

f (x) =

{
1

logx , quando x > 2

1, quando x < 0.

Estas funções concedem o resultado desejado. □

O próximo resultado conclui que, de fato, a hipótese sobre a curvatura de Ricci
não é necessária para que a variedade satisfaça Trudinger-Moser. Vejamos,

Proposição 1.27 Para qualquer número inteiro n≥ 2, existe uma variedade Riemanniana

de dimensão n não compacta e completa na qual a desigualdade de Trudinger-Moser é

válida, mas sua curvatura de Ricci não tem cota inferior.

Prova. Basta construirmos uma variedade Riemanniana de dimensão n não compacta na
qual a desigualdade de Trudinger-Moser seja válida, mas sua curvatura de Ricci não tenha
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cota inferior. Para isto, consideramos a variedade Riemanniana (Rn,g), onde Rn é o espaço
euclidiano e

g = dx2
1 + f (x1)dx2

2 + ... + f (x1)dx2
n ,

e f é uma função suave em R tal que a ≤ f ≤ b para duas constantes positivas a e b. É
claro que, (Rn,g) é completa e não compacta. Utilizando os resultados da desigualdade
de Trudinger-Moser no espaço euclidiano padrão Rn [[15], [46], [48]], pode-se ver que se
α for escolhido suficientemente pequeno, então o supremo

sup
u∈W 1,n(M),∥u∥W1,n≤1

∫
Rn
ζn(α|u|

n
n−1 )dvg <∞,

ou seja, a desigualdade de Trudinger-Moser é válida na variedade (Rn,g), onde

∥u∥W 1,n =

(∫
Rn

(|∇gu|n + |u|n)dvg

)1/n

.

A seguir, escolheremos f de forma que a curvatura de Ricci de (Rn,g) não tenha cota
inferior. Pela equação (1-35),

R11 = (n−1)
f ′2 −2ff ′

4f 2 . (1-36)

Basta encontrar uma sequência de pontos (x (m)) em Rn tal que R11(x (m)) → −∞. Uma
escolha possível para f é f (t) = 2 + sen t2. Nesse caso, temos

f ′(x1) = 2x1 cosx2
1 , f ′′(x1) = 2cosx2

1 4x2
1 senx2

1 .

Assim, a equação (1-36) implica

R11(x) = (n−1)
(2x1 cosx2

1 )2 −2(2 + senx2
1 )(2cosx2

1 −4x2
1 senx2

1 )
4(2 + senx2

1 )2
. (1-37)

Escolhendo x (m) = (
√

2mπ+ 3π/2,0, ...,0), e notando que

cos(2mπ+ 3π/2) = cos(2mπ)cos(3π/2)− sen(2mπ)sen(3π/2) = 0

sen(2mπ+ 3π/2) = sen(2mπ)cos(3π/2) + cos(2mπ)sen(3π/2) = −1,

obtemos
R11(x (m)) = (−4mπ−3π) · (n−1) →−∞ conforme m →∞.

Outra escolha para f é f (t) = esen t2
. Nesse caso, temos

f ′(x1) = 2x1esenx2
1 cosx2

1 , f ′′(x1) = esenx2
1 (−4x2

1 senx2
1 + 4cos2 x2

1 + 2cosx2
1 ).
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Em vista da equação (1-37), obtemos

R11(x) = (n−1)(2x2
1 senx2

1 + x2
1 cos2 x2

1 −2x2
1 cos2 x2

1 − cosx2
1 ).

Novamente, escolhemos xm = (
√

2mπ+ 3π/2,0, ...,0) e assim podemos concluir que
R11(xm) →−∞ conforme m →∞. □



CAPÍTULO 2
Desigualdade Subrítica de Trudinger-Moser 1ª
Parte

Na presente seção, demonstraremos a validade da desigualdade de Trudinger-
Moser no cenário subcrítico, conforme abordado por Yang em [64]. É relevante destacar
que, na abordagem apresentada, foi possível estabelecer a demonstração apenas para o
caso subcrítico, enquanto que, pela maneira abordada por Li e Lu [32], o caso crítico foi
melhor estabelecido, conforme será discutido no Capítulo 4. Inicialmente, destacamos a
seguinte observação, fundamental para nossos resultados:

Lema 2.1 Seja B0(δ) ⊂Rn uma bola centrada em 0 com raio δ. Se 0 ≤ α≤ αn = nω
1

n−1
n−1,

então existe uma constante C dependendo apenas de n tal que, para todo u ∈ W 1,n
0 (B0(δ))

satisfazendo
∫
B0(δ) |∇u|ndx ≤ 1, temos

∫
B0(δ)

ζn(α|u|
n

n−1 )dx ≤ Cδn
(
α

αn

)n−1∫
B0(δ)

|∇u|ndx . (2-1)

Prova. Defina ũ = u/∥∇u∥Ln(B0(δ)). Como ∥∇u∥Ln(B0(δ)) ≤ 1 e 0 ≤ α≤ αn ⇒ 0 ≤ α
αn

≤ 1,
temos

ζn(α|u|
n

n−1 ) =
∞

∑
k=n−1

αk |u|
nk

n−1

k !
=

∞

∑
k=n−1

(
α

αn

)k
αk

n|ũ · ∥∇u∥|
nk

n−1

k !

≤
(
α

αn

)n−1

∥∇u∥n
∞

∑
k=n−1

αk
n|ũ|

nk
n−1

k !

=

(
α

αn

)n−1

∥∇u∥nζn(αn|ũ|
n

n−1 ).

(2-2)

Segue da desigualdade de Trudinger-Moser clássica ((0-1) com α0 substituído por αn)
que ∫

B0(δ)
ζn(αn|ũ|

n
n−1 )dx ≤ Cδn, (2-3)
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para alguma constante C dependendo apenas de n. Integrando (2-2) sobre B0(δ) vemos
que,

∫
B0(δ)

ζn(α|u|
n

n−1 )dx ≤
∫
B0(δ)

(
α

αn

)n−1

∥∇u∥n
Ln(B0(δ))ζn(αn|ũ|

n
n−1 )dx

≤
(
α

αn

)n−1

∥∇u∥n
Ln(B0(δ))

∫
B0(δ)

ζn(αn|ũ|
n

n−1 )dx

≤ Cδn
(
α

αn

)n−1

∥∇u∥n
Ln(B0(δ))

= Cδn
(
α

αn

)n−1∫
B0(δ)

|∇u|ndx .

De onde obtemos imediatamente (2-1) usando (2-3). Isso conclui o lema. □

Com as hipóteses sobre a curvatura de Ricci e o raio de injetividade na variedade
Riemanniana, temos a seguinte versão local da desigualdade de Trudinger-Moser, que
será extendida globalmente pela Cobertura de Gromov.

Lema 2.2 Para qualquer α : 0 < α < αn, existe uma constante δ dependendo apenas de

n,α,λ e i0 tal que, para todo x ∈ M e todo u ∈ C∞
0 (Bx (δ)) com ∥∇gu∥Ln(Bx (δ)) ≤ 1, temos∫

M
ζn(α|u|

n
n−1 )dvg ≤ C

∫
M
|∇gu|ndvg , (2-4)

para alguma constante C dependendo apenas de n,α,λ e i0.

Prova. Pelo [24, Teorema 1.3], sabemos que, para qualquer ϵ > 0, existe uma constante
positiva δ dependendo apenas de ϵ,n,λ e i0 que satisfaz a seguinte propriedade: para
qualquer x ∈M, existe um gráfico coordenado harmônicoϕ : Bx (δ)→Rn tal queϕ(x) = 0,
e as componentes (gj l ) de g nesse gráfico satisfazem

e−ϵδj l ≤ gj l ≤ eϵδj l ,

como formas bilineares. Temos então que ϕ(Bx (δ)) ⊂ B0(eϵ/2δ) devido a sua conformi-
dade. Seja u uma função em C∞

0 (Bx (δ)) e ∥∇gu∥Ln(Bx (δ)) ≤ 1. Não é difícil ver que∫
Bx (δ)

|∇gu|ndvg ≥
∫
B0(eϵ/2δ)

|∇g(u ◦ (e−ϵ) ·ϕ−1)(x)|ndx

= e−ϵn
∫
B0(eϵ/2δ)

|∇g(u ◦ϕ−1)(x)|ndx ,
(2-5)
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e,

∫
M
ζn(α|u|

n
n−1 )dvg =

∞

∑
k=n−1

∫
Bx (δ)

αk |u|
nk

n−1

k !
dvg

≤
∞

∑
k=n−1

∫
B0(eϵ/2δ)

αk |u ◦ (eϵ/2 ·ϕ−1)(x)|
nk

n−1

k !
dx

= enϵ/2
∫
B0(eϵ/2δ)

ζn(α|(u ◦ϕ−1)(x)|
n

n−1 )dx .

(2-6)

Para qualquer α fixo tal que 0 < α< αn, existe algum ϵ0 dependendo apenas de n e α tal
que quando 0 < ϵ≤ ϵ0, segue de (2-5) e ∥∇gu∥Ln(Bx (δ)) ≤ 1 que

e−ϵn
∫
B0(eϵ/2δ)

|∇g(u ◦ϕ−1)(x)|ndx ≤ 1∫
B0(eϵ/2δ)

|∇g(u ◦ϕ−1)(x)|ndx ≤ enϵ

α

(∫
B0(eϵ/2δ)

|∇g(u ◦ϕ−1)(x)|ndx

) 1
n−1

≤ αe
nϵ

n−1 ≤ αe
nϵ0
n−1 < α0.

Agora, escolhemos ϵ = ϵ0 fixo e δ dependendo apenas de ϵ0,n,λ e i0 como escolhido
acima. Pelo Lema 2.1, existe uma constante C1 = C1(n) dependendo apenas de n tal que∫

B0(eϵ/2δ)
ζn(α|(u ◦ϕ−1)(x)|

n
n−1 )dx

≤ C1(eϵ0/2δ)n
(
α

αn

)n−1∫
B0(eϵ/2δ)

|∇g(u ◦ϕ−1)(x)|ndx

≤ C1enϵ0/2δn
∫
B0(eϵ/2δ)

|∇g(u ◦ϕ−1)(x)|ndx .

Isso, junto com (2-5) e (2-6), implica que∫
M
ζn(α|u|

n
n−1 )dvg ≤ e

nϵ0
2

∫
B0(eϵ/2δ)

ζn(α|(u ◦ϕ−1)(x)|
n

n−1 )dx

≤ e
nϵ0

2

(
C1enϵ0/2δn

∫
B0(eϵ/2δ)

|∇g(u ◦ϕ−1)(x)|n
)

≤ C1enϵ0δn
(

enϵ0

∫
Bx (δ)

|∇gu|ndvg

)
= C1e2nϵ0δn

∫
M
|∇gu|ndvg .

Tomando C = C1e2nϵ0δn, temos a dependência de C com n,α,λ e i0. Por conseguinte,
comprovamos (2-4). □

Com isto em mãos estamos aptos para demonstrar o caso subcrítico da desigual-
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dade de Trudinger-Moser.

Teorema 2.3 Seja (M,g) uma variedade Riemanniana de dimensão n completa e não

compacta. Suponha que sua curvatura de Ricci tem uma cota inferior, ou seja, Rc(M,g) ≥
λg para alguma constante λ ∈ R, e que seu raio de injetividade é estritamente positivo,

ou seja, inj(M,g) ≥ i0 para alguma constante i0 > 0. Então temos

(i) para qualquer 0 ≤ α < αn = nω1/(n−1)
n−1 , existem constantes positivas τ e β depen-

dendo apenas de n,α,λ e i0 tais que (0-7) é válida. Como consequência, W 1,n(M)

está imerso em Lq(M) continuamente para qualquer q ≥ n;

(ii) para qualquer α> αn e qualquer τ> 0, o supremo em (0-7) é infinito;

(iii) para qualquer α> 0 e qualquer u ∈ W 1,n(M), temos ζn(α|u|n/(n−1)) ∈ L1(M).

Prova. (i) Para qualquer α : 0 <α<αn, escolha δ = δ(n,α,λ, i0) como no Lema 2.2. Além
disso, pelo Lema da Cobertura de Gromov, podemos selecionar uma sequência (xj ) de
pontos em M tal que

(a) M = ∪jBxj (δ/2), e para qualquer j ̸= l temos Bxj (δ/4)∩Bxl (δ/4) = ∅;
(b) existe N dependendo apenas de n,λ e δ tal que cada ponto em M tem um vizinhança

que intersecta no máximo N dos Bxj (δ)
′s.

Para qualquer j , tomamos uma função de suporteϕj ∈C∞
0 (Bxj (δ)) satisfazendo 0≤ϕj ≤ 1,

ϕj ≡ 1 em Bxj (δ/2), e |∇gϕj | ≤ 4/δ. Segue que para todo j

|∇gϕ
2
j | = |∇g(ϕj ·ϕj )| = |2ϕj∇gϕj | = 2ϕj |∇gϕj | ≤ 2ϕj

4
δ

=
8
δ
ϕj . (2-7)

Pelas propriedades de cobertura (a) e (b), temos

1 ≤ ∑
j
ϕj (x) ≤ N para todo x ∈ M. (2-8)

Basta notar que x pertence a alguma vizinhança, então 1 limita por baixo, e pela
propriedade de ser localmente finita a limitação superior é N.

Defina τ = 8/δ. Suponha que u ∈ C∞
0 (M) satisfaz

∥u∥1,τ =

(∫
M
|∇u|ndvg

) 1
n

+τ

(∫
M
|u|ndvg

) 1
n

≤ 1.
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Segue de (2-7) e da Desigualdade de Minkowski, Proposição 6.10 do Apêndice, que

(∫
M
|∇g(ϕ2

j u)|ndvg

) 1
n

≤
(∫

M
|∇g(ϕj )|2n|u|ndvg

) 1
n

+

(∫
M
ϕ2n

j |∇gu|ndvg

) 1
n

≤ 8
δ

(∫
M
|u|ndvg

) 1
n

+

(∫
M
|∇gu|ndvg

) 1
n

= ∥u∥1,τ ≤ 1.

Lembrando que ϕj ≡ 1 em Bxj (δ/2), então

∫
Bxj (δ/2)

|u|dvg =
∫

Bxj (δ/2)
|ϕ2

j u|dvg

≤
∫

Bxj (δ/2)
|ϕ2

j u|dvg +
∫

Bxj (δ)\Bxj (δ/2)
|ϕ2

j u|dvg

=
∫

Bxj (δ)
|ϕ2

j u|dvg .

Utilizando o Lema 2.2, nos leva a∫
M
ζn(α|u|

n
n−1 )dvg ≤ ∑

j

∫
Bxj (δ/2)

ζn(α|u|
n

n−1 )dvg

≤ ∑
j

∫
Bxj (δ)

ζn(α|ϕ2
j u|

n
n−1 )dvg

≤ C ∑
j

∫
Bxj (δ)

|∇(ϕ2
j u)|ndvg

≤ C ∑
j

∫
M
|∇(ϕ2

j u)|ndvg .

(2-9)

Para alguma constante C que depende apenas de n,α,λ e i0. Além disso, utilizando a
equação (2-7), temos 0 ≤ ϕj ≤ 1 e (a + b)n ≤ 2n(an + bn), para (a,b ≥ 0). Dessa forma,∫

M
|∇g(ϕ2

j u)|ndvg ≤ 2n
∫

M
(ϕ2n

j |∇gu|n + |∇gϕ
2
j |n|u|n)dvg

≤ 2n
∫

M
ϕj |∇gu|ndvg + 2n

(
8
δ

)n ∫
M
ϕj |u|ndvg

= 2n
∫

M
ϕj |∇gu|ndvg +

(
16
δ

)n ∫
M
ϕj |u|ndvg .
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De acordo com (2-8), segue que

∑
j

∫
M
|∇g(ϕ2

j u)|ndvg ≤ ∑
j

2n
∫

M
ϕj |∇gu|ndvg +

(
16
δ

)n ∫
M
ϕj |u|ndvg

≤ 2nN
∫

M
|∇gu|ndvg +

(
16
δ

)n

N
∫

M
|u|ndvg .

Utilizando que ∥u∥1,τ ≤ 1, obtemos

∫
M
|∇gu|ndvg ≤ 1 e

∫
M
|u|ndvg ≤

(
1
τ

)n

.

Assim,

∑
j

∫
M
|∇g(ϕ2

j u)|ndvg ≤ 2nN +

(
16
τδ

)n

N.

Isso, junto com (2-9), implica que∫
M
ζn(α|u|

n
n−1 )dvg ≤ C ∑

j

∫
M
|∇g(ϕ2

j u)|ndvg

≤ C(2nN +

(
16
τδ

)n

N) = C̃ <∞,

para alguma constante C̃ que depende apenas de n,α,λ e i0. Pela densidade de C∞
0 (M)

em W 1,n(M), a desigualdade (0-7) vale para os valores de α,τ e C acima. Pela Proposição
1.24, concluímos que W 1,n(M) está continuamente imerso em Lq(M) para qualquer q ≥ n.

(ii) Fixe um ponto z ∈ M, seja r = r (x) = dg(z,x) a distância geodésica entre x e
z. Sem perda de generalidade, podemos assumir que o raio de injetividade de (M,g) em z

é estritamente maior que 1. Tome uma sequência de funções

ϕϵ(x) =


1, quando r < ϵ

(log 1
e )−1 log 1

r , quando ϵ≤ r ≤ 1

0, quando r > 1.

Note que se ϵ≥ 1,

ϕϵ(x) =

1, quando r < ϵ

0, quando r ≥ ϵ.
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Então

∥ϕϵ∥W 1,n(M) =

(∫
M
|ϕϵ|ndvg +

∫
M
|∇gϕϵ|ndvg

) 1
n

=

(∫
Bz (ϵ)

1dvg +
∫

M
0dvg

) 1
n

= Volg(Bz(ϵ))
1
n <∞.

Caso contrário

ϕϵ(x) =


1, quando r < ϵ

(log 1
ϵ )−1 log 1

r , quando ϵ≤ r ≤ 1

0, quando r > 1.

Então,

∥ϕϵ∥W 1,n(M) =

(∫
M
|ϕϵ|ndvg +

∫
M
|∇gϕϵ|ndvg

) 1
n

=

(∫
Bz (ϵ)

1dvg +

(
log

1
ϵ

)−n ∫
Bz (1)\Bz (ϵ)

∣∣∣∣log
1
r

∣∣∣∣n + |r∇gr |ndvg

) 1
n

≤

(
Volg(Bz(ϵ)) +

(
log

1
ϵ

)−n ∫
Bz (1)\Bz (ϵ)

∣∣∣∣log
1
ϵ

∣∣∣∣n + 1dvg

) 1
n

=

(
Volg(Bz(ϵ)) + Volg(Bz(1)\Bz(ϵ)) +

(
log

1
ϵ

)−n

Volg(Bz(1)\Bz(ϵ))

) 1
n

≤

(
Volg(Bz(1)) +

(
log

1
ϵ

)−n

Volg(Bz(1))

) 1
n

=

((
1 +

(
log

1
ϵ

)−n
)

Volg(Bz(1))

) 1
n

<∞.

Então ϕϵ ∈ W 1,n(M) e, utilizando um argumento similar de Fontana em [22], para
qualquer constante τ> 0 temos

∥ϕϵ∥1,τ =

(
log

1
ϵ

) 1−n
n

ω
1
n
n−1

(
1 + O

(
1

logϵ

))
.
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Defina ϕ̃ϵ = ϕϵ/∥ϕϵ∥1,τ. Então, temos na bola geodésica Bz(ϵ) ⊂ M,

ζn(αϕ̃
n

n−1
ϵ ) = eαϕ̃

n
n−1
ϵ −

n−2

∑
k=0

αϕ̃
nk

n−1
ϵ

k !

≥ e
α log 1

ϵω
−1

n−1
n−1

(
1+O

(
1

logϵ

))
−O

((
log

1
ϵ

)n−2
)

= ϵ
−αω

−1
n−1
n−1

(
1+O

(
1

logϵ

))
−O

((
log

1
ϵ

)n−2
)

.

Note que para qualquer α>αn e comω
−1

n−1
n−1 > 0 obtemos αω

−1
n−1
n−1 >αnω

−1
n−1
n−1 = n. Portanto,

quando α> αn, temos∫
M
ζn(α|(ϕ̃)ϵ|

n
n−1 )dvg ≥

∫
Bz (ϵ)

ζn(α|(ϕ̃)ϵ|
n

n−1 )dvg

≥
∫

Bz (ϵ)
ϵ
−αω

−1
n−1
n−1

(
1+O

(
1

logϵ

))
−O

((
log

1
ϵ

)n−2
)

dvg

≥

[
ϵ
−αω

−1
n−1
n−1

(
1+O

(
1

logϵ

))
−O

((
log

1
ϵ

)n−2
)]

ωn−1

n
ϵn(1 + o(ϵ))

=
ωn−1

n
(1 + oϵ(1))ϵ

n−αω
−1

n−1
n−1

(
1+O

(
1

logϵ

))
−oϵ(1)

→∞ conforme ϵ→ 0.

Isso finaliza a prova do item (ii).
(iii) Tome α0 : 0 < α0 < αn. Pelo item (i) existe um τ0 = τ0(n,α0,λ, i0) > 0 tal

que
Λα0 := sup

∥u∥1,τ0≤1

∫
M
ζn(α0|u|

n
n−1 )dvg <∞.

Dado qualquer α > 0 e qualquer u ∈ W 1,n(M). Como C∞
0 (M) é denso em W 1,n(M)

sob a norma ∥ · ∥W 1,n(M), que é equivalente à norma ∥ · ∥1,τ0 , podemos escolher algum
u0 ∈ C∞

0 (M) tal que

2
n

n−1α∥u−u0∥
n

n−1
1,τ0

< α0. (2-10)

Como ζn(t) é crescente em t para t ≥ 0, veja abaixo

ζn(t) =
∞

∑
k=n−1

tk

k !
⇒ ζ′(n, t) =

∞

∑
k=n−1

ktk−1

k !
=

∞

∑
k=n−2

tk

k !
≥ 0 para t ≥ 0,

obtemos, utilizando que

|u|
n

n−1 ≤ |u−u0 + u0|
n

n−1 ≤ 2
n

n−1 |u−u0|
n

n−1 + 2
n

n−1 |u0|
n

n−1 ,
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e a Proposição 6.2 do Apêndice, que∫
M
ζn(α|u|

n
n−1 )dvg ≤

∫
M
ζn(2

n
n−1α|u−u0|

n
n−1 + 2

n
n−1α|u0|

n
n−1 )dvg

≤ 1
µ

∫
M
ζn(2

n
n−1αµ|u−u0|

n
n−1 )dvg

+
1
ν

∫
M
ζn(2

n
n−1αν|u0|

n
n−1 )dvg ,

(2-11)

onde 1/µ+ 1/ν = 1. Em vista de (2-10), podemos tomar µ > 1 suficientemente próximo
de 1 de forma a

2
n

n−1αµ∥u−u0∥
n

n−1
1,τ0

< α0 ⇒ 2
n

n−1αµ<
α0

∥u−u0∥
n

n−1
1,τ0

.

Portanto,

∫
M
ζn(2

n
n−1αµ|u−u0|

n
n−1 )dvg <

∫
M
ζn

(
α0

∣∣∣∣ u−u0

∥u−u0∥1,τ0

∣∣∣∣ n
n−1
)

dvg .

Como ∥(u−u0)/∥(u−u0)∥1,τ0∥1,τ0 = 1, temos que

∫
M
ζn

(
α0

∣∣∣∣ u−u0

∥u−u0∥1,τ0

∣∣∣∣ n
n−1
)

dvg <Λα0 . (2-12)

Como u0 ∈ C∞
0 (M), particularmente u0 tem suporte compacto, vale a relação

∫
M
ζn(2

n
n−1αν|u0|

n
n−1 )dvg =

∞

∑
k=n−1

∫
supp(u0)

αkνk2
nk

n−1 |u0|
nk

n−1

k !
dvg

≤
∞

∑
k=n−1

∫
supp(u0)

αkνk2
nk

n−1 |umax
0 |

nk
n−1

k !
dvg

=
∫

M
ζn(2

n
n−1αν|umax

0 |
n

n−1 )dvg

≤ e2
n

n−1αν|umax
0 |

n
n−1 Volg(supp(u0)).

<∞.

(2-13)

Onde umax
0 é o máximo da função u0 em supp(u0). Combinando (2-11), (2-12) e (2-13),

obtemos ∫
M
ζn(α|u|

n
n−1 )dvg <∞.

Isso finaliza a prova do item (iii). □
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CAPÍTULO 3
Desigualdade Subcrítica de Trudinger-Moser 2ª
Parte

Nesta seção, provaremos a desigualdade subcrítica de Trudinger-Moser pelo
método abordado por Li e Lu em [32].

Teorema 3.1 Seja (M,g) uma variedade Riemanniana completa e não compacta cuja

curvatura de Ricci tem um limite inferior, ou seja, existe uma constante λ ∈ R tal que

Rc(M,g) ≥ λg. Além disso, assumimos que seu raio injetivo tem um limite inferior, ou seja,

inj(M,g) ≥ i0 para algum i0 > 0. Então, para qualquer u ∈ W 1,n(M) tal que ∥∇u∥n ≤ 1,

α< αn = nω1/(n−1)
n−1 , existe uma constante C = C(n,α,M) tal que

1
∥u∥n

n

∫
M
ζn(α|u|

n
n−1 )dvg ≤ C. (3-1)

Além disso, essa desigualdade é sharp no sentido em que, quando α≥αn, a desigualdade

falha.

Prova. Considere a integral

1
∥u∥n

n

∫
M
ζn(α|u|

n
n−1 )dvg ,

para α < αn = nω1/(n−1)
n−1 . Esta é definida como a soma de algumas subintegrais em uma

cobertura da variedade, esta será a Cobertura de Gromov.
Para esta cobertura, temos cartas locais com coordenadas harmônicas

{Pi ,BPi (δ),xj}i∈Λ e, correspondendo a isso, a partição da unidade αi (P)i∈Λ (aqui abusa-
mos da notação α; quando escrevemos αi , nos referimos à partição da unidade, e quando
escrevemos αn, nos referimos à melhor constante na desigualdade de Moser-Trudinger).
Assim, temos

1
∥u∥n

n

∫
M
ζn(α|u|

n
n−1 )dvg =

1
∥u∥n

n
∑

i

∫
BPi (δ)

αi (P)ζn(α|u(P)|
n

n−1 )dvg .



60

Agora, faremos uma reescala para u(P). Para b suficientemente grande, {BPi (
δ
b )} não terá

interseção, já que são uniformemente localmente finitos. Para qualquer P ∈ M, ou existe i

tal que P ∈ BPi (
δ
b ), ou P ∈ M\∪i BPi (

δ
b ). No primeiro caso, para P = (x1, ...,xn), definimos

v (P) = au(bx), onde a e b são constantes a serem escolhidas; no segundo caso, vamos
definir v (P) = 0. A partir do argumento acima, isso está bem definido.

Queremos escolher a e b de modo que ∥v∥1,τ ≤ 1.∫
M
|∇v |ndvg = ∑

i

∫
BPi (δ)

αi (bx)anbn|(∇u)(bx)|n)
√
|g(x)|dx

≤ Qn/2
∑

i

∫
B0(δ)

αi (x)an|(∇u)(x)|ndx

≤ Qnan
∫

M
|∇u|ndvg .

Usamos o Teorema 1.5, para δ suficientemente pequeno, temos as seguintes limitações
para o elemento de volume

Q−n/2dx ≤ dvg ≤ Qn/2dx .

Por outro lado, ∫
M
|v |ndvg = ∑

i

∫
BPi (δ/b)

αi (bx)an|u(bx)|n
√
|g(x)|dx

≤ Qn/2 an

bn ∑
i

∫
B0(δ)

αi (x)|u(x)|ndx

≤ Qn an

bn

∫
M
|u|ndvg .

Uma vez que queremos,

∥u∥n
1,τ =

∫
M
|∇u|n +τ|u|ndvg

≤ Qnan
∫

M
|∇u|ndvg +τQn an

bn

∫
M
|u|ndvg

≤ 1.

Para esse propósito, definimos

a +
(1−ε)1/n

Q
e b =

(
(1−ε)τ
ε

)1/n

∥u∥n,
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onde ε é alguma constante positiva. Então,

1
∥u∥n

n

∫
M
ζn(α|u|

n
n−1 )dvg =

1
∥u∥n

n
∑

i

∫
B0(δ)

αi (x)ζn(α|u(x)|
n

n−1 )
√
|g(x)|dx

=
1−ε
ε
τ∑

i

∫
B0(δ)

αi (x)ζn(α|u(x)|
n

n−1 )
√
|g(x)|d

(x
b

)
≤ Qn/2 1−ε

ε
τ∑

i

∫
B0(δ/b)

αi (bx)ζn

(
α|au(bx)|

n
n−1

a
n

n−1

)
dx

≤ Qn 1−ε
ε
τ

∫
M
ζn(α′|v |

n
n−1 )dvg

<∞,

onde α′ = α/an/(n−1) ≤ αn quando ε é suficientemente pequeno e Q é muito próximo de
1, portanto, a partir do Teorema 4.1 em que será provado no Capítulo 4 a validade para o
caso crítico, a última linha é válida.

Para mostrarmos que é sharp, consideramos a seguinte sequência de funções,

uk (d(P, P̃)) =


ω

− 1
n

n−1

(k
n

) n−1
n , d(P, P̃) ≤ e−

k
n

−ω− 1
n

n−1

(k
n

)− 1
n log(d(P, P̃)), e−

k
n ≤ d(P, P̃) ≤ 1

0, d(P, P̃) ≥ 1.

Usando o Teorema 1.5, temos∫
M

∣∣∣∣∇ uk√
Q

∣∣∣∣dvg = Q−n/2
∫

BP (1)
|∇uk |nrn−1

√
|g|drdθ

= Q−n/2
∫

BP (1)\BP (e−k/n)

∣∣∣∣∣−ω−1/n
n−1

(
k
n

)−1/n 1
r

∣∣∣∣∣
n

rn−1
√

|g|drdθ

≤ Q−n/2Qn/2ω−1
n−1

(
k
n

)−1∫
Sn−1

∫ 1

e−k/n

1
r

drdθ

≤ 1.
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Portanto, ∥∇ uk√
Q
∥n ≤ 1. Em seguida, avaliamos a norma ∥ uk√

Q
∥n. Observamos que

∫
M

∣∣∣∣ uk√
Q

∣∣∣∣dvg = Q−n/2
∫

BP (e−k/n)

∣∣∣∣∣ω− 1
n

n−1

(
k
n

) n−1
n

∣∣∣∣∣
n

dvg

+ Q−n/2
∫

BP (1)\BP (e−k/n)

∣∣∣∣∣−ω−1/n
n−1

(
k
n

)−1/n

log(d(P, P̃))

∣∣∣∣∣
n

dvg

≤ Q−n/2
∫

Sn−1

∫ e−k/n

0

∣∣∣∣∣ω− 1
n

n−1

(
k
n

) n−1
n

∣∣∣∣∣
n

rn−1
√

|g|drdθ

+ Q−n/2ω−1
n−1

(
k
n

)−1∫
Sn−1

∫ 1

e−k/n
| log r |rn−1

√
|g|drdθ

≤ω−1
n−1

(
k
n

)−1

e−kωn−1 +ω−1
n−1

(
k
n

)−1∫
Sn−1

∫ 1

e−k/n
| log r |rn−1

√
|g|drdθ.

Ambos os termos acima tendem a zero conforme k →∞, portanto ∥ uk√
Q
∥n → 0 conforme

k →∞. Em seguida, estimamos

∫
M
ζn(αn|

uk√
Q
|

n
n−1 )dvg =

∫
BP (1)\BP (e−k/n)

exp

α′
n

∣∣∣∣∣−ω−1/n
n−1

(
k
n

)−1/n

log(d(P, P̃))

∣∣∣∣∣
n

n−1

dvg

−
∫

BP (1)\BP (e−k/n)

n−2

∑
j=0

α
′j
n

∣∣∣−ω−1/n
n−1

(k
n

)−1/n
log(d(P, P̃))

∣∣∣ n
n−1 j

j !
dvg

+
∫

BP (e−k/n)
ζn

(
α′

n(ω
− 1

n
n−1

(
k
n

) n−1
n

)
n

n−1

)
dvg

≥−
n−2

∑
j=0

k−j 1
n−1

∫
BP (1)

nj 1
n−1

j !
| log(d(P, P̃))|j

n
n−1 dvg

+ (e−k/n)nωn−1ζn(α′
n(ω

− 1
n−1

n−1
k
n

)).

Onde α′
n = αn/

√
Q. É fácil ver que o primeiro termo tende a zero e, portanto, temos

1
∥ uk√

Q
∥n

n

∫
M
ζn

(
αn

∣∣∣∣ uk√
Q

∣∣∣∣ n
n−1
)

dvg →∞.

Concluímos que, de fato, a desigualdade de Trudinger-Moser é sharp com constante αn,
assim, completamos a prova do Teorema. □



CAPÍTULO 4
Desigualdade Crítica de Trudinger-Moser

Nesta seção, provamos a desigualdade crítica de Trudinger-Moser. Como já
citado no Capítulo 2, a demonstração foi feita por Li e Lu em [32].

Teorema 4.1 Seja (M,g) uma variedade Riemanniana completa e não compacta cuja

curvatura de Ricci tem um limite inferior, ou seja, existe uma constante λ ∈ R tal que

Rc(M,g) ≥ λg. Além disso, assumimos que o raio injetivo tem um limite inferior, ou seja,

inj(M,g) ≥ i0 para algum i0 > 0. Então, para todo τ> 0, existe uma constante C = C(n,τ,M)

tal que

sup
u∈W 1,n(M),∥u∥1,τ≤1

∫
M
ζn(αn|u|

n
n−1 )dvg ≤ C(n,τ,M), (4-1)

novamente aqui αn = nω
1

n−1
n−1, ωn−1 é a área da esfera unitária em Rn, ζn(t) = ∑

∞
i=n−1

t i

i ! ,

∥u∥1,τ = [
∫

M (|∇u|n + τ|u|n)dvg ]
1
n . Além disso, αn é sharp no sentido de que se αn for

substituído por qualquer número maior, a desigualdade acima falha.

Prova. Precisamos apenas provar a desigualdade crítica de Trudinger-Moser em M para
todo u ∈ C∞

0 (M)\{0} tal que u ≥ 0 e ∥u∥1,τ ≤ 1. Isso decorre do seguinte argumento
de densidade: para qualquer u ∈ W 1,n(M), |u| = u+ + u−, então |u|

n
n−1 = |u+|

n
n−1 + |u−|

n
n−1 .

Portanto, podemos reduzir o problema para funções não negativas. Para qualquer u ∈
W 1,n(M) e u ≥ 0, como C∞

0 (M) é denso em W 1,n(M), podemos encontrar uma sequência
de funções não negativas {um}∞m=1 em C∞

0 (M) tal que um → u em W 1,n(M). Então existe
uma subsequência {umk} tal que umk → u q.t.p. Pelo Lema de Fatou,∫

M
lim inf
k→∞

ζn(αn|umk |
n

n−1 )dvg ≤ lim inf
k→∞

∫
M
ζn(αn|umk |

n
n−1 )dvg .

Portanto, temos∫
M
ζn(αn|u|

n
n−1 )dvg ≤ sup

u∈C∞
0 ,u≥0,∥u∥1,τ≤1

∫
M
ζn(αn|u|

n
n−1 )dvg .
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Agora, para mostrar que
∫

M ζn(αn|u|
n

n−1 )dvg ≤ C(n,τ) para u ∈ C∞
0 (M)\{0}, definimos

A(u) = 2−
1

n(n−1)τ
1
τ∥u∥Ln ,

e
Ω(u) = {x ∈ M : u(x) ≥ A(u)}.

Como ∥u∥1,τ ≤ 1, temos τ
1
n ∥u∥Ln ≤ 1, então A(u) ≤ 1. Como temos o seguinte∫

M
|u|ndvg ≥

∫
Ω(u)

|u|ndvg ≥
∫
Ω(u)

|A(u)|ndvg ≥ |Ω(u)|2−
1

n−1τ∥u∥n
Ln ,

então |Ω(u)| ≤ 2
1

n−1τ−1 e Ω(u) é compacto por Hopf-Rinow. Como M é completo, Ω(u)

é ainda limitado. Agora dividimos a integral como∫
M
ζn(αn|u|

n
n−1 )dvg =

∫
Ω(u)

ζn(αn|u|
n

n−1 )dvg +
∫

M\Ω(u)
ζn(αn|u|

n
n−1 )dvg

≡ I1 + I2.

Para I2, temos

I2 ≤
∫
{x :u(x)<1}

∞

∑
k=n−1

αk
n|u|

kn
n−1

k !
dvg

≤
∞

∑
k=n−1

αk
n

k !

∫
M
|u|ndvg

=
∞

∑
k=n−1

αk
n

k !
∥u∥n

Ln

≤ 1
τ

∞

∑
k=n−1

αk
n

k !

≡ C(τ,n).
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Para estimar I1, definimos v (x) = u(x)−A(u) emΩ(u). Então, v ∈ W 1,n
0 (Ω(u)) e

|u|n
′
= (|v |+ A(u))n′

≤ |v |n
′
+ n′2n′−1(|v |n

′−1A(u) + A(u)n′)

≤ |v |n
′
+ n′2n′−1

(
(|v |n′−1A(u))n

n
+

1
n′

)
+ n′2n′−1A(u)n′

= |v |n
′
(

1 +
2

1
n−1

n−1
|A(u)|n

)
+ n′2n′−1

(
1
n′

+ |A(u)|n
′
)

≤ |v |n
′
(

1 +
2

1
n−1

n−1
|A(u)|n

)
+ C(n),

onde n′ = n
n−1 . Podemos limitar o segundo termo por uma constante C = C(n) pois

A(u) ≤ 1.

Definimos w(x) = v (x)

(
1 + 2

1
n−1

n−1 |A(u)|n
) n−1

n

, então w ∈ W 1,n
0 (M) e |u|n′ ≤ wn′ +

C(n). Assim, para I1,

I1 ≤
∫
Ω(u)

exp{αn|u|n
′
}dvg ≤ eαnC(n)

∫
Ω(u)

exp{αn|w |n
′
}dvg .

Para aplicar o Teorema 1.14 para a variedade compacta Ω(u), precisamos verificar que
∥∇w∥Ln ≤ 1. Para isso, estimamos

∫
Ω(u)

|∇w |ndvg =

(
1 +

2
1

n−1

n−1
|A(u)|n

)n−1∫
Ω(u)

|∇v |ndvg

≤

(
1 +

2
1

n−1

n−1
|A(u)|n

)n−1(
1−τ

∫
M
|u|ndvg

)
.

Assim,

(∫
Ω(u)

|∇w |ndvg

) 1
n−1

≤

(
1 +

2
1

n−1

n−1
|A(u)|n

)(
1−τ

∫
M
|u|ndvg

) 1
n−1

≤
(

1 +
τ

n−1

∫
M
|u|ndvg

)(
1− τ

n−1

∫
M
|u|ndvg

)
≤ 1.

Portanto, I1 ≤ eαnC(n)C(n,Ω(u)) pelo Teorema 1.14, onde C(n,Ω(u)) é uma constante
dependente de n e do domínio Ω(u) que escolhemos. Como |Ω(u)| ≤ 2

1
n−1τ−1, a partir

do argumento no final da última seção, o volume |Ω(u)| é uniformemente limitado,
independente da escolha de u. Portanto, provamos a desigualdade crítica de Trudinger-
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Moser em M.
Quanto a ser sharp vide demonstração no Capítulo 3. □



CAPÍTULO 5
Aplicações

Nesta seção trazemos uma aplicação para a desigualdade de Trudinger-Moser.
Seja (M,g) uma variedade Riemanniana n-dimensional completa e não compacta. Deno-
taremos por ∇g a derivada covariante e por divg o operador de divergência. Suponha que
a curvatura de Ricci de (M,g) tenha uma cota inferior e que o raio de injetividade seja
estritamente positivo, ou seja, (0-7) é satisfeito. Consideramos resultados de existência
para a seguinte equação quasilinear:

Problema 5.1

−divg(|∇gu|n−2∇gu) +ν(x)|u|n−2u = ϕ(x)f (x ,u),

onde ν(x), ϕ(x) e f (x , t) são todas funções contínuas, e f (x , t) se comporta como eαtn/(n−1)

quando t → ∞. Seja O um ponto fixo de M e dg(·, ·) a distância geodésica entre dois
pontos de (M,g). Suponha que ϕ(x) satisfaça as seguintes hipóteses:

(ϕ1) ϕ(x) ∈ Lp
loc(M) para algum p > 1, ou seja, para qualquer R > 0, temos ϕ(x) ∈

Lp(BO(R));
(ϕ2) ϕ(x) > 0 para todo x ∈ M, e existem constantes positivas C0 e R0 tais queϕ(x) ≤ C0

para todo x ∈ M\BO(R0).

Assume-se que o potencial ν(x) satisfaça o seguinte:

(ν1) existe alguma constante ν0 > 0 tal que ν(x) ≥ ν0 para todo x ∈ M;
(ν2) ou 1/ν(x) ∈ L1/(n−1)(M) ou ν(x) → +∞ conforme dg(O,x) → +∞.

A não linearidade f (x , t) satisfaz as seguintes hipóteses:

(f1) existem constantes α0,b1,b2 > 0 tais que para todo (x , t) ∈ M ×R+,

|f (x , t)| ≤ b1tn−1 + b2ζn(α0tn/(n−1)); (5-1)

(f2) existe alguma constante µ> n tal que para todo x ∈ M e t > 0,

0 < µF (x , t) ≡ µ
∫ t

0
f (x ,s)ds ≤ t f (x , t); (5-2)
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(f3) existem constantes R1,A1 > 0 tais que se t ≥ R1, então para todo x ∈ M temos

F (x , t) ≤ A1f (x , t). (5-3)

Defina um espaço de funções por

E =

{
u ∈ W 1,n(M) :

∫
M
ν(x)|u|ndvg <∞

}
. (5-4)

Dizemos que u ∈ E é uma solução fraca do Problema 5.1 se, para todo ϕ ∈ E , tivermos∫
M

(|∇gu|n−2∇gu∇gφ+ν(x)|u|n−2uφ)dvg =
∫

M
ϕ(x)f (x ,u)dvg . (5-5)

Defina um autovalor ponderado para o operador n-Laplaciano por

λϕ = inf
u∈E ,u ̸≡0

∫
M (|∇gu|n +ν(x)|u|n)dvg∫

Mϕ(x)|u|ndvg
. (5-6)

Veja na Proposição 6.4 que λϕ é positivo. Se u ∈ E , então a norma E de u é definida por

∥u∥E =

(∫
M

(|∇gu|n +ν|u|n)dvg

)1/n

, (5-7)

e

Sq = inf
u∈E\{0}

(
∫

M (|∇gu|n +ν(x)|u|n)dvg)1/n

(
∫

Mϕ(x)|u|qdvg)1/q
. (5-8)

Outras hipóteses consideradas para f serão:

(f4) limsupt→0+ nF (x , t)/tn < λϕ uniformemente em x ∈ M;
(f5) existem constantes q > n e Cq tais que para todo (x , t) ∈ M × [0,∞)

f (x , t) ≥ Cqtq−1,

onde

Cq >

(
q−n

q

)(q−n)/n( pα0

(p−1)αn

)(q−n)(n−1)/n

Sq
q .

Mais a frente iremos construir funções f que satifazem (f1)-(f5).
Os seguintes resultados buscam elucidar aspectos fundamentais e estabelecer

conclusões relevantes:

Proposição 5.2 Para qualquer q ≥ n, o espaço de funções E está compactamente imerso

em Lq(M).

Prova. Seja (uk ) uma sequência de funções tal que ∥uk∥E ≤ C para alguma constante C.
Basta provar que, a menos de uma subsequência, (uk ) converge em Lq(M) para qualquer
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q ≥ n. Uma vez que, (uk ) é limitado em W 1,n(M) e, assim, podemos assumir que, para
qualquer q > 1, a menos de uma subsequência

uk ⇀ u0 fracamente em E

uk → u0 fortemente em Lq
loc(M)

uk → u0 q.t.p. em M.

(5-9)

Se 1/ν(x) ∈ L1/(n−1)(M), usando o mesmo argumento de [63, Lema 2.4], concluímos que
E ↪→ Lq(M) compactamente para qualquer q > 1. Portanto, em vista de (ν2), podemos
assumir que ν(x) → ∞ quando dg(O,x) → ∞, onde O é um ponto fixo de M. Dado
qualquer ϵ> 0, existe um R > 0 tal que v (x) > (2C)n/ϵ quando dg(O,x) ≥ R. Portanto,

(2C)n

ϵ

∫
M\BO(R)

|uk −u0|dvg <
∫

M
ν|uk −u0|dvg ≤ (2C)n.

O que resulta em ∫
M\BO(R)

|uk −u0|dvg < ϵ.

Por (5-9), temos uk → u0 fortemente em Ln(BO(R)), ou seja,

lim
k→∞

∫
B0(R)

|uk −u0|ndvg = 0.

Portanto, para o ϵ acima, existe um l ∈ N tal que quando k > l ,∫
M
|uk −u0|ndvg =

∫
M\BO(R)

|uk −u0|ndvg +
∫

BO(R)
|uk −u0|ndvg < 2ϵ.

Isso implica que uk → u0 fortemente em Ln(M) quando k →∞.
Segue da (i) do Teorema 2.3 que (uk ) é limitada em Lq(M) para qualquer q ≥ n.

Agora, fixando q > n, obtemos pela desigualdade de Hölder∫
M
|uk −u0|qdvg =

∫
M
|uk −u0∥uk −u0|q−1dvg

≤
(∫

M
|uk −u0|ndvg

)1/n(∫
M
|uk −u0|(q−1)n/(n−1)dvg

)1−1/n

.

Isso, juntamente com o fato de que uk → u0 em Ln(M), implica que uk → u0 em Lq(M). □

Vamos provar que Sq pode ser atingindo. Quando (M,g) é o espaço euclidiano
padrão Rn, φ(x) = |x |−β para 0 < β< n, (f1) - (f4) e

(H5) lim infs→+∞ sf (x ,s)e−α0s
n

n−1 = β0 > M
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uniformemente em x , onde M é algum número suficientemente grande, obtemos resulta-
dos similares em [63]. Seja Sq definido por (5-8). Então temos o seguinte:

Proposição 5.3 Para qualquer q > n, Sq é atingido por alguma função não negativa

u ∈ E\{0}.

Prova. Suponha q > n. É fácil ver que

Sn
q = inf∫

M ϕ|u|qdvg=1

∫
M

(|∇gu|n +ν(x)|u|n)dvg .

Escolhendo uma sequência de funções (uk ) ⊂ E tal que
∫

Mϕ|uk |qdvg = 1 e

lim
k→∞

∫
M

(|∇gu|n +ν|u|n)dvg = Sn
q .

Pela Proposição 5.2, existe u ∈ E tal que, a menos de uma subsequência, uk ⇀ u

fracamente em E , uk → u fortemente em Lq(M) para qualquer q ≥ n, e uk → u q.t.p.
em M. Como uk → u fortemente em Ls(BO(R0)) para todo s > 1 e ϕ ∈ Lp(BO(R0)), temos,
usando a desigualdade de Hölder,

lim
k→∞

∫
BO(R0)

ϕ|uk |qdvg =
∫

BO(R0)
ϕ|u|qdvg ≤ 1. (5-10)

Em vista de (ν2), temos∫
M\BO(R0)

ϕ∥uk |q −|u|q|dvg ≤ C0

∫
M
∥uk |q −|u|q|dvg

≤ qC0

∫
M

(|uk |q−1 + |u0|q−1)|uk −u0|dvg

= qC0

{∫
M
|uk |q−1|uk −u0|dvg +

∫
M
|u0|q−1|uk −u0|dvg

}
≤ qC0

{(∫
M
|uk |qdvg

)1−1/q

+

(∫
M
|u|qdvg

)1−1/q
}

×
(∫

M
|uk −u|qdvg

)1/q

→ 0 conforme k →∞.

Isso, juntamente com (5-10), implica∫
M
ϕ|u|qdvg = lim

k→∞

∫
M
ϕ|uk |qdvg = 1. (5-11)
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Como uk ⇀ u fracamente em E , temos∫
M
|∇u|ndvg = lim

k→∞

∫
M
|∇u|n−2∇u∇ukdvg

≤ limsup
k→∞

(∫
M
|∇uk |ndvg

)1/n(∫
M
|∇u|ndvg

)1−1/n

,

do qual obtemos ( ∫
M |∇u|ndvg(∫

M |∇u|ndvg
)1−1/n

)n

≤ limsup
k→∞

∫
M
|∇uk |ndvg

⇒
∫

M
|∇u|ndvg ≤ limsup

k→∞

∫
M
|∇uk |ndvg .

(5-12)

Além disso, temos pelo Lema de Fatou∫
M
ν|u|ndvg ≤ limsup

k→∞

∫
M
ν|uk |ndvg . (5-13)

Combinando (5-11), (5-12) e (5-13), concluímos que Sq é atingido por u ∈ E\{0}. Como
|u| ∈ E , pode-se ver facilmente que Sq também é atingido por |u|. □

Agora voltamos ao Problema 5.1. Como estamos interessados em soluções fracas
não negativas, sem perda de generalidade, podemos assumir que f (x , t) ≡ 0 para todo
(x , t) ∈ M × (−∞,0]. Pelo (f1), temos para todo (x , t) ∈ M ×R,

|F (x , t)| ≤ b1

n
|t|n + b2tζn(|t|n/(n−1)). (5-14)

Isso, juntamente com (ϕ1), (ϕ2) e a Proposição 6.1, implica que para qualquer u ∈ E vale∫
M
ϕF (x ,u)dvg ≤ ∥ϕ∥Lp(BO(R0))∥F (x ,u)∥Lq(M) + C0

∫
M

F (x ,u)dvg

≤ ∥ϕ∥Lp(BO(R0))

(
b1

n
∥u∥n

Lqn(M) + b2∥uζn(|u|
n

n−1 )∥Lq(M)

)
+ C0

b1

n
∥u∥n

Ln(M) + C0b2∥uζn(|u|
n

n−1 )∥L1(M)

≤ C

(
∥u∥n

Lqn(M) +∥u∥Lqn(M)∥ζn

(
qn

n−1
|u|

n
n−1

)
∥1−1/n

L1(M)

+∥u∥n
Ln(M) +∥u∥Ln(M)∥ζn

(
n

n−1
|u|

n
n−1

)
∥L1(M)

)
,

onde C é uma constante que depende apenas de n,b1,b2,C0 e ∥ϕ∥Lp(BO(R0)), e 1/p + 1/q =

1. Pelo Teorema 2.3, u ∈ Ls(M) para todo s ≥ n, e para qualquer α> 0 vale ζn(α|u|
n

n−1 ) ∈



72

L1(M). Portanto, ∫
M
ϕF (x ,u)dvg < +∞, ∀u ∈ E .

Com base nisso, podemos definir uma funcional em E por

J(u) =
1
n
∥u∥n

E −
∫

M
ϕF (x ,u)dvg . (5-15)

Por [47, Proposição 1], e o argumento padrão [54], temos que J ∈ C1(E ,R). Claramente,
o ponto crítico de J é uma solução fraca para o Problema 5.1. Em relação a geometria de
J, os dois lemas a seguir implicam que J possui uma geometria do passo da montanha.

Proposição 5.4 Suponha que (f1), (f2) e (f3) são satisfeitas. Então, para qualquer função

não negativa de suporte compacto u ∈ E\{0}, vale J(tu) →−∞ conforme t → +∞.

Prova. Por (f2) e (f3), existem c1, c2 > 0 e µ > n tal que F (x ,s) ≥ c1sµ− c2 para todo
(x ,s) ∈ M × [0,+∞). Assumindo supp(u) ⊂ BO(R1) para algum R1 > 0, temos

J(tu) =
tn

n
∥u∥n

E −
∫

BO(R1)
ϕF (x , tu)dvg

≤ tn

n
∥u∥n

E − c1tµ
∫

BO(R1)
ϕuµdvg − c2

∫
BO(R1)

ϕdvg .

Como ϕ> 0 e µ> n, temos que J(tu) →−∞ conforme t → +∞. □

Proposição 5.5 Suponha que (f1) e (f4) são satisfeitas. Então, existem constantes sufici-

entemente pequenas r > 0 e δ> 0 tais que J(u) ≥ δ para todo u com ∥u∥E = r .

Prova. Por (f1), temos que para todo (x ,s) ∈ M ×R+

|f (x ,s)| ≤ b1sn−1 + b2ζn(α0s
n

n−1 ), α0,b1,b2 > 0

⇒ F (x ,s) ≤ b1

∫ s

0
|s|n−1ds + b2

∫ s

0
ζn(α0s

n
n−1 )ds

=
b1

n
|s|n + b2|s|ζn(α0|s|

n
n−1 ).

Por (f4), temos que, para δ suficientemente pequeno e s ∈ (0,δ),

F (x ,s) <
λϕ|s|n

n
e f (x ,s) < λϕ|s|n−1.

Existem constantes θ ∈ (0,1) e C > 0 tais que

F (x ,s) ≤
(1−θ)λϕ

n
|s|n + C|s|n+1ζn(α0|s|

n
n−1 ), (5-16)
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para todo (x ,s) ∈ M ×R. Pela definição de λϕ,

(1−θ)λϕ
n

∫
M
ϕ|u|ndvg ≤ 1−θ

n
∥u∥n

E . (5-17)

Observe queϕ satisfaz (ϕ1) e (ϕ2). Temos, pela desigualdade de Hölder e pela Proposição
6.1, que∫

M
ϕ|u|n+1ζn(α0|u|

n
n−1 )dvg =

∫
BO(R0)

ϕ|u|n+1ζn(α0|u|
n

n−1 )dvg

+
∫

M\BO(R0)
ϕ|u|n+1ζn(α0|u|

n
n−1 )dvg

≤
(∫

BO(R0)
|ϕ|pdvg

)1/p(∫
M
|u|(n+1)qdvg

)1/q

×
(∫

M
ζn(q′α0|u|

n
n−1 )dvg

)1/q′

+ C0

(∫
M
|u|(n+1)βdvg

)1/β(∫
M
ζn(γα0|u|

n
n−1 )dvg

)1/γ

,

(5-18)

onde 1/p + 1/q + 1/q′ = 1 e 1/γ+ 1/β = 1. Fixe α = β0/2, onde β0 = β0(m,n) é definido
por (0-3). Segue de (i) do Teorema 2.3 que existe uma constante τ dependendo apenas de
α,n,λ e i0 tal que

Λα := sup
∥u∥1,τ≤1

∫
M
ζn(α|u|

n
n−1 )dvg < +∞. (5-19)

Considere r uma constante positiva a ser determinada posteriormente. Suponha agora que
∥u∥E = r . É fácil ver que ∥u∥1,τ ≤ r + τr

ν
1/n
0

.

∥u∥n
E =

(∫
M
|∇u|n +ν|u|ndvg

) 1
n

= r ,

logo
∥u∥n

E = rn ⇒
∫

M
|∇gu|ndvg = rn −

∫
M
ν|u|ndvg ≤ rn.

Assim, ∫
M
ν0|u|ndvg ≤

∫
M
ν|u|ndvg = rn −

∫
M
|∇gu|ndvg ≤ rn

⇒
∫

M
|u|ndvg ≤ rn

ν0
,
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e então,

∥u∥1,τ =

(∫
M
|∇u|ndvg

) 1
n

+τ

(∫
M
|u|ndvg

) 1
n

≤ (rn)1/n +τ

(
rn

ν0

)1/n

= r +τ
r

ν
1/n
0

.

Claramente, pode-se escolher r suficientemente pequeno de modo que

r +τ
r

ν
1/n
0

<

(
α

q′α0

) n
n−1

⇒ r

(
1 +

τ

ν
1/n
0

)
<

(
α

q′α0

) n
n−1

⇒ r <

(
α

q′α0

) n
n−1
(

ν
1/n
0

ν
1/n
0 +τ

)
> 0.

Portanto, q′α0∥u∥n/(n−1)
1,τ < α e de maneira semelhante, γα0∥u∥n/(n−1)

1,τ < α. Segue de
(5-19) que

sup
∥u∥E =r

∫
M
ζn(q′α0|u|

n
n−1 )dvg ≤Λα,

e
sup

∥u∥E =r

∫
M
ζn(γα0|u|

n
n−1 )dvg ≤Λα,

desde que r seja escolhido suficientemente pequeno. Inserindo essas duas desigualdades
em (5-18), e usando a imersão E ↪→ Ls(M) para todo s ≥ n pela Proposição 5.2 e (5-17),
obtemos

∫
M
ϕ|u|n+1ζn(α0|u|

n
n−1 )dvg ≤ ∥ϕ∥

(∫
M
|u|(n+1)qdvg

)1/q

Λ
1/q′
α

+ C0

(∫
M
|u|(n+1)βdvg

)1/β

Λ
1/γ
α .



75

E assim,∫
M
ϕF (x ,u)dvg ≤

∫
M

ϕ(1−θ)λϕ
n

|u|ndvg +
∫

M
ϕC|u|n+1ζn(α0|u|

n
n−1 )dvg

≤ 1−θ
n

∥u∥n
E +∥ϕ∥Lp(BO(R0))

(∫
M
|u|(n+1)qdvg

)1/q

Λ
1/q′
α

+ C0

(∫
M
|u|(n+1)βdvg

)1/β

Λ
1/γ
α

≤ 1−θ
n

∥u∥n
E +∥ϕ∥Lp(BO(R0))Λ

1/q′
α C1∥u∥n+1

E + C0Λ
1/γ
α C2∥u∥n+1

E

≤ 1−θ
n

∥u∥n
E + C̃∥u∥n+1

E .

Onde C̃ depende de ∥ϕ∥Lp(BO(R0)), C0, C1, C2, Λα, q′ e γ. Portanto, concluímos

J(u) =
1
n
∥u∥n

E −
∫

M
ϕF (x ,u)dvg

≥ 1
n
∥u∥n

E − (1−θ)
n

∥u∥n
E − C̃∥u∥n+1

E

=
θ

n
∥u∥n

E − C̃∥u∥n+1
E

=
θ

n
rn − C̃rn+1 = δ.

Observe que para δ > 0 precisamos de θ/(nC̃) > r para alguma constante C̃

dependendo apenas de α,n,λ e i0, desde que ∥u∥E seja suficientemente pequeno. Isso nos
dá o resultado desejado. □

Proposição 5.6 Suponha (f5). Existe alguma função não negativa u∗ ∈ E tal que

sup
t≥0

J(tu∗) <
1
n

(
(p−1)αn

pα0

)n−1

.

Prova. Suponha que q > n seja dado por (f5). Seja u∗ dado pela Proposição 5.3, ou seja,
u∗ ≥ 0, ∥u∗∥E = Sq, e

∫
Mϕ|u∗|qdvg = 1. Então, para qualquer t ≥ 0, temos

J(tu∗) =
1
n
∥tu∗∥n

E −
∫

M
ϕ(x)F (x , tu∗)dvg

≤
Sn

q tn

n
− Cqtq

q
.

Observe que o máximo da função g(t) = Sn
q tn

n − Cq tq

q para t ≥ 0 é atingido por t =
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(
Sn

q
Cq

)1/(q−n)
. Com isso, temos

J(tu∗) ≤
Sn

q

n

(
Sn

q

Cq

) n
q−n

− Cq

q

(
Sn

q

Cq

) q
q−n

=
qCqS

n+ n2

q−n
q −nCqS

nq
q−n
q

nqC
q

q−n
q

=
qS

n(q−n)+n2

q−n
q −nS

nq
q−n
q

nqC
q

q−n−1
q

=
(q−n)S

nq
q−n
q

nqC
n

q−n
q

<
q−n

nq

S
nq

q−n
q((

q−n
q

)(q−n)/n(
pα0

(p−1)αn

)(q−n)(n−1)/n
Sq

q

) n
q−n

=
1
n

(
(p−1)αn

pα0

)n−1

,

e a última desigualdade segue da hipótese (f5). □

Adaptando a prova de [63, Lema 3.4], obtemos o seguinte resultado de compa-
cidade.

Proposição 5.7 Suponha (f1)-(f3). Seja (uj ) ⊂ E uma sequência arbitrária de Pa-

lais–Smale para J, ou seja,

J(uj ) → c, J ′(uj ) → 0 em E∗ conforme j →∞, (5-20)

onde E∗ denota o espaço dual de E . Então, existe uma subsequência de (uj ) (ainda

denotada por (uj )) e u ∈ E tal que uj ⇀ u fracamente em E , uj → u fortemente em Lq(M)

para todo q ≥ n, e

∇uj (x) →∇u(x) q.t.p. em M

ϕ(x)F (x ,uj ) → ϕ(x)F (x ,u) fortemente em L1(M).

Além disso, u é uma solução fraca de 5.1.

Prova. Suponha que (uj ) é uma sequência de Palais-Smale para J. Pela equação (5-20),
temos

J(uj ) =
1
n
∥uj∥n

E −
∫

M
ϕ(x)F (x ,uj )dvg → c, conforme j →∞ (5-21)
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e,

|J ′(uj )ψ| =

∣∣∣∣∫
M

(|∇guj |n−2∇guj∇gψ+ν|uj |n−2ujψ)dvg −
∫

M
ϕ(x)f (x ,uj )ψdvg

∣∣∣∣
≤ σj∥ψ∥E ,

(5-22)

para todo ψ ∈ E , onde σj → 0 conforme j → ∞. Note que f (x ,s) ≡ 0 para todo (x ,s) ∈
M× (−∞,0]. Pelo item (f2), temos 0≤µF (x ,uj )≤ uj f (x ,uj ) para algum µ> n. Escolhendo
ψ = uj em (5-22) e multiplicando (5-21) por µ, temos

|µJ(uj )| = |µ
n
∥uj∥n

E −
∫

M
ϕ(x)µF (x ,uj )dvg| → µ|c| conforme j →∞

|J ′(uj )uj | =

∣∣∣∣∥uj∥n
E −

∫
M
ϕ(x)f (x ,uj )ujdvg

∣∣∣∣≤ σj∥uj∥E .

Logo,

µ

n
∥uj∥n

E −
∫

M
ϕ(x)µF (x ,uj )dvg ≤ µ|c|

∥uj∥n
E −

∫
M
ϕ(x)f (x ,uj )ujdvg ≤ σj∥uj∥E −∥uj∥n

E .

Portanto,(µ
n
−1
)
∥uj∥n

E ≤ µ|c|+
∫

M
ϕ(x)µF (x ,uj )dvg −σj∥uj∥E −

∫
M
ϕ(x)f (x ,uj )ujdvg

≤ µ|c|+σj∥uj∥E +
∫

M
ϕ(x)(µF (x ,uj )− f (x ,uj )uj )dvg

≤ µ|c|+σj∥uj∥E .

Então, como limitamos uma potência de n por uma linear, temos que ∥uj∥E é limitado.
Segue de (5-21) e (5-22) que

−
∫

M
ϕ(x)F (x ,uj )dvg ≤ |c|− 1

n
∥uj∥n

E

−
∫

M
ϕ(x)f (x ,uj )ujdvg ≤ σj∥uj∥E −∥uj∥n

E ,

para j suficientemente grande, digamos j > k0,∣∣∣∣1n∥uj∥n
E −

∫
M
ϕ(x)F (x ,uj )dvg − c

∣∣∣∣< ϵ,

e então ∫
M
ϕ(x)F (x ,uj )dvg <

1
n
∥uj∥n

E − c +ϵ,

da mesma forma, dado β> 0 escolhendo j suficientemente grande, digamos j > k̃0, σj <β
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então
−σj∥uj∥E ≤ ∥uj∥n

E −
∫

M
ϕ(x)f (x ,uj )ujdvg ≤ σj∥uj∥E .

Então, ∫
M
ϕ(x)f (x ,uj )ujdvg ≤ ∥uj∥n

E +σj∥uj∥E < ∥uj∥n
E +β∥uj∥E .

Tomando C = max{1
n∥uj∥n

E − c +ϵ,∥uj∥n
E +β∥uj∥E} temos∫

M
ϕ(x)F (x ,uj )dvg < C∫

M
ϕ(x)f (x ,uj )ujdvg < C.

(5-23)

Pela Proposição 5.2, existe algum u ∈ E tal que uj ⇀ u fracamente em E , uj → u

fortemente em Lq(M) para qualquer q ≥ n, e uj → u q.t.p. em M. Pelo (f3), existem
constantes positivas A1 e R1 tais que F (x ,s) ≤ A1f (x ,s) para todo s ≥ R1. Em particular,
para qualquer A > R1, temos

F (x ,s) ≤ A1f (x ,s), ∀s ≥ A. (5-24)

Agora provamos que ϕ(x)F (x ,uj ) → ϕF (x ,u) fortemente em L1(M). Para isso, para
qualquer ϵ> 0, escolhemos A = max{A1C/ϵ,R1}, onde C é dado por (5-23). Então, temos
pela (5-24) ∫

|uj |>A
ϕ(x)F (x ,uj )dvg ≤

∫
M

A1ϕ(x)f (x ,uj )dvg .

Como |uj |> A ⇒ |uj |
A > 1, temos

∫
|uj |>A

ϕ(x)F (x ,uj )dvg ≤ A1

A

∫
M
ϕ(x)f (x ,uj )ujdvg ≤ A1C

A
< ϵ. (5-25)

Da mesma forma, ∫
|u|>A

ϕ(x)F (x ,u)dvg < ϵ. (5-26)
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Pelo (f1), temos para (x ,s) ∈ M × [0,∞)

f (x ,s) ≤ b1sn−1 + b2ζn(α0s
n

n−1 )

= b1sn−1 + b2

∞

∑
k=n−1

αk
0s

nk
n−1

k !

= b1sn−1 + b2

∞

∑
k=n−1

αk
0sns

nk
n−1−n

k !

= b1sn−1 + b2sn
∞

∑
k=n−1

αk
0s

n(k+n−1)
n−1 −n

k !

= b1sn−1 + b2sn

(
αn−1

0

(n−1)!
+
αn

0s
n

n−1

n!
+
αn+1

0 s
2n

n−1

(n + 1)!
+ ...

)

= b1sn−1 + b2snαn−1
0

(
1

(n−1)!
+
α0s

n
n−1

n!
+
α2

0s
2n

n−1

(n + 1)!
+ ...

)
≤ b1sn−1 + b2snαn−1

0 eα0s
n

n−1
.

Assim, para todos (x ,s) ∈ M × [0,A], temos

f (x ,s) ≤ (b1 + b2Aαn−1
0 eα0A

n
n−1

)sn−1.

Segue que

F (x ,s) =
∫ s

0
f (x ,s)ds ≤ (b1 + b2Aαn−1

0 eα0A
n

n−1
)
∫ s

0
sn−1ds

= (b1 + b2Aαn−1
0 eα0A

n
n−1

)
sn

n
, ∀s ∈ [0,A],

para todos (x ,s) ∈ M × [0,A], o que implica

|ϕ(x)χ{|uj |≤A}(x)F (x ,uj )| ≤ C1ϕ(x)|uj |n, (5-27)

onde aqui tomamos

C1 =
b1 + b2Aαn−1

0 eα0A
n

n−1

n
,

e χ{|uj |≤A}(x) denota a função característica do conjunto x ∈ M : |uj (x)| ≤ A. Pela desi-
gualdade ∥a|n −|b|n| ≤ n|a− b|(|a|n−1 + |b|n−1) (∀a,b ∈ R) e a desigualdade de Hölder,
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obtemos∫
M
ϕ|uj |n|− |u|n|dvg ≤ n

∫
M
ϕ|uj −u|(|uj |n−1 + |u|n−1)dvg

≤ n

(∫
M
ϕ|uj −u|ndvg

)1/n

×

{(∫
M
ϕ|uj |ndvg

)1−1/n

+

(∫
M
ϕ|u|ndvg

)1−1/n
}

.

Portanto, ϕ|uj |n → ϕ|u|n em L1(M), já que uj → u fortemente em Ln(M). Por (5-27),
concluímos pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

lim
j→∞

∫
M
ϕ(x)χ{|uj |≤A}(x)F (x ,uj )dvg =

∫
M
ϕ(x)χ{|u|≤A}(x)F (x ,u)dvg .

Isso, juntamente com (5-25) e (5-26), implica que existe algum m ∈ N tal que quando
j > m, vale a seguinte desigualdade:∣∣∣∣∫

M
ϕ(x)χ{|u|≤A}(x)F (x ,u)dvg −

∫
M
ϕ(x)χ{|uj |≤A}(x)F (x ,uj )dvg

∣∣∣∣< ϵ.

E também temos que∣∣∣∣∫
M
ϕ(x)χ{|u|>A}(x)F (x ,u)dvg −

∫
M
ϕ(x)χ{|uj |>A}(x)F (x ,uj )dvg

∣∣∣∣< 2ϵ.

Dessa forma, obtemos que∣∣∣∣∫
M
ϕ(x)F (x ,u)dvg −

∫
M
ϕ(x)F (x ,uj )dvg

∣∣∣∣< 3ϵ.

Portanto,
lim

j→∞

∫
M
ϕ(x)F (x ,uj )dvg =

∫
M
ϕ(x)F (x ,u)dvg .

Usando o mesmo método usado para provar [66, (4.26)], temos que ∇guj (x) → ∇gu(x)

para quase todo x ∈ M e

|∇guj |n−2∇guj ⇀ |∇gu|n−2∇gu fracamente em (L
n

n−1 (M))n.

Passando para o limite j →∞ em (5-22), obtemos∫
M

(|∇gu|n−2∇gu∇gψ+ν|u|n−2uψ)dvg −
∫

M
ϕ(x)f (x ,u)ψdvg = 0,

para todoψ∈ C∞
0 (M). Uma vez que C∞

0 (M) é denso em E sob a norma ∥·∥E , concluímos
que u é uma solução fraca do Problema 5.1. □
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Damos mais detalhes sobre o Lema 5.7. Suponha que (M,g) seja o espaço Euclidiano
padrão Rn e ϕ(x) = |x |−β, 0 ≤β< n. Yang demonstrou em [63] que ϕF (x ,uj ) →ϕF (x ,u)

em L1(Rn) sob a hipótese de que E ↪→ Lq(Rn) compactamente para todo q ≥ 1. Enquanto
Lam e Lu [29] observaram que a convergência ainda ocorre sob a suposição E ↪→ Lq(Rn)

para todo q ≥ n. Aqui generalizamos essas duas situações.
O próximo lema é uma consequência não trivial do Teorema 2.3. Ele é sufici-

ente para nosso uso ao considerar os resultados de existência e multiplicidade para os
problemas 5.1 e 5.11.

Proposição 5.8 Seja (uj ) ⊂ E uma sequência de funções que satisfaz ∥uj∥E ≤ 1, uj ⇀ u0

fracamente em E , ∇guj → ∇gu0 q.t.p em M, e uj → u0 fortemente em Ln(M) conforme

j →∞. Nesse caso,

(i) para qualquer α : 0 < α< αn, temos

sup
j

∫
M
ζn(α|uj |

n
n−1 )dvg <∞; (5-28)

(i i) para qualquer α : 0 < α< αn e q : 0 < q < (1−∥u0∥n
E )−1/(n−1), temos

sup
j

∫
M
ζn(qα|uj |

n
n−1 )dvg <∞. (5-29)

Prova. (i) Para qualquer α fixo, com 0 < α < αn, segue da parte (i) do Teorema 2.3 que
existe uma constante positiva τα que depende apenas de α, n, λ e i0, tal que

Bα = sup
u∈W 1,n(M),∥u∥1,τα≤1

∫
M
ζn(α|u|

n
n−1 )dvg <∞. (5-30)

Note que ν≥ ν0 em M. Como ∥uj∥E ≤ 1, obtemos

∥uj∥1,τα =

(∫
M
|∇guj |ndvg

)1/n

+τα

(∫
M
|uj |ndvg

)1/n

≤ 1 +
τα

ν
1/n
0

.

Existe algum número positivo pequeno α0 tal que α0∥uj∥
n

n−1
1,τα ≤ α. Portanto, usando a

equação (5-30) e o fato de que ζn(t) é uma função crescente para t ≥ 0, temos

sup
j

∫
M
ζn(α0|uj |

n
n−1 )dvg ≤ sup

j

∫
M
ζn

(
α

∣∣∣∣ uj

∥uj∥1,τα

∣∣∣∣ n
n−1
)

dvg ≤ Bα.

Isso nos permite definir

α∗ = sup

{
α :

∫
M
ζn(α|uj |

n
n−1 )dvg <∞

}
.



82

Para provar (5-28), é suficiente demonstrar que α∗ ≥ αn. Dessa forma, teríamos que, para
todo α : 0 ≤ α≤ αn ≤ α∗, o supremo mencionado acima é finito. Suponha o contrário, ou
seja, α∗ < αn. Escolha duas constantes α′ e α′′ tais que α∗ < α′ < α′′ < αn. Novamente,
pela parte (i) do Teorema 2.3, existe uma constante τα′′ que depende apenas de α′′,n,K e
i0, tal que

Bα′′ = sup
u∈W 1,n(M),∥u∥1,τ

α′′≤1

∫
M
ζn(α′′|u|

n
n−1 )dvg <∞. (5-31)

Como uj → u0 fortemente em Ln(M) e ∇guj → ∇gu0 q.t.p. em M, obtemos utilizando o
lema de Brezis-Lieb [9]

∥uj −u0∥1,τα′′ =

(∫
M
|∇guj |ndvg −

∫
M
|∇gu|ndvg

)1/n

+ oj (1),

onde oj (1) → 0 conforme j →∞. Como uj ⇀ u0 fracamente em E , temos

lim
j→∞

∫
M
|∇gu0|n−1∇gu0∇gujdvg =

∫
M
|∇gu0|ndvg .

Isso implica imediatamente que∫
M
|∇gu0|ndvg ≤ limsup

j→+∞

∫
M
|∇guj |ndvg ≤ 1.

Então
∥uj −u0∥1,τα′′ ≤ 1 + oj (1).

Segue da Proposição 6.2 que, para qualquer ϵ > 0, existe uma constante c̃ que depende
apenas de ϵ e n, tal que

ζn(α′|uj |
n

n−1 ) ≤ 1
µ
ζn(α′(1 +ϵ)µ|uj −u0|

n
n−1 ) +

1
ν
ζn(α′c̃ν|u0|

n
n−1 ), (5-32)

onde 1/µ+ 1/ν = 1. Escolhendo µ suficientemente pequeno e µ suficientemente próximo
de 1 de modo que

α′(1 +ϵ)µ∥uj −u0∥
n

n−1
1,τα′′ < α

′′.

desde que j seja suficientemente grande. Isso, juntamente com (5-31), implica que

sup
j

∫
M
ζn(α′(1 +ϵ)µ|uj −u0|

n
n−1 )dvg ≤ Bα′′ . (5-33)

Além disso, temos pela parte (iii) do Teorema 2.3 que∫
M
ζn(α′c̃ν|u0|

n
n−1 )dvg < +∞. (5-34)
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Inserindo as expressões (5-33) e (5-34) na equação (5-32), obtemos

sup
j

∫
M
ζn(α′|uj |

n
n−1 )dvg < +∞, (5-35)

o que contradiz a definição de α∗ e, portanto, encerra a prova da parte (i). □

Prova. (ii) Dado qualquer α : 0 < α< αn e qualquer q : 0 < q < (1−∥u0∥n
E )−1/(n−1). Pela

equação 6.2, para todo ϵ> 0, existem constantes c̃ > 0, µ> 1 e ν> 1 (1/µ+1/ν = 1) tais
que∫

M
ζn(qα|uj |

n
n−1 )dvg ≤ 1

µ

∫
M
ζn(qα(1 +ϵ)|uj −u0|

n
n−1 )dvg +

1
ν

∫
M
ζn(qαc̃ν|u0|

n
n−1 )dvg .

Pela lema de Brézis-Lieb [9],

∥uj −u0∥
n

n−1
E ≤ (1−∥u0∥n

E )
n

n−1 + oj (1).

Se escolhermos ϵ suficientemente pequeno e µ suficientemente próximo de 1 de modo
que

qα(1 +ϵ)µ∥uj −u0∥
n

n−1
E ≤ (α+αn)/2,

desde que j seja suficientemente grande, então, segue da parte (i) que

sup
j

∫
M
ζn(qα(1 +ϵ)|uj −u0|

n
n−1 )dvg <∞.

Pela parte (iii) do Teorema 2.3, temos∫
M
ζn(qαc̃ν|u0|

n
n−1 )dvg <∞.

Portanto, a equação (5-29) é válida. Note que, dado ϵ, existe k ∈ N tal que, para j > k ,
temos oj (1) < ϵ/(1−∥u0∥n

E )1/(n−1), assim obtemos

∥uj −u0∥
n

n−1
E · (1−∥u0∥n

E )
−1

n−1 ≤ 1 +ϵ.

Portanto, escolhendo q : 0 < q < (1−∥u0∥n
E )

−1
n−1 , segue que

q∥uj −u0∥
n

n−1
E < 1 +ϵ.

Além disso, podemos escolher µ próximo de 1 de modo que

µ≤ (1 +ϵ)
qα

(α+αn)
2

1

∥uj −u0∥
n

n−1
E

.
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No entanto, deve-se satisfazer

1 <
(1 +ϵ)

qα
(α+αn)

2
1

∥uj −u0∥
n

n−1
E

,

e então
2qα∥uj −u0∥

n
n−1
E

α+αn
< 1 +ϵ.

E, portanto, é necessário que ϵ> (2qα∥uj −u0∥
n

n−1
E −α−αn)/(α+αn), desta forma existe

µ tal que

1 < µ≤ (1 +ϵ)
qα

(α+αn)
2

1

∥uj −u0∥
n

n−1
E

.

□

Observação 5.9 No Lema 5.8, se u0 ≡ 0, então a conclusão da parte (ii) é mais fraca do

que a da parte (i). Se u0 ≡ 0, então a conclusão da parte (i) é um caso especial da parte

(ii). Se (M,g) tem dimensão dois, a condição ∇guj →∇gu0 q.t.p em M pode ser removida.

O próximo resultado obtém que o Problema 5.1 possui uma solução não trivial.

Teorema 5.10 Seja (M,g) uma variedade Riemanniana completa não compacta de di-

mensão n. Suponha que Rc(M,g) ≥ λg para algum constante λ ∈ R, e inj(M,g) ≥ i0 para

algum constante positiva i0. Assuma que ν(x) é uma função contínua que satisfaz (ν1) e

(ν2), ϕ(x) é uma função contínua que satisfaz (ϕ1) e (ϕ2), f : M ×R→ R é uma função

contínua e as hipóteses (f1), (f2), (f3), (f4), (f5) são satisfeitas. Então, o Problema 5.1 possui

uma solução fraca não trivial e não negativa.

Prova. (Teorema 5.10) Segue dos Lemas 5.4 e 5.5 que J satisfaz todas as hipóteses do
Teorema do Passo de Montanha, exceto pela condição de Palais-Smale: J ∈ C1(E ,R);
J(0) = 0; J(u) ≥ δ > 0 quando ∥u∥E = r para r suficientemente pequeno; J(e) < 0 para
algum e ∈ E com ∥e∥E > r . Então, usando o Teorema do Passo da Montanha sem a
condição de Palais-Smale [54], podemos encontrar uma sequência (uj ) em E tal que

J(uj ) → c > 0, J ′(uj ) → 0 em E∗,

onde
c = min

γ∈Γ
max
u∈γ

J(u) ≥ δ,
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é o valor do min-max de J, onde Γ = {γ∈C([0,1],E) :γ(0) = 0,γ(1) = e}. Isso é equivalente
a (5-21) e (5-22). Pelo Lema 5.7, a menos de uma subsequência, vale

uj ⇀ u fracamente em E

uj → u fortemente em Lq(M), ∀q ≥ n

lim
j→∞

∫
M
ϕ(x)F (x ,uj )dvg =

∫
M
ϕ(x)F (x ,u)dvg

u é uma solução fraca de 5.1.

(5-36)

Agora suponha por contradição que u ≡ 0. Como F (x ,0) = 0 para todo x ∈ M,
segue de (5-21) e (5-36) que

lim
j→∞

∥uj∥n
E = nc > 0. (5-37)

Porque,

c = lim
j→∞

(
1
n
∥uj∥n

E −
∫

M
ϕ(x)F (x ,uj )dvg

)
= lim

j→∞

1
n
∥uj∥n

E − lim
j→∞

∫
M
ϕ(x)F (x ,uj )dvg

= lim
j→∞

1
n
∥uj∥n

E −
����������:0∫

M
ϕ(x)F (x ,u)dvg .

Pelo Lema 5.6, 0 < c < 1
n

(
(p−1)αn

pα0

)n−1
. Assim, existem η0 > 0 e m > 0 tal que ∥uj∥n

E ≤(
p−1

p
αn
α0

−η0

)n−1
para todo j > m. Escolha q > 1 suficientemente próximo de 1 tal que

qα0∥uj∥
n

n−1
E ≤ (1−1/p)αn −α0η0/2 para todo j > m. Pela (f1),

|f (x ,uj )uj | ≤ b1|uj |n + b2|uj |ζn(α0|uj |
n

n−1 ).
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Segue da Proposição 6.1, da desigualdade de Hölder e da parte (i) do Lema 5.8 que∫
M
ϕ|f (x ,uj )uj |dvg ≤ b1

∫
M
ϕ|uj |ndvg + b2

∫
M
ϕ|uj |ζn(α0|uj |

n
n−1 )dvg

≤ b1

∫
M
ϕ|uj |ndvg + b2

∫
M
ϕ

q−1
q |uj |ϕ

1
q ζn(α0|uj |

n
n−1 )dvg

≤ b1

∫
M
ϕ|uj |ndvg + b2

(∫
M

(ϕ
q−1

q |uj |)
q

q−1 dvg

) q−1
q

×
(∫

M
(ϕ

1
q ζn(α0|uj |

n
n−1 ))qdvg

) 1
q

≤ b1

∫
M
ϕ|uj |ndvg + C

(∫
M
ϕ|uj |q

′
dvg

) 1
q′
(∫

M
ϕζn(qα0|uj |

n
n−1 )dvg

) 1
q

≤ b1

∫
M
ϕ|uj |ndvg + C

(∫
M
ϕ|uj |q

′
dvg

) 1
q′

→ 0 conforme j →∞,

onde 1/q +1/q′ = 1 e C é uma constante que é independente de j . Aqui, usamos novamente
(5-36) (precisamente, uj → u em Lr (M) para todo r ≥ n) nas estimativas acima. Inserindo
isso em (5-22) com ψ = uj , temos

∥uj∥n
E −

∫
M
ϕ(x)f (x ,uj )ujdvg ≤ σj∥uj∥E

⇒ lim
j→∞

∥uj∥n
E −

�������������:0

lim
j→∞

∫
M
ϕ(x)f (x ,uj )ujdvg ≤ lim

j→∞
σj∥uj∥E

⇒ lim
j→∞

∥uj∥n
E ≤ lim

j→∞
σj∥uj∥E = 0.

Portanto, concluímos que ∥uj∥E → 0 conforme j → ∞. Isso contradiz (5-37). Portanto,
u ̸≡ 0 e obtemos uma solução fraca não trivial do Problema 5.1. Finalmente, u é não
negativo, uma vez que f (x ,s) ≡ 0 para todos (x ,s) ∈ M × (−∞,0]. □

Também consideramos resultados de multiplicidade para uma perturbação do
Problema 5.1, a saber,

Problema 5.11

−divg|∇gu|n−2∇gu +ν(x)|u|n−2u = ϕ(x)f (x ,u) + h(x), (5-38)

onde h(x) ∈ E∗, o espaço dual de E . Se h ̸≡ 0 e ϵ > 0 é suficientemente pequeno, sob
algumas suposições existem pelo menos duas soluções fracas distintas para o Problema
5.11. Precisamente, temos o seguinte teorema.

Teorema 5.12 Seja (M,g) uma variedade Riemanniana completa não compacta de di-

mensão n. Suponha que Rc(M,g) ≥ λg para alguma constante λ ∈ R, e inj(M,g) ≥ i0 para
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alguma constante positiva i0. Assuma que f (x , t) é contínua em M ×R e que (f1)-(f5) são

satisfeitas. Tanto ν(x) quanto ϕ(x) são contínuas em M e (ν1), (ν2), (ϕ1), (ϕ2) são satis-

feitas, h pertence a E∗, o espaço dual de E , com h ≥ 0 e h ̸≡ 0. Então, existe ϵ0 > 0 tal

que se 0 < ϵ< ϵ0, o problema 5.11 possui pelo menos duas soluções fracas não negativas

distintas.

Prova. A prova é dividida em três etapas, a saber:
Passo 1. Em vez de J : E →R definido por (5-15), consideramos funcionais para

todo u ∈ E e ϵ> 0

Jϵ(u) =
1
n
∥u∥n

E −
∫

M
ϕ(x)F (x ,u)dvg −ϵ

∫
M

hudvg .

O Lema 5.7 ainda vale se substituirmos J por Jϵ. Ou seja, para qualquer sequência de
Palais–Smale (uj ) ⊂ E de Jϵ, existe uma subsequência de (uj ) (ainda denotada por (uj )) e
u ∈ E tal que uj ⇀ u fracamente em E , uj → u fortemente em Lq(M) para todo q ≥ n, e

∇guj (x) →∇gu(x) q.t.p. em M

ϕ(x)F (x ,uj ) → ϕ(x)F (x ,u) fortemente em L1(M)

u é uma solução fraca do problema 5.11.

(5-39)

Passo 2. Temos o seguinte
(a) existem constantes ϵ1 > 0, δ > 0, e uma sequência de funções (vj ) ⊂ E tal

que Jϵ(vj ) → cM e J ′ϵ(vj ) → 0 conforme j → ∞, desde que 0 < ϵ < ϵ1. Além disso, vj é
limitada em E , vj ⇀ uM fracamente em E e uM é uma solução fraca de 5.11. Aqui, cM é o
valor min-max de Jϵ e satisfaz

0 < cM <
1
n

(
1− 1

p

)n−1(
αn

α0

)n−1

−δ; (5-40)

Prova. Pelos Lemas 5.4 e 5.5, quando 0 < ϵ < ϵ1, Jϵ satisfaz a seguinte condição:
Jϵ ∈ C1(E ,R); Jϵ(0) = 0; Jϵ(u) ≥ δϵ > 0 quando ∥u∥E = r ; Jϵ(e) < 0 para algum e ∈ E

com ∥e∥ > max{rϵ,1}. Então, usando o Teorema do Passo da Montanha sem a condição
de Palais–Smale [51], podemos encontrar uma sequência (vn) em E tal que

Jϵ(vn) → cM > 0, J ′ϵ(vn) → 0 em E∗,

onde
cM = min

γ∈Γ
max
u∈γ

Jϵ(u) ≥ δϵ,

é um valor min–max de Jϵ, onde Γ = {γ ∈ C([0,1],E) : γ(0) = 0,γ(1) = e}. Claramente
(5-40) segue do Lema 5.6. A última afirmação segue imediatamente do Lema 5.7. □
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(b) Existe uma constante ϵ2 : 0 < ϵ2 < ϵ1 tal que para qualquer 0 < ϵ < ϵ2,
existem constantes positivas rϵ com rϵ→ 0 conforme ϵ→ 0 e uma sequência (uj ) ⊂ E tal
que

Jϵ(uj ) → cϵ = inf
∥u∥E≤rϵ

Jϵ(u) < 0, J ′ϵ(uj ) → 0 em E∗ conforme j →∞.

Além disso, uj → u0 fortemente em E , onde u0 é uma solução fraca de 5.11 com
Jϵ(u0) = cϵ.
Prova. Seja rϵ dado por (ii) do Lema 5.4, ou seja, Jϵ(u)> θϵ> 0 para todo u com ∥u∥E = r .
Como r → 0 conforme ϵ→ 0, pode-se escolher ϵ3 : 0 < ϵ3 < ϵ2 de modo que, quando
0 < ϵ< ϵ3,

rϵ <

(
n−1

n
αn

α0

) n−1
n

.

Por (f1) e (f2), temos

F (x ,u) ≤ b1|u|n + b2|u|ζn(α0|u|
n

n−1 )

= b1|u|n + b2|u|ζn(α0∥u∥
n

n−1
E (|u|/∥u∥E )

n
n−1 ).

Quando ∥u∥E ≤ rϵ, temos α0∥u∥n/(n−1)
E < (1−β/n)αn. Então, segue do Lema 5.7, (ϕ1)

e (ϕ2) que ϕ(x)F (x ,u) é limitado em Lp(M)∩L1(M) para algum p > 1 quando ∥u∥E ≤ rϵ.
Portanto, Jϵ tem cota inferior na bola Brϵ = {u ∈ E : ∥u∥E ≤ rϵ}. □

Passo 3. Existe ϵ0 : 0 < ϵ0 < ϵ2 tal que se 0 < ϵ< ϵ0, então uM ̸≡ u0.
Prova do Teorema 5.12. Suponha, por contradição, que uM ≡ u0. Então, vj ⇀ u0

fracamente em E . Pelo item (a),

Jϵ(vj ) → cM > 0, |⟨J ′ϵ(vj ),φ⟩| ≤ γj∥φ∥E , (5-41)

com γj → 0 conforme j →∞. Por um lado, temos, pelo item (5-39),∫
M
ϕ(x)F (x ,vj )dvg →

∫
M
ϕ(x)F (x ,u0)dvg conforme j →∞. (5-42)

Por outro lado, dado que vj ⇀ u0 fracamente em E e h ∈ E∗, segue que∫
M

hvjdvg →
∫

M
hu0dvg conforme j →∞. (5-43)
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Inserindo (5-42) e (5-43) na primeira igualdade de (5-41), obtemos

1
n
∥vj∥n

E = cM +
∫

M
ϕ(x)F (x ,u0)dvg +ϵ

∫
M

hu0dvg + oj (1). (5-44)

Da mesma forma, podemos derivar

1
n
∥uj∥n

E = cϵ +
∫

M
ϕ(x)F (x ,u0)dvg +ϵ

∫
M

hu0dvg + oj (1). (5-45)

Combinando (5-44) e (5-45), temos

∥vj∥n
E −∥u0∥n

E = n(cM − cϵ + oj (1)). (5-46)

Do item (b), sabemos que cϵ → 0 conforme ϵ→ 0. Isso, juntamente com (5-40), leva a
existência de ϵ0 : 0 < ϵ0 < ϵ2 tal que, se 0 < ϵ< ϵ0, então

0 < cM − cϵ <
1
n

(
p−1

p
αn

α0

)n−1

. (5-47)

Defina
wj = vj

∥vj∥n
E

, w0 = u0
(∥u0∥n

E +n(cM−cϵ))1/n .

Segue de (5-46) e vj ⇀ u0 fracamente em E que wj ⇀ w0 fracamente em E . Note que∫
M
ϕ(x)ζn(α0|vj |n/(n−1))dvg =

∫
M
ϕ(x)ζn(α0∥vj∥n/(n−1)

E |wj |n/(n−1))dvg .

Por (5-46) e (5-47), um cálculo direto mostra que

lim
j→∞

α0(n(cM − cϵ + oj (1)) +∥u0∥n
E )

1
n−1 (1−∥w0∥n

E )
1

n−1

= lim
j→∞

{
αn−1

0 n(cM − cϵ + oj (1))(1−∥w0∥n
E ) +αn−1

0 ∥u0∥n
E (1−∥w0∥n

E )
} 1

n−1

< lim
j→∞

{
αn−1

0 n

(
1
n

[
p−1

p
αn

α0

]n−1

+αn−1
0 oj (1)

)
(1−∥w0∥n

E ) +αn−1
0 ∥u0∥n

E (1−∥w0∥n
E )

} 1
n−1

=

{[
p−1

p
αn

]n−1
(

(1−∥w0∥n
E ) +αn−1

0

[
p

p−1
1
αn

]n−1

∥w0∥n
E (1−∥w0∥n

E )

)} 1
n−1

=

{[
p−1

p
αn

]n−1
[(

1 +

[
p

p−1
α0

αn

]n−1

∥u0∥n
E

)(
1−∥w0∥n

E

)]} 1
n−1

.
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Observando que

1 +

[
p

p−1
α0

αn

]n−1

∥u0∥n
E ≤ 1

∥w0∥n
E

=
∥u0∥n

E + n(cM − cϵ)
n(cM − cϵ)

,

e,

⇒ cM − cϵ ≤
1
n

[
p−1

p
αn

α0

]n−1

.

Logo, concluímos que

{[
p−1

p
αn

]n−1
[(

1 +

[
p

p−1
α0

αn

]n−1

∥u0∥n
E

)(
1 +∥w0∥n

E

)]} 1
n−1

≤

{[
p−1

p
αn

]n−1
} 1

n−1

=

(
1− 1

p

)
αn.

Portanto,

lim
j→∞

α0∥vj∥
n

n−1
E (1−∥w0∥n

E )
1

n−1 <

(
1− 1

p

)
αn.

Assim, o Lema 5.8 juntamente com a Proposição 6.2 implica que ϕ(x)ζn(α0|vj |n/(n−1)) é
limitada em Lq(M) para algum q : 1 < q < n/(n−1). Por (f1),

|f (x ,vj )| ≤ b1|vj |n−1 + b2ζn(α0|vj |n/(n−1)).

Tomando c = max{b1,b2}, temos que

|f (x ,vj )| ≤ c|vj |n−1 + cζn(α0|vj |n/(n−1)).

Portanto,∣∣∣∣∫
M
ϕ(x)f (x ,uj )(vj −u0)dvg

∣∣∣∣≤ c
∫

M
ϕ(x)(|vj |n−1 +ζn(α0|vj |

n
n−1 ))|vj −u0|dvg

≤ c∥ϕ|vj |n−1∥
L

n
n−1 (M)

∥vj −u0∥Ln(M)

+ c∥ϕζn(α0|vj |
n

n−1 )∥Lq(M)∥vj −u0∥Lq′ (M)|f (x ,vj )|

≤ c|vj |n−1 + cζn(α0|vj |n/(n−1)).

Como 1 < q < n/(n− 1), temos q′ > n. Então, segue da imersão compacta E ↪→ Lr (M)

para todo r ≥ n que
lim

j→∞

∫
M
ϕ(x)f (x ,vj )(vj −u0)dvg = 0. (5-48)
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Tomando φ = vj −u0 em (5-41), temos, usando (5-43) e (5-48),∫
M

(|∇gvj |n−2∇gvj∇g(vj −u0) +ν(x)|vj |n−2vj (vj −u0))dvg → 0. (5-49)

No entanto, o fato de vj ⇀ u0 fracamente em E leva a∫
M

(|∇gu0|n−2∇gu0∇g(vj −u0) +ν(x)|u0|n−2u0(vj −u0))dvg → 0. (5-50)

Subtraindo (5-50) de (5-49), usando a Proposição 6.7

22−n|b−a|n ≤ ⟨|b|n−2b−|a|n−2a,b−a⟩,∀a,b ∈ Rn,

temos,

∫
M

(|∇gvj |n−2∇gvj∇g(vj −u0) +ν(x)|vj |n−2vj (vj −u0))dvg

−
∫

M
(|∇gu0|n−2∇gu0∇g(vj −u0) +ν(x)|u0|n−2u0(vj −u0))dvg → 0, j →∞.

Isso é equivalente a∫
M
∇g(vj −u0)[|∇gvj |n−2∇gvj −|∇gu0|n−2∇gu0] +ν(x)(vj −u0)[|vj |n−2vj −|u0|n−2u0]dvg

≥
∫

M
2n−1|∇gvj −∇gu0|n +ν(x)2n−1|vj −u0|ndvg

= 2n−1
∫

M
|∇g(vj −u0)|n +ν(x)|vj −u0|dvg → 0, j →∞.

Implicando que
2n−1∥vj −u0∥n

e → 0, j →∞,

então ∥vj −u0∥n
E → 0 conforme j →∞. Isso, juntamente com (5-46), implica que cM ≡ cϵ,

o que é absurdo, pois cM > 0 e cϵ < 0. Portanto, uM ̸≡ u0. Como f (x ,s) ≡ 0 para todos
(x ,s) ∈ M × (−∞,0], pode-se ver facilmente que uM ≥ 0 e u0 ≥ 0. Isso completa a prova
do teorema. □

Para concluir, vamos construir exemplos de f ′s para mostrar que (f1)-(f5) não
implicam (H5).

Proposição 5.13 Existem funções contínuas f : M ×R→ R tais que (f1)-(f5) são satisfei-

tas, mas (H5) não é satisfeita.

Prova. Seja ϕ que satisfaça as hipóteses (ϕ1) e (ϕ2), p > 1 seja dado em (ϕ1), l seja um
inteiro tal que l ≥ n, q = nl/(n− 1) + 1 e Sq seja definido por (5-8). Pelo Lema 5.3, Sq é
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atingido por alguma função não negativa u ∈ E . Seja Cq um número positivo tal que

Cq >

(
q−n

q

)(q−n)/n( pα0

(p−1)αn

)(q−n)(n−1)/n

Sq
q .

Seja χ : [0,∞) → R uma função suave tal que 0 ≤ χ < 1, χ ≡ 0 em [0,A], χ ≡ 0 em
[2A,∞], e |χ′| ≤ 2/A, onde A é uma constante positiva a ser determinada posteriormente.
Definimos

f (t) =

2l l !Cq ∑
∞
k=l

(t
n

n−1 −χ(t)t
1

n−1 )k

k ! , t ≥ 0,

0, t < 0.

Agora verificamos (f1)-(f5) para uma escolha apropriada de A da seguinte forma:

(f1) : Se A > 1, então 0 ≤ tn/(n−1) −χ(t)t1/(n−1) ≤ tn/(n−1) para todo t ≥ 0. Assim,

f (t) = 2l l !Cq

(
etn/(n−1)−χ(t)t1/(n−1)

−
l−1

∑
k=0

(t
n

n−1 −χ(t)t
1

n−1 )k

k !

)

≤ 2l l !Cq

(
etn/(n−1)

−
l−1

∑
k=0

t
nk

n−1

k !

)
≤ 2l l !Cqζn(tn/(n−1)),

para todo t ≥ 0. Assim, (f1) é satisfeito quando A > 1.
(f2) : Quando t ∈ [0,A], temos χ(t) = 0 e

∫ t

0
f (t)dt = 2l l !Cq

∞

∑
k=l

∫ t

0

t
nk

n−1

k !
dt ≤ 2l l !Cqt

∞

∑
k=l

t
nk

n−1

k !
dt = t f (t). (5-51)

Quando t ≥ A, afirmamos que se A for escolhido suficientemente grande, digamos
A ≥ 4n−1, então

∫ t

A

(t
n

n−1 −χ(t)t
1

n−1 )k

k !
dt ≤ (t

n
n−1 −χ(t)t

1
n−1 )k+1

(k + 1)!
− A

n(k+1)
n−1

(k + 1)!
. (5-52)

De fato, se definirmos

γ(t) =
∫ t

A

(t
n

n−1 −χ(t)t
1

n−1 )k

k !
dt − (t

n
n−1 −χ(t)t

1
n−1 )k+1

(k + 1)!
+

A
n(k+1)
n−1

(k + 1)!
,
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então γ(A) = 0 e

γ′(t) =

(t
n

n−1 −χ(t)t
1

n−1 )k

k !
− (t

n
n−1 −χ(t)t

1
n−1 )k

k !

(
n

n−1
t

1
n−1 −χ′(t)t

1
n−1 − 1

n−1
χ(t)t

1
n−1−1

)
.

Seja A ≥ 4n−1. Então, para t ∈ [A,∞), temos:

n
n−1

t
1

n−1 −χ′(t)t
1

n−1 − 1
n−1

χ(t)t
1

n−1−1 ≥
(

n
n−1

− 2
A

)
A

1
n−1 − 1

n−1
A

1
n−1−1

≥ 4

(
n

n−1
− 2

4(n−1)
− 1

4(n−1)2

)
> 1.

Portanto, γ′(t) ≤ 0, e assim nossa afirmação (5-52) é válida. Note que

∫ A

0

t
nk

n−1

k !
dt =

A
n(k+1)
n−1

(k + 1)!
k + 1
nk

n−1 + 1
A− 1

n−1 ≤ A
n(k+1)
n−1

(k + 1)!
. (5-53)

Segue de (5-52) e (5-53) que quando t ≥ A,

∫ t

0

(t
n

n−1 −χ(t)t
1

n−1 )k

k !
dt ≤ (t

n
n−1 −χ(t)t

1
n−1 )k+1

(k + 1)!
,

e, assim, ∫ t

0
f (t)dt ≤ f (t) ≤ 1

µ
t f (t), (5-54)

para algum µ> n. Isso, juntamente com (5-51), implica que (f2) é satisfeito.
(f3) : Seja A ≥ 4n−1. Em vista de (5-54), quando t ≥ A,

F (t) =
∫ t

0
f (t)dt ≤ f (t).

Assim, (f3) é satisfeito.
(f4) : Como l > n, obtemos F (t)/tn → 0 quando t → 0+. Assim, (f4) é satisfeito.
(f5) : Note que tn/(n−1) − t1/(n−1) ≥ tn/(n−1)/2 para todo t ≥ 2. Seja A ≥ 2. Então, para

todo t ≥ A, temos

f (t) ≥ 2l l !Cq
(t

n
n−1 −χ(t)t

1
n−1 )l

l !
≥ 2lCq(t

n
n−1/2)l = Cqtq−1.
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Quando t ∈ [0,A], obtemos

f (t) ≥ 2l l !Cq
t

nl
n−1

l !
= 2lCqtq−1.

Assim, (f5) é satisfeito. Em resumo, f (t) satisfaz (f1)-(f5) se A ≥ 4n−1.
Finalmente, verificamos que (H5) não é satisfeito. Quando t ≥ 2A, temos

f (t) = 2l l !Cq

(
et

n
n−1 −t

1
n−1 −

l−1

∑
k=0

(t
n

n−1 − t
1

n−1 )k

k !

)
.

Segue que

lim
t→+∞

t f (t)e−t
n

n−1
= 0.

Assim, f (t) não satisfaz (H5).

□



CAPÍTULO 6
Apêndice

Para qualquer número inteiro n ≥ 2 e número real s, definimos uma função
ζ : N×R→ R por

ζn(s) = es −
n−2

∑
k=0

sk

k !
=

∞

∑
k=n−1

sk

k !
.

Proposição 6.1 Se s ≥ 0, p ≥ 1 são números reais e n ≥ 2 é um número inteiro, então

vale

(ζn(s))p ≤ ζn(ps). (6-1)

Prova. Provamos por indução em relação a n. Definimos uma função

ϕ(s) = (es −1)p − (eps −1). (6-2)

É fácil ver que para s ≥ 0 e p ≥ 1,

ϕ′(s) = p(es −1)p−1 −peps ≤ 0.

Portanto, ϕ(s) ≤ϕ(0) = 0 e, assim, a desigualdade (6-1) vale para n = 2. Suponhamos que
(6-1) vale para n ≥ 2, só precisamos provar que

(ζ(n + 1,s))p ≤ ζ(n + 1,ps).

Para este propósito, definimos

ψ(s) =

(
es −

n−1

∑
k=0

sk

k !

)p

−

(
eps −

n−1

∑
k=0

(ps)k

k !

)
.
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Um cálculo direto mostra

ψ′(s) = p

(
es −

n−1

∑
k=0

sk

k !

)p−1(
es −

n−1

∑
k=1

sk−1

(k −1)!

)
−

(
peps −p

n−1

∑
k=1

(ps)k−1

(k −1)!

)

≤ p

{(
es −

n−1

∑
k=1

sk−1

(k −1)!

)
−

(
eps −

n−1

∑
k=1

(ps)k−1

(k −1)!

)}

= p

{(
es −

n−2

∑
k=0

sk

k !

)
−

(
eps −

n−2

∑
k=0

(ps)k

k !

)}
≤ 0.

Aqui, usamos a hipótese de indução (ζn(s))p ≤ ζn(ps). Assim,ψ(s) ≤ψ(0) = 0 para s ≥ 0,
e, portanto, (6-2) vale. Portanto, (6-1) vale para qualquer número inteiro n ≥ 2. □

Proposição 6.2 Para todos n ≥ 2, s ≥ 0, t ≥ 0, µ> 1 e ν> 1 com 1/µ+ 1/ν = 1, vale

ζn(s + t) ≤ 1
µ
ζn(µs) +

1
ν
ζn(νt).

Prova. Observando que

∂2

∂s2ζ(2,s) = es ≥ 0,
∂2

∂s2ζ(3,s) = es ≥ 0,

e quando n ≥ 4,
∂2

∂s2ζn(s) = es −
n−2

∑
k=2

sk−2

(k −2)!
= es −

n−4

∑
k=0

sk

k !
≥ 0,

concluímos que ζn(s) é convexa em relação a s para todos n ≥ 2. Assim

ζn(s + t) = ζn(
1
µ
µs +

1
ν
νt) ≤ 1

µ
ζn(µs) +

1
ν
ζn(νt).

Isso conclui a proposição. □

Proposição 6.3 Para todo q ≥ 1 e a,b > 0 vale que

|aq −bq| ≤ q(aq−1 + bq−1)|a−b|

Prova. Seja f uma função f : [a,b] → R, definida por f (t) = tq, então f ′(t) = qtq−1 e sendo
contínua em (a,b) existe t0 ∈ (a,b) tal que

|f ′(t)| ≤ |f ′(t0)| = qtq−1
0 ≤ q(aq−1 + bq−1),



97

pelo Teorema do Valor Médio,

|f (a)− f (b)| ≤ q(aq−1 + bq−1)|a−b|.

□

Proposição 6.4 Temos que λϕ é positiva. Uma vez que ν > 0 e ϕ > 0 temos a diferença

de dois termos positivos
∫

M (|∇gu|n +ν(x)|u|n)dvg > 0 e
∫

Mϕ(x)|u|ndvg > 0.

Proposição 6.5 Para todo p ≥ 1 e a,b ≥ 0 vale.

(a + b)p ≤ ap + p2p−1(ap−1b + bp)

Prova. Note que, dividindo por ap e tomando x = b
a , precisamos provar que

(1 + x)p ≤ 1 + p2p−1(x + xp).

Para este propósito, seja f (x) = (1 + x)p (uma função crescente), então f ′(x) = p(1 + x)p−1

(também é uma função crescente). Pelo Teorema do Valor Intermediário, existe θ ∈ (0,x)

tal que:
f (x)− f (0) = f ′(θ)x ≤ f ′(x)x .

Assim,

(1 + x)p −1 ≤ p(1 + x)p−1x

≤ p2p−1(1 + xp−1)x

= p2p−1(x + xp).

□

Proposição 6.6 Para todo 0 < p,a < 1 vale

(1−a)p ≤ 1−pa.

Prova. Para este propósito, seja f (x) = (1− x)p, então f ′(x) = −p(1− x)p−1 (uma função
decrescente). Pelo Teorema do Valor Intermediário, existe θ ∈ (0,x) tal que

f (x)− f (0) = f ′(θ)x ≤ f ′(0)x .

Assim,
(1− x)p −1 ≤−px ⇒ (1− x)p ≤ 1−px
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□

Proposição 6.7 Para todo a,b ∈ Rn e p ≥ 2 vale

⟨|b|p−2b−|a|p−2a,b−a⟩ ≥ 22−p|b−a|p.

Prova. Vamos começar com a identidade

⟨|b|p−2b−|a|p−2a,b−a⟩ = |b|p−2⟨b,b⟩− |b|p−2⟨b,a⟩− |a|p−2⟨a,b⟩+ |a|p−2⟨a,a⟩

= |b|p −|b|p−2⟨b,a⟩− |a|p−2⟨a,b⟩+ |a|p

=
2|b|p −2|b|p−2⟨b,a⟩−2|a|p−2⟨a,b⟩+ 2|a|p

2

=
|b|p + |b|p−2(⟨b,b⟩−2⟨a,b⟩) + |a|p−2(−2⟨a,b⟩+ ⟨a,a⟩) + |a|p

2

=
|b|p + |b|p−2(|b−a|2 −|a|2) + |a|p−2(|b−a|2 −|b|2) + |a|p

2

=
|b|p−2 + |a|p−2

2
|b−a|2 +

(|b|p−2 −|a|p−2)(|b|2 −|a|2)
2

.

Por outro lado,
(|a|+ |b|)p−2 ≤ 2p−3(|a|p−2 + |b|p−2),

e usando que |a−b| ≤ |a|+ |b|, obtemos

23−p(|a−b|)p−2 ≤ (|a|p−2 + |b|p−2).

Dessa forma, temos que

⟨|b|p−2b−|a|p−2a,b−a⟩ ≥ 2−1(|b|p−2 + |a|p−2)|b−a|2 ≥ 22−p|b−a|p.

□

Proposição 6.8 Para todo a,b > 0 e 0 < p < 1, vale

(a + b)p ≤ ap + bp.

Proposição 6.9 (Desigualdade de Hölder) Seja E um espaço vetorial normado. Para

1 ≤ p,q ≤ ∞, tais que 1
p + 1

q = 1, tomando f ∈ Lp(E) e g ∈ Lq(E) temos que f g ∈ L1(E).

Além disso,

∥f g∥1 ≤ ∥f∥p∥g∥q.
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Proposição 6.10 (Desigualdade de Minkowski) Seja E um espaço vetorial normado.

Para 1 ≤ p ≤∞, tomando f ,g ∈ Lp(E) temos que f + g ∈ Lp(E). Além disso,

∥f + g∥p ≤ ∥f∥p +∥g∥p.

Proposição 6.11 (Desigualdade de Young) Se p e q são números reais positivos tais que
1
p + 1

q = 1, então, para todo par de números reais a e b não negativos vale a desigualdade:

ab ≤ ap

p
+

bq

q
.



CAPÍTULO 7
Considerações Finais

Através dos estudos de Yang [64] e de Li e Liu [32], a desigualdade de Trudinger-
Moser é comprovada para variedades Riemannianas completas, sob determinadas hipó-
teses, curvatura de Ricci limitada inferiormente e raio injetivo estritamente positivo. En-
tretanto, nas demonstrações apresentadas por Yang [64, Teorema 2.6], identificamos um
erro insolúvel. Em futuras pesquisas, almejamos estender esses resultados para incluir
derivadas de ordem superior.
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