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Resumo

Franga, J. C. P.. Desigualdade de Trudinger-Moser em Variedades Riemanni-
anas Completas e Nao Compactas. Goiania, 2024. 106p. Dissertagdo de Mes-
trado. Programa de P6s-Graduacdo em Matematica, Instituto de Matematica e
Estatistica (IME), Universidade Federal de Goias (UFG).

No trabalho, abordaremos a validade da desigualdade de Trudinger-Moser em variedades
riemannianas completas e ndo compactas. Mais precisamente, discutiremos as demons-
tracOes realizadas por Yang [64] e por Li e Lu [32] que trataram dos casos subcritico e
critico. O nosso estudo é fundamentado nas seguintes condicoes:

Consideremos (M, g) uma variedade riemanniana completa e ndo compacta de dimensado n
(n > 2), com curvatura de Ricci limitada inferiormente, ou seja, Rcy,g) > Ag para algum
A € R einjyg > fo para algum iy > 0. Provamos que existe uma constante positiva C
dependendo apenas de n tal que

sp [ Caledufrydvg < €
M

ue WHn(M), | ulj1 <1

onde Cn(t) = Z?:On—1 f_: ¢

lull = Vulla+lulln,

1
para todo 0 < & < «&p = nwg:11, onde wp—¢1 €é a area da superficie da bola no R".
Além disso, as condicdes sobre a curvatura de Ricci e o raio injetivo sdo necessdrias e

suficientes.

Palavras—chave
Desigualdade de Trudinger-Moser, Variedades Riemannianas, Variedades ndo
compactas, Andlise Geométrica, Equacdes diferenciais parciais elipticas, Andlise ndo

compacta



Abstract

Franga, J. C. P.. Trudinger-Moser Inequality on Complete Noncompact Rie-
mannian Manifold. Goidnia, 2024. 106p. MSc. Dissertation. Programa de P6s-
Graduac@o em Matematica, Instituto de Matematica e Estatistica (IME), Univer-
sidade Federal de Goias (UFG).

In this work, we will address the validity of the Trudinger-Moser inequality on complete
and non-compact Riemannian manifolds. More precisely, we will discuss the proofs
provided by Yang [64] and by Li and Lu [32] for the subcritical and critical cases. Our
study is grounded in the following conditions:

Let (M, g) be a complete and non-compact Riemannian manifold of dimension n (n > 2),
with Ricci curvature bounded from below, i.e., Rc(M,g) > Ag for some A € R and
inj(M, g) > iy for some iy > 0. We prove that there exists a positive constant C depending
only on n such that

sup / Cnladu[T)dvg < C
ueWtn(M),||ully-<17/M
where Cn(t) = 55,4 % and
ull1,c = ||Vul| +Tlul

1
n—1

for every 0 < o < ot = nw,_}, where w,_1 is the surface of the n-ball on R". Moreover,
the hypotheses about the Ricci curvature an injective radio are necessary and sufficient

conditions.

Keywords
Trudinger-Moser Inequality, Riemannian Manifolds, Non-compact Manifolds,

Geometric Analysis, Elliptic Partial Differential Equations, Non-compact Analysis
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Introducao

Este trabalho dedica-se ao estudo do caso critico para o espaco de Sobolev,
relativo a dimensdo do dominio e o espago de Lebesgue modelo, em variedades. A
seguir, apresentamos um breve histdrico do problema. Tomando Q C R”, (n > 2) um
conjunto aberto e limitado, Trudinger [57] (e idependentemente Pohozaev [53] e Yudovic
[27]) observou que W'"(Q) pode ser mergulhado em LP(Q) para todo p € [1,00) mas
nao em L*°(Q)). Nos trabalhos de [25] e [48] foi provado que o espaco com melhor
crescimento em que W'"(Q) estd imerso continuamente é um espaco de Orlicz Ly, (Q)
onde d,(t) = exp{ ||/~ 1} — 1 para algum o > 0.

Em seguida, Moser [48] demonstrou um resultado ainda mais preciso, o qual
tem como consequéncia o resultado provado por Trudinger [57]. Mais precisamente, o

seguinte resultado:

Teorema 0.1 Seja QO C R", com n > 2, um aberto limitado. Entdo existe uma constante

positiva C dependendo apenas de n tal que:

sup / eMul™ T gx < ClQ|. (0-1)
<170

ueWg (O ull 10 g,

1
Para qualquer « < «p, onde x, = nw,’;j1 € Wp_1 € a drea da superficie da bola unitdria
em R". Além disso, a constante x, é sharp no sentido de que se x excede xp, entdo a

desigualdade acima ndo pode ser mantida com uma constante C de maneira uniforme.

Carleson e Chang [11] demonstraram que o supremo € atingido quando () = By(1), a bola
unitaria em R". Struwe [56] estudou a existéncia de fun¢des extremais para dominios
nao-simétricos, obtendo uma condig¢do suficiente para a existéncia. Flucher introduziu o
rearranjo conforme e derivou uma desigualdade isoperimétrica que implica a existéncia
de fungdes extremais em dominios limitados em R? [21]. Lin [39] obteve um resultado
de existéncia geral para qualquer aberto limitado do R".

Y. Li [35] mostrou a existéncia de fungdes extremais para variedades Rieman-
nianas compactas, enquanto X. Li e Y. Yang [33] demonstraram a existéncia de fun¢des

extremais para a desigualdade de Trudinger-Moser singular em todo o espaco euclidiano.



14

Yang [59] demonstrou a existéncia de fungdes extremais para variedades com-
pactas bidimensionais com fronteira, além de desigualdades de Trudinger—Moser do tipo
Adimurthi—Druet em dimensdo dois em [65]. Nguyen [49] demonstrou esse ultimo tipo
de desigualdade para o espaco de Sobolev W'"(R").

Posteriormente, Adams [2] generalizou o resultado obtido por Moser para o

espaco de Sobolev de vdrias derivadas, obtendo:

Teorema 0.2 (Adams) Seja QO um dominio em R" e m um inteiro positivo estritamente
menor que n. Existe uma constante C, dependendo apenas de m e n, com a seguinte

propriedade: Se u € C™(R") tem suporte compacto contido em Q e [|[N™u| p/m <1, entdo
[ exp{Bo(m,mlut) "} dx < cl0], 02)
Q

onde (g = Bo(m, n) é a melhor constante dependendo apenas de n e m, isto é

n

n/2om m
n {71 2 F((m+1)/2)1 quando m é impar,

Wn—1 I'(n—m+1)/2)
Polm.n) = 2 : (0-3)
n 2mr 2 n—m 3
w:,1 [nr((n—m()’%) )] quando m é par.

Para qualquer u o gradiente de ordem | é dado por

vy - { A//zu, se | é par (0-4)

VAU=Y/2y se | é impar.

Se Bo(m, n) for substituido por qualquer niimero maior, a integral em (0-2) ndo pode ser

limitada uniformemente por nenhuma constante.

Existem vérias extensdes das desigualdades de Trudinger-Moser e Adams, sendo
uma delas a extensdo para todo o R”. Cao [10] conseguiu estender para todo o R? por meio
do argumento de rearranjo decrescente. Dessa forma, para todo o < 47t e A > 0, existe
uma constante C que depende apenas de « e A, tal que, para todo u € W'?(R2?) com

llull2 <1e||Vu|l2 < A, vale a seguinte desigualdade:

/ ¥4’ _yax < C.
RZ

Quanto a generalizacdo para dimensao n qualquer das desigualdades, foram obtidas de
forma independente por do O [19] e Panda [51].

Todas essas desigualdades em dominios ilimitados, até 0 momento, sdo subcriti-
cas, uma vez que o < ,. Ruf [55] foi quem provou o caso critico em todo o R? e demons-

trou a existéncia de fungdes extremais. Mais tarde, Li e Ruf [38], usando a simetrizacdo de
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Schwartz combinada e anélise de blow-up, generalizaram para a dimensao n. Adimurthi e
Yang [66], por meio do argumento de rearranjo decrescente e da desigualdade de Young,
alcancaram uma interpolagdo da desigualdade de Trudinger—Moser e a desigualdade de
Hardy no R", que pode ser vista como uma desigualdade de Trudinger-Moser singular.

A versdao afim da desigualdade de Trudinger-Moser em dominios limitados
foi estabelecida por Cianchi, Lutwak, Yang e Zhang [16], utilizando a norma afim do
gradiente. Isso pode ser considerado como o caso limite das desigualdades afins de
Sobolev e isoperimétricas de Lutwak, Yang e Zhang [45] [44], as quais desempenham
um papel importante na geometria convexa.

Em outra direcdo, mas semelhante a desigualdade acima (0-1) com a melhor
constante, Moser também demonstrou em [48] uma desigualdade andloga na esfera
bidimensional S2. Essa afirmagio estabelece que existe uma constante Cq tal que 47t é

a melhor constante para a seguinte desigualdade.
/ exp (47t|u(x)[?) do < Cy,
S2

para qualquer fungdo suave u em S? com [ |Vul?do <1 e [eeudo =0 onde do € a
medida de superficie e V é o operador gradiente em S2.
Nessa mesma linha, Moser aplicou (0-1) ao problema da curvatura Gaussiana

prescrita em S? ao considerar o funcional:

1 1 1
G(u) = log —/ Ke*“do ——/ ]Vu]zdcr——/ udo.
a7t Js2 a7t Jse 271 Js2

Utilizando a desigualdade (0-1), Moser mostrou que existe uma constante positiva C tal

que
1

i e e?Udo < Cexp{%r/Sz |Vuldo + %‘(/82 udcr} ) (0-5)
Implicando que o funcional G(u) € limitado superiormente. O caso sharp da desigualdade
(0-5) em S? foi estabelecida por Onofri [50], utilizando resultados de Aubin [5], e afirma
que a seguinte desigualdade € verdadeira:

1 2u 1 2
— | e dogexp{a/gz(2u+wu| )dd},

47t Js2
com igualdade se e somente se €2Ygy é isométrico a go. A desigualdade de Onofri também
foi provada de forma independente por Hong [26]. Também destacamos a desigualdade
de Moser-Onofri na esfera de dimensédo superior S”, estabelecida por Beckner [7], e a

desigualdade de Trudinger-Moser em superficies com singularidade conica por Chen [14].
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A desigualdade de Onofri no plano euclidiano € dada por:

1 2
- > u _ -
16 /2"7U| ax IOg (/Ze du) /zud}l, (0 6)

onde, du = n(x) dx denota a medida de probabilidade definida por p(x) = 71?(1 +|x \2)_2, X €
R2.

Outra extensao do problema € estabelecer a desigualdade de Trudinger-Moser e
a desigualdade de Adams em variedades Riemannianas compactas (M, g). Aubin em [4]
abordou esse problema e mostrou que, para u € W""(M),

exp (dlul” Va0, ")
¢ integrdvel para o« > 0 suficientemente pequeno, o qual ndo depende de u. Seja & o
supremo dos o« mencionados acima. Cherrier em [15] demonstrou que & = «, € obteve
resultados semelhantes para u € wmn/m(\m). Seguindo as linhas de Adams, Fontana [22]
obteve a desigualdade critica de Adams em (M, g).

Utilizando o método de andlise de blow-up, Ding et al. [18] estabeleceram a
desigualdade de Trudinger-Moser em superficies Riemannianas compactas e a aplicaram
com sucesso para lidar com o problema da curvatura gaussiana prescrita. Adaptando o
argumento de Ding et al., Li [34], [35] e Li e Liu [36] provaram a existéncia de funcdes
extremais para a desigualdade de Trudinger-Moser. Sua ideia também foi utilizada por
Yang em [58], [61], [62], para encontrar funcdes extremais para vérias desigualdades do
tipo Trudinger-Moser. Em fibrados vetoriais sobre uma variedade Riemanniana compacta
de dimensdo 2, Li, Liu e Yang obtiveram vérias desigualdades de Trudinger-Moser em
[37].

Dentre outras contribui¢des, citamos também a seguinte. Novamente pelo mé-

todo de blow-up, Adimurthi e Druet [3] provaram que, quando 0 < &« < A1(Q)), vale

2 2
Sup / et (eadlulB) gy o oo,
uEW}A(Q), || Vul<17 Q

onde A{(Q) é o primeiro autovalor do Laplaciano em Q C R?, um dominio suave e
limitado. Além disso, o supremo € infinito quando o > A1((2). Mais tarde este resultado
foi generalizado por Yang [60] e Lu e Yang [41], [42], [43].

Até agora, consideramos a desigualdade de Trudinger-Moser em dominios Q)
em espacos euclidianos R” com |Q| < oo, em variedades Riemannianas compactas M,
na esfera S”, em fibrados tangentes de variedade compacta bidimensional, nos casos
subcritico e critico, e também a existéncia de fungdes extremais. Houve generalizacoes

da desigualdade de Trudinger-Moser para dominios () em espacos euclidianos R” com
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|Q| = co. A desigualdade de Trudinger-Moser subcritica foi estabelecida por Adachi e

Tanaka em [1], tendo como resultado o seguinte teorema.

Teorema 0.3 Para qualquer « < &, , existe uma constante positiva Cp, « tal que para
todo u em WY (R") | temos |Vul|nmny < 1:

[, Calel Vul7T)dx < Co ey

onde

A constante «p, € sharp no sentido de que o supremo € infinito quando x > .

Observamos que este tipo de desigualdade é exclusivamente subcritica, j4 que no caso
critico o supremo se torna infinito. Porém existe uma relacdo entre as duas, que foi
observada primeiramente por D. Cassani, F. Sani, C. Tarsi em [12] e posteriormente,
para o caso de ordem superior, por N. Lam, G Lu. e L. Zhang [30], Zhan e Chen [67]
e N. Lam [28]. Os autores provam que a desigualdade critica de [55] € equivalente a uma
desigualdade que € apenas subcritica.

Guozhen Lu e Hanli Tang em [40] estabeleceram a constante sharp para a

desigualdade de Trudinger-Moser no espago hiperbélico, H", n > 2.

Teorema 0.4 Seja O C H" um dominio aberto com |Q| = [odV < +00, 0 < <n e
1

0< < an(1— %), onde xp = nwE

todo u € C3°(Q)),

. Entdo, existe uma constante Cg > 0 tal que para

n/(n—1) v
/ exp(x|Vu| )dVSCB d
Q d(0, x)B

e 0 d(0,x)B’

ueCse(Q),[[Vullpo <1

O resultado é sharp no sentido de que se & > xp(1 — %), entdo o supremo se torna infinito.

Li e Lu [32], em sua demonstragdo do caso critico, optaram por subdividir a variedade
nio compacta em uma parte compacta e outra ndo compacta. No entanto, essa abordagem
resulta na formagao de bordo, a partir da qual foi possivel dar continuidade ao raciocinio,
utilizando os resultados de variedades compactas com bordo de Yang [62].

Neste trabalho consideraremos (M, g) uma variedade Riemanniana completa e
nao compacta de dimensao n (n > 2), com curvatura de Ricci limitada inferiormente, ou
seja, Rem,g) > Ag para algum A € R e injy 4) > fp para algum jp > 0. Provamos, seguindo
os resultados Li e Lu [32] e [64], que existe uma constante positiva C dependendo apenas

de ntal que

sup / Cn(odu|mT)dvg < C (0-7)
ueWtnMy,||ully <1/ M
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onde Cp(t) = Y75+ I| e

[lulls, (0-8)

1

paratodo 0 < & < o, = nw %, onde w,_1 € a drea da superficie da bola no R".

n— 1’

No Capitulo 1, introduzimos as defini¢des e teoremas basicos de Geometria
Riemanniana. Também enunciamos alguns resultados de Andlise Variacional que serdo
utilizados ao longo do trabalho. Por fim, demonstraremos que as condi¢Oes sobre a
curvatura de Ricci e o raio injetivo s@o necessdrias e suficientes.

No Capitulo 2, abordamos o resultado subcritico conforme discutido no trabalho
de Yang [64]. Observamos que a desigualdade € subcritica, mas a técnica empregada ndo
permite verificar sua validade no caso critico.

No Capitulo 3, apresentamos o caso exclusivamente subcritico abordado no
trabalho de Li e Lu [32], destancando o fato de ser sharp.

No Capitulo 4, tratamos do caso critico no mesmo trabalho de Li e Lu [32].

No Capitulo 5, apresentamos aplicacdes em dois problemas elipticos, garantindo

solucdes ndo triviais para ambos.



CAPITULO 1

Preliminares

Iniciaremos com defini¢des basicas de variedades Riemanniana que sao primor-
diais ao longo do trabalho. Para mais detalhes veja nas seguintes referéncias [31], [52],
[13] e [8].

Definicao 1.1 Um espaco topologico M é dito ser uma variedade quando:

* M é um espaco de Hausdorff: para cada par de pontos distintos p,q € M, existem
subconjuntos abertos disjuntos U,V C M tal que pc Ueqec V.

» Existe uma base enumerdvel para a topologia de M.

* M é localmente Euclidiano de dimensdo n: cada elemento p de M possui uma
vizinhanga U que é homeomorfa a um subconjunto aberto V de R", ¢ : U C M —

V C R" é um homeomorfismo.

Observacao 1.1 Denotamos por X (M) o campo de vetores de uma variedade M. Utiliza-

remos aqui a

Definicao 1.2 Uma carta coordenada em M é um par (U, d), onde U é um subconjunto
abertode Me ¢ : U — V CR" é um homeomorfismo de U para um subconjunto aberto
V de R". Por definicdo de uma variedade topoldgica, cada ponto p € M estd contido no

dominio de algum grdfico (U, ). Se d(p) = 0, dizemos que o grdfico estd centrado em p.

Definicao 1.3 Com as cartas coordenadas formamos um atlas {(U;, ©;)} que consiste em
uma familia de homeomorfismos {®@; : Ui — V;} (onde os V; sdo subconjuntos abertos
de R"), de modo que para qualquer i e j em I, o homeomorfismo @;o (D,.’1 (funcdo de
transigdo) é, na verdade, um difeomorfismo C> de ®;(U; N U;) para ©;(U;N U)).

Definicao 1.4 Uma variedade Riemanniana é um par (M, g), onde:

* M é uma variedade diferencidvel suave de dimensado finita.
* g € uma métrica Riemanniana definida em M, ou seja, para cada ponto p em M, gy

¢é uma forma bilinear simétrica definida positiva no espago tangente TpM.
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A métrica Riemanniana g atribui a cada ponto da variedade um produto interno suave

nos vetores tangentes ao espago da variedade nesse ponto.

Definicao 1.5 Seja M uma variedade Riemanniana. Definimos a conexdo em vetores no
ToM pelo operador NV que satisfaz as seguintes condigoes, sejam X,Y e Z € X(M) e
f,g € C®°(M) entdo V : X (M) x X (M) x X(M) = X(M):

(i) VixigyZ=1VxZ+gVyZ
(i) VxfY = X()Y +VxY
(iii) Vx(Y+2)=VxY+VxZ

Se V é compativel com a métrica Riemanniana e é simétrica dizemos que NV é a conexdo
de Levi-Civita.

Definicao 1.6 A derivada covariante de um (1, r)-tensor T é um (1, r+1)-tensor VT

dado por
VTX,Y1,.., YY) =Vx(T(Y1,...,Y)— T(VxY1,...,Y) —...— T(Y1,...,VxY,). (1-1)

Para cada X € X (M), define-se a derivada covariante VxT de T em relacdo a X como

um tensor de mesma ordem que T dado por
VxT(Y1,...,Y) =VT(X, Y1,...,Yr). (1-2)

Analogamente, a derivada covariante de um (0, r)-tensor T é um (0, r +1)-tensor VT
dado por (1-1).

Definicao 1.7 Uma geodésica em uma variedade Riemanniana M é uma curva parame-
trizaday : | — M, onde | é um intervalo em R, tal que a métrica Riemanniana g ao longo
da curva é estaciondria em relacdo a variagoes da curva. Isso é expresso pela equagdo
das geodésicas:

Vyy =0,

onde vy representa a derivada em relagdo ao parametro t, e V é a conexdo de Levi-Civita

associada a métrica Riemanniana.

Definicao 1.8 Uma variedade Riemanniana é dita ser geodesicamente completa quando
para cada ponto p € M a fung¢do exponencial expy, : ToM — M estd definida para todo
v € TpM. Lembrando que, exp,(0) = p exp,(tv) =q € M.

Definicao 1.9 Um espaco topdlogico M é dito ser compacto se dada uma colecdo
qualquer de abertos A = |Jxcp Ax que cobre totalmente M, admite uma subcobertura

finita.
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Definicao 1.10 Seja (M,u) um espaco de medida. O espago de Lebesgue LP(M) com
1 < p < 0o é definido por:

LP(My={f:M >R | / IfPdp < +00}.
M

A norma em LP(M), 1 < p < oo € definida por ||f|| .oy = ([ |f|pdu)1/p.

Jd o espago L™ é definido por
LM)={f:M—R:3C>0eNCMcom wN) =0 satisfazendo |f(x)| < C,Vx ¢ N}.
Com norma definida por
|1f|loo = inf{C > 0:3IN C M com w(N) = 0 satisfazendo |f(x)| < C,Vx ¢ N}.

Definicdo 1.11 Seja (M,u) um espaco de medida. O espaco de Sobolev W'P(M) é
definido por
W'P(M) = {f € LP(M) | / |VfPdu < oo}.
M

A norma em W'"P(M) é definida por ||f|| yrom = (1 |V P+ [3y \f|pdu)1/p.
Definicao 1.12 O espaco de Sobolev em variedades Riemannianas é definido da seguinte
forma: Primeiramente, denotamos a forma de volume como dvg =|g|dxq A--- Ndxp, onde

9| € o determinante da matriz (gjj)nxn. Em seguida, a norma LP de NV u é definida como

1/p
HVUHLD(M>=(/M\g//VfUVjUIp/ZdVg) :

Definicao 1.13 Seja M uma variedade Riemanniana, considere uma partigcdo da unidade
Y« € uma cobertura { Uy} de M, subordinada a esta parti¢do.
Considere uma fungdo f: M — R. A integral de f sobre M pode ser expressa em

termos das coordenadas locais como:
/ fdv = Z/ (foyy')y/det(gj)dx'...dx", (1-3)
M ~ J Ux

onde dV = det(g,-j)dx1 ...dx" é o elemento de volume.

Em uma variedade completa M é possivel fazer a sua parametrizacdo com apenas
uma carta (U, ). Para isto, tome p € M e considere o plano tangente T,M, como a
exponencial estd definida para todo v € TpM segue que tomando U C TpM e ¢ = exp,
de modo que exp,(U) = M, obtemos o desejado.

Note entdo que (1-3) simplifica e se torna,



22

/ fdv = / (foexpp)+/det(gy) dx ... dx".
M U
Definicao 1.14 A maior raio € para o qual

exp,, : B(0, &) — B(p, €),

é um difeomorfismo é chamado de raio de injetividade inj(p) em p. Definimos o raio de

injetividade injy g em toda variedade Riemanniana por
inj = inf {inj .
j(m,g) peM{ j(o) }

Definicao 1.15 Dizemos que o espago de Sobolev estd imerso continuamente no espaco

de Lebesgue quando

(i) WYP(M) é subespago de LP(M);
(ii) Existe uma constante C > 0 tal que ||f||oqy < C||f||wroqm-

Quando isto ocorre denotamos por W'"P(M) — LP(M).

Definicao 1.16 Seja M uma variedade Riemanniana. O tensor curvatura de Riemann é o
(1, 3)-tensor Rm : X (M) x X (M) x X(M) — X (M) dado por

Rm(X,Y)Z=VxVyZ-VyVxZ— V[X,Y]Z.

Definicao 1.17 Jd o tensor de Ricci, Rc, é definido como sendo o traco do tensor Rm. Ao

considerarmos uma base {E;}], ortonormal para o T,M, entdo

Re(X, Y) = tr(Z — Rm(X, 2)Y)

M-

(Rm(X, E)Y, E)).

]
-

I

A partir de um sistema de coordenadas, podemos concluir a seguinte relacdo quando

definimos Rj; := Rc(X, X;), os coeficientes do tensor de Ricci:

n n

R,’j = Z Rm,-kj, gkl = Z Rmﬁ‘kj.
K,I=1 k=1

Definicao 1.18 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana suave de dimensdo n, e seja

X € M. Dado Q> 1, k e N e o € (0,1), definimos o raio harmonico CKk* em x como

o maior niimero ry = ry(Q, k, x)(x) tal que na bola geodésica B,(x) com centro em x

e raio r, existe uma carta coordenada harménica na qual o tensor métrico é C**
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controlado nessas coordenadas. Ou seja, se gy, I,j=1,...,n, sdo as componentes de g

nessas coordenadas, entdo

1. Q1 dij < gij < Qbjj como formas bilineares;

9 9ii(2)—0p gij(y
2. Er<ipienniy SUPy [0pg5(0)] + Ljpjoi T supy.i, “EUEA T8IV < @ — 1

onde dy é a distdncia associada para g, e dj; € o delta de Kronecker. Agora, definimos o

raio harmoénico (global) ry(Q, k, x)(M) de (M, g) como
rH(Q, k, o) (M) = int ry(Q, k, x)(x),
xeM

onde ry(Q, k, a)(x) é como definido anteriormente.

1.2 Resultados de Geometria Riemanniana

Os resultados de Geometria Riemanniana utilizados sdo os referidos abaixo,
dentre eles se destaca o Lema da Cobertura de Gromov que é fundamental para a obtencao

dos resultados. Para mais detalhes veja nas seguintes referéncias [52], [13], [23] e [24].

Lema 1.3 Seja M uma variedade Riemanniana completa e suponhamos que, para A
constante, Re(g) > (n— 1)Ag. Entdo, Vol(B,(p)) < Vol(B)) onde B} é uma bola geodésica

de raio r na forma espacial de curvatura seccional constante A.

Lema 1.4 (Cobertura de Gromov) Seja (M,9) uma variedade Riemanniana suave e
completa de dimensdo n, com curvatura de Ricci limitada inferiormente por algum valor
real A, e seja p > 0 dado. Existe uma sequéncia (X;) de pontos em M tal que, para qualquer

r>op:

(i) a familia (By,(r)) é uma cobertura uniformemente localmente finita de M, e hd um
limite superior para N em termos de n,p,r e k;
(ii) para qualquer i ¥ j, By(8/2) N By(8/2) = &, onde, para x € M e r > 0, Bx(r)

representa a bola geodésica de centro x e raio r.

Teorema 1.5 (Teorema 1.3 em [24]) Sejam «x € (0,1), Q > 1, 6 > 0. Seja (M,g) uma

variedade Riemanniana e () um subconjunto aberto de M. Defina
={xeM|dx Q) <5d}.
Suponha que para algum A € R e iy > 0, temos que para todo x € €)(d),

RC(M’g) 2 Ag e |nJ(M’g) Z io.



1.8 Teorema de Analise Variacional 24

Entdo existe uma constante positica C = C(n, Q, «,d, A, lp) tal que para qualquer x € ),
rH(Q, 8, x)(x) > C.

Teorema 1.6 (Forma Volume) Seja By(r) uma bola geodésica centrada em x e raio r em
M. Entdo,

- 1 2 2
11— 6(n+2) s(x)re+o(r)), (1-4)

W)~
Vol(Bx(r)) = -

—_

onde s(x) é a curvatura escalar em x. Além disso, em coordenadas geodésicas normal em

uma vizinhanga de X, a forma volume de M é
1
av(g)=r""11— 3 Rc(0)r? + o(r?))d0dr, (1-5)

onde % =exp,(r0), 0 € S"~ ' e d0 é a medida de drea padrdo em S"~'. Rc(0) é a curvatura

de Ricci avaliada no vetor 0.

Teorema 1.7 (H. Hopf-Rinow, 1931) As seguintes afirmacoes sdo equivalentes:

* M é geodesicamente completo, ou seja, todas as geodésicas estdo definidas para
todo o tempo;

* M é geodesicamente completo em p, ou seja, todas as geodésicas que passam por
p estdo definidas para todo o tempo;

* M satisfaz a propriedade de Heine-Borel, ou seja, todo conjunto fechado e limitado
é compacto;

* M é completo no sentido métrico, isto é, toda sequéncia de Cauchy converge.

1.8 Teorema de Analise Variacional

Aqui enunciaremos os resultados utilizados de Andlise Variacional que sdo
utilizados para o Capitulo de Aplicacdes. Para mais detalhes veja nas seguintes referéncias
[20], [17] e [6].

Teorema 1.9 (Lema de Fatou) Seja {f,} uma sequéncia de fun¢des ndo negativas inte-
grdveis em relagdo a |\, convergindo para uma funcdo f quase em todo lugar. Suponha
que
sup/xf,,(x)du(x) < K < oo.
n

Entdo, a funcdo f é integrdvel em relagdo a | e

/ F(x)d(x) < K.
X
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Além disso,
/f ) du(x) < liminf fn( ) dL(x).

n—o0

Teorema 1.10 (Lema de Brézis-Lieb) Seja {f;} uma sequéncia de fungdes em (Q,Z, 1)
que converge pontualmente para uma fungdo f, que é mensurdvel. Assuma que as f;’s sdo

uniformemente somdveis a p-ésima poténcia, para algum p € (1,00) fixado, isto é,
/ i(x)|P du(x) < o0, VjeN.
Q

Entdo,
I|m / |60 [P — |£i(x) — f(x)|P + | f(x)|P|di(x) = 0.

Definicdo 1.19 (Condicdo de Palais-Smale) Seja @ € C'(X,R), dizemos que ¢ satisfaz a
condigdo de Palais-Smale quando:
Para qualquer sequéncia (up) tal que @(up) € limitado e ¢’ (up) — 0o, existe uma

subsequéncia convergente.

Teorema 1.11 (Teorema do Passo da Montanha) Seja H um espago de Banach. Suponha
que J € C'(H,R) satisfaz a condicdo de Palais-Smale. Suponha também que

. J(0)=0;
* existem constantes r,a > 0 tais que |J(u)| > a se ||u|| = r;
* existe um elemento v € H com || v)| <O0.
Defina,
M:={y € C([0,1];H) [ v(0) = 0,y(1) = v}.
Entdo,

¢ = inf max |[J(y(t))|
verl te[o,1]

é um valor critico de J .

1.12 Teoremas Auxiliares

O seguintes teoremas sao suporte para nossas demonstracdes no caso critico,
que sera apresentado no Capitulo 3. Ressaltamos aqui que Li e Lu [32] utilizaram de um
recorte na variedade de modo a obterem uma parte compacta e uma outra nao compacta.
Na parte ndo compacta foi feita uma majoracdo na integral de maneira uniforme. Para a
parte compacta a limitacdo é obtida por meio destes teoremas em ambos 0s casos desta

variedade compacta possuir bordo ou nao.
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Teorema 1.13 Seja M uma variedade Riemanniana compacta sem bordo e de dimensdo
n e mum inteiro positivo menor estrito que n. Entdo existe uma constante C = C(n, m, M)

tal que para todo u € C™(M) com [,udv =0 e [,,|V™u|""dv <1, temos:

(1) A seguinte desigualdade uniforme vale
| exp{B(n.m)ul7*"}dv(x) < C= Cln.m, M), (1-6)
M

onde a constante [3(n,m) é a constante de Adams conforme (0-3) e é sharp no
mesmo sentido.
(2) A constante C = C(n,m,M) depende continuamente do volume de M de tal forma

que é monotonicamente crescente em relagdo ao volume de M.

Teorema 1.14 Seja M uma variedade Riemanniana compacta com bordo de dimensdo
n e m um inteiro positivo estritamente menor que n. Entdo, existe uma constante C =
C(n,m,M) tal que, para todo u € CJ'(M) e [}, |Vmu|”/de <1, temos:

(1) A seguinte desigualdade uniforme vale
| exo{Bin.mul7*"}dv(x) < C= Cln,m, M), 1-7)
M

onde a constante [3(n, m) é a constante de Adams e é sharp no mesmo sentido.
(2) A constante C = C(n,m,M) depende continuamente do volume de M de tal forma

que é monotonicamente crescente em relacdo ao volume de M.

O fato de a constante C(n, m, M) da desigualdade local de Trudinger-Moser ser
continua e monotonicamente crescente em relacdo ao volume da variedade compacta M
€ crucial para a conclusdo do caso critico. Os Teoremas 1.13 e 1.14 s@o derivados dos

resultados a seguir.

Teorema 1.15 (O’ Neil) Seja M uma variedade Riemanniana compacta e T o operador
definido por Tf(P) = [, K(P,P){(P)dV(P), onde K(P,P) = d(P,P)*"(1+ ad(P,P)P),

a>0,3>0,0< «a<n Temos as seguintes conclusoes:

(1) Existe C = C(«, B, a, M) tal que

n n
sp [ exp{ | THR) P av(P) < C, (1-8)
FELT < (M), |1 /o <17 M Wn—1

onde Wn_1 € a drea da esfera unitdria em R". Além disso, # é sharp.
n
(2) A constante C = C(«x, 3, a, M) depende do volume de M de maneira que é continua

e monotonicamente crescente com relacdo ao volume de M.
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Para provar o Teorema 1.15, relembramos alguns lemas necessarios para a prova.
O primeiro € o lema de O’Neil sobre a rearranjo da convolugado, que € encontrado em [22,
Lema 3.1].

Lema 1.16 Para todo t > 0, f > 0, existe uma constante B tal que

o/n 00 “T_n
(Tf)**gw”‘1( nt ) (1+Btf5/”)f**t+/ f*(s)( ns ) (1+BsB/"ds,
x Wn—1 t Wn—1
(1-9)

onde T, «, 3 sdo definidos no Teorema 1.15, f* é o rearranjo usual ndo-decrescente de
|f| e £** é definido por f**(t) = %fot f*(s)ds.

Prova. (Teorema 1.15). Seja t; = Vol(M). Entdo, usando f* < f**, temos

n n b n Ry
[ oo o e o) = [ el Ty ol e

n—1

il n Kk #
< /0 exp{ (T (1|7 }dt.

n—1

Aplicando o Lema 1.16, obtemos

(Tf)**s‘””‘1( n )

[%¢ Wn—1

SR
|
]

(1+Btf5/”)f**(t)+/oof*(s)( ns >n(1+BsB/”)dS-
t

Tomando x=1e 3 =1,

Definindo Cy = wp_1 <L> "1 +Bt11/n)

Wn—1

Wn—1

_n rt
(TH™ < C t1n/ F(s)ds+ (
0



1.12 Teoremas Auxiliares 28

Entao, temos

/exp{ | Tf(P)|»—T }dv(P)
M Wn—1
t ot N ., =
S/ exp{ n [c1t1n/f*(s)ds+(w” 3 / f*(s)s%(1+Bs‘/”)ds] }dt.
0 Wn—1 0 n t

Em seguida, definimos

x=log(1/s)=s=e *=ds=—e “dx

y=logl/t)y=t=eY = dt=—edy

y1 =log(1/t)
o (c2) e
Wn—1
b(x) = (e e 7.

> %0 Xy g XX Dx_yi=n) </ =
=/ exp Cg/ f"(e")e nn / 1+B(e d(x)dx —y\ay
1 y Vi

- /Oo exp{ [cg/ooq;(x)e—“_”n("_”dx+/y(1 +B(e_x/”))cb(x)dx] ! —y}dy.
g y ¥

Definindo,

1+Be /", y1 <x<y
g(X,y) = (x=y)(n—1) (1'10)
Coe n , 1<y < x<oo,

Fly)=y— ( /y g(x,y>¢<x)dx) " (1-11)
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Entao

/mwﬂi@/m¢umﬂﬂwﬂm+/ﬂnsw*Mmuwﬁnly}w
n y )2

_ / exp{{ g(w)cb(x)dx]"_ —y}dy
n n

(o.9]

- /y exp{—F(y)}dy.

1

Como f € L"(M) e ||f||rm) < 1, vale

1= [ [frav= | ! ()(s)ds = /y " ow)dy.

1

Entdo a demonstragdo do Teorema 1.15 e, portanto, a dependéncia da constante C em

relagcdo a Vol(M) em (1-8), é reduzida a prova do seguinte lema.

Lema 1.17 Suponha que ¢ : [y1,00) — R* satisfaca fyio b (x)" < 1. Sejam g e F como

definidos acima envolvendo Co. Entdo

o0
/iemw§@<m (1-12)
¥

1

onde C3 depende de yy, Co, mas ndo de ¢.

Aplicando este lema, o Teorema 1.15 é demonstrado. Além disso, a constante
C(n,1,M) é, na verdade, C3 no Lema 1.17. Assim, precisamos encontrar a relacio entre
Cs, y1 € Co.

Prova. (Lema 1.17) Primeiramente,

n—1 n—1
n

0 o\ " o0 _(=Mx—y) _n_
sup/@/(x,y)"—1 = sup (Coe n)aT
yzn y ) 247%

Note que

(0.
/ e~ Valx = —e XX e Z Y — lim e = 1.
y X—00

Defina Ej = {y > y1 : F(y) < A}. Entdo

|EAl =/ X{F<ay(D)dt.
y

1
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E assim,

o) 00 A S N
/ </ X{Fg?\}(t)dt> e d7\=/ / X{FS)\}(t)ei dAdt
—00 1 r —00
S
- / / e dAdt
n JFE({)
o)

/ Dat.
n

De onde concluimos que
oo (0. 9]
/ e—F(”dy:/ |Ex|edA. (1-13)
34 —00
OJ

A prova do Lema 1.17 ainda ndo foi concluida e para este fim utilizaremos de

resultados auxiliares, que estdo a seguir.
Lema 1.18 Existe uma constante positiva Cy tal que se Ey # J , entdo A > —Cy.

Prova. (Lema 1.18) Pela definicdo de E,, temos F(y) < A, entdo
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Estimamos

n—1 n—1

(/y(1+ex/”)n;1dx> T < </y(1+Bex/”)dx> ’
n n

y
/1+286 x/n, B2e 2X/ndx)
y

1

n—1

n

n—1

2 =
{(x 2Bne~ X/”—?e_zx/”)y}

12

(y Y1) ( 2nBe_Y/”+2nBe—y1/n)

n—1

+(_EB2e_2y/n+BBze_2y1/n)} n
2 2

n—1
={y+GCs} 7,

onde
n n
Cs = —y1 +(—2nBe Y/ +2nBe /") + (—Esze—”/ n EBQe—ZW n).

Seja L(y) = (/,° $"dx)"/" < 1. Ento,

0 y 0 y
¢ dx = d)”dx+/ ¢ dx =/ ¢ dx+L"(y) <1.
n 32 y n

Assim, ,
/ d"dx <1-L"(y).
n
Portanto, usando as desigualdades (6.5) e (6.6), segue que

n

y=A<{(1 = L")y +Cs)"" + Cal(y)} 7
< (y+Cs)(1— L"(y)) 7

nj 1 2 {(y+ Cs)"/"(1 — L"(y)) 7 CaL(y) + (CQL(y))%}

1
< (y+Ca)(1 — — L")+

n 1 _n_
- -

n i
— 27 (y+Cs)'"Caly) +

1
=y +C5— ——((y+Cs)" /N1y L 25 (y 4+ Cs)' /1 CoL(y) +
n—1 n—1 n—1

Definimos,

n n _n_
0= (y+Cs)/"Ly), Co=——271Cs, Cr= ——271C5 "
Entao,

1
—7\§y+05—ﬁ0”+060+07. (1-14)
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Isso implica,
1
A > —o0"— CBO'— C5—C7.
n—1

Considere a funcao f(0) = ,71710‘” — Cg0. Resolvendo ' =0,

n—1 n—1y\n
f/(0‘)= O‘n_1—CG=0:>O'n_1=Ce n :>U=<C6 n )

n—2

Portanto,

“n—1 n

n—1 e
2—( ) Cs — C5 — C7

n 1
1 —1 n— —1 n—1
A > <Ce(f7 )> _c (Ce(nn )> -G

n

> Cf " —Cs— Cr=—Ca.

Lema 1.19 Existem constantes positivas Cg e Cq tais que |E\| < Cg|A|+ C.
Prova. (Lema 1.19) De
1 n
y—A §y+C5—ﬁcr + Ce0 + C7,

segue, da Desigualdade de Young, Proposi¢do 6.11, com ne r’, 15+ % =1,

1
n 10"”§)\+C5+Cs7\+07

-
§7\+05+C7+G—+6—.
n n/(n—1)

Assim,

(1-15)

(1-16)

(1-17)
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Entao temos

1 _n
a”gn(n—1)>\+n(n—1)(05+C7+” cg—1), (1-18)

0 que implica

o < (n(n—1))n|A[ + (n(n—1)(C5+C7+ n—1 06"51)> " (1-19)

Ao definir

1
-1 _n n
)’

U§C10|7\|1/n+C11. (1—20)

C10=(n(n—1))1/” € C11 = (n(n—1)(Cs+C7+n

podemos simplificar a desigualdade acima como

Seja R um ndmero positivo arbitrario tal que Ey N[R,o0) # &. Tome ry,r» € ExN[R, 00),

ry < rp, entao

n

=
rn—A< { g(s,r)d(s)ds + g S, r)P(s)ds + CQL(I’1)}
)4l n

= {( y1r1gn_1ds) ’ (/},1 ¢ ds) (/ g 1d5> L(f1)+CzL(r1)}

n

<{(r+C)" T + (o —r1+Co)"7 + o))}

<rn+Cs+ P L ] o {(H +C5)l”(("2 —n +C5)% +C2)L(n1)

H(r2 =1+ Cs)"T" + Co) T L(r) 7T |

§f1+05+nn12” i {((2—f1+C5) o +C2)o+C(n)((ra—r +Cs)+ Gy~ 1)L(H)"ﬂ‘}-

Seja 6 = r. — ry, entao

O < A+Cs+ ni125((6+65)%+02)6

n

271 C(n)Cy

n 1 _n_
—— 2T C(n)(B+ Ca)L(n) T +

Definindo,

1 271 C(n) G +

n n
Cra=Cs+~ 271 C(n) CsL(r) 7T,
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e aplicando em (1-20), temos

5 <A+ 12n1?1((6+05)?+cg)[c1o|>\|1n+cﬁ]

no__1 _n_ no __1 i

— 2=1C(n)(d+ Cs)L(ry) T + n ] 2r-1C(N)C;)~ +Cs

n o __1 n=1 .1 n __1 1
=A+ _12”*1610(5+C5) n |7\’”+n 12” 1C11(6+C5) n +n_12’7*1CQC10|7\|”

n 1 n
2ﬁ02011+
—1 n—

12% Cn)CI " +Cs+ . 12ﬁ0(n)6L(r1)%

n 1 n
12ﬁc(”)C5L(f1)ﬁ

Observe que:

(0+Cs)mT|A[ne' ™' < 1) +n£”
(5+Cs)mig! MJrL
> ~ n/(n nen
A 1
A7 -1 §u+—.
n n/(n—1)

Colocando esses valores na desigualdade acima e apds algumas simplificagdes, temos a

seguinte estimativa:

1
O A+ 2=1Cyg | ———=¢€n [ L " en—1 4+ —
n_

n—1 n/(n—1) nen n/(n—1) nen

7 1 271 C()SL(r) ™ + Cya

d+Cs |7\|}+ n o, 11{ 0+Cs o1

1 n 1 n 1 1 1 n
= )\+2ﬁC105£ﬁ +2n=1C10Cs5em1 + 1 .2ﬁC1o|}\|€_n+2ﬁC116£ﬁ

n 1 1 1 1 1
+2”1T1C11C5€ﬁ + n 12ﬁC11€_n+ n 12ﬁ02010|7\| +2n=1C2Cq9

n 1 n 1 n_
12ﬁCQC11 + p “ZﬁC(I’I)éL(IH)"—1 + Cqo.

De onde obtemos,

n n n n
§(1 — 277 CypemT — 2 CyyemT — . 12n1T1C(n)L(r1)ﬁ)

1 1 _n 1 1
< ‘}\‘(1 + 21 Cqpe "+ 27=1C5Cqp)
n—1 n—1

1 n 1 1 1
+(2r=1C1oCsemT + 71611658” T+ p 12ﬁC11£7n

1 n 1
+2m=1C2Cq0 + - 12’7*1 CoCy1 + Cq2).

Fazemos R = O(A) conforme A — +00, de modo que %2'7171 C(n)L(ry )n% < % Note que
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com R = O(A) conforme A — oo, L(rq) — 0, entdo podemos considerar a desigualdade

1 n n
o (5 —2'71T1C~|0€ﬁ —2”110118”1>

n n n n
<d (1 —2'71T1C~|()€ﬁ —2’71T1C11£ﬁ — 2n11C(n)L(r1)n1> .

Definindo

1 1
TN 4271 CoCro+ 271 CoCy1 + Cp2

n—1
n 3

1 _n_ 1 _n_
%_Qn—1 Ciger—1 —2n=1Cqqen—1

N
3

I

o
™

1 _n_ 1 _n_
2n=1Cy9Csen—T +2n=1C11Csen—T +

Cg — n—1

com isso concluimos a prova. 0

Prova. (Continuacdo da prova do Lema 1.17). Pelos Lemas 1.18 e 1.19, temos

oo o0
/ e_F(y)dy=/ |Ex|e N dA
34 -0

[e e}
< / (CalA|+ Co)e A

—C4

o0 (o)
_ cs/ |?\|e_)‘d7\+Cg/ e dA
—Cy —Cy

0 00
_ Gy / “Ae Mdh+Cy / e+ Co(—e M),
—Cy 0

0 00

=—Cg {—7\6}‘|804+/ e)‘d7\1 +Cg {_7‘9}\’80"‘/ e)\d7\] + Coe™
—Cy 0

=—Csg [—C4eC4 +(—e‘A)|EC4] +Cs {—e_)‘|80] + Coe™

= CsC4eC4 + Cg — CgeC4 + Cg + CgeC4

= Cg[Cse® +2 — €]+ Coe™

< Cg[Cs€ +2]+ Cqe® = Cs.

Assim, concluimos a prova do Lema 1.17. 0

O interesse real reside na relagdo entre a constante C(n, 1, M) e Vol(M), o volume
de M. A partir da demonstragdo do Teorema 1.15, constatamos que essa constante,
identificada, de acordo com as provas dos Lemas 1.18 e 1.19, como C3 no Lema 1.17,

fornece bases muito sélidas para tal andlise. Ao examinarmos as defini¢des de todas as
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constantes introduzidas durante a prova do Lema 1.17, concluimos que Cs € uma fungdo

crescente em relagdo a Vol(M).

Observacao 1.20 Para nosso proposito de estabelecer desigualdades de Trudinger-
Moser criticas sharp na variedade em questdo, damos apenas a prova detalhada da
dependéncia de C(n,1,M) em Vol(M). No entanto, ndo é dificil estender a prova acima
para C(n,m,M) com quase nenhuma altera¢do. Na verdade, considerando formulas de
representacdo de ordem superior usadas em [22, Lema 3.2], a tinica diferenca serd na

prova do Lema 1.17, onde n deve ser substituido por 7.

1.21 Condicoes Necessarias e Suficientes

Nesta se¢do, apresentamos condi¢des essenciais para a validagcdo do teorema de
Trudinger-Moser, ressaltando que a restri¢ao sobre a curvatura de Ricci nao € necessdria.
Esses resultados indicam que, para nossas demonstragdes, a hipétese relacionada ao raio
de injetividade ndo pode ser dispensada. Dessa forma, as hipdteses, quando consideradas

em conjunto, sdo condi¢des necessarias para a nossa abordagem.

Lema 1.20 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana n-dimensional completa. Suponha

que existam constantes q > n, A> 0 e T > 0 tais que, para todo u € W'"(M), tenhamos

q
(et )" < Al 121

onde ||ul|1~ € definido por (0-8). Entdo, para qualquer r > 0, existe uma constante

positiva € dependendo apenas de A,n,q,T e r tal que, para todo x € M, Volg(Bx(r)) > €.

Prova. Sejar >0, x € Me ¢ € WH(M) tal que ¢ = 0 em M\ By(r). Pela desigualdade de
Holder,

(/M|¢| dvg> =( | 1dvg>

1—o1a
( |d>|qdvg> ( 1dvg) ]
= | Volg(Bx ( |d>|qdvg>q]
— Voly(By ()"~ (/ \cp\qdvg)

<
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Isso, juntamente com (1-21), resulta em

(/ |¢|deg)qSA||¢||1,T
M
=A[(/M]ch‘”dvg>n+'t</M|d)|ndvg>n]
9d ’ :
(~/Bx(r)|d)| Vg) ]

Ql—=

<A (/M|V¢|”dvg)"+TVolg(BX(r))1n‘

Entao,

(1 —ATVolg(BX(r))%‘%) </M|d)|qdvg> <A </M|V¢y”dvg) " (1-22)

Fixe x € M e R > 0. Desta forma, ou

1 — TAVoly(By(R))" @ <

55
ou
11 1
1 —TAVOlg(BX(R))” q > 5
Isto é,
1 11 1 q,fn
5 < TAVolg(By(R))" @ = Volg(By(r)) > (ZT_A) , (1-23)
ou
1 1.1 1 %
5 = TAVolg(By(R)" @ = Volg(By(r)) < (ﬂ) . (1-24)

Se (1-24) for satisfeito, entdo, para todo r € (0,R] e todo ¢ € W'(M) com ¢ = 0 em
M\BX(r)’

1 1

% (/M|¢|qdvg)q < (1 —ATVolg(Bx(r))%—%> (/M|¢|deg)q

1

<A (/M|vq>\”dvg> "

1 —

(f o17aws)" <2a( [ voras,)” (125

r—dg(x,y), quando dyg(x,y) <r

Entao,

Agora, definimos

$(x) =
0, quando dgy(x,y) > r.
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Note que

(AﬂV¢P+kM@d@=/;m1+@Pd@

< Volg(Bx(r)) +/ rdvg
Bx(r)

= (1+r")Volg(Bx(r))

< Q.

Portanto, ¢ € W' (M), ¢ =0 em M\By(r), ¢ > r/2 em By(r/2), e [Vd| =1 q.t.p. em
By(r). Segue entdo de (1-25) que

1 1
r‘q )q (/ q
(/BX@ 2 Bx(§)
1
( |Vcb]”dvg)

( 1dvg> = 2AVoly(By(r))7.

Si=

Equivalentemente,

Q=

éVolg <BX (;)) < 2AVoly(By(r)7.
E,

n n
Volg(By(r) > (4—rA> Vol (BX (é)) 7 parar <R.

Usando o mesmo argumento para By(5) € By(7), onde ¢ > 5 em By(5) e ¢ > 7 em By(3),

temos
o)< ()
- dvg| < |b|9dy,
</Bx<2) 4l = Bx(4) I
1
< 2A (/ |vq>y”dvg)
Bx(%)
Nt
= 24vol (B, ()
2
Entao,
r I\ & r\ s
ZVolg<BX<Z>> < 2AVol, BX<§> .
Segue que,

voly (81 (£)) 2 () Vot (3 (5)) = () () ot (8 (5))
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E assim,

De modo andlogo com By(3) € By(g) obtemos

iy (5 (5)) 2 () o (5 (5)) - ()" (1) o5 ()

o que implica que

Qls

s> ()" (3)" ()
n+§ n+% n 3n gg
()" () |G (5) e )]

2 3 3 3

R 1\ 1y (6)

(3a) (5) voly (B (55))
Em geral, para By(zm—1) € Bx(3m) temos que

Vol (5 (5)) 2 (o) Vo (3 (5)) = () (5) o (8 (35)) "

de onde podemos concluir

no(m np(m) gm
o> ()™ ()" (5. (2)F e

i—1
onde, x(m) =Y. a (g) B(m Z}Zd(g) . Pelo Teorema 1.6 equacéo (1-4) sabemos
que Volg(Bx(r)) = =

o(r) — 0 conforme r — 0. Pode-se ver sem dificuldade que

R\ (8)
(s (2N

"1+ o( r)), onde w,_¢ € a drea da esfera unitdria euclidiana em
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Basta notarmos que

m H
m—o0o (%)
aplicando a Regra de L"Hopital,
i m)" 271+ 0(m)) + S5 (m) "0/ ()2 "2
.= lim
n R m
e 1+ o) () "inc)
/ —m —1
Ino—" 4+ 0(2,,,)2 In2
. 1+0(2)
= lim 7 7 =0.
oo ()" Ind)
Entao .
. wp1 (R " R (5)
lim In — 1+0| — -0
m—00 n 2m 2m
im0 In| (421 (i)”(m(ﬂ)))](‘ﬂ’)m
e m—o0 n om om =90=1

wp_
= lim K ”‘(
m—0o0 n

Por outro lado, temos

e usando que

o
Y x"=1+) x"=——, quando |x| <1
n=0 n=1
obtemos
o0 ! 1 /
1+) x" =< )
(E7) (5
s 1
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Assim
2

< o\ g
I Yi(=) = .
smom-31(5) -5

Portanto, passando o limite m — oo em (1-26), concluimos que

_ R\ mem) 4N nB(m) 5 (g)m
Volg(By(R)) > ,Jﬂlo(g—) (5) Volg(BX(2—m))

q "q2

R\ (1 (q,,,)21
T\ 2A 2

_nq_
R q=n
) ( 2q_n) -
A2 q-n

Isso, juntamente com (1-23) e (1-24), implica que

nq

Vol, (B (R))>min{ L }q_"
0lg(Bx = — T ;
2TA A22qq—n

0 que completa a prova do lema. 0J

Observacio 1.22 Note que a condicdo (1-21) implica que W'""(M) estd continuamente
imerso em LY(M) para algum q > n. A seguinte desigualdade de interpolagdo é utilizada
para provarmos que se a desigualdade de Trudinger-Moser vale em nossa variedade

entdo obtemos a imersdo continua para todo q > n.

Lema 1.23 Seja T qualquer niimero real positivo. Suponha que existam constantes posi-

tivas qi,q2, A1 e Ao tais que o > q1 >0 e

1
ai
(/M|u|q"dvg) < Aillull1 (1-27)

para todo u € W'""(M), i =1,2. Entdo, para todo q : q1 < q < Qo, existe uma constante
positiva A= A(A1, Az, 1, Qo) tal que

1
q
(f, utavs) " < Al (128)

para todo u € WH"(M).

Prova. Para qualquer u € W'"(M)\ {0}, definimos & = u/||u||1 r. Segue-se de (1-27) que

1

%
(/ ]a\qfdvg) <A, i=12 (1-29)
M
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Tomando g tal que g < g < @o. Temos que 7|7 < |a|?" + |T|%, entdo
/M|a|qdvgg/M|u|q1dvg+/Myu|qzdvg§A§’1+A22. (1-30)

Portanto,

1
q g
/M lu ———dvy < AT + AT = (/M]u|qdvg) §(A?1+Ag2)£17\|u\|m. (1-31)

ullf -

1 1
Escolhemos A = max{(A{' + AZ)ar, (A]' + AZ)% }. Assim, (1-28) segue imediatamente. (]

Proposicao 1.24 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa de dimensdo n. Su-
ponha que a desigualdade de Trudinger-Moser vale em (M, g), ou seja, existem constantes
positivas &, T e B tais que (0-7) é verdadeira. Entdo, o espago de Sobolev W'""(M) estd
imerso continuamente em LY(M) para qualquer q > n. Além disso, para qualquer r > 0,
existe uma constante positiva € dependendo apenas de n, o, T, 3 e r tal que Volg(By(r)) > €

para todo x € M, onde By(r) denota a bola geodésica centrada em x com raio r.

Prova. Suponha que existam constantes positivas «,T e 3 tais que (0-7) seja verdadeira.
Para qualquer u € W"(M)\ {0}, definimos & = u/||u||1 . Segue-se de (0-7) que

M k=n—1 k!

Particularmente, para qualquer inteiro kK > n— 1, temos

ok| a7
l@—jq—uﬁgﬁ

€ assim

k =7 k u n 1
[P o [ < M1
Mluf1, o

n—1 n—1
nk nk le nk
= u|n=1dy, <|— ul|1 -
(f,era) ™ < (52) " lulhs
Para qualquer g > n, existe algum k > n— 1 tal que

nk nk+1)
<g< :
n—1 n—1

Na verdade, podemos escolher k = [(n— 1)p/n], a parte inteira de (n— 1)p/n. Pelo Lema
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1.23, existe uma constante positiva A dependendo apenas de n,q, x e [3 tal que

1
q
(f, utavs) " < Al

Isso implica que W'"(M) < L9(M) continuamente. Agora, fixamos algum g > n, digamos
g = n+1. Entdo, pelo Lema 1.20, existe alguma constante € > 0 dependendo apenas de
n,x,T,[3 e rtal que, para todo x € M, Volg(B(r)) > €. UJ

Pela Proposi¢cao 1.24, temos uma ideia de qual condicao uma variedade deve
satisfazer para que ndo seja valido Trudinger-Moser. Os seguinte Coroldrio demonstra a

construgdo de tais variedades.

Corolario 1.25 Para qualquer inteiro n > 2, existe uma variedade Riemanniana n-
dimensional ndo compacta e completa na qual a desigualdade de Trudinger—Moser, (0-7),

ndo é vdlida.

Prova. Para qualquer variedade Riemanniana ndo compacta e completa (M, g) de dimen-
sao n, se a desigualdade de Trudinger-Moser for vélida, entdo pela Proposi¢cao 1.24, deve
existir uma constante € > 0 tal que Volg(By(r)) > € para todo x € M. Portanto, se existir

uma variedade Riemanniana ndo compacta e completa (M, g) tal que

inf Volg(B =
inf Volg(By(r) = 0.

podemos concluir que a desigualdade de Trudinger-Moser nao € vélida para ela. Prosse-

guimos para a construgao de tais variedades. Considere o produto torcido

M=R x N, g(t,0) = dt? + f(t)ds&,

7

onde (N, ds,2v) ¢ uma variedade Riemanniana compacta de dimensdo (n— 1), df® é
a métrica euclidiana de R, e f é uma funcdo suave satisfazendo f(t) > 0, Vit € R e
lim; o0 f(t) = 0. Se y = (t, my) e z = (t, mp) sdo dois pontos em M, entdo dy(y, z) > |to — t|.
Isso, juntamente com a compacidade de N, implica que (M, g) € completa. Além disso,

para qualquer x = (t,m) € M, temos

By(1) C (t—1,t+1) x N.
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Portanto,

Volg(By(1)) < Volg((t—1,t+1) x N)

t+1
< Volds(N) / f(t)dt
t—1 (1-32)

= 2Volygz (N)(E)

— 0 conforme t — +00,

onde usamos o teorema do valor médio integral, e & € algum ponto em (f — 1,¢+1). Isso

fornece o resultado desejado. OJ

Proposicao 1.26 Para qualquer inteiro n > 2, existe uma variedade Riemanniana com-
pleta ndo compacta de dimensdo n, cuja curvatura de Ricci tem uma cota inferior, tal que

a desigualdade de Trudinger-Moser ndo é vdlida nela.

Antes de provarmos a proposicdo, vamos relembrar algumas notagdes da geo-
metria Riemanniana. Em qualquer carta, os simbolos de Christoffel da conexado de Levi-

Civita sdo dados por
1
Il = Eg'"k (OiGmj + 0;mi + Omgij), (1-33)

onde gj; sdo os componentes de g, (g") denota a matriz inversa de (9ij)- Aqui e a seguir,
adotamos a conveng¢do de somatodrio de Einstein. Denotamos a curvatura Riemanniana de
(M, g), um campo tensorial de tipo (4,0), por Rm( g). Os componentes de Rmy g) sdo
dados pela relacdo

Rijki = iocOT — DT + T TH —TRTE). (1-34)

Da mesma forma, os componentes da curvatura de Ricci, Rey, g), de (M, g) sdo dados pela
relacdo
Rij = g*P Rinjp- (1-35)

Prova. (Proposi¢ao 1.26) Em vista da proposi¢cao 1.24, € suficiente construir uma varie-
dade Riemanniana completa ndo compacta (M, g) de dimensdo n tal que sua curvatura de

Ricci tenha uma cota inferior e satisfaca

inf Volg(Bx(1)) = 0.
inf Volg(By(1)) =0

Novamente, consideramos o produto torcido

M =R x N, g(x,0) = dx? + f(x)ds3,



1.21 Condig¢oes Necessarias e Suficientes 45

onde (N,ds3) é uma variedade Riemanniana compacta de dimensdo (n— 1), dx? é a
métrica euclidiana de R e f € uma fungdo suave satisfazendo f(x) > 0, Vx € R. A
seguir, calculamos a curvatura de Ricci de (M, g). Em uma carta de produto (R x U, Id x
$)(x,¥2,....¥"), temos gi1 =1, Gra = 0, gup = fhap, 9" =1, G1a = 0, € gup = ' h*P.
Equivalentemente,

g = dx?+f(x)hapdy™dyP,

onde (hyp) denota os componentes da métrica ds?. Aqui e a seguir, todos os fndices
&, 3,1, v ey variam de 2 a n. Em vista de (1-33), os simbolos de Christoffel da conexao

de Levi-Civita sao calculados da seguinte forma:

1 f’
My =T =Ty =0, rﬁx = 59“631 Gux = 5552
!

1 f -
1
Fap = —5019ap = =5 hap, Tag =T,

onde 65’( ¢ igual a 1 quando « = f3, e 0 quando o # 3, lquﬁ sdo os componentes dos
sfmbolos de Christoffel da conexdo de Levi-Civita em (N, ds%). Temos por (1-34) que

os componentes da curvatura Riemanniana siao dados por:

Ricip = G1101Tag
fl2 — 2ff’h
= hap
Riagy = 911(0pTay — Oy Tap + oy — TykTp)

f/ - ~
= 5 (=08 hay + Oy b — Mgl + Pylg)

Ry = 9o Oy T = 0y + Tl — Ty

= fRapyu+ gak(r% Mo — rz:1 MBy)
2
= fRapyn+ 7 (hauhgy — hay ),

onde f?(xﬁw denotam os componentes da curvatura Riemanniana de (N, ds,z\,). Em vista de
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(1-35), obtemos os componentes da curvatura de Ricci da seguinte forma

Ri1=g"PRiaip
=(n_1)f’2—2ff’
4f2
Rix = gByRﬂS(xy

f " -
=5 WPY (= Ouhgy + Oy hag — hogu Tl + Py Thg)

Rop = 911 Roip1 +guvRocqu

f/2 _ 2ff/ _ f/2 "

= ar Db+ Rap+ 2 (MavBug = o M)
(2 —n)f"2 —2ff' 5

= 4f hO(fJ + RO([?)!

onde l-zi’(xB sdo os componentes da curvatura de Ricci de (N, ds3). Se assumirmos que as
fungdes f, ' /f e ' /f sdo todas limitadas, entdo na carta (R x U, Id x ¢), os autovalores da
matriz (Rj/) e da matriz (g;) sdo uniformemente limitados. Assim, existe uma constante
A1 € R tal que (Rj) > Aq(gj). Note que (N, dsi,) ¢ compacto. Existe uma constante A € R
tal que Rc(y,g) > Ag como formas bilineares. Se assumirmos ainda limy_,, f(x) = 0, entdo
por (1-32), temos Volg(By(1)) — 0 conforme x — +oo, onde y = (x,m) € R x N. Pode-se

verificar que as seguintes fungdes satisfazem todas as condi¢des acima para f.

e f ¢ uma funcio suave e positiva definida em R e satisfaz

) (1+x%)e~**e"X " quando x > 1
- 1, quando x <0

e f ¢ uma funcdo suave e positiva definida em R e satisfaz

|
) = Togx” quando x > 2
1, quando x < 0.

Estas fun¢des concedem o resultado desejado. 0

O préximo resultado conclui que, de fato, a hipdtese sobre a curvatura de Ricci

nao € necessdria para que a variedade satisfaca Trudinger-Moser. Vejamos,

Proposicao 1.27 Para qualquer niimero inteiro n > 2, existe uma variedade Riemanniana
de dimensdo n ndo compacta e completa na qual a desigualdade de Trudinger-Moser é

vdlida, mas sua curvatura de Ricci ndo tem cota inferior.

Prova. Basta construirmos uma variedade Riemanniana de dimensdo n ndo compacta na

qual a desigualdade de Trudinger-Moser seja valida, mas sua curvatura de Ricci ndo tenha
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cota inferior. Para isto, consideramos a variedade Riemanniana (R", g), onde R" é o espago
euclidiano e

g =dx2 +f(x1)dX3 +...+ F(xq1)dx2,

e f é uma funcio suave em R tal que a < f < b para duas constantes positivas a e b. E
claro que, (R",g) é completa e ndo compacta. Utilizando os resultados da desigualdade
de Trudinger-Moser no espaco euclidiano padrao R” [[15], [46], [48]], pode-se ver que se

« for escolhido suficientemente pequeno, entdo o supremo

n
sup Cn(a|u|m=T)dvg < o0,
ueWn(M),[|ull y1,n <1/ R

ou seja, a desigualdade de Trudinger-Moser € valida na variedade (R", g), onde

1/n
ullwrn = (/Rn(|vgu|”+|u|”)dvg) :

A seguir, escolheremos f de forma que a curvatura de Ricci de (R”,g) ndo tenha cota

inferior. Pela equacdo (1-35),

2 —off

Ri1=(n—1) a7

(1-36)

Basta encontrar uma sequéncia de pontos (x{™) em R” tal que Ry1(x'™) = —o0. Uma

escolha possivel para f é f(t) = 2+ sen 2. Nesse caso, temos
f'(x1) =2x;cosx2,  f"(xq) = 2cos x?4xZ sen xZ.

Assim, a equacdo (1-36) implica

(2x1 cos x2)? — 2(2 + sen x2)(2cos x2 — 4xZ sen x?)

Ri1(x) = (n—1) 4(2+senx?)?

: (1-37)

Escolhendo x(™ = (v/2mm+37/2,0,...,0), e notando que
cos(2mm +37/2) = cos(2mm) cos(37t/2) — sen(2mm) sen(37t/2) = 0

sen(2mm+37t/2) = sen(2mm) cos(37t/2) + cos(2mm) sen(37t/2) = —1,

obtemos

R11(x'™) = (—4mm —3m) - (n— 1) — —oo conforme m — co.

2
Outra escolha para f é f(t) = €5®""". Nesse caso, temos

2 2
f'(x1) = 2x1 €% cosx?,  f"(x1) = €% (—4xZ sen x? + 4c0s® X + 2C0s XZ).



1.21 Condig¢oes Necessarias e Suficientes 48

Em vista da equagdo (1-37), obtemos
Ry1(x) = (n— 1)(2xZ sen x2 + x2 cos? xZ — 2xZ cos? x2 — cos x2).

Novamente, escolhemos x™ = (y/2mm+37/2,0,...,0) e assim podemos concluir que

Ry1(x™) — —oo conforme m — oo. O



CAPITULO 2

Desigualdade Subritica de Trudinger-Moser 17
Parte

Na presente se¢do, demonstraremos a validade da desigualdade de Trudinger-
Moser no cendrio subcritico, conforme abordado por Yang em [64]. E relevante destacar
que, na abordagem apresentada, foi possivel estabelecer a demonstragdo apenas para o
caso subcritico, enquanto que, pela maneira abordada por Li e Lu [32], o caso critico foi
melhor estabelecido, conforme serd discutido no Capitulo 4. Inicialmente, destacamos a
seguinte observacao, fundamental para nossos resultados:

1
n—
n_

>

Lema 2.1 Seja By(8) C R"” uma bola centrada em 0 com raio d. Se 0 < & < oy = nw 11
entdo existe uma constante C dependendo apenas de n tal que, para todo u € Wg M(Bo(d))

satisfazendo [g 5 |Vu|"dx <1, temos

n—1
n x
/ Cn(ofu|m=T)dx < C8" (—> / |Vu|"dx. (2-1)
Bo(5) Xn Bo(5)
Prova. Defina 0 = U/HVUHL”(BO(E))' Como ||VU||L”(]BO(5)) <t1el0<a<Lua,=0< 0%7 <1,
temos
nk nk
B LV L~ A - R ]
x\u n—1) = —_ = -
Grlal™) =nzi1 k! k=nZ—1 Xn k!
n—1 00 Kl ~ %
< (& IVul” Y onlalt (2-2)
Xn k=n—1 k!

n

Segue da desigualdade de Trudinger-Moser cléssica ((0-1) com &g substituido por «,)
que
[ ol )ax < co”, (2-3)
Bo(0)
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para alguma constante C dependendo apenas de n. Integrando (2-2) sobre By(d) vemos

que,
n o« n—1 )
C“U’deﬁ/ (—) Vul|}a Cnlon|@l™7)dx
/Bo<6) nlelul ™) %) IV ul|Ergo(sy Cnlexn| @] 7=T)
((X) IV ull] / Cnlotn| 8 77)dlx
x L"(Bo(5)) By "
—1
<08 (&) IVulla
o« n—1
= Co" (—> / |Vu|"dx.
%n Bo(5)
De onde obtemos imediatamente (2-1) usando (2-3). Isso conclui o lema. O

Com as hipoéteses sobre a curvatura de Ricci e o raio de injetividade na variedade
Riemanniana, temos a seguinte versao local da desigualdade de Trudinger-Moser, que

serd extendida globalmente pela Cobertura de Gromov.

Lema 2.2 Para qualquer o : 0 < & < &, existe uma constante & dependendo apenas de
n, &, A e iy tal que, para todo x € M e todo u € C3°(Bx(0)) com ||V gul| 10,5y < 1, temos

/ C,,(oc\u|%)dvg < C/ |Vqu|"dvg, (2-4)
M M
para alguma constante C dependendo apenas de n, o, A e .

Prova. Pelo [24, Teorema 1.3], sabemos que, para qualquer € > 0, existe uma constante
positiva O dependendo apenas de €,n,A e iy que satisfaz a seguinte propriedade: para
qualquer x € M, existe um grafico coordenado harmonico ¢ : By(d) — R” tal que ¢(x) =0,

e as componentes (gj;) de g nesse grafico satisfazem
e “0j < gy < ey,

como formas bilineares. Temos entdo que ¢(Bx(d)) C Bo(e%/25) devido a sua conformi-

dade. Seja u uma fungdo em C3°(Bx(9)) e || Vgu||1ns,(5) < 1. Nao é dificil ver que

Vu”dv>/ V(o (e - b Nx)|"dx
/2A5)‘ gt Vg = Bdeeﬂé)’ gluo(e™%)-d™)(x)|

(2-5)
—€n n
g T 00

0
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k
un1
/Cn(x‘u|n 1 dVg— Z / | | g
k=n—1

- i / ock\UO(ee/z'dﬁ)(X)\%dx (2-6)
 ken1JBo(e</20)

k!

_ al€/2 - o |
° /Bo(ee/Zz’))Cn((x‘(u ¢~ ) (x)|"T)dx

Para qualquer « fixo tal que 0 < & < «, existe algum €y dependendo apenas de n e « tal

que quando 0 < € < €g, segue de (2-5) e || Vgu||ng,5) < 1 que

e_en/B( - |Vg(uo ¢_1)(x)\”dx§1
o(e€

V(uo Ndx < e®
/. oy Va0 6700

1
-1 n n=1 _ne_ neg
x |Vg(uod™")(x)|"dx <axen-T < e < K.
Bo(e€/25)

Agora, escolhemos € = € fixo e & dependendo apenas de €p,n,A e iy como escolhido

acima. Pelo Lema 2.1, existe uma constante Cy = C1(n) dependendo apenas de n tal que

/ Cnlexl (o &) (0|7 )dx
Bo(e€/28)

n—1
< Ci(e"/25)" (ﬁ> [ Vauad0"dx
Xn Bo(e€/25)

<¢ e”eo/zzs”/ Vg(uo ") (x)|"dx.
Bo(ee/z

Isso, junto com (2-5) e (2-6), implica que

n

% % o —1 n—1
|, cotelul v < [ oo™ 00] )ax

<o (G [ Vluod )"
]Bo(ee/zé)

< G0y (e”ef’/ |Vgu|”dvg)
Bx(3)

= C1 ezneoén\/l\‘”‘Vgu‘ndVg

Tomando C = C;e?"€08", temos a dependéncia de C com n,x,A e ip. Por conseguinte,

comprovamos (2-4). [

Com isto em maos estamos aptos para demonstrar o caso subcritico da desigual-
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dade de Trudinger-Moser.

Teorema 2.3 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensdo n completa e ndo
compacta. Suponha que sua curvatura de Ricci tem uma cota inferior, ou seja, Rc(M, g) >
Ag para alguma constante N\ € R, e que seu raio de injetividade é estritamente positivo,

ou seja, injy,g) = lo para alguma constante iy > 0. Entdo temos

(i) para qualquer 0 < @ < x, = nw:,/_(q,_n, existem constantes positivas T e 3 depen-
dendo apenas de n,x,\ e iy tais que (0-7) é vdlida. Como consequéncia, W1’”(M)
estd imerso em LY9(M) continuamente para qualquer q > n;

(ii) para qualquer «x > xn e qualquer T > 0, o supremo em (0-7) é infinito;

(iii) para qualquer & > 0 e qualquer u € W' (M), temos (n(oc|u]™ =) € LY(M).

Prova. (i) Para qualquer « : 0 < & < p,, escolha d = d(n, &, A, fy) como no Lema 2.2. Além
disso, pelo Lema da Cobertura de Gromov, podemos selecionar uma sequéncia (x;) de

pontos em M tal que

(a) M=U;By,(8/2), e para qualquer j # | temos By;(5/4) N By (6/4) = &;
(b) existe N dependendo apenas de n, A e § tal que cada ponto em M tem um vizinhanca

que intersecta no maximo N dos Bx,-(5)/ S.

Para qualquer j, tomamos uma fun¢@o de suporte ¢; € C°(By;()) satisfazendo 0 < ¢ <1,
$j=1em By(8/2), e [Vgdj| < 4/5. Segue que para todo j

4 8
’Vg‘bﬂ = |Vg(¢j'¢j)| = ’2¢jvg¢j| = 2(1)/!ng)/‘| < 2(])/'3 = g‘b/’- 2-7)
Pelas propriedades de cobertura (a) e (b), temos

1< Zd)j(x) < N para todo x € M. (2-8)
J
Basta notar que x pertence a alguma vizinhanga, entdo 1 limita por baixo, e pela

propriedade de ser localmente finita a limitag@o superior é N.
Defina T =8/5. Suponha que u € Cg°(M) satisfaz

1 1
llull1= (/ ]Vu|”dvg> +T (/ ]u\”dvg> <A1.
M M
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Segue de (2-7) e da Desigualdade de Minkowski, Proposicao 6.10 do Apéndice, que

(/M|Vg(d)/2u)|”dvg> S(/M|vg(¢j)|2n|u|ndvg) +(/M¢,?n’vgu|ndVg>
5/ N\ Y
§g</M|u| dvg) +(/M|vgu\ dvg>

= [lullie<1.

Lembrando que ¢; =1 em By,(5/2), entdo

u|dyv, =/ d2uldv,
/ij(é/z)u 6= o oy P19
g/ |p2u|dv, +/ |p2u|dv,
By 0 Iegonge T

= dZuldv,.
/BX.(6)| J | g

/)

Utilizando o Lema 2.2, nos leva a

o u| =T )dvg < / o|u|m=T)dv,
| ateul ) WAL
<Y [ Galaddiul )dvg
j 7 Bx(®)
<C / IV(dZu)|"dv,
; By®

< C;/M\V(d)j?uﬂndvg.

(2-9)

Para alguma constante C que depende apenas de n,x,A e fjp. Além disso, utilizando a

equagdo (2-7), temos 0 < ¢p; < 1e (a+b)" <2"(a"+b"), para (a,b > 0). Dessa forma,

/M|Vg(cl)}?u)\”dvg§2”/M(d)}?”lvgu]”+]ng)ﬂ”|u]”)dvg
8 n
SZ”/Md),-|Vgu]”dvg+2” (5) /Mcl),-]u\”dvg

161"
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De acordo com (2-8), segue que
16"
Vo(dZu)|"dv, < 2”/ -Vu”dv+<—>/ Jul"dv,
zj:/M| o(; )| g—; M¢/| gul"dvg s M‘b/H g9

16"
<2”N/ Vqul"dv, +(—) N/ ul"dv,.
<N [ [Vouldves () N[ luldv,

Utilizando que ||u||1r < 1, obtemos

1!7
Vgul"dvy <1 e /u”dv <<—>.
] 1Voul"ave < | ludvy < (

16"
2)|"dv, <2"N+( — | N.
;/M|Vg(d>ju)| dvg < +(16>

Isso, junto com (2-9), implica que

Assim,

/MC"(“‘U|"£1)dV9 = C;/Mlvg@;?U)\"dvg

n AN
<C@2'N+| — ) N)=C < o0,
T

para alguma constante C que depende apenas de n, «, A e o. Pela densidade de C°(M)
em W'"(M), a desigualdade (0-7) vale para os valores de &, T e C acima. Pela Proposicio
1.24, concluimos que W'"(M) est4 continuamente imerso em L9(M) para qualquer g > n.

(i) Fixe um ponto z € M, seja r = r(x) = dy(z, x) a distancia geodésica entre x €
z. Sem perda de generalidade, podemos assumir que o raio de injetividade de (M, g) em z

¢ estritamente maior que 1. Tome uma sequéncia de funcdes

1, quando r < €
$e(x) =4 (logl)~'logl, quandoe <r<1

0, quando r > 1.

Note que se € > 1,

1, quandor<e
be(x) =

0, quandor > e.
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Entao

1

[6cluran = [, 0cl0vs+ | [Votelav,)
1
= 1dyv, +/ 0dy,
(/2(5) J M g>

= Volg(B,(€))n < oo,

Caso contrario
1, quando r < €

11 [an ]
$e(x) =4 (logg) 'logs, quandoe <r<1
0, quando r > 1.

Entao,

1

(oclunon = [, o /|vg¢rdvg)

1 —n
( 1dvg+ | log —) /
Bz(€) € B (1)\Bz(e)
—n
< | Volyg(B;(e Iog ) /
Bz(1)\B:z(€)

1 —n
€

n

+ |rVgr|”dvg>

N

Io1
gr

log
€

\_/
SI=

>
=
Q.
N
—
o
Q
m| =
~
|
3
5
pr—
SN
P
N——
1]

< Q.

Il
/\/\
—
+
VRN
o)
Q =
m | =
~__ T
3
N——
>
™
~
3

Entio ¢p. € W'"(M) e, utilizando um argumento similar de Fontana em [22], para

qualquer constante T > 0 temos

1—n

1\ " 1 1
foche= (o) i (14052 )
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Defina ¢ = dc/||Pell1.+. Entdo, temos na bola geodésica B,(e) C M,

(xd)e

(o) = i

L oo el 21+O(|oge>) o <<|Og %) n—2>

1

ol (w0(ae)) _ g <<|091E>”—2) .

1 —1 1
Note que para qualquer & > ot e com w)_; > 0 obtemos xw !~} > azw )~} = n. Portanto,

quando & > &, temos

/ Caled](B)e|7T)dlvg > /B ; cn<oc|<43>er%>dvg

— oo conforme € — 0.

Isso finaliza a prova do item (ii).
(ii1) Tome &g : 0 < xg < op. Pelo item (i) existe um T = To(n, Xg, A, ip) > 0 tal
que
Ay = SUP Cn(oco]u\%)dvg < 0.

lull1 <1/ M
Dado qualquer o > 0 e qualquer u € W'""(M). Como C{°(M) é denso em W'"(M)
sob a norma || - || 1), que é equivalente a norma || - ||1,,, podemos escolher algum
up € C3°(M) tal que

27T otf|u— uoni < . (2-10)

Como (,(t) é crescente em t para t > 0, veja abaixo

00 fk 00 ktk1 00
Cn(t)=k=nzi1E:>C (n,t) = k§1 ;F Oparat >0,

obtemos, utilizando que

|u|n T<|u— uo+u0| T < %|u—uo|n%1+2%|uo|%,
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e a Proposi¢do 6.2 do Apéndice, que
/C,,(oc\u|n—n1)dvg§/ Cn(Z%oc\u—uo\%+2%oc|uo|%)dvg
M M
1 n_ _n_
< —/ Cn(27=T ocpt|u — up| =T)d vy (2-11)
w/m
1 n_ n_
+—/ Cp(2n=T ow|u0|n—1)dvg,
vVJm

onde 1/p+1/v =1. Em vista de (2-10), podemos tomar p > 1 suficientemente préximo

de 1 de forma a

_n_ % _n_ Xp
2nToup||u— |y, < o =27 Top < —
—1
Ju—uwoll{,
Portanto,
%
_n_ _n_ u—u n—
Cn(2n=T | u — up|"=7)dVv, </ Cn| g|————— dv,.
/M n u| | g y" v — |11 g
Como ||(u— up)/||(u— to)||11|1,5, = 1, temos que
u—u =1
/C,, o | ——— dvy < Agy. (2-12)
M [[u— tol|1,%

Como up € C3°(M), particularmente ug tem suporte compacto, vale a relacao

_n_ _n_ - akvk2%|u0]"nfk1
/Cn(2n—1ocv|uo]n—1)dvg= Z / : dvg
M k=n—1+ supp(uo) k!

0 kvk2%|umaX|an1
S Y
k=n—1 * supp(Uo) k!

= /MC,,(2n£1 ocv\ugqax|%)dvg

(2-13)

_n_
maX| n—

< &2 TV Vol (supp(up)).
< 00.

7z

Onde ug'® é o maximo da funcdo up em supp(up). Combinando (2-11), (2-12) e (2-13),

obtemos
/ C,,(oc|u|ﬁ)dvg < 00.
M

Isso finaliza a prova do item (iii). O
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CAPITULO 3

Desigualdade Subcritica de Trudinger-Moser 2°
Parte

Nesta secdo, provaremos a desigualdade subcritica de Trudinger-Moser pelo

método abordado por Li e Lu em [32].

Teorema 3.1 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa e ndo compacta cuja
curvatura de Ricci tem um limite inferior, ou seja, existe uma constante A\ € R tal que
Rem,g) > Ag. Além disso, assumimos que seu raio injetivo tem um limite inferior, ou seja,
iNjp,g) = fo para algum ig > 0. Entdo, para qualquer u € WM tal que ||Vul, <1,

1/(n—1)

x < ap=nw, ' ', existe uma constante C = C(n, x, M) tal que

/ Colod|u]T)dvy < C. 3-1)
[ull3

Além disso, essa desigualdade é sharp no sentido em que, quando x > «p, a desigualdade
falha.

Prova. Considere a integral

L | cateulay
ulln ™" >

1 n 1) £ . 1 1
/ . Esta € definida como a soma de algumas subintegrais em uma

para @ < oty = Nw,,
cobertura da Varledade, esta sera a Cobertura de Gromov.

Para esta cobertura, temos cartas locais com coordenadas harmonicas
{Pi,Bp,(8),x; }ic e, correspondendo a isso, a parti¢do da unidade «;(P);c (aqui abusa-
mos da nota¢do «; quando escrevemos o, nos referimos a particao da unidade, e quando
escrevemos &p, nos referimos a melhor constante na desigualdade de Moser-Trudinger).

Assim, temos

HUH”/ Cnl( oc|u! T)dvg = HUHHZ/ P)Cn(odu(P)|T7)dvg.
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Agora, faremos uma reescala para u(P). Para b suficientemente grande, {Bp,.(%)} nao tera
intersecdo, ja que sao uniformemente localmente finitos. Para qualquer P € M, ou existe /
tal que P € Bp,.( ), ou P € M\ U; Bp,( ) No primeiro caso, para P = (X, ..., Xp), definimos
v(P) = au(bx), onde a e b sdo constantes a serem escolhidas; no segundo caso, vamos
definir v(P) = 0. A partir do argumento acima, isso estd bem definido.

Queremos escolher a e b de modo que ||v|[1r < 1.
/ |Vv|"dvg = Z/ )a"b"|(Vu)(bx)|")/|g(x)|dx
< o"/22 / ()& (Vu)(x)|"dx
i/ Bo(d)
< Q”a”/ |Vu|"dvg.
M

Usamos o Teorema 1.5, para 6 suficientemente pequeno, temos as seguintes limitagcdes
para o elemento de volume

Q "2dx < dv, < Q"/?dx.

Por outro lado,
[vrdv =Y [ aonarlubnl"y/g0ldx
M i BP (5/b)
2
< Q" an/ x)|"dx

Uma vez que queremos,
Il <= [ [Vul+rluidv,

an
<@ [ [Vuldvg+e@"S [ uld
< Q"a M| ul"dvg+T o M\u| Vg

<1.

Para esse propo6sito, definimos

_\1/n _ 1/n
5;1+&eb=((1 E)T) |lu

Q
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onde ¢ € alguma constante positiva. Entao,
1 / _n_ 1 _n_
i [ Galedum vy = e Y [ a0zt ) Igbaldx
Jullg 0 Tulg & Jeys /00
Y [ a0ttt 71y gl (5)
c = o5 j n g b

iy [ o M5 o,
€ i/ Bo(d/b) n=1

an—1
1—¢

<qQ" T/ C,,(oc’|v|%)dvg
M

£

< 00,

onde o = ¢/ a1 < «, quando ¢ € suficientemente pequeno € Q € muito proximo de
1, portanto, a partir do Teorema 4.1 em que serd provado no Capitulo 4 a validade para o
caso critico, a ultima linha é valida.

Para mostrarmos que € sharp, consideramos a seguinte sequéncia de fungdes,

U(d(PP) =8 w7 ()7 log(d(P, B)), e

Usando o Teorema 1.5, temos

/ dvg = Q_”/Z/ IVuk|"r"1\/|g|drd®
M Bp(1)

1
=Q—n/2/ _w*‘]/n <5) /nl
Be(\Be(ek/my| "1 \n r

K\ T
<@ 2Qw . (E) / / drdd
Sp_1JeK/n

<1.

Uk

Via

n

r"1\/|g|drd®
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Portanto, HV ||n < 1. Em seguida, avaliamos a norma || \an Observamos que

n—1(Nn
1 (k\ 7
/ dVg = Qn/z/ wn£1 (_>
M Bp(e=k/m) n
on (KT )
+Q "2 / —w (-) log(d(P, P))
Bp(1)\Bp(e=#/") n
n—1

g k/n 1 k Tn
o [ )
Sh_1J0 n

dvy

U
Vo
n

dvy

r"1/|g|drd@

K\ 1
+Q_"/2w;_11 (—) / / llog r|r"'+/|g|drd®
n Sn—1 e—k/n
C (KT P (K 1 n—1
<w, — - _ N — | - drd®.
<oy (£) erwnivary (£) [ loarle Viglar

Ambos os termos acima tendem a zero conforme k — oo, portanto || || n — 0 conforme

k — oo. Em seguida, estimamos

/C oc| |7 7)dvg = / exp{ o AL (5)1/nlog(d(P P)) a dv,
i 97 Jap)\Bete /1) "I A\ ’ I
/j —1/n jky—1/n =)
n—2 Xp|—W,_} (5) log(d(P, P))
\Bp(e k/n) 20 j|

Onde o, = otp/V Q. E ficil ver que o primeiro termo tende a zero e, portanto, temos

1 -
|| Hn/C,, Xn dvg — 0.

Concluimos que, de fato, a desigualdade de Trudinger-Moser € sharp com constante o,

Uk

Va

assim, completamos a prova do Teorema. 0



CAPiTULO 4

Desigualdade Critica de Trudinger-Moser

Nesta secdo, provamos a desigualdade critica de Trudinger-Moser. Como ja

citado no Capitulo 2, a demonstracgao foi feita por Li e Lu em [32].

Teorema 4.1 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa e ndo compacta cuja
curvatura de Ricci tem um limite inferior, ou seja, existe uma constante A\ € R tal que
Rem,g) = Ag. Além disso, assumimos que o raio injetivo tem um limite inferior, ou seja,

iNjim,g) > lo para algum iy > 0. Entdo, para todo t > 0, existe uma constante C = C(n, T, M)

tal que
n
sp [ Caleulul )y < Gl ) (1)
ue W' (M),[|ull1 <1/ M
1 i
novamente aqui o, = NW, ", Wp_1 € a drea da esfera unitdria em R", n(t) = Y75, %

llull1c = [fM(|Vu|”+T]u|”)dvg]1ﬁ. Além disso, & é sharp no sentido de que se «p for

substituido por qualquer niimero maior, a desigualdade acima falha.

Prova. Precisamos apenas provar a desigualdade critica de Trudinger-Moser em M para
todo u € Cg°(M)\{0} tal que u >0 e |jul|1,r < 1. Isso decorre do seguinte argumento

de densidade: para qualquer u € W'""(M), |u| = u* + u™, entdo |u|ﬁ = ]u+|n%1 + |u_|%.

Portanto, podemos reduzir o problema para fun¢des ndo negativas. Para qualquer u €
W'(M) e u > 0, como C5°(M) é denso em W'"(M), podemos encontrar uma sequéncia
de fungdes ndo negativas {upn}5., em C3°(M) tal que uy — U em W'"(M). Entdo existe

uma subsequéncia {up, } tal que uy,, — u q.t.p. Pelo Lema de Fatou,

n n
liminfCp(on|Um, |7=7)dV, <Iiminf/ KnlUm, | 7=1)dV,.
| imintCotecolum, [ 77)lvg < timint | Cofetalum, 7710l
Portanto, temos

/Cn(ocn’U"L)dVgg sup /Cn(ocn!“\”g)dvg-
M M

ueCge,u>0,|ull1,x <1
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Agora, para mostrar que [, (n(p|u| %)dvg < C(n,T) para u € Cg°(M)\{0}, definimos

1 1

A(u) =27 =Dt ||ul|1n,

Qu) ={x € M:u(x) > A(u)}.

Como ||ul|1+ <1, temos T |ul[zn < 1, entdo A(u) < 1. Como temos o seguinte
/ |u]"dvy > / u|"dv, z/ |A)|"dvg > [Q(u)|2~ 7t u]| .
M Q(u) Q(u)

entdo |Q(u)| < omir e Q(u) é compacto por Hopf-Rinow. Como M é completo, () (u)
¢ ainda limitado. Agora dividimos a integral como

[ entelundvg = [ CataalulmNdvgr [ Coletalul )
M Q) M\Q(u)
E/1+/2.

Para b, temos

kn
00 O(k uln=1
b < / y Sl
. k!
{xu0<1} (2o 4 !

< ¥ 5o urdy,
ken1 KM

(04
- Y 22jul
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Para estimar /4, definimos v(x) = u(x) — A(u) em Q(u). Entao, v € Wg’” (Qu)) e
u™ = (Jv]+A(u)”

<"+ 2" ()" Au) + Aw)™)

(V|71 Aqu))”
n

1
_ n' 1 2!771 A n /2n’—1 l A I'"I/
=7 (1 S A ) 2 (A

1
/ 2n—1
f'”"<1+n “mww>+cm»

/ / 1 / /
< |v|"+n2" T ( +ﬁ> +n'2" 71 A(u)"

onde n’ = -, Podemos limitar o segundo termo por uma constante C = C(n) pois
Alu) < 1.

n—1
1

Definimos w(x) = v(x) (1 42t |A(u)\”> , entdo w € WJ’”(M) e |u]”/ <w 4

n—1

C(n). Assim, para Iy,

h< [ exp{aul vy < 60 [ exp{oxolwl” b,
Q(u) Q

(u)

Para aplicar o Teorema 1.14 para a variedade compacta ()(u), precisamos verificar que

IVwl||n < 1. Para isso, estimamos

1 n—1
oY=
/ Vwlmdvg = [ 1+20 | Aw)" / Vv|"dv,
O(u) n—1 O(u)
1

1 i B
n—1 2ﬁ n—1
(/ |VW|”dvg) < (1 + |A(u)|”> <1 —T/ |u|”dvg)
Q) n—1 M
T T
— /M]u\”dvg) (1 —E/M|u|”dvg)

Portanto, /; < e*“C(n,Q(u)) pelo Teorema 1.14, onde C(n,Q(u)) é uma constante
dependente de n e do dominio Q(u) que escolhemos. Como |Q(u)| < .2ﬁ T, a partir
do argumento no final da dltima se¢do, o volume |Q(u)| é uniformemente limitado,

independente da escolha de u. Portanto, provamos a desigualdade critica de Trudinger-
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Moser em M.

Quanto a ser sharp vide demonstragdo no Capitulo 3.



CAPITULO 5

Aplicacoes

Nesta secdo trazemos uma aplicac@o para a desigualdade de Trudinger-Moser.
Seja (M, g) uma variedade Riemanniana n-dimensional completa e ndo compacta. Deno-
taremos por V4 a derivada covariante e por divgy o operador de divergéncia. Suponha que
a curvatura de Ricci de (M, g) tenha uma cota inferior e que o raio de injetividade seja
estritamente positivo, ou seja, (0-7) € satisfeito. Consideramos resultados de existéncia

para a seguinte equacao quasilinear:

Problema 5.1

— divg(\Vgu|”*2Vgu) +v(x)|u|"2u = d(x)F(x, u),

- - L n/(n—1)
onde v(x), ¢(x) e f(x, t) sdo todas funcdes continuas, e f(x, t) se comporta como e*! /

quando t — oco. Seja O um ponto fixo de M e dy(-,-) a distincia geodésica entre dois

pontos de (M, g). Suponha que ¢(x) satisfaca as seguintes hipdteses:

(p1) d(x) € LP (M) para algum p > 1, ou seja, para qualquer R > 0, temos $(x) €

loc

LP(Bo(R));
(d2) P(x) > 0paratodo x € M, e existem constantes positivas Cy € Ry tais que ¢(x) < Cy
para todo x € M\ Bo(Rp).

Assume-se que o potencial v(x) satisfaca o seguinte:

(v1) existe alguma constante vy > 0 tal que v(x) > vq para todo x € M;
(v2) ou1/v(x) € L'~ (M) ou v(x) — +0c conforme dg(O, x) — +0c.

A ndo linearidade f(x, t) satisfaz as seguintes hipdteses:

(fy) existem constantes g, by, b> > 0 tais que para todo (x, ) € M x R*,
|F0x, )] < byt + boCn(oxot™ (V) (5-1)

() existe alguma constante i > n tal que paratodo x € Me t > 0,

t
0 < uF(x,t) = H/o f(x,s)ds < tf(x, b); (5-2)
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(f3) existem constantes Ry, Ay > 0 tais que se { > Ry, entdo para todo x € M temos
F(x,t) < Af(x,1). (5-3)

Defina um espaco de fungdes por

E= {ue W1’”(M):/ v(x)]u]”dvg<oo}. (5-4)
M
Dizemos que u € E é uma solucao fraca do Problema 5.1 se, para todo ¢ € E, tivermos

/ (|Vqu|" 2V quV g +v(x)|u|" 2ue)dv, = / G (x)f(x, u)dvy. (5-5)
M M
Defina um autovalor ponderado para o operador n-Laplaciano por

VUl vl _
Ao = uellz_r,]lfliéo fM ¢(X)’U‘ndvg . -0

Veja na Proposi¢do 6.4 que Ay, € positivo. Se u € E, entdo a norma E de u € definida por
1/n
lulle = ( [ (50l +vluas) )

o Ul Vaul"+ ve[u|dvg) "
veE\[o} ([ d(x)|ul9dvg)'/a

Outras hipéteses consideradas para f serdo:

Sq=

(5-8)

(f4) limsup; o+ NF(x,1)/t" < Ag uniformemente em x € M;

(f5) existem constantes q > n e Cq tais que para todo (x,f) € M x [0, 00)

f(x,t) > Cqt7 1,

- (q—n>(q_n)/n< potg >(Q—n)(n—1)/nsq
I q (p—1)an I

Mais a frente iremos construir funcdes f que satifazem (f;)-(f5).

onde

Os seguintes resultados buscam elucidar aspectos fundamentais e estabelecer

conclusoOes relevantes:

Proposicao 5.2 Para qualquer q > n, o espaco de fungoes E estd compactamente imerso
em LI(M).

Prova. Seja (ux) uma sequéncia de fungdes tal que ||uk||g < C para alguma constante C.

Basta provar que, a menos de uma subsequéncia, (ux) converge em L9(M) para qualquer
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g > n. Uma vez que, (uk) é limitado em W'"(M) e, assim, podemos assumir que, para

qualquer g > 1, a menos de uma subsequéncia

ux — Ug fracamente em E

ux — U fortemente em L7 (M) (5-9)

Ux — Up q.t.p.em M.

Se 1/v(x) € L1/(”_1)(M), usando o mesmo argumento de [63, Lema 2.4], concluimos que
E — L9(M) compactamente para qualquer g > 1. Portanto, em vista de (v2), podemos
assumir que v(x) — oo quando dy(O,x) — oo, onde O € um ponto fixo de M. Dado
qualquer € > 0, existe um R > 0 tal que v(x) > (2C)" /e quando dy(O, x) > R. Portanto,

(20)"
€

/ |uk—uo]dvg</ v|uk — tp|dvg < (20)".
M\Bo(R) M

O que resulta em

/ |ux — Up|dvy < €.
M\Bo(R)

Por (5-9), temos ux — ug fortemente em L"(Bp(R)), ou seja,

lim |uk — up|"dvg = 0.
k—00 Bo(R)

Portanto, para o € acima, existe um / € N tal que quando k > /,

/ \uk—uo]”dvg=/ ]uk—uo\”dvg+/ |ux — up|"dvy < 2e.
M M\Bo(R) Bo(R)

Isso implica que ux — ug fortemente em L"(M) quando k — oc.
Segue da (i) do Teorema 2.3 que (uk) € limitada em L9(M) para qualquer q > n.
Agora, fixando q > n, obtemos pela desigualdade de Holder

/M|uk—u0|qdvg=/M|uk—u0|\uk—uo\q_1dvg

1/n 1—1/n
< </ |uk—uo|”dvg> (/ |uk_U0|(Q—1)n/(n—1)dvg) )
M M

Isso, juntamente com o fato de que ux — Ug em L"(M), implica que ux — ug em LY(M). O]

Vamos provar que Sy pode ser atingindo. Quando (M, g) € o espaco euclidiano
padrio R", @(x) = |x| P para0 < B < n, () - (fs) e

n

(Hs) liminfs_,.o0 SF(X,8)e™ %™ " = Bo > M
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uniformemente em x, onde M é algum ndmero suficientemente grande, obtemos resulta-

dos similares em [63]. Seja Sy definido por (5-8). Entdo temos o seguinte:

Proposicao 5.3 Para qualquer q > n, Sy é atingido por alguma fungdo ndo negativa
ue E\{0}.

Prova. Suponha q > n. E facil ver que

ST= inf / O v v
0= 1 oMy JyVaul" + V) ulfdve

Escolhendo uma sequéncia de fungdes (ux) C E tal que [, d|ux|9dvy=1¢e
lim Vgul" Mdvg = Sg.
Jm [ (Vgul s vlul)dvg = S

Pela Proposi¢do 5.2, existe u € E tal que, a menos de uma subsequéncia, ux — u
fracamente em E, ux — u fortemente em L9(M) para qualquer g > n, e ux — u q.t.p.
em M. Como ux — u fortemente em L5(Bp(Ry)) para todo s > 1 e ¢ € LP(Bo(Ryp)), temos,
usando a desigualdade de Holder,

lim luk|9dvg = / dlul9dvy < 1. (5-10)
k—00.JBo(Ro) o(Ro

Em vista de (v»), temos

| bld?—1ulldve < o [ lu?—[ulldvg
M\ Bo(Ro) M

Squ/M(|Uk|q_1+|Uo|q_1)|Uk—Uo|dVg
=qu{/ ]uk]q_1\uk—u0]dvg+/ ]uo\q_1\uk—uo\dvg}
M M
1-1/q 1-1/q
SCICO{( [ doeg) e (i) }
M M
1/q
X </ \uk—u]qdvg)
M

— 0 conforme kK — co.

Isso, juntamente com (5-10), implica

/¢|u|qdvg= lim /d)|uk|qdvg=1. (5-11)
M k—oo J M
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Como ui — u fracamente em E, temos

IVu|"dvy = lim [ |Vu|"2VuVudy,
M g k—oco JM g

1/n 1—1/n
< limsup (/ |Vuk|”dvg) (/ |Vu|”dvg) :
k—o0 M M

do qual obtemos

n
Vu|"d
( JulVul ‘:9_1/’7) < limsup |VUk|ndVg
(S Vul"dvg) koo (5-12)

= / (Vu|"dvg < I|msup |V uk|"dvg.
M
Além disso, temos pelo Lema de Fatou
/v\u|”dvg§ limsup [ v|uk|"dvg. (5-13)
M k—oo JM

Combinando (5-11), (5-12) e (5-13), concluimos que S, € atingido por u € E\{0}. Como

|u| € E, pode-se ver facilmente que S, também € atingido por |ul. O

Agora voltamos ao Problema 5.1. Como estamos interessados em solucdes fracas
ndo negativas, sem perda de generalidade, podemos assumir que f(x,t) = 0 para todo
(x,t) € M x (—00,0]. Pelo (f;), temos para todo (x,t) € M X R,

b _
IF(x,1)| < 71]1‘\”+b2tc,,(\t]”/(” D). (5-14)
Isso, juntamente com (1), (db2) e a Proposicdo 6.1, implica que para qualquer u € E vale
/M<1>F(X, u)dvg < [|dllraomon | F (X, U)HLq(M)+CO/MF(X, u)dvg
by _n_
< [|®lrBo(roe) <7||U||an(M)+b2HUCn(’U‘"1 )||Lq(M))
by n _n_
+COF||U||LH(M)+Cob2||UCn(|U|"*1)HU(M)
n —_ 1 1/”
< ¢ (el + ellranllcn (251 )

n _n_
Aeloun +lollronleo (2 |u|n1) lean)-

onde C ¢ uma constante que depende apenas de n, by, bz, Co € || d||p(Bo(Ry)- € 1/P+1/q =
1. Pelo Teorema 2.3, u € L5(M) para todo s > n, e para qualquer « > 0 vale Cn(oc|u|ﬁ) S
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L'(M). Portanto,
/ G F(x,u)dvy < +00, Yu € E.
M

Com base nisso, podemos definir uma funcional em E por
1
J(u) = E||U||';-—/M¢F(x,u)dvg. (5-15)

Por [47, Proposicdo 1], e o argumento padrio [54], temos que J € C'(E,R). Claramente,
o ponto critico de J é uma solugdo fraca para o Problema 5.1. Em relagdo a geometria de

J, os dois lemas a seguir implicam que J possui uma geometria do passo da montanha.

Proposicao 5.4 Suponha que (fy), (f) e (f3) sdo satisfeitas. Entdo, para qualquer funcdo

ndo negativa de suporte compacto u € E\{0}, vale J(tu) — —oo conforme t — +oc.

Prova. Por () e (f3), existem ¢y, ¢ > 0 e w > ntal que F(x,s) > ¢is"* — ¢ para todo
(x,8) € M x[0,+00). Assumindo supp(u) C Bp(Ry) para algum Ry > 0, temos

n

o=z = [ oFx v,

Bo(Ry)
t" n
< Sjuln - t”/ bukdvy — cg/ bdv,.
n Bo(R1) Bo(R+)
Como ¢ > 0e p > n, temos que J(tu) — —oo conforme { — +00. ]

Proposicao 5.5 Suponha que (f;) e (fs) sdo satisfeitas. Entdo, existem constantes sufici-

entemente pequenas r > 0 e & > 0 tais que J(u) > & para todo u com ||u||g =r.
Prova. Por (f;), temos que para todo (x,s) € M x R*
|£(x,5)] < bys™ "+ baln(xosTT), g, by, bp >0
= F(x,s) < by /Os|s|”—1ds+b2/oscn(ocosnf1)ds

b _n_
=71|s\”+b2|s|cn(oco|s|nf1).

Por (f), temos que, para § suficientemente pequeno e s € (0, d),

Agpls|”

F(x,s) < e f(x,8) < Ag|s|" .

Existem constantes 0 € (0,1) e C > 0 tais que

1—0)A n
F(x,s) < %M%as\m Cnlotos|7), (5-16)
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para todo (x,s) € M x R. Pela defini¢do de Ay,

(1 —9)7\¢/ n 1—-0 n
—_— < — . 5-17
| oluldvy < — =l (5-17)

Observe que ¢ satisfaz (¢p1) e (d2). Temos, pela desigualdade de Holder e pela Proposi¢cao
6.1, que

n+1 ﬁ _
/Md>|UI Coloto|u]77)dlvg /B(

o(FRo

)c|>|u|"+1 Cnloco|u|mT)dvg

. / u]™! Coloro|u]7T)d vy
M\Bo(Ro)

1/p 1/q
< (o folPans) ([ 1)
Bo(Ro) M
n 1/q/
X (/ Cn(q/“0|U’"_1)dVg)
M
1/B ) 1/y
([ ™ Pavy) (| totvaclulriavs)
M M

(5-18)

onde 1/p+1/q+1/9' =1e1/y+1/B =1. Fixe « = Bo/2, onde Bg = Bo(m,n) é definido
por (0-3). Segue de (i) do Teorema 2.3 que existe uma constante T dependendo apenas de
x,n,A e ip tal que

Ay = sup Cn(oc]u\%)dvg < 400. (5-19)
lull1,x<1/M

Considere r uma constante positiva a ser determinada posteriormente. Suponha agora que

|ullg = r. E facil ver que ||ul|1 < r+ %
0

1

lul= ( [, [9ul"+viuas, )" =

|]uHr,_l—=r”:>/M|Vgu|”dvg=r”—/Mv\u|”dvggr”.

logo

Assim,

volul"dy, §/vu”dv=r”—/ Voul"dvy < r"
[ volul"dvg < [ vudvg=r"— [ [95up"av,
n

n r
M Vo
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e entao,

1 1
= ( [ 7uong) e ( [ 1upave)
M M
,

rn 1/n
< (M4 (—) = r+T——

> Vo v

Claramente, pode-se escolher r suficientemente pequeno de modo que

r*rr<((x>nz1:>r1 * <((x)n21
+T—F— — +— —
v/ \d'x v/" q' %o

0 0
« \ 7T vé/"
:>r<(, ) n > 0.
q o vy +T

Portanto, ¢’ oc0||u|\7’/T(n < o e de maneira semelhante, yoco||u||77/T(n

(5-19) que

< . Segue de

sup | Cnlq oolulmT)dvy < A,

lullg=r /M

sup | Cnlyoolu|™T)dvy < Ag,

lullg=rM
desde que r seja escolhido suficientemente pequeno. Inserindo essas duas desigualdades

em (5-18), e usando a imersao E < L%(M) para todo s > n pela Proposi¢ao 5.2 e (5-17),
obtemos

1/q ,
ol eatcoluliav, < o ( [ o™, ) AL

e
+Co (/ |u|(n+1)[3dvg) A(X/Y.
M
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E assim,
0)A
/ GF(x,u)dvg < / ¢ q)|u|”dv +/ dClu|™( oco|u|n T)dvg

1/q
1-0 1/d
<= ||u||g+||¢||m<ao<no»(/M ™, ) Al

1/B 1
+ Co (/ |u|(”+1)ﬁ‘dvg) /\(X/y

1
||U||E+||d>||LPBoHo ALY Crllul2"+ CoAYY G Jul] 2

.1

]
HUHE Cllull 2.
Onde C depende de | bl e(Bo(Ro))» Cos Cts Cas Aw, ' € y. Portanto, concluimos

1
VORI /¢F u)dvg

1 —0)
> n
SR

— Clluflz"”’

0
- — C n+1
= Jullg — Clull2

= gr” —Cr™ =5,
n
Observe que para & > 0 precisamos de 0/(nC) > r para alguma constante C
dependendo apenas de «, n, A e iy, desde que ||u||g seja suficientemente pequeno. Isso nos

da o resultado desejado. 0

Proposicao 5.6 Suponha (fs5). Existe alguma fungdo ndo negativa u* € E tal que

n—1
sup J(tu*) < ,17 (w) .

t>0 PXo

Prova. Suponha que g > n seja dado por (f5). Seja u* dado pela Proposi¢do 5.3, ou seja,
u* >0, ||u*||le = Sq. e [y d|u*|9dvy = 1. Entdo, para qualquer ¢ > 0, temos

J(tu* ——Htu |2 — /cl) F(x,tu")dvg
<5l Gat?
n q
Sqt"  Cqt?

Observe que o méximo da fungdo g(t) = —1- — qT para t > 0 € atingido por t =
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s\ 1/(g—n) .
(—q> . Com isso, temos

Cq
n q
Sn Sn ﬁ Sn ﬁ
(3 5(9
n \ Cq q \Cq

e g
qCqSq " —nCySg ™"
= q_
nqCq "

n(g— n)+n2 nq

) qSq " —nsf

41
nqCq "
ann
_ (q—n)Sq
nqCF
qniq
—n Sy
< qn 9 —
q <q n)<q—n)/n< - >(q—n><n—1>/n8q =
q (p—1)xn q
_1 =D\
n PXo ’

e a ultima desigualdade segue da hipétese (fs).

0J

Adaptando a prova de [63, Lema 3.4], obtemos o seguinte resultado de compa-

cidade.

Proposicao 5.7 Suponha (fi)-(3). Seja (u) C E uma sequéncia arbitrdria de Pa-

lais—Smale para J, ou seja,

J(y)) — ¢, J'(u)) = 0 em E* conforme j — oo,

(5-20)

onde E* denota o espago dual de E. Entdo, existe uma subsequéncia de (uj) (ainda

denotada por (u))) e u € E tal que u; — u fracamente em E, uj — u fortemente em LI(M)

para todo q > n, e

Vuj(x) = Vu(x) g.t.p. em M
b(X)F(x, up) — b(x)F(x,u) fortemente em L (M).

Além disso, u é uma solugdo fraca de 5.1.

Prova. Suponha que (uj) € uma sequéncia de Palais-Smale para J. Pela equagao (5-20),

temos

]
J(y) = ,_7||UjHZ‘—/ d(X)F(x, yj)dvg — ¢, conforme j — oo
M

(5-21)
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c,

|J (uy] = ‘/M(|Vguj|”zvgujvglb +v|u,~]”2u,~1b)dvg—/Md>(x)f(x, u)bdyy

(5-22)

para todo \ € E, onde o; — 0 conforme j — oo. Note que f(x,s) = 0 para todo (x,s) €
M x (—00,0]. Pelo item (), temos 0 < uF(x, u;) < u;f(x, u;) para algum p > n. Escolhendo
P = uj em (5-22) e multiplicando (5-21) por u, temos

n ,
lud(uy)| = ];||uj||g—/Md)(x)uF(x, uj)dvg| — plc| conforme j— oo

| (W) uj] = IIUjII’Z:—/Mdl(x)f(x,u,-)u,-dvg < ajllyjle.
Logo,
oo
—lluillz = [ dOIF(x,u)dvg < pc|
n M
||Uj||'é—/Md>(X)f(x, u)udvy < oyl e — ||yl 2.
Portanto,

(B =1) Il < wlel+ | o0onFieuidve—ojlulle— [ o0oftupuavg
< wlel+ojllyle+ [ GUIMFGU)—flx.u)u)dvg

< el +ojlylle.

Entdo, como limitamos uma poténcia de n por uma linear, temos que ||u;||¢ € limitado.
Segue de (5-21) e (5-22) que

S R AR e P

- /M SO, U udvg < ol uyl|e — |

para j suficientemente grande, digamos j > ko,

iz~ [ owF e | <e.

€ entao
[ b0oFtuavy < lly2 - ove,

da mesma forma, dado 3 > 0 escolhendo j suficientemente grande, digamos j > ko, 07 < f3
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entdo
~ojlulle < llul2— | (fxuydvy < olulle.
Entao,

| D0are vy < 2+ oyl le < 11+ Blule.

Tomando C = max{2|u||2 —c+e,||u||Z+B|lulle} temos

/d) F(x,up)dvg < C

(5-23)
/ d(X)f(x, uju;dvg < C.
M

Pela Proposicdo 5.2, existe algum v € E tal que u; — u fracamente em E, u; — u
fortemente em L9(M) para qualquer g > n, e u; — u q.t.p. em M. Pelo (f3), existem
constantes positivas Ay e Ry tais que F(x,s) < A;f(x,s) para todo s > Ry. Em particular,

para qualquer A > Ry, temos
F(x,s) < A¢f(x,s), Vs> A. (5-24)

Agora provamos que ¢(x)F(x,u;) — &F(x,u) fortemente em L'(M). Para isso, para
qualquer € > 0, escolhemos A=max{A;C/e, R; }, onde C é dado por (5-23). Entdo, temos
pela (5-24)
/ b(x)F(x,uj)dvg < / A1 b(x)f(x, up)dvg.
lyi|>A M

Como |uj| > A= = > 1, temos
C
/|u|>A(b( VF(x,up)dvy < —/ b(X)f(x, upuidvg < 17 < E. (5-25)
)
Da mesma forma,
b(X)F(x,u)dvg < €. (5-26)

lu|>A
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Pelo (f;), temos para (x,s) € M x [0, 00)

f(x,8) < b1S™ 1 4 boln(os™T)

1 = (ngnn—k1
=bis" "+b E
1 2k_ P
=n—1

k
oksngn1 "

k!

00 k n(k+n—1)

o xXnS n—1
= by s" 1 +b2$n Z 0 |
k=n—1 k

o0

= b1 Sn_-| +b2 Z
k=n—1

—n

n—1 Nerts N+l o2
_ X xXnSn—1 X, sn—1

= bys" '+ bos” 0,0 +-0
=01 T e

n 2n
1 XgSn—1 o2sn—1
=bys"” +b2$n o 1< + + -2 +...

(n—1)! n! (n+1)!

< bys" 4 bos" o] e
Assim, para todos (x, s) € M x [0, A], temos
f(x,5) < (by + bpAx1e%0A™ 1)1,
Segue que
n—1 An— At S n—1
F(x,s) = /fxsds (b1 + b Ay €™ )/s ds
0
n
= (by + bpAc] ! goA™ 1) , Vs €[0,A]
para todos (x,s) € M x [0, A], o que implica

|¢(X)X{\Uj|§A}( VF(x,up)| < C1db(x)|y;l", (5-27)

onde aqui tomamos

n
_ n—
by + b Ao e%0A"
Ci = :
n

e X{|y|<a}(X) denota a fungdo caracteristica do conjunto x € M |uj(x)| < A. Pela desi-
gualdade ||a|” — |b|"| < nla—b|(|a|™ " +|b|""") (Va,b € R) e a desigualdade de Holder,
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obtemos

[ olul”l=1udvy < n [ bly—ul(yl™ "+ ul" v,

1/n
§n</Md>|uj—u|”dvg>
1-1/n 1—1/n
x{(/Md)|uj| dvg> +(/Md>|u| dvg) }

Portanto, ¢|y;|" — ¢lu|” em L'(M), j& que uj — u fortemente em L"(M). Por (5-27),

concluimos pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

lim ¢(X)X{|uj\gA} (X)F(x,uj)dvg = /Md)(X)X{|u<A} (X)F(x, u)dvg.

j—=oo M

Isso, juntamente com (5-25) e (5-26), implica que existe algum m € N tal que quando

j > m, vale a seguinte desigualdade:

/Md)(X)X{u|§A}(X)F(XsU)dvg_/M(b(X)X{uj|§A}(X)F(X!Uj)dVg < €.
E também temos que
[ 00 OF 060 — [ D00,y DOF 6, )| < 26

Dessa forma, obtemos que

< 3€.

[ oFtudv— [ eFxuld,

Portanto,
lim / b(x)F(x, up)dvg = / b(x)F(x, u)dvg.
j=oo M M
Usando o mesmo método usado para provar [66, (4.26)], temos que V guj(x) — Vqu(x)
para quase todo x € M e
|Vgui|" 2V qu; — |Vqu|" 2V 4u fracamente em (LA=T (M))™.
Passando para o limite j — oo em (5-22), obtemos

n—2 n—2 . _
/M(|Vgu| VauV g +v|ul"“wp)dvy /Mcb(x)f(x,u)tl)dvg_o,

para todo P € C§°(M). Uma vez que C3°(M) é denso em E sob a norma || - || g, concluimos

que u € uma solucdo fraca do Problema 5.1. 0
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Damos mais detalhes sobre o Lema 5.7. Suponha que (M, g) seja o espaco Euclidiano
padrio R" e ¢(x) = |x| 7B, 0 < B < n. Yang demonstrou em [63] que G F(x, uj) — GF(x,u)
em L'(R") sob a hipétese de que E — LI(R") compactamente para todo g > 1. Enquanto
Lam e Lu [29] observaram que a convergéncia ainda ocorre sob a suposi¢cdo E < LI(R")
para todo g > n. Aqui generalizamos essas duas situacoes.

O préximo lema é uma consequéncia ndo trivial do Teorema 2.3. Ele € sufici-
ente para nosso uso ao considerar os resultados de existéncia e multiplicidade para os

problemas 5.1 e 5.11.

Proposiciio 5.8 Seja (uj) C E uma sequéncia de fungoes que satisfaz ||ujl|e <1, uj — up
fracamente em E, Vquj — VgUy q.t.p em M, e uj — ug fortemente em L"(M) conforme

J — oo. Nesse caso,

(i) para qualquer x : 0 < & < &, temos
sup/ Cn(O(«|Uj|%)dVg < 00; (5-28)
i JIm
(il) para qualquer x:0 < x < xpeq:0<g<(1— ||uo||g)_1/("_1), temos
sup / Calqod | 72 dvg < oo. (5-29)
i JIm

Prova. (1) Para qualquer « fixo, com 0 < & < &, segue da parte (1) do Teorema 2.3 que

existe uma constante positiva T, que depende apenas de «, n, A e io, tal que

By = sup / C,,(oc|u|%)dvg < 0. (5-30)
ueWrn(M),||ull1 o <1YM

Note que v > vo em M. Como ||y;||g < 1, obtemos

1/n 1/n T
0.4
e = ([ 1Voupans) ona( [ lurav) <107

n
Existe algum nimero positivo pequeno ay tal que ao|y;l|{,, < «. Portanto, usando a

equacao (5-30) e o fato de que (,(t) € uma funclo crescente para t > 0, temos

Y
(e

n n—1
Sup/ CH(O‘O’Uj|”T1)dVg < Sup/ Cn (0( > dvy < By.
j JM j M

Isso nos permite definir

o = sup{oc :/ C,,(oc]uj\%)dvg < oo}.
M
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Para provar (5-28), € suficiente demonstrar que &* > «,. Dessa forma, teriamos que, para
todo ¢ : 0 < & < «xp, < o, 0 supremo mencionado acima € finito. Suponha o contrério, ou
seja, & < «p. Escolha duas constantes of e o’ tais que o* < o < o’ < «pp. Novamente,
pela parte (i) do Teorema 2.3, existe uma constante T, que depende apenas de o/, n, K e
io, tal que

B = sup / Cn(o [u]7T)dvy < 0. (5-31)

uew' (M), |lull1~, <1/M

Como u; — up fortemente em L"(M) e V4u; — Vg4up q.t.p. em M, obtemos utilizando o
lema de Brezis-Lieb [9]

1/n
|uj— woll1x,, = (/M|Vguj|”dvg—/M|Vgu|”dvg) +0j(1),

onde 0j(1) — 0 conforme j — oco. Como u; — g fracamente em E, temos

lim / IV gto|" 'V guoV guidyv, =/ |V guo|"dvg.
j y' 9 ghoVgldlg= | 1Va g
Isso implica imediatamente que

/M|Vguo]”dvgglimsup M|Vguj|”dvg§1.

Jj—+00

Entdo
Huj_ U0||1,To(// <1 +Oj(1)

Segue da Proposicdo 6.2 que, para qualquer € > 0, existe uma constante ¢ que depende

apenas de € e n, tal que
P 1 , o1 . _n_
Cn(oc |y =) < :LCn(OC (1+e)ufuj — ug|™=7) + ;Cn(‘x &v|ug|m-T), (5-32)

onde 1/pu+1/v = 1. Escolhendo p suficientemente pequeno e p suficientemente préximo

de 1 de modo que

_n_
n—1 i

/(1 +e)pfjy — U0||1,rau <X

desde que j seja suficientemente grande. Isso, juntamente com (5-31), implica que
sup/ Cn(od (14 €)p|uj — u0|ﬁ)dvg < By (5-33)
j JIm
Além disso, temos pela parte (iii) do Teorema 2.3 que

/ (ol &v|up|7T)dvy < +00. (5-34)
M
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Inserindo as expressoes (5-33) e (5-34) na equacgdo (5-32), obtemos
sup / o |4 77 ) dlvg < +00, (5-35)
j M
o que contradiz a definicdo de x* e, portanto, encerra a prova da parte (i). 0

Prova. (ii) Dado qualquer & : 0 < & < &, e qualquer g: 0 < g < (1— [|uo|2) ="/, Pela
equagdo 6.2, para todo € > 0, existem constantes ¢ >0, L >1ev>1(1/u+1/v=1) tais

que
_n_ 1 _n_ 1 . _n_
/ Cn(godu;|=T)dvg < —/ Cn(ge(1 +€)|Uj_UO|"_1)dVg+—/ Cn(qoeev|up| "=T)dvg.
M wJm vJ/m
Pela lema de Brézis-Lieb [9],
Iy — wollg™" < (1 —[luoll2)™ +0;(1).

Se escolhermos € suficientemente pequeno e p suficientemente préximo de 1 de modo

que

n

qo(1+e)ul|uj— Uol| g < (e + xp) /2,

desde que j seja suficientemente grande, entdo, segue da parte (i) que
sup/ Cn(qu(1+€)|uj— uoln%)dvg < 0.
j JIm
Pela parte (iii) do Teorema 2.3, temos

/ C,,(qocév]udﬁ)dvg < 00.
M

Portanto, a equagdo (5-29) € vélida. Note que, dado €, existe k € N tal que, para j > k,

temos 0(1) < /(1 — ||uo||2)'/~", assim obtemos

e Ny
luj—woll g™ - (1 = llwol[E)™=" < 1+e.

Portanto, escolhendo g:0 < g < (1 — ||UOHE)H%11, segue que

n_
qllui—wl|F' <1+e.

Além disso, podemos escolher p proximo de 1 de modo que

< (1+¢€) (x+xp) 1

H= n-
2 —
ax luj — wol[2”
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No entanto, deve-se satisfazer

(1+€) (x+op) 1
qx 2

1<

n_

luj— woll £

e entao .
2ga|u; — wp|| 2T
qely —woll g7 _

X+ Xp

n

E, portanto, é necessario que € > (2qa||uj— tol| g T — ot — otp) /(¢ + xp), desta forma existe

u tal que
1<H§(1+<—:)(oc+oc,7) 1 |

x 2 =
9 luj— woll g™

Observacao 5.9 No Lema 5.8, se uy =0, entdo a conclusdo da parte (ii) é mais fraca do
que a da parte (i). Se ug = 0, entdo a conclusdo da parte (i) é um caso especial da parte

(ii). Se (M, g) tem dimensdo dois, a condi¢do V gu; — V gUp q.t.p em M pode ser removida.
O préximo resultado obtém que o Problema 5.1 possui uma solu¢do nao trivial.

Teorema 5.10 Seja (M, 9) uma variedade Riemanniana completa ndo compacta de di-
mensdo n. Suponha que Rcm,g) > Ag para algum constante A € R, e injyy 4 > o para
algum constante positiva ly. Assuma que v(x) é uma funcdo continua que satisfaz (v1) e
(v2), d(x) € uma funcdo continua que satisfaz (G1) e (P2), f: M xR — R é uma funcdo
continua e as hipoteses (fy), (f), (3), (fa), (f5) sdo satisfeitas. Entdo, o Problema 5.1 possui

uma solugdo fraca ndo trivial e ndo negativa.

Prova. (Teorema 5.10) Segue dos Lemas 5.4 e 5.5 que J satisfaz todas as hipéteses do
Teorema do Passo de Montanha, exceto pela condicdo de Palais-Smale: J € C'(E,R);
J(0) = 0; J(u) > & > 0 quando ||u||g = r para r suficientemente pequeno; J(e) < 0 para
algum e € E com |/e||g > r. Entdo, usando o Teorema do Passo da Montanha sem a

condi¢do de Palais-Smale [54], podemos encontrar uma sequéncia (u;) em E tal que
Ju) —¢>0, J(y)—0em E,

onde

¢ =minmaxdJ(u) > 9,
yer uey
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¢ o valor do min-max de J, onde I' = {y € C([0, 1], E) : y(0) =0,y(1) = e}. Isso é equivalente

a (5-21) e (5-22). Pelo Lema 5.7, a menos de uma subsequéncia, vale

uj — u fracamente em E

u; — u fortemente em LY(M), Vg > n

lim /M(])(X)F(x,uj)dvg=/M(])(X)F(x,u)dvg

J—o0

(5-36)

u € uma solugdo fraca de 5.1.

Agora suponha por contradi¢do que u = 0. Como F(x,0) = 0 para todo x € M,
segue de (5-21) e (5-36) que
lim ||u;|| = nc > 0. (5-37)
J—00

Porque,

1
= I - i n—/ F ; d
¢ j—|>r20(n”uj”E M(b(x) (X uj) Vg)
’
=|'—-”—|'/ F(x,u;
jL”;'onHU/HE jfo‘o Md)(x) (X, u)dvg

0

1
= lim —||lu|? — u)dv,.
lim L2~ [ otoreaiay

n—1
Pelo Lema 5.6,0 < c < 1 <(p;%> . Assim, existem 1p > 0 e m > 0 tal que ||y;||2 <

n—1
<%§—g —n0> para todo j > m. Escolha q > 1 suficientemente préximo de 1 tal que

n

ooyl 2T < (1—1/p)ots — toto/2 para todo j > m. Pela (fy),

|F(x, u)uj] < by|uy|™ + ba|uj| Cp( o] | 7).
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Segue da Proposicao 6.1, da desigualdade de Holder e da parte (i) do Lema 5.8 que

/Md)|f(x,uj)uj]dvgSb1/Md)|uj\”dvg+b2/Md)|uj\Cn(oco\uj|n—n1)dvg

Sb1/Mc|)|Uj‘ndVg+b2/Md)qq1‘Uj|¢;Cn(“0’U/|"n1)dVg
§b1/M¢|Uj|"dVg+b2(/M(d)q?|uj|)qg1dVg) q
. " q
X </M(d>‘VCn(Oéo|U/|”1 ))qug)
sb1/M¢|u,-\"va+c(/M¢|u,-\"’dvg)q (/M¢cn<qo<o\uj\nf1>dvg)q

1
<b/(1)U'ndV +C(/¢U'q/dV)
=M M |/| g9 M |/| 9

q
onde 1/g+1/q' =1 e C é uma constante que é independente de j. Aqui, usamos novamente

/
— 0 conforme j— oo,

(5-36) (precisamente, u; — u em L"(M) para todo r > n) nas estimativas acima. Inserindo

isso em (5-22) com 1\ = u;, temos

2= | d0oftx.uyudvy < olujle
0

= lim ||u||% — lim u)uidvy < lim ojllu;
lim 2 M_Hw lulle

= lim [lujf|lg < lim oj]|yjl[e = 0.
j—o0 =0

Portanto, concluimos que ||uj||g — 0 conforme j — co. Isso contradiz (5-37). Portanto,
u # 0 e obtemos uma solucdo fraca ndo trivial do Problema 5.1. Finalmente, u é nio

negativo, uma vez que f(x, s) = 0 para todos (x,s) € M x (—o0,0]. O

Também consideramos resultados de multiplicidade para uma perturbacdo do

Problema 5.1, a saber,

Problema 5.11
—divy|Vgu|" 2V gu+v(x)|u|""2u = d(x)f(x, u) + h(x), (5-38)

onde h(x) € E*, o espaco dual de E. Se h# 0 e € > 0 € suficientemente pequeno, sob
algumas suposicoes existem pelo menos duas solucdes fracas distintas para o Problema

5.11. Precisamente, temos o seguinte teorema.

Teorema 5.12 Seja (M, 9) uma variedade Riemanniana completa ndo compacta de di-

mensdo n. Suponha que Rc(M, g) > Ag para alguma constante A € R, e injy g > o para
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alguma constante positiva iy. Assuma que f(x,t) é continua em M X R e que (f})-(f5) sdo
satisfeitas. Tanto v(x) quanto ¢(x) sdo continuas em M e (v1), (v2), (b1), (b2) sdo satis-
feitas, h pertence a E*, o espaco dual de E, com h> 0 e h# 0. Entdo, existe €g > 0 tal
que se 0 < € < €g, 0 problema 5.11 possui pelo menos duas solugées fracas ndo negativas

distintas.

Prova. A prova é dividida em trés etapas, a saber:
Passo 1. Em vez de J : E — R definido por (5-15), consideramos funcionais para
todouc Eee>0

——HUHE /d) xudvg—e/ hudvg.

O Lema 5.7 ainda vale se substituirmos J por Je. Ou seja, para qualquer sequéncia de
Palais—Smale (u;) C E de Je, existe uma subsequéncia de (u;) (ainda denotada por (u))) e

u € E tal que u; — u fracamente em E, u; — u fortemente em L9(M) para todo g > n, e

Vguj(x) = Vgu(x) q.t.p.em M
b(x)F(x, up) — b(x)F(x, u) fortemente em L'(m) (5-39)

u é uma solugao fraca do problema 5.11.

Passo 2. Temos o seguinte

(a) existem constantes €4 > 0, & > 0, e uma sequéncia de fungdes (v;) C E tal
que Je(vj) = cu € Jé(vj) — 0 conforme j — oo, desde que 0 < € < €1. Além disso, v; €
limitada em E, v; — uy fracamente em E e uy € uma solugdo fraca de 5.11. Aqui, cy € o

valor min-max de J, e satisfaz

1 1 n—1 o n—1
0<oy< (1 _ _) (_) s (5-40)
n p X

Prova. Pelos Lemas 5.4 e 5.5, quando 0 < € < €4, Jc satisfaz a seguinte condicdo:
Je € CY(E,R); Je(0) = 0; Je(u) > 8¢ > 0 quando ||ul|g = r ; Je(e) < 0 para algum e € E
com ||e|| > max{re,1}. Entdo, usando o Teorema do Passo da Montanha sem a condi¢do

de Palais—Smale [51], podemos encontrar uma sequéncia (v,) em E tal que
Je(vn) = ey >0, Ji(vp) — 0 em E,

onde

¢y = minmax Je(u) > de,
ver uey

¢ um valor min—-max de Je, onde I" = {y € C([0,1], E) : ¥(0) = 0,y(1) = e}. Claramente

(5-40) segue do Lema 5.6. A dltima afirmacdo segue imediatamente do Lema 5.7. 0
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(b) Existe uma constante €2 : 0 < €2 < €1 tal que para qualquer 0 < € < €,
existem constantes positivas re com re — 0 conforme € — 0 e uma sequéncia (u;) C E tal
que

Je(Uj) — ce = H |:nf Je(Uu) <0, Jé(uj) — 0 em E* conforme j— oo.
ullg<re

Além disso, u; — up fortemente em E, onde up € uma solugdo fraca de 5.11 com
Je(Up) = Ce.
Prova. Seja r. dado por (ii) do Lema 5.4, ou seja, Jc(u) > 0 > 0 para todo u com ||u||g =r.
Como r — 0 conforme € — 0, pode-se escolher €3 : 0 < €3 < €2 de modo que, quando
0<e<es,

n—1

n—1o0,\ "
I’€< I .
n «&p

Fx, u) < by |u|" + ba|u|Cnloxo|u]7T)

= by |u|"+ ba|u|Caloxol[ul| £ (|ul/||ull£) ™).

Por (f;) e (f), temos

Z_/(”*U < (1= B/n),. Entdo, segue do Lema 5.7, (¢+1)

e (¢2) que P(x)F(x, u) é limitado em LP(M) N L'(M) para algum p > 1 quando ||u||g < re.

Quando ||ul|g < re, temos o ||ul|
Portanto, J. tem cota inferior nabola B, = {u € E : ||ul|[g < re}. O

Passo 3. Existe €9 : 0 < €9 < €5 tal que se 0 < € < €g, entdo Uy Z U.
Prova do Teorema 5.12. Suponha, por contradi¢do, que uy = up. Entlo, v; — up

fracamente em E. Pelo item (a),
Je(vj) = am >0, [(J(v)), @) <vjll@lle, (5-41)
com y; — 0 conforme j — oco. Por um lado, temos, pelo item (5-39),
/M(I)(X)F(x, vj)dvg — /Mcl)(x)F(x, Up)dvy conforme j — oo. (5-42)
Por outro lado, dado que v; — up fracamente em E e h € E*, segue que

/hvjdvg—>/ hupdvy conforme j — oo. (5-43)
M M
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Inserindo (5-42) e (5-43) na primeira igualdade de (5-41), obtemos
%HVIH’,} = CM+/M<1>(X)F(X, Up)dvy + e/Mhuodvg+ 0j(1). (5-44)
Da mesma forma, podemos derivar
—||u,HE Ce + / b(X)F(x, ug) dvg+e/ hupdvg + 0j(1). (5-45)
Combinando (5-44) e (5-45), temos
1vj[E — [l = n(em — ce +0;(1)). (5-46)

Do item (b), sabemos que ¢ — 0 conforme € — 0. Isso, juntamente com (5-40), leva a

existéncia de €p : 0 < €p < €2 tal que, se 0 < € < €g, entdo

1 /p—1a,\""
0<cy—Ce < - (T(x—g) . (5-47)
Defina
Y _ Ug
Wi =iz "0 = (ool Eenou—cen'/™"

Segue de (5-46) e v; — up fracamente em E que w; — w fracamente em E. Note que

[ ozatanllMavg= [ attataolylld " ml av,

Por (5-46) e (5-47), um célculo direto mostra que

. 1 1
lim oo(n(cm — ce +0j(1)) + || o[ £) =7 (1 — || wo | E) "=

j—00
1
= lim {of ™ n(cm — ce+oi(1)(1 — [|wo||2) + g~ [[uol|2(1 — [[wol|2)} ™
j-)OO
1(p—1«x -1 =
<lm<io? 'nl-|/—2 o Toi(1) | (1 = [[wol|B) + o uo||2(1 — ||wo |2
,-%o{ ; ([ Lo o an ) (1wl el 00— ol

-p_1 1 n—1 p 1 n—1 "1j
{ Pl (-t e 2oL quugu—quug))}
L n

1
i

-,0—1 an—17[ P % n—1 n—
= { > ocn_ (1 + {F“—J ||U0H,é) (1 - ||W0||g)] }
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Observando que

1+[ P @]n—1 | uo||2 1 ||U0||E+nCM_C€)
p—1an ESTwolZ~ nlow—co)

1 [p—1 oc,,r_1
= CM—C < — |—— .

- n p ™

Logo, concluimos que

{[”;1%} [(1 o 2] ||uo||2> (1 +||vvo||%)] }

Portanto,
, = 1 1
Jim aallyE700 ol < (1)

Assim, o Lema 5.8 juntamente com a Proposigéo 6.2 implica que d)(x)Cn(oc0|vj|”/ (n=1)y ¢

limitada em L9(M) para algum g : 1 < g < n/(n—1). Por (f;),
706, )] < by |+ baCaleco] ] D).
Tomando ¢ = max{b, b2}, temos que
[0, )| < elvj|"" + cLa(oto| |V 1),
Portanto,

(X, uj)(v; — Ug)dvy| <

e [ @1y1™ + Latewol |7y~ wollvy

<cllplv™ N a1V = tollom)

L7 (M)
+C||¢Cn ‘XO|V/’"71 HLq(M)H‘//_UOHLq’(M)V(X’ Vl)|

< c|v|"" +cln(oo| vy ).

Como 1 < g < n/(n—1), temos g’ > n. Entdo, segue da imersdo compacta E < L"(M)
para todo r > n que

lim / b(x)f(x, vj)(v; — ug)dvg = 0. (5-48)

j=oo M
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Tomando @ = v; — up em (5-41), temos, usando (5-43) e (5-48),
/N,(|VQVj|n_2VngVg(Vj — up) +v(x)|vj|"2vj(vj — tp))dvy — 0. (5-49)
No entanto, o fato de v; — g fracamente em E leva a
/M(|Vguo|”_2Vgu0Vg(vj — Up) +V(X)|uo|" 2 un(vj — tp))dvg — 0. (5-50)
Subtraindo (5-50) de (5-49), usando a Proposi¢ao 6.7
227"p—a|" < (|b|"2b— |a|" 2a,b— a),Va,bc R",
temos,
/M(|ng,-|”2ngng(vj — o) + V()| ""2vj(vj — uo))dvg
— /M(|Vgu0|”_2vguovg(vj — Up) +v(x)|uo|”_2u0(vj — Up))dvg — 0,/ — 0.
Isso € equivalente a
/Mvg(vj — U)l|Vgyj| "V gv; — [Vguo|"~*Vguol + V(x)(v; — uo)l| ;| v — [uo| "2 uoldvg
> /MZ'H |Vgv— Vguo]”+\/(x)2”_1 |V — upo|"dvg
=21 /M |Vg(vj — tp)|" +V(x)|v; — tg|dvg — 0, — 0.

Implicando que
2" M|y — wollg — 0, — oo,

entdo ||v; — ug||z — 0 conforme j — co. Isso, juntamente com (5-46), implica que cy = ce,
o que ¢é absurdo, pois ¢y > 0 e c. < 0. Portanto, uy # up. Como f(x,s) = 0 para todos
(x,8) € M x (—o0,0], pode-se ver facilmente que uy > 0 e ug > 0. Isso completa a prova

do teorema. ]

Para concluir, vamos construir exemplos de f’'s para mostrar que (f;)-(f5) ndo

implicam (Hs).

Proposicao 5.13 Existem funcoes continuas f : M X R — R tais que (f1)-(fs) sdo satisfei-

tas, mas (Hs) ndo é satisfeita.

Prova. Seja ¢ que satisfaga as hipéteses (P1) e (d2), p > 1 seja dado em (P+), / seja um
inteiro tal que / > n, g =nl/(n—1)+1 e S; seja definido por (5-8). Pelo Lema 5.3, S, é



92

atingido por alguma fun¢@o ndo negativa u € E. Seja Cy um niimero positivo tal que

c - (q_n)(Q—n)/n< oo >(q—n)(n—1)/nSq
I q (p— 1)t 9

Seja x : [0,00) — R uma fungdo suave tal que 0 < x < 1, x =0 em [0,A], x =0 em

[2A,0¢], e |X/| < 2/A, onde A é uma constante positiva a ser determinada posteriormente.

Definimos 1
n—1

Tt (1))
2INC, Yo, WX -t >
0, t<0.

Agora verificamos (f1)-(fs) para uma escolha apropriada de A da seguinte forma:

(fi) :Se A>1,entdo 0 < tn/(n=1) —x(t)t1/(”f1) < ¢n/(n=1) para todo t > 0. Assim,

g 1
f(t) _2II'C (etn/(n—1)_x(t)t1/(n—1) _I_Z1 (tn_1 —X(t)tn—1 )k>
= 'Cq

par k!
nk
< 2’/|C etn/(n—1) B /_21 tn—1
- = kKl

< 2'NCu (1" (1),

para todo t > 0. Assim, (f;) € satisfeito quando A > 1.
(f) : Quando t € [0, A], temos X(f)=0e

¢ nk
/f(t)dt=2’l!CqZ/ —dt<2l'thZ—dt_tf() (5-51)
0 !

Quando t > A, afirmamos que se A for escolhido suficientemente grande, digamos
A > 41 entio

! (t% _X(t)tﬁ)k (t% _X(t)tﬁ)k+1 A%
/ dt < — L (5-52)
A k! (k+1)! (k+1)!

De fato, se definirmos

T xR AT
W)=/A K| dt= (k+1)! k)
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n 1 n 1
t=1 —x(Ot=T)K (1T —x(t)tT)K ( n 1
( ’;E) AR ’;f) ) ( tmT — X ()T — x(t)tn1—1—1).

Seja A> 4"=1 Entdo, para t € [A,00), temos:

n freT "(tyta=T = 1 )T - AT 1 Arer 1
X X n— n—1

n—1
1
1)  4(n—1)?

Portanto, y/(t) < 0, e assim nossa afirmacao (5-52) é valida. Note que

A t nk1 An(k+11) k 1 An(k+11)
n— n— 1 n—
dt = MLy . (5-53)
o k! (k+ 1)1 2Ky q (k+1)!

Segue de (5-52) e (5-53) que quando t > A,

T ()t
[y,
0 k! (k+1)!

e, assim,

/ (t y< i, (5-54)
v

para algum p > n. Isso, juntamente com (5-51), implica que (f) € satisfeito.
(f3) : Seja A>4"~1. Em vista de (5-54), quando t > A,

- /tf(t)dt < (1)
0

(f4) : Como / > n, obtemos F(t)/t" — 0 quando t — 0*. Assim, (fy) é satisfeito.
(f5) : Note que /("= — 1/(n=1) > /(1) /2 para todo t > 2. Seja A > 2. Entdo, para
todo t > A, temos

Assim, (f3) € satisfeito.

(t777 —x(t)tT)!

g > 2/Cy(t7=7 /2)! = Cqt7 .

f(t) >2'1c,
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Quando t € [0, A], obtemos

nl

fn—1

_nl g—1
T =2Cet

f(t) >2'1ne,

Assim, (f5) é satisfeito. Em resumo, f(t) satisfaz (f;)-(fs) se A > 471,

Finalmente, verificamos que (Hs) ndo € satisfeito. Quando t > 2A, temos

n 1 =1 e ek
/ T g (tn - tn—1)
f(ty=2'1c, (e _ZT .

Segue que

lim tf()e ! =0.

t—+00

Assim, f(t) ndo satisfaz (Hs).



CAPITULO 6

Apéndice

Para qualquer niimero inteiro n > 2 e nimero real s, definimos uma funcdo

¢:NxR — R por
n—2

Cn(s) = €° — i
k=0

$ o5 e
Kl = K

Proposicao 6.1 Se s > 0, p > 1 sdo niimeros reais e n > 2 é um niimero inteiro, entdao

vale

(Cn(8))° < Cn(ps)- (6-1)

Prova. Provamos por indu¢do em relagdo a n. Definimos uma fun¢do
d(s) = (7 —1)P — (6™ —1). (6-2)
E facil verque paras>0ep>1,
¢'(s) = p(e® — 1P~ — pe”® <0.

Portanto, ¢(s) < $(0) =0 e, assim, a desigualdade (6-1) vale para n=2. Suponhamos que

(6-1) vale para n > 2, s6 precisamos provar que
(¢(n+1,8))P < ¢(n+1,ps).

Para este proposito, definimos
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Um célculo direto mostra

Aqui, usamos a hipétese de indugdo ((n(S))P < Cn(ps). Assim, P(s) < P(0) =0 para s > 0,
e, portanto, (6-2) vale. Portanto, (6-1) vale para qualquer nimero inteiro n > 2. O
Proposicio 6.2 Paratodosn>2,s>0,t>0,u>1ev>1com1/u+1/v=1,vale
1 1
Cn(s+1) < —Cp(rs) + —Cp(Vvi).
w v

Prova. Observando que

0? 02

52 l(2.9) = e®* >0, 520(8:9) = es >0,
e quando n > 4,
82 s n—2 Sk—2 s n—4 Sk
5a2 () kgz(k—z)! Lz

Cn(s+t) = c,,(l 1S + 1—wr) < lCn(us) + lCn(vt)-
v H v

Isso conclui a proposicao. 0

Proposicao 6.3 Para todo q > 1 e a,b > 0 vale que
a7 — b9 < g2 +b97")|a— b

Prova. Seja f uma funcdo f : [a, b] — R, definida por f(t) = t9, entdo f/(f) = qt9~" e sendo

continua em (&, b) existe fp € (a, b) tal que

1F(O)] < | (k)] = qtf ' < q(ad"+pI7"),
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pelo Teorema do Valor Médio,

|f(a) — f(b)| < q(a® '+ b7 ")|a—b].

Proposicao 6.4 Temos que Ay, € positiva. Uma vez que v > 0 e ¢ > 0 temos a diferenca
de dois termos positivos [,,(|Vgu|" +v(x)|u|")dvg >0 e [, (x)|u|"dvg > 0.

Proposicao 6.5 Para todo p > 1 e a,b> 0 vale.
(@a+b)P < a+p2P (@ b+ bP)
Prova. Note que, dividindo por a° e tomando x = g, precisamos provar que
(1+x)P < 1+p2P~ " (x +xP).

Para este propésito, seja f(x) = (1 + x)P (uma fungdo crescente), entdo f/(x) = p(1 + x)P~"
(também € uma funcao crescente). Pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe 8 € (0, x)
tal que:

f(x) — £(0) = f'(0)x < f'(x)x.

Assim,

A+x)P—1<p(1+x)P'x
< p2P~ 11+ xP "X

= p2P~ 1 (x + xP).

Proposicao 6.6 Para todo 0 < p,a <1 vale
(1—aP <1—pa.

Prova. Para este propésito, seja f(x) = (1 — x)P, entdo f/(x) = —p(1 — x)P~! (uma funcio

decrescente). Pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe 0 € (0, x) tal que
f(x) — £(0) = '(0)x < f'(0)x.

Assim,
A—xP—-1< —px=(1—-x"<1—px
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O
Proposicao 6.7 Para todo a,b € R" e p > 2 vale
(|b|P~2b—|alP~2a,b—a) > 2°7P|b— a|’.
Prova. Vamos comecar com a identidade
(|bIP~2b—|alP~2a,b— a) = |b|P~*(b,b) — |b|’~*(b, &) — |al’~*(a,b) +|a]’*(a,a)
= [blP — |b]P~2(b,a) — |a]’~*(a,b) +|al?
_2[blP - 2|b|P~2(b,a) —2|a|P~2(a, b) +2|alP
- 2
_ |b]P+[b[P3((b,b) —2(a b)) +|a|""*(—2(a,b) + (a a)) +|a’
- 2
_ |bIP+[bP~2(b—af* —|a®) +|alP%([b— a]* — |b]*) +|al?
B 2
b p—2 p—2 b p—2 p—2 b 2 _ 2
_lopotelape o (6P a6l —|al®)
2 2
Por outro lado,
(Ial+|b)P~2 < 2°7%(|alP~2 + [b]P7),
e usando que |a— b| < |a| +|b|, obtemos
25 P(|la— bl 2 < (|alP 2 +[b]P2).
Dessa forma, temos que
(|blP~2b—|a|P2a,b—a) > 27 (|b|P2 +|alP?)|b—a|* > 22" P|b—al.
O

Proposicao 6.8 Para todo a,b>0e 0 < p <1, vale
(a+b)P < & +bP.

Proposicao 6.9 (Desigualdade de Holder) Seja E um espaco vetorial normado. Para
1< p,q < oo, tais que ;_j+g, =1, tomando f € LP(E) e g € LI(E) temos que fg € L'(E).
Além disso,

Ifglls < [[fllollgllq-
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Proposicao 6.10 (Desigualdade de Minkowski) Seja E um espaco vetorial normado.
Para 1 < p < oo, tomando f,g € LP(E) temos que f+g € LP(E). Além disso,

I +gllo < [Ifllp+lgllp-

Proposicao 6.11 (Desigualdade de Young) Se p e q sdo niimeros reais positivos tais que
)

ot (1—7 =1, entdo, para todo par de niimeros reais a e b ndo negativos vale a desigualdade:

a
ab< —4+—.
p q



CAPITULO 7/

Consideracoes Finais

Através dos estudos de Yang [64] e de Li e Liu [32], a desigualdade de Trudinger-
Moser € comprovada para variedades Riemannianas completas, sob determinadas hipo-
teses, curvatura de Ricci limitada inferiormente e raio injetivo estritamente positivo. En-
tretanto, nas demonstracdes apresentadas por Yang [64, Teorema 2.6], identificamos um
erro insolivel. Em futuras pesquisas, almejamos estender esses resultados para incluir

derivadas de ordem superior.
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