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Resumo

Bonfim, Douglas. Estudo do Problema de Valor Inicial para a Equação de
Benjamin-Ono Dissipativa (dBO) em Espaços de Sobolev com Peso. Goiânia,
2025. 58p. Dissertação de Mestrado. Instituto de Matemática e Estatística
(IME), Universidade Federal de Goiás (UFG).

Neste trabalho mostramos a Boa Colocação em espaços de Sobolev com peso para
o problema de valor inicial associado a equação dissipativa de Benjamin-Ono (dBO).
Determinamos propriedades de Persistência da solução em espaços de Sobolev com peso
Zs ,r , assim como propriedades de continuação única nestes espaços.

Palavras–chave

Boa colocação, dBO, Espaço de Sobolev com peso, Transformada de Fourier,
Derivada Fracionária, Derivada de Stein



Abstract

Bonfim, Douglas. Study of the Initial Value Problem for the Dissipative
Benjamin-Ono Equation (dBO) in Weighted Sobolev Spaces. Goiânia, 2025.
58p. MSc. Dissertation. Instituto de Matemática e Estatística (IME), Universi-
dade Federal de Goiás (UFG).

In this work we show the well-posedness in weighted Sobolev spaces for the initial value
problem associated with the dissipative Benjamin-Ono (dBO) equation. We determine
persistence properties of the solution in weighted Sobolev spaces Zs ,r , as well as unique
continuation in these spaces.

Keywords

Well-posedness, dBO equation, weighted Sobolev spaces, Fourier Transform,
Fractional derivative, Stein derivative
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CAPÍTULO 1
Introdução

Este trabalho é baseado no artigo [5] onde faremos o estudo do problema de valor
inicial (PVI) para a equação de Benjamin-Ono dissipativa (dBO),ut +H∂2

xu +Dαu +uux = 0

u(x ,0) = ϕ(x ),
(1-1)

onde, 1 ≤ α≤ 2 com α = 1 +a e D s denota a derivada fracionária de ordem s , definida
via transformada de Fourier como

D s f (x ) = (|ξ|s f̂ )∨(x ), (1-2)

e H representa a transformada de Hilbert definida como

Hf (x )= p.v .
1
π

∫
R

f (y)
x −y

dy

= F−1(−isgn(ξ)f̂ (ξ))(x ).
(1-3)

Note que ao tomarmos α = 0, (1-1) denota a equação de Benjamin-Ono (BO),
que representa um modelo para a propagação de ondas internas unidirecionais de longo
comprimento de onda em fluidos estratificados profundos. Dentro de espaços de Sobolev,
a BO tem sido bastante estudada nos últimos anos, em relação a boa colocação global e
local, veja [3], [12] e [19]. E também em relação ao princípio de continuação único, veja
[9], [13] e [14].

Ao tomar α = 2, (1-1) se torna a equação de Benjamin-Ono-Burguers (BOB)

∂tu +H∂2
xu−∂2

xu +uux = 0.

A BOB foi inicialmente deduzida por Edwin e Roberts em [6]. Otani obteve a boa
colocação global em H s (R), onde s >−1

2 , veja [17]. Em seguida, Vento demonstrou que
este índice é crítico no sentido de que para s <−1

2 , ϕ→ u não é de classe C 3 de H s em
H s , veja [20].
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Quanto a dBO, sua boa colocação foi primeiro estudada por Vento [20]. Ele
obteve a boa colocação global em H s para o caso em que 1 < α≤ 2, onde s >−α

4 e a
má colocação quando s <−α

4 , no sentido de que ϕ→ u não é C 3 numa vizinhança da
origem. Tomando 0 ≤ α< 1, ele mostrou que em H s , para todo s ∈ R o problema é mal
colocado, no sentido de que ϕ→ u não é C 2 na origem.

Ao longo deste trabalho a solução estudada de (1-1) será a solução da equação
integral associada à este problema e sua dedução será realizada no capítulo 2.

A seguir, temos os resultados que serão provados neste trabalho:

Teorema 1.1 Seja a ∈ (0,1], então as seguintes afirmações são verdadeiras

i) Sejam s ≥ r > 0 e r < 3
2 +a. Então, o PVI associado a dBO é globalmente bem

colocado em Zs ,r .

ii) Sejam r ∈ [3
2 +a, 5

2 +a) e r ≤ s . Então, o PVI associado a dBO é globalmente bem

colocado em Żr ,s .

Teorema 1.2 Seja u ∈ C ([0,T ];Z1,1) uma solução do PVI associado a dBO, com

a ∈ (0,1]. Se existirem dois tempos diferentes t1, t2 ∈ [0,T ] tais que u(tj ) ∈ Z 3
2 +a , 3

2 +a , com

j = 1,2, então

û(0, t ) = 0,∀t ∈ [0,T ].

Teorema 1.3 Seja u ∈ C ([0,T ];Z2,2) uma solução do PVI associado a dBO,com

a ∈ (0,1]. Se existirem três tempos diferentes t1, t2, t3 ∈ [0,T ] tais que u(tj ) ∈ Z 5
2 +a , 5

2 +a ,

com j = 1,2,3, então existe t̄ , com t1 < t̄ < t2 tal que

u(x , t ) = 0,∀x ∈ R, t ≥ t̄ .

Para a demonstração do Teorema 1.1 definiremos o conceito de boa colocação
global.

Definição 1.4 Sejam X e Y espaços de Banach e seja F : Y −→ X uma função contí-

nua. Dizemos que o problema ∂tu(t ) = F (u(t )) ∈ X

u(0) = ϕ ∈ Y ,
(1-4)

é bem colocado globalmente quando existe uma única solução u ∈ C ([0,∞),Y ) tal que

1. u(0) = ϕ e

lim
h→0

∥∥∥∥u(t +h)−u(t )
h

−F (u(t ))

∥∥∥∥
X

= 0,∀t ∈ [0,∞), (1-5)

com a derivada em t = 0 tomada pela direita,
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2. a aplicação ϕ 7→ u é contínua. Mais precisamente, dados ϕn
Y−→ ϕ∞ e

un ,n = 1,2,3, ...,∞ as soluções correspondentes. Então para cada T > 0 temos

que

lim
n→∞

sup[0,T ] ∥un (t )−u(t )∞∥Y = 0. (1-6)

Note que nesta definição está implícita a propriedade de persistência da solução, isto é,

se ϕ ∈ Y , logo u(t ) ∈ Y ,∀t ∈ [0,T ].

O trabalho está dividido em cinco Capítulos, onde no Capítulo 2 apresentaremos
notações e resultados essenciais ao trabalho. No Capítulo 3 faremos a demonstração do
Teorema 1.1, onde mostraremos a boa colocação global de (1-1) além de observar que o
termo dissipativo na dBO, Dαu, tem o efeito de abaixar os índices r e s no espaço com
peso Zs ,r .

Nos Capitulos 4 e 5 demonstraremos os Teoremas 1.2 e 1.3, respectivamente.
Esses Teoremas nos mostram que o Teorema 1.1 é sharp, ou seja, que não se pode
conseguir índices r maiores que 3

2 +a tais que as partes i) e ii) do Teorema 1.1 sejam
válidas. E reciprocamente, mostram também que os índices 3

2 +a e 5
2 +a não podem ser

diminuídos.
Como consequências destes três Teoremas 1.1-1.3, temos que o decaimento

r = 3
2 +a− é "sharp", ou seja, a solução u de (1-1) com valor inicial ϕ ∈ Zs ,r com

3
2 +a ≤ r ≤ s e ϕ̂(0) ̸= 0 é de tal forma que u ∈ C ([0,T ];Zs ,( 3

2 +a)−) para T > 0, mas não
existe uma solução não-trivial u com valor inicial ϕ tal que u ∈ C ([0,T ];Zs ,( 3

2 +a)). De
forma similar, o decaimento r = 5

2 +a− é o maior possível tal que para algum T > 0,
existem soluções não-triviais u ∈ C ([0,T ]; Żs ,( 5

2 +a)−), mas não existe uma solução não-
trivial u ∈ C ([0,T ]; Żs ,( 5

2 +a)).



CAPÍTULO 2
Resultados Preliminares

Neste capítulo apresentaremos os resultados essenciais para o desenvolvimento
deste trabalho.

2.1 Notações

Usaremos a notação a ≲ b para indicar que existe uma constante c > 0 tal que
a ≤ cb. Também usaremos a notação a ≲l b para indicar que a constante c depende
apenas do parâmetro l .

Definimos a transformada de Fourier de uma função f como:

f̂ (ξ) =
∫
R
e−iξx f (x )dx .

Se s ∈ R, denotaremos H s := H s (R) como o espaço de Sobolev definido por

H s (R) = {f ∈ S ′(R) : ∥f ∥H s <∞}

onde ∥f ∥H s = ∥⟨ξ⟩s f̂ ∥L2
ξ
, ⟨ξ⟩ = (1 +ξ2)1/2 e S ′ representa o conjunto de todas as distri-

buições temperadas, veja [15].
Adicionalmente, o potencial de Bessel J s é definido por

(J s f )∧(ξ) = ⟨ξ⟩s f̂ (ξ),∀f ∈ S ′,

e consequentemente ∥J s f ∥L2
x

= ∥f ∥H s .
O espaço de Sobolev com peso é definido por

Zs ,r = H s (R)∩L2
r (R),

onde L2
r (R) = L2(⟨x ⟩2rdx ) e a norma neste espaço dada por ∥ · ∥2

Zs ,r
= ∥ · ∥2

H s +∥ · ∥2
L2
r
.
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Também utilizaremos o seguinte espaço:

Żs ,r = {f ∈ Zs ,r : f̂ (0) = 0}.

Para auxiliar nas estimativas das demonstrações dos teoremas nos próximos
capítulos, utilizaremos a função χ ∈ C∞

0 , com suppχ⊂ [−2,2] e χ≡ 1 em (−1,1).
Também vamos denotar a norma L2 na variável x por ∥ · ∥L2

x
:= ∥ · ∥.

2.2 Resultados

Proposição 2.1 Sejam δ,ν> 0 tais que J δf ∈ L2(R) e ⟨x ⟩δ ∈ L2(R). Então para qual-

quer β ∈ (0,1),

∥Jβδ(⟨x ⟩(1−β)νf )∥ ≤ c∥⟨x ⟩νf ∥1−β∥J δf ∥β. (2-1)

Prova. Veja [9]. □

Observação 2.2 Assumindo u suficientemente regular, obtemos para cada t em que a

solução existe que ∫
u(x , t )dx =

∫
ϕ(x )dx .. (2-2)

Prova. Tomemos u suficientemente regular, logo podemos calcular a integral
∫
Ru(x , t )dx

e também podemos derivar esta expressão em relação a t , onde obtemos

∂t

∫
R
u(x , t )dx=

∫
R
ut dx

=
∫
R

(−H∂2
xu−Dαu−uux )dx

= −
∫ ∞

−∞
H∂2

xu dx −
∫ ∞

−∞
Dαu dx −

∫ ∞

−∞
uux dx ,

= 0.

Assim, temos que
∫
Ru(x , t )dx = K , ∀t ∈ R. Pela condição inicial de (1-1) temos que∫

R
u(x ,0)dx =

∫
R
ϕ(x )dx = K ,

portanto, ∫
R
u(x , t )dx =

∫
R
ϕ(x )dx ,

e assim, concluímos a demonstração para a identidade (2-2). □

Onde (2-2) implica que
û(0, t ) = ϕ̂(0),. (2-3)
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Prova.
û(0, t ) =

∫
R
e−iξ·0u(x , t )dx =

∫
R
u(x , t )dx

e
ϕ̂(0) =

∫
R
e−iξ·0ϕ(x )dx =

∫
R
ϕ(x )dx .

Portanto, por (2-2) segue que

û(0, t ) = ϕ̂(0).

□

Temos também as seguinte relações assumindo-se u suficientemente regular:

d

dt
∥u(t )∥2 < 0, (2-4)

Prova. Vamos multiplicar (1-1) por u e integrar em relação a x , onde obtemos∫
uut dx +

∫
uH∂2

xu dx +
∫

uDαu dx +
∫

u2ux dx = 0,

que implica em
1
2
d

dt
∥u(t )∥2 +

∫
uDαu dx +

∫
u2ux dx = 0.

Mas note que, integrando por partes obtemos∫
u2ux dx = −2

∫
u2ux dx .

Logo, ∫
u2ux dx = 0.

E também temos que ∫
uDαu dx =

∫
ûD̂αu dx

=
∫

û|ξ|αû dx

=
∫

|ξ|α|û|2 dx

≥ 0.

Assim, segue que
1
2
d

dt
∥u(t )∥2 < 0.

□
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e
d

dt

∫
xu(x , t )dx =

1
2
∥u(t )∥2. (2-5)

Prova.

d

dt

∫
xu(x , t )dx=

∫
d

dx
xu(x , t )dx

=
∫

xut dx

= −
∫

xH∂2
xu dx −

∫
xDαu dx − 1

2

∫
x∂xu

2 dx

=
1
2

∫
u2 dx

=
1
2
∥u(t )∥2.

□

Ao definir Lp
s := (1−∆)−s/2Lp(Rn ), o próximo teorema trará uma caracterização

para estes espaços.

Teorema 2.3 Seja b ∈ (0,1) e 2n
n+2b < p <∞. Então f ∈ Lp

b (Rn ) se, e somente se

a) f ∈ Lp(Rn ),

b) Dbf (x ) = (
∫
Rn

|f (x )−f (y)|2
|x−y |n+2b dy)1/2 ∈ Lp(Rn ), com

∥f ∥b,p ≡ ∥(1−∆)b/2f ∥p = ∥J bf ∥p ≃ ∥f ∥p ≃ ∥f ∥p +∥Dbf ∥p ≃ ∥f ∥p +∥Dbf ∥p ,

(2-6)
onde para s ∈ R, D s = (−∆)s/2 com D s = (H∂x )s , se n = 1.

Prova. Veja [18]. □

Fazendo p = 2 e b ∈ (0,1) no item b) do Teorema 2.3 obtemos a seguinte
desigualdade:

∥Db(fg)∥2 ≤ ∥fDbg∥2 +∥gDbf ∥2. (2-7)

Lema 2.4 Seja b ∈ (0,1) e h uma função mensurável em R tal que h,h ′ ∈ L∞. Então,

para todo x ∈ R

Dbh(x ) ≤ ∥h∥L∞ +∥h ′∥L∞ . (2-8)

Além disso,
∥Db(hf )∥ ≤ ∥Dbh∥∞∥f ∥+∥h∥∞∥Dbf ∥. (2-9)

Prova. Veja [8]. □
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Agora retornando a equação associada à dBO, temos que a integral associada ao
PVI (1-1) é dada por:

u(t ) = U (t )ϕ−
∫ t

0
U (t −τ)z (τ)dτ, (2-10)

no qual z = 1
2∂xu

2, e o semigrupo U (t ) é definido como:

(U (t )ϕ)∧(ξ) = e−itξ|ξ|−t |ξ|αϕ̂, t ∈ [0,∞). (2-11)

Prova. Vamos aplicar a transformada de Fourier à dBO (1-1) e resolver a EDO:

(ut +H∂2
xu +Dαu)∧ = (−uux )∧

(ut )
∧ + (H∂2

xu)∧ + (Dαu)∧ = (G)∧,

onde definimos G = uux , assim

ût + isgn(ξ)ξ2û + |ξ|αû = Ĝ

ût + iξ|ξ|û + |ξ|αû = Ĝ

ût + (iξ|ξ|+ |ξ|α)û = Ĝ ,

aplicando o metodo do Fator integrante com µ(t ) = e (iξ|ξ|+|ξ|α)t obtemos

d

dt
[µ(t )û] = µ(t )Ĝ ,

e integrando com relação a τ em [0, t ] obtemos

∫ t

0

d

dτ
[µ(τ)û]dτ =

∫ t

0
µ(τ)Ĝ dτ,

e pela condição inicial de (1-1),

µ(t )û(t ) = ϕ̂(x ) +
∫ t

0
µ(τ)Ĝ dτ,

multiplicando ambos os lados por µ(−t ) obtemos

û(t ) = ϕ̂µ(−t ) +
∫ t

0
µ(τ− t )Ĝ dτ.

Definindo-se (U (t )ϕ)∧(ξ) = e (−itξ|ξ|−|ξ|αt )ϕ̂, com t ∈ [0,∞), ao aplicar a Transformada
de Fourier Inversa, obtemos

u(t ) = U (t )ϕ−
∫ t

0
U (t −τ)uux dτ,
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e como uux = 1
2∂xu

2 = z(t), segue que

u(t ) = U (t )ϕ−
∫ t

0
U (t −τ)z (τ)dτ.

□

A partir de (2-11), vamos definir ψ(ξ, t ) = e−itξ|ξ|−t |ξ|α , onde α = 1 +a,
a ∈ (0,1], e calcular as derivadas até terceira ordem de ψ(ξ, t )ϕ̂:

∂ξ(ψ(ξ, t )ϕ̂) =
[
−
(
t (1 +a)|ξ|asgn(ξ) + 2it |ξ|

)
ϕ̂+∂ξϕ̂

]
ψ(ξ, t ), (2-12)

∂2
ξ(ψ(ξ, t )ϕ̂) =

[(
t2(1 +a)2|ξ|2a − t (1 +a)a|ξ|a−1 + 4it2(1 +a)|ξ|a+1sgn(ξ)−4t2ξ2−

−2itsgn(ξ)
)
ϕ̂−

(
2t (1 +a)|ξ|asgn(ξ) + 4it |ξ|

)
∂ξϕ̂+∂2

ξψ̂
]
ψ(ξ, t ),

(2-13)

∂3
ξ(ψ(ξ, t )ϕ̂) =

[(
3t2a(1 +a)|ξ|2a−1sgn(ξ)− t (a2 −1)a|ξ|a−2sgn(ξ)−4itδξ−

−(1 +a)3t3|ξ|3asgn(ξ) + 2i (1 +a)(4 + 3a)t2|ξ|asgn(ξ)−

−6i (1 +a)2t3|ξ|2a+1 + 12(1 +a)t3|ξ|a+2sgn(ξ) + 8it3|ξ|3−

−12t2ξ
)
ϕ̂+

+
(

3(1 +a)2t2|ξ|2a + 12i (1 +a)t2|ξ|a+1sgn(ξ)−3a(1 +a)t |ξ|a−1−

−12t2ξ2 −6itsgn(ξ)
)
∂ξϕ̂−

(
3(1 +a)t |ξ|asgn(ξ) + 6it |ξ|

)
∂2
ξϕ̂+

+∂3
ξϕ̂

]
ψ(ξ, t ).

(2-14)

O termo δξ acima representa a função delta de Dirac com respeito a variavél ξ.
Os próximos resultados nos trarão desigualdades que vão ser muito importantes

para calcular algumas estimativas nas demontrações vindouras, assim como trazer carac-
terizações que serão muito utéis para para verificar se alguns elementos pertencem ou não
a L2(R).

Lema 2.5 Seja λ> 0, então

∥ξ2λψ(ξ, t )∥L∞
ξ
≤ c(a,λ)t−

2λ
a+1 , (2-15)

onde

c(a,λ) =

(
(a + 1)e

2λ

)− 2λ
a+1

.

Mais ainda, temos que

∥|ξ|σe−t |ξ|1+a
∥L2

ξ
= cσ,a t

− 2σ+1
2(1+a) . (2-16)
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Prova. Temos que

|ξ2λψ(ξ, t )|= |ξ2λe−itξ|ξ|−t |ξ|1+a
|

≤ |ξ2λ||e−itξ|ξ|||e−t |ξ|1+a
|

≤ ξ2λe−t |ξ|1+a
.

Agora vamos definir φ(ξ, t ) := ξ2λe−t |ξ|1+a
e calcular ∂ξφ(ξ, t ), onde obtemos

∂ξφ(ξ, t ) = ξ2λe−t |ξ|1+a
(2λ
ξ

− t (1 +a)|ξ|a
)

.

Note que ∂ξφ(ξ, t ) = 0 se, e somente se, (2λ
ξ − t (1 +a)|ξ|a ), onde obtemos a seguinte

igualdade:

(|ξ|1+a )
1

1+a =
( 2λ

1 +a

) 1
1+a

(1
t

) 1
1+a

,

que implica em

|ξ| = |ξ0| =
( 2λ

1 +a

) 1
1+a

t−
1

1+a .

Mais ainda, calculando-se φ(0, t ) e o limite de φ(ξ, t ) com ξ−→∞, obtemos que
φ(0, t ) = 0 e φ(ξ, t ) −→ 0. Logo, voltando em |ξ2λψ(ξ, t )| ≤φ(ξ0, t ), vamos calcular o
valor de φ(ξ0, t ):

φ(ξ0, t )= (ξ0)2λe−t |ξ0|1+a

=
(( 2λ

1 +a

) 1
1+a t−

1
1+a

)2λ
e−t |( 2λ

1+a )
1

1+a t−
1

1+a |1+a

=
( (1 +a)e

2λ

)− 2λ
1+a

t−
2λ

1+a

= c(a,λ)t−
2λ

1+a .

Assim concluímos que |ξ2λψ(ξ, t )| ≤φ(ξ0, t ) = c(a,λ)t−
2λ

1+a . Quanto a segunda parte do
Lema,

∥|ξ|σe−t |ξ|1+a
∥2
L2
ξ

=
(∫

|ξσe−t |ξ|1+a
|dξ

)2
=
∫

|ξ2σe−2t |ξ|1+a
|dξ

=
∫
ξ2σe−2t |ξ|1+a

dξ,

fazendo a mudança de variavéis ξ = t−
1

1+aw∫
ξ2σe−2t |ξ|1+a

dξ = t
−2σ−1

1+a

∫
w2σe−2|w |1+a

dw

= c2
σ,a t

−2σ−1
1+a .
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Assim, ∥|ξ|σe−t |ξ|1+a∥L2
ξ

= cσ,a t
−2σ−1

1+a . □

Proposição 2.6 Para todo t > 0, λ> 0 e s ∈ R, U (t ) ∈ B(H s (R),H s+λ(R)) e

∥U (t )ϕ∥H s+λ ≤ c(a,λ)(1 + t−
λ

1+a )∥ϕ∥H s . (2-17)

Prova. Segue do Lema 2.5. □

Proposição 2.7 Sejam ϕ ∈ H s e u solução do PVI associada a dBO, então

u ∈ C ((0,T ];H∞), (2-18)

e

∥u(t )∥H s+λ ≤ c(a,λ,T )t−
λ

1+a ∥ϕ∥H s , t ∈ (0,T ],s >
1
2

,0 ≤ λ< a + 1. (2-19)

Prova. A demonstração de que u ∈ C ((0,T ];H∞) segue do argumento Bootstrapping,
veja [2], assim provaremos a desigualdade (2-19). Para isso usaremos a equação integral
associada a dBO, a Proposição 2.6 e o Lema X4 de [16],

∥u(t )∥H s+λ= ∥U (t )ϕ−
∫ t

0
U (t −τ)z (τ)dτ∥H s+λ

≤ ∥U (t )ϕ∥H s+λ +∥
∫ t

0
U (t −τ)z (τ)dτ∥H s+λ

≤ c(a,λ)(1 + t−
λ

1+a )∥ϕ∥H s + c(a,λ)
∫ t

0
(1 + (t −τ)−

1
1+a )∥∂xu(τ)2∥H s+λ−1 dτ

≲a ,λ t
− λ

1+a (1 + t
λ

1+a )∥ϕ∥H s +
∫ t

0
((t −τ)

1
1+a + 1)(t −τ)−

1
1+a ∥u2(τ)∥H s+λ dτ

≲a ,λ,T t−
λ

1+a ∥ϕ∥H s +
∫ t

0
(t −τ)−

1
1+a ∥u(τ)∥L∞

x ∥u(τ)∥H s+λ dτ

≲a ,λ,T t−
λ

1+a ∥ϕ∥H s +
∫ t

0
(t −τ)−

1
1+a ∥u(τ)∥H s∥u(τ)∥H s+λ dτ

≲a ,λ,T t−
λ

1+a ∥ϕ∥H s +MT

∫ t

0
(t −τ)−

1
1+a ∥u(τ)∥H s+λ dτ,

onde MT = sup[0,T ]∥u(t )∥H s . A conclusão desta prova decorre da aplicação de uma
versão do Lema de Gronwall, veja [10], seção 1.2.1. □

Lema 2.8 Sejam a ∈ (0,1) e λ ∈ Z+, então

∥Db
ξ(ψ(ξ, t )|ξ|λϕ̂)∥ ≤ ca ,λ(t

− λ
1+a + t

1−λ
1+a + t

a−λ
1+a )∥f ∥+ t−

λ
1+a ∥|x |bf ∥, (2-20)
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mais ainda, a desigualdade é válida se |ξ|λ for substituído por |ξ|λ1ξλ2 , λ = λ1 +λ2,

λ1,λ2 ∈ Z+.

Prova. Inicialmente temos que ∂ξψ = −(t (1 +a)|ξ|asgn(ξ) + 2it |ξ|)ψ. Assim, utilizando
o Lema 2.4, o Lema 2.5 e a aplicação (2-8):

∥Db
ξ(ψ|ξ|λf̂ )∥≲ ∥Db

ξ(ψ|ξ|λ)f̂ ∥+∥ψ|ξ|λDb
ξ(f̂ )∥

≲ ∥Db
ξ(ψ|ξ|λ)∥∞∥f ∥+∥ψ|ξ|λ∥∞∥Db

ξ f̂ ∥

≲b (∥|ξ|λψ∥∞ +∥∂ξ(|ξ|λψ)∥∞)∥f ∥+∥|ξ|λψ∥∞∥Db
ξ f̂ ∥

≲b ((t−
λ

1+a ) + (t
1−λ
1+a + t

a−λ
1+a ))∥f ∥+ t−

λ
1+a ∥|x |bf ∥

≲b (t−
λ

1+a + t
1−λ
1+a + t

a−λ
1+a ))∥f ∥+ t−

λ
1+a ∥|x |bf ∥.

A demonstração é análoga para o segundo caso ao substituir |ξ|λ por |ξ|λ1ξλ2 . □

O próximo Lema será essencial nas nossas estimativas quando lidarmos com a
tranformada de Hilbert em espaços de Sobolev com peso.

Lema 2.9 Seja −1
2 < ν< 1

2 , então a transformada de Hilbert H é um operador limitado

em L2(|x |νdx ), isto é,

∥Hf |x |ν∥≲ ∥f |x |ν∥. (2-21)

Prova. Veja [11], onde uma versão mais geral deste Lema pode ser encontrada. □

A próxima proposição é vital para obtenção de nossas estimativas e também na
demonstração dos Teoremas 1.2 e 1.3.

Proposição 2.10 Para qualquer θ ∈ (0,1) e γ> 0,

Dθ(|ξ|γχ(ξ))(η) ∼


c|η|γ−θ + c1,γ ̸= θ, |η| ≪ 1,

c(−ln|η|) 1
2 ,γ = θ, |η| ≪ 1,

c

|η|
1
2 +θ

, |η| ≫ 1,

onde Dθ(|ξ|γχ(ξ))(·) é contínua em η ∈ R−{0}. Em particular, segue que

Dθ(|ξ|γχ(ξ))(·) ∈ L2(R) se, e somente, se θ< γ+ 1
2 .

De forma similar, segue que

Dθ(|ξ|γsgn(ξ)χ(ξ))(·) ∈ L2(R) se, e somente, se θ< γ+
1
2

. (2-22)

Prova. Proposição 2.9 em [7]. □
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Proposição 2.11 Seja γ ∈ [0, 1
2 ), então

Dγ(|ξ|γ−
1
2χ(ξ)) /∈ L2(R). (2-23)

Prova. Seja η ∈ (0,1), fazendo γ1 = γ− 1
2 e realizando-se a mudança de variáveis

y−η = ξ

Dγ(|ξ|γ1χ(ξ))(η)2=
∫

(|y |γ1χ(y)−|η|γ1χ(η))2

|y−η|1+2γ dy

=
∫

(|ξ+η|γ1χ(ξ+η)−|η|γ1χ(η))2

|ξ|1+2γ dξ

=
∫
ξ∈(−η,0)

(|ξ+η|γ1χ(ξ+η)−|η|γ1χ(η))2

|ξ|1+2γ dξ︸ ︷︷ ︸
A(η)

+

+
∫
ξ/∈(−η,0)

(|ξ+η|γ1χ(ξ+η)−|η|γ1χ(η))2

|ξ|1+2γ dξ︸ ︷︷ ︸
B (η)

.

Na primeira integral acima, temos que 0 < ξ+η< η< 1, logo χ(ξ+η) = χ(η) = 1. Logo,
ao aplicar o Teorema do Valor Médio, existe z ∈ (ξ+η,η) tal que

(ξ+η)γ1 −ηγ1 = γ1z
γ1−1ξ.

Assim,

A(η)=
∫ 0

−η

((ξ+η)γ1 −ηγ1)2

|ξ|1+2γ dξ =
∫ 0

−η

(γ1z
γ1−1ξ)2

|ξ|1+2γ dξ

= γ2
1

∫ 0

−η

(zγ1−1ξ)2

|ξ|1+2γ dξ = γ2
1

∫ 0

−η

z 2(γ1−1)ξ2

|ξ|1+2γ dξ

≥ γ2
1

∫ 0

−η

η2(γ1−1)ξ2

|ξ|1+2γ dξ = γ2
1η

2(γ1−1)
∫ η

0
ξ1−2γ dξ

=
γ2

1

2(1−γ)
η−1 := g(η).

Como Dγ(|ξ|γ1χ(ξ))(η)2 ≥ g(η) para qualquer 0 < η< 1 e g /∈ L1
loc(R), concluímos a

demonstração. □

Proposição 2.12 Se f ∈ L2(R) e ϕ ∈ H 1(R), então

∥[Dγ;ϕ]f ∥ ≤ c∥ϕ∥H 2∥f ∥, (2-24)

onde γ ∈ (0,1) e [Dγ;ϕ] representa o comutador entre Dγ e ϕ.
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Prova. Notemos inicialmente que

([Dγ;ϕ]f )∧(ξ)= (Dγ(ϕf )−ϕDγf )∧(ξ)

=
∫

(|ξ|γ−|η|γ)ϕ̂(ξ−η)f̂ (η)dη,

e como ||ξ|γ−|η|γ| ≤ |ξ−η|γ, assim temos que

|([Dγ;ϕ]f )∧(ξ)|=
∫

|ξ−η|γ|ϕ̂(ξ−η)||f̂ (η)|dη

= c(|D̂γϕ| ∗ |f̂ |)(ξ).

uma vez que ∥D̂γϕ∥L1 ≤ ∥Dγϕ∥H 1 ≤ ∥ϕ∥H 2 , aplicando a desigualdade de Young obte-
mos

∥[Dγ;ϕ]f ∥≤ c∥|D̂γϕ| ∗ |f̂ |∥

≤ c∥D̂γϕ∥L1∥f̂ ∥

≤ c∥ϕ∥H 2∥f ∥,

e assim concluímos a demonstração. □



CAPÍTULO 3
Boa Colocação

Neste capítulo realizaremos a demonstração do teorema de boa colocação global
do PVI associado à dBO. Abordaremos apenas o caso onde a ∈ (0,1), sendo que o caso
a = 1 pode ser verificado utilizando-se as ideias de [8].

Antes de começar a demonstração, precisamos de alguns resultados auxiliares.

3.1 Lemas

Lema 3.1 Seja θ ∈ (0,1]. Então para toda ϕ ∈ Zθ,θ(R),

∥Dθ
ξ (ψ(ξ, t )ϕ̂)∥≲a ρ1(t )∥⟨x ⟩θϕ∥, (3-1)

onde ρ1(t ) = 3 + t
1

1+a + t
a

1+a .

Prova. Seja θ ∈ (0,1), então por uma aplicação da identidade de Parseval, (2-6) e o Lema
2.8 com λ = 0, obtemos

∥Dθ
ξ (ϕ(ξ, t )ϕ̂)∥≲ ∥ψ(ξ, t )ϕ̂∥+∥Dθξ(ψ(ξ, t )ϕ̂)∥

≲a (3 + t
1

1+a + t
a

1+a )∥⟨x ⟩θϕ∥

≲a ρ1(t )∥⟨x ⟩θϕ∥.

(3-2)

O caso em que θ = 1 segue de forma análoga. □

Lema 3.2 Seja θ ∈ (1
2 , 1

2 +a). Então para toda ϕ ∈ Z1+θ,1+θ(R),

∥D1+θ
ξ (ψ(ξ, t )ϕ̂)∥≲a ρ2(t )∥⟨x ⟩1+θϕ∥, (3-3)

onde ρ2 é uma função crescente e contínua em [0,∞).
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Prova. Seja ϕ ∈ Z1+θ,1+θ(R), note que

D1+θ
ξ (ψ(ξ, t )ϕ̂)= Dθ

ξ (∂ξψ(ξ, t )ϕ̂)

= Dθ
ξ

(
ϕ̂∂ξψ(ξ, t ) +ψ(ξ, t )∂ξϕ̂

)
= Dθ

ξ (ϕ̂∂ξψ(ξ, t )) +Dθ
ξ (ψ(ξ, t )∂ξϕ̂).

(3-4)

Logo,

∥Dθ
ξ (ψ(ξ, t )ϕ̂)∥= ∥Dθ

ξ (ϕ̂∂ξψ(ξ, t )) +Dθ
ξ (ψ(ξ, t )∂ξϕ̂)∥

≤ ∥Dθ
ξ (ϕ̂∂ξψ(ξ, t ))∥+∥Dθ

ξ (ψ(ξ, t )∂ξϕ̂)∥.
(3-5)

Aplicando o Lema 2.8 com λ = 0 e ∂ξψ = −(t (1 +a)|ξ|asgn(ξ) + 2it |ξ|)ψ em (3-5), obte-
mos

∥D1+θ
ξ (ψ(ξ, t )ϕ̂)∥≤ ∥Dθ

ξ (ϕ̂∂ξψ(ξ, t ))∥+∥Dθ
ξ (ψ(ξ, t )∂ξϕ̂)∥

≲a (1 + t
1

1+a + t
a

1+a )∥∂ξϕ̂∥+∥Dθ
ξ∂ξϕ̂∥+

+ t∥Dθ
ξ (|ξ|asgn(ξ)ψϕ̂)∥︸ ︷︷ ︸

A1

+ t∥Dθ
ξ (|ξ|ψϕ̂)∥︸ ︷︷ ︸

A2

.
(3-6)

Precisamos agora estimar os termos A1 e A2. Note que para o termo A2, basta aplicar o
Lema 2.8 com λ = 1:

A2 = t∥Dθ
ξ (|ξ|asgn(ξ)ψϕ̂)∥

≲a t (t
− 1

1+a + 1 + t
a−1
1+a )∥ϕ∥+ tt−

1
1+a ∥|x |θϕ∥

≲a (1 + t
a

1+a + t
2a

1+a )∥ϕ∥+ t
a

1+a ∥|x |θϕ∥.

(3-7)

Agora para o termo A1, vamos utilizar a função χ, onde obtemos os termos A1,1 e A1,2,

A1 = t∥Dθ
ξ (|ξ|asgn(ξ)ψϕ̂)∥

= t∥Dθ
ξ (|ξ|asgn(ξ)ψϕ̂χ) +Dθ

ξ (|ξ|asgn(ξ)ψϕ̂(1−χ))∥

≤ t ∥Dθ
ξ (|ξ|asgn(ξ)ψϕ̂χ)∥︸ ︷︷ ︸

A1,1

+t ∥Dθ
ξ (|ξ|asgn(ξ)ψϕ̂(1−χ))∥︸ ︷︷ ︸

A1,2

.
(3-8)

Aplicando o Teorema 2.3 e o Lema 2.4 ao termo A1,2 encontramos

A1,2 = t∥Dθ
ξ (|ξ|asgn(ξ)ψϕ̂(1−χ))∥

≲ t (∥|ξ|aψ(1−χ)∥∞ +∥∂ξ(|ξ|asgn(ξ)ψ(1−χ))∥)∥ϕ∥+

+t∥|ξ|asgn(ξ)ψ(1−χ)∥∞∥Dθξϕ̂∥

≲ (2 + t
1−a
1+a + t

1
1+a )∥ϕ∥+ t

1
1+a ∥|x |θϕ∥.

(3-9)
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Agora reescrevendo A1,1,

A1,1= t∥Dθ
ξ (|ξ|asgn(ξ)ψϕ̂χ)∥

= t∥Dθ
ξ (|ξ|asgn(ξ)(ψ−1)ϕ̂χ) +Dθ

ξ (|ξ|asgn(ξ)ϕ̂χ)∥

≲ t∥Dθ
ξ (|ξ|asgn(ξ)(ψ−1)ϕ̂χ)∥︸ ︷︷ ︸

A1
1,1

+ t∥Dθ
ξ (|ξ|asgn(ξ)ϕ̂χ)∥︸ ︷︷ ︸

A2
1,1

.
(3-10)

Novamente, prosseguindo com o Lema 2.4 e com ∂ξψ,

A1
1,1= t∥Dθ

ξ (|ξ|asgn(ξ)(ψ−1)ϕ̂χ)∥

≲ t (∥|ξ|a (ψ−1)χ∥∞ +∥∂ξ(|ξ|asgn(ξ)(ψ−1)χ)∥∞)∥ϕ∥+

+t∥|ξ|a (ψ−1)χ∥∞∥Dθξϕ̂∥

≲a (t + t2)(∥ϕ∥+∥|x |θϕ∥).

(3-11)

Resta o termo A2
1,1, para isso vamos reescrevê-lo como

A2
1,1 = t∥Dθ

ξ (|ξ|asgn(ξ)ϕ̂χ)∥

= t∥Dθ
ξ (|ξ|asgn(ξ)(ϕ̂(ξ)− ϕ̂(0))χ) +Dθ

ξ (|ξ|asgn(ξ)ϕ̂(0)χ)∥

≲ t∥Dθ
ξ (|ξ|asgn(ξ)(ϕ̂(ξ)− ϕ̂(0))χ)∥︸ ︷︷ ︸

Ã

+ t∥Dθ
ξ (|ξ|asgn(ξ)ϕ̂(0)χ)∥︸ ︷︷ ︸

˜̃A

.
(3-12)

Denotando-se por L = |ξ|asgn(ξ)(ϕ̂(ξ)− ϕ̂(0))χ, podemos estimar ∥L∥,

∥L∥ = ∥|ξ|asgn(ξ)(ϕ̂(ξ)− ϕ̂(0))χ∥

≲ ∥|ξ|aχϕ̂(ξ)∥+∥|ξ|aϕ̂(0)χ∥

≲a ∥|ξ|aχ∥∥ϕ̂∥∞
= ∥⟨x ⟩ϕ∥.

(3-13)

Observe que

∂ξL = a|ξ|a−1sgn(ξ)(ϕ̂(ξ)− ϕ̂(0)) + |ξ|asgn(ξ)(ϕ̂(ξ)− ϕ̂(0))∂ξχ+ |ξ|asgn(ξ)χ∂ξϕ̂(ξ),

(3-14)
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assim tendo em vista que θ> 1
2 , podemos estimar ∥∂ξL∥:

∥∂ξL∥= ∥a|ξ|a−1sgn(ξ)(ϕ̂(ξ)− ϕ̂(0)) + |ξ|asgn(ξ)(ϕ̂(ξ)− ϕ̂(0))∂ξχ+ |ξ|asgn(ξ)χ∂ξϕ̂(ξ)∥

≲ ∥|ξ|a (
(ϕ̂(ξ)− ϕ̂(0))

ξ
)χ∥+∥|ξ|a∂ξϕ̂(ξ)χ∥+∥|ξ|a (ϕ̂(ξ)− ϕ̂(0))∂ξχ∥

≲ ∥|ξ|aχ∥∥∂ξϕ̂∥∞ +∥|ξ|aχ∥∞∥∂ξϕ̂∥+∥|ξ|a∂ξχ∥∥ϕ̂∥∞ +∥|ξ|a∂ξχ∥|ϕ̂(0)|

≲a ∥J θ∂ξϕ̂∥+∥xϕ∥+∥J θϕ̂∥

≲a ∥⟨x ⟩1+θϕ∥.

(3-15)

Das desigualdades (3-14) e (3-15), obtemos

Ã≲ t∥L∥H 1
ξ
≲ ∥⟨x ⟩1+θϕ∥. (3-16)

Como θ< 1
2 +a, aplicando a Proposição 2.10, concluímos que Dθξ(|ξ|asgn(ξ)χ) ∈ L2.

Portanto, pelo Teorema 2.3

˜̃A≲a t∥ϕ̂∥∞ + t∥ϕ̂∥∞∥Dθξ(|ξ|asgn(ξ)χ∥

≲a t∥⟨x ⟩ϕ∥.
(3-17)

Basta reunir as desigualdades (3-6), (3-7), (3-9), (3-11), (3-16) e (3-17) e assim concluí-
mos a demonstração. □

Lema 3.3 Seja θ ∈ (1
2 , 1

2 +a). Então para toda ϕ ∈ Ż2+θ,2+θ(R),

∥D2+θ
ξ (ψ(ξ, t )ϕ̂)∥≲a ρ3(t )∥⟨x ⟩2+θϕ∥, (3-18)

onde ρ3 é uma função crescente e contínua em [0,∞).

Prova. Seja ϕ ∈ Ż2+θ,2+θ(R). Note que

Dθ+2
ξ (ψ(ξ, t )ϕ̂)= Dθ

ξ (∂2
ξ(ψ(ξ, t )ϕ̂))

= Dθ
ξ (ϕ̂∂2

ξψ(ξ, t ) + 2∂ξϕ̂∂ξψ(ξ, t ) +ψ(ξ, t )∂2
ξϕ̂).

(3-19)

Usando (3-19) e a identidade de Plancherel, obtemos

∥Dθ+2
ξ (ψ(ξ, t )ϕ̂)∥= ∥Dθ

ξ (ϕ̂∂2
ξψ(ξ, t ) + 2∂ξϕ̂∂ξψ(ξ, t ) +ψ(ξ, t )∂2

ξϕ̂)∥

≲ ∥Dθ
ξ (∂2

ξψ(ξ, t )ϕ̂)∥︸ ︷︷ ︸
C

+∥Dθ
ξ (∂ξϕ̂∂ξψ(ξ, t ))∥︸ ︷︷ ︸

D

+∥Dθ
ξ (ψ(ξ, t )∂2

ξϕ̂)∥︸ ︷︷ ︸
E

.

(3-20)
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Para o termo E , aplicaremos o Lema 2.8 com λ = 0

E≲ (1 + t
a

1+a + t
1

1+a )∥∂2
ξϕ̂∥+∥Dθξ∂2

ξϕ̂∥

≲ (2 + t
a

1+a + t
1

1+a )∥x 2ϕ∥+∥|x |θ+2ϕ∥.
(3-21)

Quanto ao termo D , vamos reescrevê-lo, usando a expressão de ∂ξψ(ξ, t ),

D = ∥Dθ
ξ (∂ξϕ̂(−(t (1 +a)|ξ|asgn(ξ) + 2it |ξ|)ψ(ξ, t ))∥

≲ t∥Dθ
ξ (|ξ|asgn(ξ)ψ(ξ, t )∂ξϕ̂)∥︸ ︷︷ ︸

D1

+∥Dθ
ξ (|ξ|ψ(ξ, t )∂ξϕ̂)∥︸ ︷︷ ︸

D2

, (3-22)

onde o termo D1 se decompõe como

D1 = t∥Dθ
ξ (|ξ|asgn(ξ)ψ(ξ, t )∂ξϕ̂)∥

= t∥Dθ
ξ (|ξ|asgn(ξ)ψ(ξ, t )χ∂ξϕ̂+ |ξ|asgn(ξ)ψ(ξ, t )(1−χ)∂ξϕ̂)∥

≲ t∥Dθ
ξ (|ξ|asgn(ξ)ψ(ξ, t )χ∂ξϕ̂)∥︸ ︷︷ ︸

D1,1

+ t∥Dθ
ξ (|ξ|asgn(ξ)ψ(ξ, t )(1−χ)∂ξϕ̂)∥︸ ︷︷ ︸

D1,2

.
(3-23)

Além disso, podemos reescrever também

D1,1 = t∥Dθ
ξ (|ξ|asgn(ξ)ψ(ξ, t )χ∂ξϕ̂)∥

= t∥Dθ
ξ (|ξ|asgn(ξ)ψ(ξ, t )χ(∂ξϕ̂(ξ)−∂ξϕ̂(0)) + |ξ|asgn(ξ)ψ(ξ, t )χ∂ξϕ̂(0))∥

≲ t∥Dθ
ξ (|ξ|asgn(ξ)ψ(ξ, t )χ(∂ξϕ̂(ξ)−∂ξϕ̂(0)))∥︸ ︷︷ ︸

D1
1,1

+ t∥Dθ
ξ (|ξ|asgn(ξ)ψ(ξ, t )χ∂ξϕ̂(0))∥︸ ︷︷ ︸

D2
1.1

.

(3-24)

Agora, usando o Teorema 2.3 e o Lema 2.4 com h = |ξ|asgn(ξ)ψ(ξ, t )(∂ξϕ̂(ξ)−∂ξϕ̂(0))
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e f = χ,

D1
1,1≲ t

(
∥Dθ(|ξ|asgn(ξ)ψ(ξ, t )(∂ξϕ̂(ξ)−∂ξϕ̂(0))∥∞∥χ∥+

+∥|ξ|asgn(ξ)ψ(ξ, t )(∂ξϕ̂(ξ)−∂ξϕ̂(0))∥∞∥Dθξχ∥
)

≲ t
([

∥|ξ|aψ(ξ, t )(∂ξϕ̂(ξ)−∂ξϕ̂(0))∥∞+

+∥∂ξ(|ξ|asgn(ξ)ψ(ξ, t )(∂ξϕ̂(ξ)−∂ξϕ̂(0)))∥∞
]
∥χ∥

+∥|ξ|aψ(ξ, t )(∂ξϕ̂(ξ)−∂ξϕ̂(0))∥∞ +∥Dθξχ∥
)

≲ t
([

∥|ξ|aψ(ξ, t )∂ξϕ̂∥∞ +∥|ξ|
a

ξ
ψ(ξ, t )∂ξϕ̂∥∞ +∥|ξ|a∂ξψ(ξ, t )∂ξϕ̂∥∞+

+∥|ξ|aψ(ξ, t )∂2
ξϕ̂(ξ)∥∞

]
∥χ∥+∥|ξ|aψ(ξ, t )∂ξϕ̂∥∞∥Dθξχ∥

)
≲a t

([
t−

a
1+a ∥∂ξϕ̂∥∞ + t

−a+1
a+1 ∥∂ξϕ̂∥∞ +∥∂ξϕ̂∥∞ + t−

a
1+a ∥∂2

ξϕ̂∥∞
]
∥χ∥+

+t−
a

1+a ∥∂ξϕ̂∥∞∥Dθξχ∥
)

≲a

(
(t

1
1+a + t

2
a+1 + t )∥∂ξϕ̂∥∞ + t

1
a+1∥∂2

ξϕ̂∥∞
)
∥χ∥+ t

1
1+a ∥∂ξϕ̂∥∞∥Dθξχ∥

≲a

(
(t

1
1+a + t

2
a+1 + t )∥⟨x ⟩θ+1ϕ∥+ t

1
a+1∥⟨x ⟩θ+2ϕ∥

)
∥χ∥+ t

1
1+a ∥⟨x ⟩θ+1ϕ∥2∥Dθξχ∥.

(3-25)

Procederemos de forma análoga à (3-25) ao termo D2
1.1 com h = ϕ(ξ, t ) e

f = |ξ|asgn(ξ)χ∂ξϕ̂(0),

D2
1.1≲ t

(
∥Dθξ(ψ(ξ, t ))∥∞∥|ξ|asgn(ξ)χ∂ξϕ̂(0)∥+∥ψ(ξ, t )∥∞∥Dθξ(|ξ|asgn(ξ)χ∂ξϕ̂(0))∥

)
≲ t

([
∥ψ(ξ, t )∥∞ +∥∂ξψ(ξ, t )∥∞

]
∥|ξ|aχ∂ξϕ̂(0)∥+

+∥ψ(ξ, t )∥∞|∂ξϕ̂|∥Dθξ(|ξ|asgn(ξ)χ)∥
)

≲ t∥∂ξϕ̂(0)∥∞
([

∥ψ(ξ, t )∥∞ +∥∂ξψ(ξ, t )∥∞
]
∥|ξ|aχ∥+ |∥Dθξ(|ξ|asgn(ξ)χ)∥

)
≲ ∥⟨x ⟩θ+1ϕ∥t

(
∥Dξ(ψ(ξ, t )∥∥|ξ|aχ∥+∥Dθξ(|ξ|asgn(ξ)χ)∥

)
≲ ∥⟨x ⟩θ+1ϕ∥

(
(t + t

2+a
1+a + t

1+2a
1+a ) + t ∥Dθξ(|ξ|asgn(ξ)χ)∥︸ ︷︷ ︸

N

)
.

(3-26)

Note que sendo N = ∥Dθξ(|ξ|asgn(ξ)χ)∥, como θ< θ+ 1
2 , segue pela Proposição 2.10, que

N ∈ L2(R). Seguindo como em (3-25) para o termo D1.2 com h = |ξ|asgn(ξ)ψ(ξ, t )(1−χ)
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e f = ∂ξϕ̂, obtemos

D1.2≲ t
(
∥Dθξ(|ξ|asgn(ξ)ψ(ξ, t )(1−χ)∥∞∥∂ξϕ̂∥+

+∥|ξ|asgn(ξ)ψ(ξ, t )(1−χ)∥∞∥Dθξ∂ξϕ̂∥
)

≲ t
(
∥∂ξϕ̂∥

(
∥|ξ|aψ(ξ, t )(1−χ)∥∞ +∥∂ξ(|ξ|asgn(ξ)ψ(ξ, t )(1−χ))∥∞

)
+∥|ξ|aψ(ξ, t )(1−χ)∥∞∥Dθξ∂ξϕ̂∥

)
≲ t

(
∥∂ξϕ̂∥

(
∥|ξ|aψ(ξ, t )(1−χ)∥∞ +∥∂ξ(|ξ|aψ(ξ, t )(1−χ))∥∞

)
+

+∥|ξ|aψ(ξ, t )(1−χ)∥∞∥Dθξ∂ξϕ̂∥
)

≲ t
(
∥∂ξϕ̂∥∥Dθξ(|ξ|aψ(ξ, t )(1−χ))∥∞ +∥|ξ|aψ(ξ, t )(1−χ)∥∞∥Dθξ∂ξϕ̂∥

)
≲ t

(
(t−

a
1+a + t−

2a
1+a + t−1)∥∂ξϕ̂∥+ t−

a
1+a ∥Dθξ∂ξϕ̂∥

)
≲ (t

1
1+a + t

1−a
1+a + 1)∥xϕ∥+ t

1
1+a ∥⟨x ⟩1+θϕ∥.

(3-27)

Quanto ao termo D2, procedendo como (3-25), obtemos

D2≲ t
(
∥Dθξ(|ξ|ψ(ξ, t ))∥∞∥∂ξϕ̂∥+∥|ξ|ψ(ξ, t )∥∞∥Dθξ∂ξϕ̂∥

)
≲

(
t

a
1+a + t

2a
1+a + t

)
∥xϕ∥+ t

1
1+a ∥⟨x ⟩1+θϕ∥.

(3-28)

Agora, voltemos ao termo C em (3-20). Temos que C = ∥Dθ
ξ (∂2

ξψ(ξ, t )ϕ̂)∥. E
usando ∂2

ξψ(ξ, t )ϕ̂ calculada em (2-13), podemos estimar C como

C ≲ t2∥Dθ
ξ (|ξ|2aψ(ξ, t )ϕ̂)∥︸ ︷︷ ︸

C1

+ t∥Dθ
ξ (|ξ|a−1ψ(ξ, t )ϕ̂)∥︸ ︷︷ ︸

C2

+ t2∥Dθ
ξ (|ξ|a+1sgn(ξ)ψ(ξ, t )ϕ̂)∥︸ ︷︷ ︸

C3

+

+ t2∥Dθ
ξ (ξ2ψ(ξ, t )ϕ̂)∥︸ ︷︷ ︸

C4

+ t∥Dθ
ξ (sgn(ξ)ψ(ξ, t )ϕ̂)∥︸ ︷︷ ︸

C5

.

(3-29)

Para o termo C1 vamos utilizar o Lema 2.8, onde obtemos

C1≲ t2
((

t−
2a

1+a + t
1−2a
1+a + t

a−2a
1+a

)
∥ϕ∥+ t−

2a
1+a ∥|x |θϕ∥

)
≲

(
t

2
1+a + t

3
1+a + t

2+a
1+a

)
∥ϕ∥+ t−

2a
1+a ∥|x |θϕ∥.

(3-30)

Para o termo C2, vamos reescrevê-lo utilizando a função χ. Assim, obtemos

C2 ≲ t∥Dθ
ξ (|ξ|a−1ψ(ξ, t )χϕ̂)∥︸ ︷︷ ︸

C 1
2

+ t∥Dθ
ξ (|ξ|a−1ψ(ξ, t )(1−χ)ϕ̂)∥︸ ︷︷ ︸

C 2
2

.
(3-31)
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Note que o termo t |ξ|a−1ψ(ξ, t )(1−χ)ϕ̂ ∈ H 1
ξ , visto que

t∥|ξ|a−1ψ(ξ, t )(1−χ)ϕ̂∥≲ t∥|ξ|aψ(ξ, t )ϕ̂
(1−χ)
ξ

∥

≲ t∥1−χ
ξ

∥∞∥|ξ|aψ(ξ, t )ϕ̂∥

≲ t∥1−χ
ξ

∥∥ϕ∥t
−a
1+a

≲ t
1

1+a ∥ϕ∥,

(3-32)

e

t∥∂ξ(|ξ|a−1ψ(ξ, t )(1−χ)ϕ̂)∥≲ t
(
∥|ξ|aψ(ξ, t )ϕ̂

1−χ
ξ2 ∥+ t∥|ξ|2aψ(ξ, t )ϕ̂

1−χ
ξ

∥+

+∥|ξ|a+1ψ(ξ, t )ϕ̂
1−χ
ξ

∥+∥|ξ|aψ(ξ, t )∂ξϕ̂
1−χ
ξ

∥+

+∥|ξ|aψ(ξ, t )ϕ̂∂ξ
(1−χ
ξ

)
∥
)

≲ (t
1

1+a + t
1−a
1+a + t

a
1+a )∥ϕ∥+ t

1
1+a ∥xϕ∥.

(3-33)

Para o termo C 1
2 , vamos usar o fato de que como ϕ̂ ∈ Ż2+θ,2+θ, logo ϕ̂(0) = 0.

Assim, aplicando a fórmula de Taylor obtemos

ϕ̂(ξ) = ξ∂ξϕ̂(0) +
∫ σ

0
(ξ−σ)∂2

ξϕ̂(σ)dσ , (3-34)

onde podemos reescrever o termo C 1
2

C 1
2 = t∥Dθ

ξ (|ξ|a−1ξψ(ξ, t )χ∂ξϕ̂(0))∥︸ ︷︷ ︸
S

+ t∥Dθ
ξ (
∫ ξ

0
(ξ−σ)|ξ|a−1ψ(ξ, t )χ∂2

ξϕ̂(σ))dσ ∥︸ ︷︷ ︸
t∥Dθ

ξR∥

.

(3-35)

Note que R ∈ H 1
ξ , visto que aplicando a imersão de Sobolev obtemos

∥R∥= ∥
∫ ξ

0
(ξ−σ)|ξ|a−1ψ(ξ, t )χ∂2

ξϕ̂(σ))dσ ∥

≲ ∥|ξ|a−1ψ(ξ, t )χξ2∥∂2
ξϕ̂∥∞∥

≲ ∥|ξ|a+1ψ(ξ, t )χ∥∥∂2
ξϕ̂∥∞

≲a ∥⟨x ⟩2+θϕ∥,

(3-36)
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e

∥∂ξR∥= ∥∂ξ
(∫ ξ

0
(ξ−σ)|ξ|a−1ψ(ξ, t )χ∂2

ξϕ̂(σ)dσ
)
∥

≲ ∥|ξ|a−2ψ(ξ, t )ξ2χ∥∂2
ξϕ̂∥∞∥+ t∥(|ξ|2a−1 + |ξ|a )ψ)(ξ, t )χξ2∥∂2

ξϕ̂∥∞∥+

+∥|ξ|a−1ψ(ξ, t )χ′ξ2∥∂2
ξϕ̂∥∞∥+∥|ξ|a−1ψ(ξ, t )χ

∫ ξ

0
∂2
ξϕ̂(τ)dτ∥

≲ ∥⟨x ⟩2+θϕ∥.

(3-37)

Para o termo S , vamos utilizar o Teorema 2.3 e o Lema 2.4 com h =ψ(ξ, t ) e
f = |ξ|a−1ξχ∂ξϕ̂(0),

∥S∥= t∥Dθ
ξ (|ξ|a−1ξψ(ξ, t )χ∂ξϕ̂(0))∥

≲ t
(
∥Dθξ(ψ(ξ, t )∥∞∥|ξ|aχ∂ξϕ̂(0)∥+∥ψ(ξ, t )∥∞∥Dθξ(|ξ|asgn(ξ)χ)∥|∂ξϕ̂(0)|

)
≲ t

((
∥ψ(ξ, t )∥∞ +∥∂ξψ(ξ, t )∥∞

)
|∂ξϕ̂(0)|∥|ξ|aχ∥+

+|∂ξϕ̂(0)|∥ψ(ξ, t )∥∞∥Dθξ(|ξ|asgn(ξ)χ)∥
)

,

(3-38)

note que ∥Dθξ(|ξ|asgn(ξ)χ)∥ é o termo N que aparece em (3-26), assim vamos substituir
na desigualdade (3-39), onde obtemos

∥S∥≲ t
((

∥ψ(ξ, t )∥∞ +∥∂ξψ(ξ, t )∥∞
)
|∂ξϕ̂||ξaχ|+ |∂ξϕ̂|∥ψ(ξ, t )∥∞N

)
≲a t |∂ξϕ̂(0)|

(
∥ψ(ξ, t )∥∞ + t∥|ξ|aψ(ξ, t )∥+ t∥|ξ|ψ(ξ, t )∥+N

)
≲a t |∂ξϕ̂(0)|(1 + t

−a
1+a + t

−1
1+a +N )

≲a ∥⟨x ⟩1+θϕ∥(t + t
2+a
1+a + t

2a+1
1+a +N ).

(3-39)

Aplicando o Lema 2.4 ao termo C3 obtemos

C3≲ t2
(
∥|ξ|a+1ψ(ξ, t )∥∞∥∂ξ(|ξ|a+1ψ(ξ, t ))∥∞∥ϕ∥+∥|ξ|a+1ψ(ξ, t )∥∞∥Dθξϕ̂∥

)
≲

(
t + t

2+a
1+a + t

2a+1
1+a

)
∥ϕ∥+ t∥|x |θϕ∥.

(3-40)

Aplicando o Teorema 2.3 e Lema 2.8 ao termo C4 obtemos

C4≲ t2(t
−2
1+a + t

−1
1+a + t

a−2
1+a )∥ϕ∥+ t

−2
1+a ∥|x |θϕ∥. (3-41)

E por fim, para o termo C5, vamos proceder como em (3-41), onde obtemos

C5≲ t
(

(1 + t
1

1+a + t
a

1+a )∥ϕ∥+∥Dθξ(sgn(ξ)ϕ̂)∥︸ ︷︷ ︸
T

)
. (3-42)
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Note que como 1
2 < θ< 1

2 +a, segue que −1
2 < θ−1 < 1

2 , assim podemos apli-
car o Lema 2.9 em T ,

∥Dθ
ξ (sgn(ξ)ϕ̂)∥= ∥|x |θHϕ∥

= ∥|x |θ−1xHϕ∥

= ∥|x |θ−1H(xϕ)∥

≲ ∥|x |θ−1xϕ∥

= ∥|x |θϕ∥.

(3-43)

Agora, utilizando a relação entre as Derivadas fracionária e de Stein (2-6), obtemos

∥Dθξ(sgn(ξ)ϕ̂)∥≲ ∥ϕ∥+∥Dθξ(sgn(ξ)ϕ̂)∥≲ ∥|x |θϕ∥. (3-44)

Basta reunir as desigualdades e assim concluímos a demonstração. □

3.2 Demonstração do Teorema 1.1

Sejam s ≥ r e ϕ ∈ Zs ,r (R), temos que a solução u(t ) do PVI associado à dBO
(1-1) é única e satisfaz u ∈ C ([0,T ];H s (R)) para todo T > 0. Assim como também temos
a dependência contínua dos dados iniciais em H s . Dessa forma, provaremos apenas
a propriedade de persistência em L2

r . Para isso definiremos M := sup[0,T ]∥u(t )∥H s e
dividiremos em 6 casos.

Inicialmente vamos multiplicar a equação integral associada a dBO (2-10) por
|x |θ e vamor estimar sua norma.

|x |θu(t ) = |x |θU (t )ϕ+
∫ t

0
|x |θU (t −τ)z (τ)dτ (3-45)

o que implica em

∥|x |θu(t )∥≤ ∥|x |θU (t )ϕ∥+∥
∫ t

0
|x |θU (t −τ)z (τ)dτ∥ (3-46)

onde z = 1
2∂xu

2. Assim, vamos estimar os dois termos a esquerda em (3-46) para cada um
dos casos a seguir.
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3.2.1 Caso 1

Sejam r = θ e θ ∈ (1
2 ,1). Pela identidade de Plancherel e Lema 3.1 obtemos

∥|x |θU (t )ϕ∥ = ∥(|x |θU (t )ϕ)∧∥

= ∥Dθ
ξ (ψ(ξ, t )ϕ̂)∥

≲a ρ1(t )∥⟨x ⟩θϕ∥

≲a ρ1(T )∥⟨x ⟩θϕ∥.

(3-47)

Para o termo referente a integral, utilizando o Lema 3.1, imersão de Sobolev e a
Proposição 2.7, onde 3

2 − s < λ< a + 1 obtemos

∥|x |θU (t −τ)z (τ)∥ = ∥|x |θ(U (t −τ)z (τ))∧∥

= ∥Dθ
ξ (ψ(ξ, t −τ)ẑ (τ))∥

≲a ρ1(t )(t −τ)∥⟨x ⟩θ∂xu2(τ)∥

≲a ρ1(T )∥⟨x ⟩θu(τ)∂xu(τ)∥

≲a ρ1(T )∥⟨x ⟩θu(τ)∥∥∂xu(τ)∥L∞
x

≲a ρ1(T )∥⟨x ⟩θu(τ)∥∥∂xu(τ)∥H s+λ

≲a ρ1(T )c(a,λ,T )t
−λ
1+a ∥ϕ∥H s∥⟨x ⟩θu(τ)∥.

(3-48)

A partir da identidade (2-4) obtemos

∥u(t )∥ ≤ ∥ϕ∥. (3-49)

Reunindo (3-47)-(3-49) e o Lema de Gronwall, veja [10], obtemos

∥|x |θu(t )∥≲a ρ1(T )∥⟨x ⟩θϕ∥+ρ1(T )∥⟨x ⟩θϕ∥

≲a ,T ∥⟨x ⟩θϕ∥,onde t ∈ [0,T ].
(3-50)

De (3-50) obtemos a propriedade de persistência em L2
r . A continuidade da

aplicação t ∈ [0,T ] 7→ L2
r segue usando a desigualdade (3-50) argumentando-se com em

[4]. Por argumentos similares a [9] e [4] temos a dependência contínua em L2
r .
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3.2.2 Caso 2

Sejam r = 1 +θ, θ ∈ (1
2 , 1

2 +a). Vamos prosseguir de forma similar a (3-46) porém
agora com |x |1+θ, onde obtemos a desigualdade

∥|x |θ+1u(t )∥ ≤ ∥|x |θ+1U (t )ϕ∥+∥
∫ t

0
|x |θ+1U (t −τ)z (τ)dτ∥. (3-51)

Utilizando o Lema 3.2, para todo t ∈ [0,T ] em ∥|x |θ+1U (t )ϕ∥ obtemos

∥|x |θ+1U (t )ϕ∥ = ∥D1+θ
ξ (ψ(ξ, t )ϕ̂∥

≲a ρ2(t )∥⟨x ⟩1+θϕ∥

≲a ρ2(T )∥⟨x ⟩1+θϕ∥.

(3-52)

E pelo Lema 3.2 e imersão de Sobolev em ∥|x |θ+1U (t −τ)z (τ)∥ obtemos

∥|x |θ+1U (t −τ)z (τ)∥ = ∥D1+θ
ξ (ψ(ξ, t −τ)ẑ (τ))∥

≲a ρ2(t −τ)∥⟨x ⟩1+θ∂xu
2(τ)∥

≲a ρ2(t −τ)∥⟨x ⟩1+θu(τ)∂xu(τ)∥

≲a ρ2(T )∥⟨x ⟩1+θu(τ)∥∥∂xu(τ)∥L∞
x

≲a ρ2(T )∥⟨x ⟩1+θu(τ)∥∥u(τ)∥H s

≲a ρ2(T )M ∥⟨x ⟩1+θu(τ)∥.

(3-53)

Daqui em diante, basta reunir as desigualdades obtidas em (3-52) e (3-53) e
proceder como no Caso 1 pra concluir o resultado.

3.2.3 Caso 3

Seja 1 < r < 3
2 . Da desigualdade no Lema 3.1 obtemos

∥U (t )ϕ∥L2
1
≲a ρ1(t )∥ϕ∥L2

1
(3-54)

e pelo Lema 3.2

∥U (t )ϕ∥L2
σ
≲a ρ2(t )∥ϕ∥L2

σ
,σ>

3
2

. (3-55)

Assim, aplicando o Teorema de Interpolação de Stein-Weiss com mudança de
medida (veja [1]) em (3-54) e (3-55) obtemos

∥U (t )ϕ∥L2
r
≲a ρ(t )∥ϕ∥L2

r
≲a ,T ∥ϕ∥L2

r
, t ∈ [0,T ], (3-56)

onde r = 1 +θ(σ−1) e ρ(t ) ≤ ρ1(t )1−θρ2(t )θ, com θ ∈ (0,1).
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Assim, voltando a equação integral associado ao PVI da dBO (2-10), onde
estimando sua norma juntamente aos resultados (3-56), Proposição 2.7 e imersão de
Sobolev obtemos

∥u(t )∥L2
r

= ∥U (t )ϕ−
∫ t

0
U (t −τ)z (τ)dτ∥L2

r

≤ ∥U (t )ϕ∥L2
r

+∥
∫ t

0
U (t −τ)z (τ)dτ∥L2

r

≲a ,T ∥ϕ∥L2
r

+
1
2

∫ t

0
∥∂xu2(τ)∥L2

r
dτ

≲a ,T ∥ϕ∥L2
r

+
∫ t

0
∥u(τ)∂xu(τ)∥L2

r
dτ

≲a ,T ∥ϕ∥L2
r

+
∫ t

0
∥u(τ)∥L2

r
∥∂xu(τ)∥L∞

x dτ

≲a ,T ∥ϕ∥L2
r

+
∫ t

0
∥u(τ)∥L2

r
∥u(τ)∥Ls+λ dτ

≲a ,T ∥ϕ∥L2
r

+∥ϕ∥H sc(a,λ,T )
∫ t

0
τ−

λ
1+a ∥u(τ)∥L2

r
dτ,

(3-57)

onde temos que 3
2 − s < λ< a + 1. Assim, ao utilizar o Lema de Gronwall obtemos a

seguinte desigualdade
∥u(t )∥L2

r
≲a ,λ,T ∥ϕ∥L2

r
. (3-58)

A partir de (3-58) basta prosseguir como nos casos anteriores para concluir o resultado.

3.2.4 Caso 4

Sejam r = θ e θ ∈ (0, 1
2 ]. Este caso é similar ao caso 3.

3.2.5 Caso 5

Sejam r = 2 +θ ∈ (5
2 , 5

2 + a) e θ ∈ (1
2 , 1

2 + a). Obtemos a desigualdade

∥|x |θ+2u(t )∥ ≤ ∥|x |θ+2U (t )ϕ∥+∥
∫ t

0
|x |θ+2U (t −τ)z (τ)dτ∥. (3-59)

Procedendo de forma análoga ao caso 2 e aplicando o Lema 3.3 aos dois termos
a direita da desigualdade (3-59), obtemos

∥|x |θ+2U (t )ϕ∥ = ∥Dθ+2
ξ (ψ(ξ, t )ϕ̂)∥≲a ρ3(T )∥⟨x ⟩2+θϕ∥ (3-60)

e

∥|x |θ+2U (t −τ)z (τ)∥ = ∥Dθ+2
ξ (ψ(ξ, t −τ)ẑ (τ))∥≲a ρ3(T )M ∥⟨x ⟩2+θu(τ)∥. (3-61)
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Basta proceder como no Caso 2 para finalizar a demontração deste caso.

3.2.6 Caso 6

Seja 3
2 +a < r ≤ 5

2 . Este caso é similar ao Caso 3.
Assim concluímos a demontração do Teorema 1.1. □



CAPÍTULO 4
Demonstração do Teorema 1.2

Iniciaremos agora a demonstração do Teorema 1.2. Para isso vamos considerar
a ∈ (0,1). Note que o caso em que a = 1 pode ser obtido utilizando-se da mesma aborda-
gem de [8]. Vamos dividir a demonstração em dois casos.

Caso a ∈ (0, 1
2 ):

A ideia principal desta demonstração será observar que os termos em (2-12) tem
um decaimento apropriado quando |ξ| tende a infinito. Assim começaremos retomando a
equação integral associada ao PVI da dBO,

u(t ) = U (t )ϕ− 1
2

∫ t

0
U (t −τ)u(τ)∂xu(τ)dτ, (4-1)

onde temos que
(U (t )ϕ)∧(ξ) =ψ(ξ, t )ϕ̂. (4-2)

Seja 3
2 +a = 1 +γ, onde γ ∈ (1

2 +a,1), ao multiplicar (4-1) por |x |1+γ obtemos

Dγ
ξ ∂ξû(t ) = Dγ

ξ ∂ξ(ψ(ξ, t )ϕ̂)−
∫ t

0
Dγ
ξ ∂ξ(ψ(ξ, t −τ)ẑ dτ. (4-3)

Sem perda de generalidade assumimos que t1 = 0 < t2. Seja ϕ ∈ Z 3
2 +a , 3

2 +a , então
temos pelo item (i) do Teorema 1.1 que

u ∈ C ([0,T ];H
3
2 +a (R)∩L2

r ), onde 0 < r <
3
2

+a. (4-4)

Agora vamos multiplicar o termo Dγ
ξ ∂ξ(ψ(ξ, t )ϕ̂) pela função auxiliar χ, onde

obtemos



42

χDγ
ξ ∂ξ(ψ(ξ, t )ϕ̂)= χDγ

ξ ∂ξ(ψ(ξ, t )ϕ̂) +Dγ
ξ χ∂ξ(ψ(ξ, t )ϕ̂)−Dγ

ξ χ∂ξ(ψ(ξ, t )ϕ̂)

= (χDγ
ξ ∂ξ(ψ(ξ, t )ϕ̂)−Dγ

ξ χ∂ξ(ψ(ξ, t )ϕ̂)) +Dγ
ξ χ∂ξ(ψ(ξ, t )ϕ̂)

= [χ;Dγ
ξ ]∂ξ(ψ(ξ, t )ϕ̂) +Dγ

ξ χ∂ξ(ψ(ξ, t )ϕ̂)

:= A+B ,

(4-5)

onde, [χ;Dγ
ξ ] representa o comutador entre χ e Dγ

ξ .
Substituindo (2-12) em A e B, obtemos os seguintes termos:

A= [χ;Dγ
ξ ]∂ξ(ψ(ξ, t )ϕ̂)

= [χ;Dγ
ξ ](−(t (1 +a)|ξ|asgn(ξ) + 2it |ξ|)ϕ̂+∂ξϕ̂)ψ(ξ, t )

= [χ;Dγ
ξ ]((−(t (1 +a)|ξ|asgn(ξ)ϕ̂ψ(ξ, t ))︸ ︷︷ ︸

A1

− [χ;Dγ
ξ ]2it |ξ|ϕ̂ψ(ξ, t )︸ ︷︷ ︸

A2

+[χ;Dγ
ξ ]∂ξϕ̂ψ(ξ, t )︸ ︷︷ ︸

A3

.

(4-6)

e

B = Dγ
ξ χ∂ξ(ψ(ξ, t )ϕ̂)

= Dγ
ξ (χ(−(t (1 +a)|ξ|asgn(ξ) + 2it |ξ|)ϕ̂+∂ξϕ̂)ψ(ξ, t ))

= −(1 +a)Dγ
ξ (χ|ξ|asgn(ξ)ϕ̂ψ(ξ, t ))︸ ︷︷ ︸

B1

−Dγ
ξ (2it |ξ|χϕ̂ψ(ξ, t ))︸ ︷︷ ︸

B2

+Dγ
ξ (χ∂ξϕ̂ψ(ξ, t ))︸ ︷︷ ︸

B3

.
(4-7)

Para auxiliar em nossas estimativas o próximo resultado será bastante impor-
tante.

Proposição 4.1 Ai ,Bj ∈ L2, para i = 1,2,3 e j = 2,3.

Prova. Para os termos Ai vamos utilizar a Proposição 2.12, o Lema 2.8 e a identidade de
Plancherel:

∥A1∥= ∥[χ;Dγ
ξ ]((−(t (1 +a)|ξ|asgn(ξ)ϕ̂ψ(ξ, t ))∥

≲ ∥χ∥H 2
ξ
∥t (1 +a)|ξ|asgn(ξ)ϕ̂ψ(ξ, t )∥

≲a ,t ∥χ∥H 2
ξ
∥|ξ|aϕ̂ψ(ξ, t )∥

≲a ,t ∥ϕ∥,

(4-8)

∥A2∥= ∥[χ;Dγ
ξ ]2it |ξ|ϕ̂ψ(ξ, t )∥

≲ ∥χ∥H 2
ξ
∥2it |ξ|ϕ̂ψ(ξ, t )∥

≲a ,t ∥χ∥H 2
ξ
∥|ξ|ϕ̂ψ(ξ, t )∥

≲a ,t ∥ϕ∥,

(4-9)
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e

∥A3∥ = ∥[χ;Dγ
ξ ]∂ξϕ̂ψ(ξ, t )∥

≲ ∥χ∥H 2
ξ
∥∂ξϕ̂ψ(ξ, t )∥

≲ ∥xϕ∥.

(4-10)

Para os termos Bj , utilizaremos a relação de equivalência entre as derivadas de
Stein e fracionária (2-6) obtida no Teorema 2.3 e o Lema 2.4:

∥B2∥ = ∥Dγ
ξ (2it |ξ|χϕ̂ψ(ξ, t ))∥

≲t ∥|ξ|χϕ̂ψ(ξ, t )∥+∥Dγξ (|ξ|χϕ̂ψ(ξ, t ))∥

≲t ∥ϕ̂∥+∥Dγξ ϕ̂∥

≲a ,t ∥ϕ∥+∥|x |
1
2 +aϕ∥,

(4-11)

e

∥B3∥ = ∥Dγ
ξ (χ∂ξϕ̂ψ(ξ, t ))∥

≤ ∥χ∂ξϕ̂ψ(ξ, t )∥+∥Dγξ (χ∂ξϕ̂ψ(ξ, t ))∥

≲a ,t ∥∂ξϕ̂∥+∥Dγξ∂ξϕ̂∥

≲a ,t ∥xϕ∥+∥|x |
3
2 +aϕ∥.

(4-12)

Assim concluímos a demonstração. □

Agora vamos voltar a atenção ao termo da integral em (4-3), onde vamos
reescrever este termo utilizando a função auxiliar χ e o comutador entre χ e Dγ

ξ :

∫ t

0
χDγ

ξ ∂ξ(ψ(ξ, t −τ)ẑ )dτ =

=
∫ t

0
[χ;Dγ

ξ ]∂ξ(ψ(ξ, t −τ)ẑ −Dγ
ξ χ∂ξ(ψ(ξ, t −τ)ẑ ) +Dγ

ξ χ∂ξ(ψ(ξ, t −τ)ẑ )]dτ

=
∫ t

0
([χ;Dγ

ξ ]∂ξ(ψ(ξ, t −τ)ẑ ) +Dγ
ξ (χ∂ξ(ψ(ξ, t −τ)ẑ )))dτ.

(4-13)

Reorganizando os termos em (4-13) obtemos

∫ t

0
[χ,Dθ

ξ ]
(
ψ(ξ, t −τ)((τ− t )(1 +a)|ξ|asgn(ξ)ẑ + 2i (τ− t )|ξ|ẑ ) +∂ξẑ

)
+

+Dθ
ξ

(
χ
(
ψ(ξ, t −τ)((τ− t )(1 +a)|ξ|asgn(ξ)ẑ + 2i (τ− t )|ξ|ẑ +∂ξẑ

))
dτ.

:= A1 +A2 +A3 +B1 +B2 +B3.

(4-14)

Assim como fizemos para os termos obtidos a partir de (4-6) e (4-7) demonstra-
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remos o seguinte resultado:

Proposição 4.2 Sejam t ∈ [0,T ], então Ai ,Bi ∈ L2 para i = 1,2,3.

Prova. Note que na demontração da Proposição 4.1 utilizamos o fato de que
ϕ ∈ L2(⟨x ⟩ 3

2 +adx ), assim precisamos mostrar que z também pertence a este espaço para
todo t ∈ (0,T ]. Assim, observemos inicialmente que

∂ξ(⟨x ⟩
3
2 +au2) = (

3
2

+a)⟨x ⟩−
1
2 +axu2 + ⟨x ⟩

3
2 +a∂ξu

2. (4-15)

Portanto, é suficiente estimar o lado esquerdo da identidade (4-15), assim notemos que

∥J (⟨x ⟩
3
2 +au2)∥= ∥J (⟨x ⟩

6
4 + 2a

2 u2)∥

= ∥J (⟨x ⟩2( 3
4 +a

2 )u2)∥

= ∥J ((⟨x ⟩( 3
4 +a

2 )u)2)∥

≲ ∥J (⟨x ⟩( 3
4 +a

2 )u)∥2

≲ ∥J
1
β∥β∥⟨x ⟩u∥1−β,

(4-16)

onde na última desigualdade em (4-16) utilizamos a Proposição 2.1 com os coeficientes
β = 1

4 −
a
2 , ν = 1 e δ = 1

β . Logo, resta lidar com o termo B1, assim usando a relação de
equivalência entre as derivadas de Stein e fracionária (2-6) e o Lema 2.4, obtemos

∥B1∥≤
∫ t

0
∥Dθ

ξ (χψ(ξ, t −τ)((τ− t )(1 +a)|ξ|asgn(ξ)ẑ∥dτ

≲a ,t

∫ t

0
∥Dθ

ξ (χψ(ξ, t −τ)|ξ|a+1û2∥dτ

≲a ,t ∥û2∥+∥Dθξû2∥

≲a ,t ∥u∥2
H 1 +∥u∥H 1∥|x |

1
2 +au∥.

(4-17)

Assim concluímos a demonstração desta proposição. □

Vimos até o presente momento que os termos Ai ,Ai ,Bj ,Bi ∈ L2

com i = 1,2,3 e j = 2,3. Lidaremos agora com o termo restante B1. Como
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B1 = −t (1 +a)Dθ
ξ (χψ(ξ, t )sgn(ξ)|ξ|aϕ̂), vamos reescrevê-lo, onde obtemos

B1 = −t (1 +a)Dθ
ξ (χψ(ξ, t )sgn(ξ)|ξ|aϕ̂)

= −t (1 +a)Dθ
ξ (χψ(ξ, t )sgn(ξ)|ξ|aϕ̂(ξ))+

+t (1 +a)Dθ
ξ (χψ(ξ, t )sgn(ξ)|ξ|aϕ̂(0))− t (1 +a)Dθ

ξ (χψ(ξ, t )sgn(ξ)|ξ|aϕ̂(0))

= −t (1 +a)Dθ
ξ (χψ(ξ, t )sgn(ξ)|ξ|a (ϕ̂(ξ)− ϕ̂(0)))︸ ︷︷ ︸

B1.1

− t (1 +a)Dθ
ξ (χψ(ξ, t )sgn(ξ)|ξ|aϕ̂(0))︸ ︷︷ ︸

B1.2

.

(4-18)

Note que tomando-se M = χψ(ξ, t )sgn(ξ)|ξ|a (ϕ̂(ξ)− ϕ̂(0)), obtemos

∂ξM = ∂ξ(χ)ψ(ξ, t )|ξ|a (ϕ̂(ξ)− ϕ̂(0)) +∂ξ(ψ(ξ, t ))χsgn(ξ)|ξ|a (ϕ̂(ξ)− ϕ̂(0))+

+χψ(ξ, t )sgn(ξ)a|ξ|a−1(ϕ̂(ξ)− ϕ̂(0)) +χψ(ξ, t )sgn(ξ)|ξ|a∂ξϕ̂(ξ),
(4-19)

onde agora vamos estimar as normas de M e −t (1 +a)∂ξM :

∥M ∥ = ∥χψ(ξ, t )sgn(ξ)|ξ|a (ϕ̂(ξ)− ϕ̂(0))∥

≤ ∥χψ(ξ, t )sgn(ξ)|ξ|aϕ̂(ξ)∥+∥χψ(ξ, t )sgn(ξ)|ξ|aϕ̂(0)∥

≲a ,t ∥χ|ξ|aϕ̂(ξ)∥+∥χ|ξ|aϕ̂(0)∥

≲a ,t ∥χ|ξ|a∥∞∥ϕ̂(ξ)∥+∥χ|ξ|a∥|ϕ̂(0)|

≲a ,t ∥ϕ̂∥+ |ϕ̂(0)|,

(4-20)

e

∥− t (1 +a)∂ξM ∥≲a ,t

≲a ,t ∥∂ξ(χ)ψ(ξ, t )|ξ|a (ϕ̂(ξ)− ϕ̂(0))∥+∥∂ξ(ψ(ξ, t ))χsgn(ξ)|ξ|a (ϕ̂(ξ)− ϕ̂(0))∥+

+∥χψ(ξ, t )sgn(ξ)a|ξ|a−1(ϕ̂(ξ)− ϕ̂(0))∥+∥χψ(ξ, t )sgn(ξ)|ξ|a∂ξϕ̂(ξ)∥

≲a ,t ∥∂ξ(χ)ψ(ξ, t )|ξ|aϕ̂(ξ)∥+∥∂ξ(χ)ψ(ξ, t )|ξ|aϕ̂(0)∥+

+∥∂ξ(ψ(ξ, t ))χ|ξ|aϕ̂(ξ)∥+∥∂ξ(ψ(ξ, t ))χ|ξ|aϕ̂(0)∥+

+∥χψ(ξ, t )|ξ|a∂ξϕ̂∥+∥χψ(ξ, t )|ξ|a∂ξϕ̂∥

≲a ,t ∥|ξ|a∂ξ(χ)∥∞∥ϕ̂∥+∥|ξ|a∂ξ(χ)∥|ϕ̂(0)|+

+∥χ|ξ|a∂ξ(ψ(ξ, t ))∥L∞
ξ
∥ϕ∥+∥∂ξψ(ξ, t )∥L∞

ξ
∥|ξ|aχ∥|ϕ̂(0)|+

+∥χ|ξ|a∥∥∂ξϕ̂∥∞ +∥χ|ξ|a∥∞∥ϕ̂∥

≲a ,t ∥⟨x ⟩
3
2 +aϕ∥+∥xϕ∥,

(4-21)
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onde em (4-21) usamos a imersão de Sobolev

∥∂ξϕ̂∥∞ ≲ ∥J
3
2 +a
ξ ϕ̂∥ = ∥⟨x ⟩

3
2 +aϕ∥. (4-22)

Assim, de (4-20) e (4-21) concluímos que B1.1 ∈ H 1(R). Note que utilizando a
Proposição 4.1, a Proposição 4.2 e (4-18)-(4-21) obtemos que

t (1 +a)|ξ|asgn(ξ)ψ(ξ, t )χϕ̂(0) ∈ H γ(R). (4-23)

Note que reescrevendo (4-23) obtemos

t (1 +a)|ξ|asgn(ξ)ψ(ξ, t )χϕ̂(0)= t (1 +a)|ξ|asgn(ξ)ψ(ξ, t )χϕ̂(0)− t (1 +a)|ξ|asgn(ξ)χϕ̂(0)+

+t (1 +a)|ξ|asgn(ξ)χϕ̂(0)

= t (1 +a)|ξ|asgn(ξ)(ψ(ξ, t )−1)χϕ̂(0)︸ ︷︷ ︸
C1

+

+ t (1 +a)|ξ|asgn(ξ)χϕ̂(0)︸ ︷︷ ︸
C2

,

(4-24)

onde segue que C1 ∈ H 1
ξ (R) e C2 ∈ H γ

ξ .
Como C2 ∈ H γ

ξ , aplicando a relação de equivalência (2-6) obtemos

t (1 +a)Dγξ (|ξ|asgn(ξ)χϕ̂(0)) ∈ L2(R). (4-25)

Por hipótese γ< 1
2 +a, logo aplicando a identidade (2-22) obtida na Proposição

2.10 segue que ϕ̂(0) = 0. Como vimos em (2-3), û(0, t ) = ϕ̂(0). Portanto obtemos

û(0, t ) = 0, (4-26)

em todo tempo t em que a solução existe. Assim, concluímos a demonstração deste
Teorema para o caso em que a ∈ (0, 1

2 ). O caso a ∈ [1
2 ,1) decorre de forma análoga

tomando-se 3
2 +a = 2 +γ, com γ = a− 1

2 , utilizando-se a segunda derivada de ψ(ξ, t )ϕ̂(ξ)

calculada em (2-13), e observando que pela Proposição 2.11 o termo

Dγξ (|ξ|a−1χ) /∈ L2(R). (4-27)

Assim concluímos a demontração do Teorema 1.2. □



CAPÍTULO 5
Demonstração do Teorema 1.3

Para esta demonstração prosseguiremos de forma similar a demonstração do
Teorema 1.2. Seja a ∈ (0, 1

2 ). Assumamos sem perda de generalidade que 0 = t1 < t2 < t3.
Como ϕ ∈ Z 5

2 +a , 5
2 +a , aplicando o Teorema 1.1 (ii), obtemos

u ∈ C ([0,T ];H
5
2 +a (R)∩L2

r ),0 < r <
5
2

+a. (5-1)

Seja 5
2 +a = 2 +γ, onde γ ∈ (0,1), multiplicando a equação integral associada

ao PVI da dBO por |x |2+γ e procedendo de forma similar a (4-3), obtemos a seguinte
identidade:

Dγ
ξ ∂

2
ξ(û(t )) = Dγ

ξ ∂
2
ξ(ψ(ξ, t )ϕ̂)−

∫ t

0
Dγ
ξ ∂

2
ξ(ψ(ξ, t −τ)ẑ (τ))dτ. (5-2)

Vamos agora realizar a estimativa com relação ao primeiro termo de (5-2), isto
é, Dγ

ξ ∂
2
ξ(ψ(ξ, t )ϕ̂), para isso vamos reescrever este termo utilizando-se da função auxiliar

χ, onde obtemos

χDγ
ξ ∂

2
ξ(ψ(ξ, t )ϕ̂) = χDγ

ξ ∂
2
ξ(ψ(ξ, t )ϕ̂)−Dγ

ξ χ∂
2
ξ(ψ(ξ, t )ϕ̂) +Dγ

ξ χ∂
2
ξ(ψ(ξ, t )ϕ̂)

= [χ;Dγ
ξ ]∂2

ξ(ψ(ξ, t )ϕ̂)︸ ︷︷ ︸
C

+Dγ
ξ (χ∂2

ξ(ψ(ξ, t )ϕ̂))︸ ︷︷ ︸
D

, (5-3)

substituindo em C e D a segunda derivada de ψ(ξ, t )ϕ̂ calculada em (2-13) obtemos os
termos a seguir

C = [χ;Dγ
ξ ]∂2

ξ(ψ(ξ, t )ϕ̂)

= [χ;Dγ
ξ ]

([
(t2(1 +a)2|ξ|2a − t (1 +a)a|ξ|a−1 + 4it2(1 +a)|ξ|a+1sgn(ξ)−4t2ξ2−

−2itsgn(ξ))ϕ̂(2t (1 +a)|ξ|asgn(ξ) + 4it |ξ|)∂ξϕ̂+∂2
ξψ̂

]
ψ(ξ, t )

)
:= C1 + · · ·+C8,

(5-4)
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onde

C1 = [χ;Dγ
ξ ]t2(1 +a)2|ξ|2aϕ̂ψ(ξ, t )

C2 = [χ;Dγ
ξ ](−t (1 +a)a|ξ|a−1)ϕ̂ψ(ξ, t )

C3 = [χ;Dγ
ξ ]4it2(1 +a)|ξ|a+1sgn(ξ)ϕ̂ψ(ξ, t )

C4 = [χ;Dγ
ξ ](−4t2ξ2) ˆϕψ(ξ, t )

C5 = [χ;Dγ
ξ ](−2itsgn(ξ))ϕ̂ψ(ξ, t )

C6 = [χ;Dγ
ξ ](−2t (1 +a)|ξ|asgn(ξ)∂ξ(ϕ̂)ψ(ξ, t )

C7 = [χ;Dγ
ξ ](−4it |ξ|)∂ξ(ϕ̂)ψ(ξ, t )

C8 = [χ;Dγ
ξ ]∂2

ξ(ϕ̂)ψ(ξ, t ),

(5-5)

e

D = Dγ
ξ (χ∂2

ξ(ψ(ξ, t )ϕ̂))

= Dγ
ξ

(
χ
[
(t2(1 +a)2|ξ|2a − t (1 +a)a|ξ|a−1 + 4it2(1 +a)|ξ|a+1sgn(ξ)−4t2ξ2−

−2itsgn(ξ))ϕ̂(2t (1 +a)|ξ|asgn(ξ) + 4it |ξ|)∂ξϕ̂+∂2
ξψ̂

]
ψ(ξ, t )

)
:= D1 + · · ·+D8,

(5-6)

onde

D1 = Dγ
ξ (χt2(1 +a)2|ξ|2aϕ̂ψ(ξ, t ))

D2 = Dγ
ξ ((−χt (1 +a)a|ξ|a−1)ϕ̂ψ(ξ, t ))

D3 = Dγ
ξ (χ4it2(1 +a)|ξ|a+1sgn(ξ)ϕ̂ψ(ξ, t ))

D4 = Dγ
ξ ((−χ4t2ξ2) ˆϕψ(ξ, t ))

D5 = Dγ
ξ ((−χ2itsgn(ξ))ϕ̂ψ(ξ, t ))

D6 = Dγ
ξ ((−χ2t (1 +a)|ξ|asgn(ξ)∂ξ(ϕ̂)ψ(ξ, t ))

D7 = Dγ
ξ ((−χ4it |ξ|)∂ξ(ϕ̂)ψ(ξ, t ))

D8 = Dγ
ξ (χ∂2

ξ(ϕ̂)ψ(ξ, t )).

(5-7)

Agora enunciaremos um resultado que será necessário para a nossa demonstra-
ção.

Proposição 5.1 Os termos Ci ,Di ∈ L2(R), onde i = 1, ...,8 com exceção de D2 e D6.

Prova. Vamos primeiro mostrar que C2 ∈ L2(R), para isso vamos utilizar o fato de que
como ϕ̂(0) = 0, pela Fórmula de Taylor podemos reescrever ϕ̂ como

ϕ̂(ξ) = ξ∂ξϕ̂(0) +
∫ t

0
(ξ−σ)∂2

ξϕ̂(σ)dσ, (5-8)
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e aplicando a Proposição 2.12 obtemos

∥C2∥≲ ∥χ∥H 2
ξ
∥t (1 +a)a|ξ|a−1)ϕ̂ψ(ξ, t )∥

≲a t∥|ξ|a−1ψ(ξ, t )(ξ∂ξϕ̂(0) +
∫ t

0
(ξ−σ)∂2

ξϕ̂(σ)dσ)∥

≲a t
(
∥|ξ|a−1ψ(ξ, t )ξ∂ξϕ̂(0)∥+∥|ξ|a−1ψ(ξ, t )

∫ t

0
(ξ−σ)∂2

ξϕ̂(σ)dσ)∥
)

≲a t
(
∥|ξ|aψ(ξ, t )∂ξϕ̂(0)∥+∥|ξ|a−1ψ(ξ, t )

∫ t

0
(ξ−σ)∂2

ξϕ̂(σ)dσ)∥
)

≲a t
(
∥|ξ|ae−t |ξ|1+a

∥|∂ξϕ̂(0)|+∥|ξ|ae−t |ξ|1+a
∥∥∂2

ξϕ̂∥L∞
σ

)
≲a t

1
2(1+a)∥ϕ∥

H
5
2 +a ,

(5-9)

onde em (5-9) utilizamos o Lema 2.5 e a imersão de Sobolev. Quanto aos termos Ci com
i ̸= 2, procederemos de forma similar ao que foi feito para os termos Ai , com i = 1,2,3 na
Proposição 4.1.

Para os termos Dj , com j ̸= 2,6 vamos utilizar a relação de equivalência (2-6), o
Lema 2.4 e o Lema 2.8:

∥D1∥≲ ∥χt2(1 +a)2|ξ|2aϕ̂ψ(ξ, t )∥+∥Dγξ (χt2(1 +a)2|ξ|2aϕ̂ψ(ξ, t ))∥

≲a t
2
(
∥ϕ̂∥+∥Dγξ (|ξ|2aϕ̂ψ(ξ, t ))∥

)
≲a t

2
(
∥ϕ∥+ (t−

2a
1+a + t

1−2a
1+a + t

−a
1+a )∥ϕ∥+ t

−2a
1+a ∥|x |γϕ∥

)
≲a ∥ϕ∥

(
t2 + t

2
1+a + t

3
1+a + t

2+a
1+a

)
+ t

2
1+a ∥|x |γϕ∥

≲a ,t ∥ϕ∥+∥|x |
1
2 +aϕ∥,

(5-10)

∥D3∥≲ ∥χ4it2(1 +a)|ξ|a+1sgn(ξ)ϕ̂ψ(ξ, t )∥+∥Dγξ (χ4it2(1 +a)|ξ|a+1sgn(ξ)ϕ̂ψ(ξ, t ))∥

≲a t
2(∥|ξ|a+1ψ(ξ, t )ϕ̂∥

)
+∥Dγξ (|ξ|a+1ϕ̂ψ(ξ, t ))∥

≲a (1 + t
1+2a
1+a + t

2+a
1+a )∥ϕ∥+ t∥|x |γϕ∥

≲a ,t ∥ϕ∥+∥|x |
1
2 +aϕ∥,

(5-11)

∥D4∥≲ ∥−χ4t2ξ2ϕ̂ψ(ξ, t )∥+∥Dγξ (−χ4t2ξ2ϕ̂ψ(ξ, t ))∥

≲a t
2∥ξ2ϕ̂ψ(ξ, t )∥+ t2∥Dγξ (ξ2ϕ̂ψ(ξ, t ))∥

≲a t
2
(
t

−2
1+a ∥ϕ∥+ (t

−2
1+a + t

−1
1+a + t

a−2
1+a )∥ϕ∥+ t

2
1+a ∥|x |γϕ∥

)
≲a ,t ∥ϕ∥+∥|x |

1
2 +aϕ∥,

(5-12)
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∥D7∥≲ t∥|ξ|ψ(ξ, t )∂ξ(ϕ̂)∥+ t∥Dγξ (|ξ|ψ(ξ, t )∂ξ(ϕ̂))∥

≲a ∥∂ξ(ϕ̂)∥(t
a

1+a + t
2

1+a + t ) + t
a

1+a ∥|x |γ∂ξϕ∥

≲a ,t ∥xϕ∥+∥Dγξ∂ξϕ∥

≲a .t ∥xϕ∥+∥|x |γ+1ϕ∥

≲a ,t ∥xϕ∥+∥|x |
3
2 +2ϕ∥,

(5-13)

∥D8∥≲a ∥ψ(ξ, t )∂2
ξϕ̂∥+∥Dγξ (ψ(ξ, t )∂2

ξϕ̂)∥

≲a ,t ∥x 2ϕ∥+∥Dγξ∂
2
ξϕ∥

≲a ,t ∥x 2ϕ∥+∥|x |
5
2 +aϕ∥,

(5-14)

e por fim

∥D5∥≲a t (∥sgn(ξ)ψ(ξ, t )ϕ̂∥+∥Dγξ (sgn(ξ)ψ(ξ, t )ϕ̂)∥), (5-15)

onde o termo D5 pode ser estimado de forma similar ao termo (3-43). Assim temos a
conclusão da Proposição 5.1. □

Vamos proceder agora ao termo referente a integral em (5-2) e para isto utiliza-
remos novamente a função auxiliar χ para reescrever este termo:

χ

∫ t

0
Dγ
ξ ∂

2
ξ(ψ(ξ, t −τ)ẑ (τ))dτ =∫ t

0
χDγ

ξ ∂
2
ξ(ψ(ξ, t −τ)ẑ (τ))dτ−

∫ t

0
Dγ
ξ χ∂

2
ξ(ψ(ξ, t −τ)ẑ (τ))dτ+

+
∫ t

0
Dγ
ξ χ∂

2
ξ(ψ(ξ, t −τ)ẑ (τ))dτ

=
∫ t

0
[χ,Dγ

ξ ](∂2
ξ(ψ(ξ, t −τ)ẑ (τ)))dτ+

∫ t

0
Dγ
ξ (χ∂2

ξ(ψ(ξ, t −τ)ẑ (τ)))dτ,

(5-16)

onde aplicando a derivada segunda ∂2
ξ(ψ(ξ, t −τ)ẑ ) calculada em (2-13) obtemos:

∫ t

0
[χ,Dγ

ξ ]
(
∂2
ξ(ψ(ξ, t −τ)ẑ (τ))

)
dτ =

=
∫ t

0
[χ,Dγ

ξ ]
(
ψ(t −τ,ξ)

(
(t −τ)2(1 +a)2|ξ|2a − (t −τ)(1 +a)a|ξ|a−1+

+4it (t −τ)2(1 +a)|ξ|a+1sgn(ξ)−4(t −τ)2ξ2 −2i (t −τ)sgn(ξ)
)
ẑ−

−
(
2(t −τ)(1 +a)|ξ|asgn(ξ) + 4i (t −τ)|ξ|

)
∂ξẑ +∂2

ξẑ
)
dτ

:= C1 + · · ·+C8,

(5-17)
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e ∫ t

0
Dγ
ξ

(
χ
(
∂2
ξ(ψ(ξ, t −τ)ẑ (τ)

))
dτ =

=
∫ t

0
Dγ
ξ

(
χ(ψ(t −τ,ξ)

(
(t −τ)2(1 +a)2|ξ|2a − (t −τ)(1 +a)a|ξ|a−1+

+4it (t −τ)2(1 +a)|ξ|a+1sgn(ξ)−4(t −τ)2ξ2 −2i (t −τ)sgn(ξ))ẑ−

−(2(t −τ)(1 +a)|ξ|asgn(ξ) + 4i (t −τ)|ξ|)∂ξẑ +∂2
ξẑ
))

dτ

:= D1 + · · ·+D8.

(5-18)

Proposição 5.2 Os termos Cj ,Dj ∈ L2 para todo t ∈ [0,T ], j = 1, ...,8, exceto D2 e D6.

Prova. Vamos prosseguir como na demonstração da Proposição 4.2. Com efeito,
observando-se na demonstração da Proposição 5.1 percebemos que utilizamos
apenas o fato de que ϕ ∈ L2(⟨x ⟩ 5

2 +adx ). Dessa forma é suficiente mostrar que
z = uux ∈ L2(⟨x ⟩ 5

2 +adx ) , para todo t ∈ (0,T ]. Note que

∂x (⟨x ⟩
5
2 +au2) = (

5
2

+a)⟨x ⟩
1
2 +axu2 + ⟨x ⟩

5
2 +a∂xu

2. (5-19)

Portanto, estimaremos o lado esquerdo da identidade (5-19)

∥J (⟨x ⟩
5
2 +au2)∥= ∥J (⟨x ⟩

5
4 .2+a

2 .2u2)∥

= ∥J ((⟨x ⟩
5
4 +a

2 u)2)∥

= ∥J (⟨x ⟩
5
4 +a

2 u)∥2

≲ ∥J
1
βu∥β∥⟨x ⟩

3
2u∥1−β,

(5-20)

onde em (5-20) utilizamos o fato de que u ∈ ((0,T ];H∞) e a Proposição 2.1 com ν = 3
2 ,

δ = 1
β e β = 1−2a

4 .
Isto conclui a demonstração da Proposição 5.2. □

Voltemos agora nossa atenção para os termos D2 e D6. Como ϕ̂(0) = 0, utilizando
a fórmula de Taylor temos que

ϕ̂(ξ) = ξ∂ξϕ̂(0) +
∫ ξ

0
(ξ−σ)∂2

ξϕ̂(σ)dσ, (5-21)
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onde ao utilizar (5-21) no termo D2, podemos reescrevê-lo como

D2= Dγξ (−χt (1 +a)a|ξ|a+1ϕ̂(ξ)ψ(ξ, t )

= Dγξ (−χt (1 +a)a︸ ︷︷ ︸
ca

|ξ|a+1ϕ̂(ξ)ψ(ξ, t )

= tcaDγξ (χ|ξ|a+1ψ(ξ, t )ϕ̂(ξ))

= tcaDγξ (χ|ξ|a+1ψ(ξ, t )(ξ∂ξϕ̂(0) +
∫ ξ

0
(ξ−σ)∂2

ξϕ̂(σ)dσ))

= tcaDγξ (χ|ξ|aψ(ξ, t )sgn(ξ)∂ξϕ̂(0))︸ ︷︷ ︸
D̄2

+

+ caDγξ (tχ|ξ|a−1ψ(ξ, t )sgn(ξ)
∫ ξ

0
(ξ−σ)∂2

ξϕ̂(σ)dσ)︸ ︷︷ ︸
R(ξ)

,

(5-22)

onde denotaremos R(ξ) = caDγξ (F ).
Note que

∥F∥= ∥tχ|ξ|a−1ψ(ξ, t )sgn(ξ)
∫ ξ

0
(ξ−σ)∂2

ξϕ̂(σ)dσ∥

= t∥χ|ξ|a−1e−t |ξ|1+a
∫ ξ

0
(ξ−σ)∂2

ξϕ̂(σ)dσ∥

≲t ∥χ|ξ|a−1e−t |ξ|1+a
∫ ξ

0
(ξ−σ)dσ∥∥∂2

ξϕ̂(σ)∥∞

≲t ∥χ|ξ|a−1e−t |ξ|1+a
ξ2∥∥∂2

ξϕ̂∥∞
≲a ,t ∥χ|ξ|a−1ξ2∥∥∂2

ξϕ̂∥∞

≲a ,t ∥J
1
2 +a
ξ ∂2

ξϕ̂∥

≲a ,t ∥⟨x ⟩
5
2 +aϕ∥,

(5-23)

e

∂ξF= t (∂ξ(χ)(|ξ|a−1sgn(ξ)ψ(ξ, t )
∫ ξ

0
(ξ−σ)∂2

ξϕ̂(σ)dσ)+

+χ(a−1)|ξ|a−2sgn(ξ)ψ(ξ, t )
∫ ξ

0
(ξ−σ)∂2

ξϕ̂(σ)dσ+

+χ|ξ|a−1sgn(ξ)
∫ ξ

0
(ξ−σ)∂2

ξϕ̂(σ)dσ∂ξψ(ξ, t )+

+χ|ξ|a−1sgn(ξ)ψ(ξ, t )∂ξ

∫ ξ

0
(ξ−σ)∂2

ξϕ̂(σ)dσ),

(5-24)
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onde obtemos

∥∂ξF∥≲ t
(
∥ξ|a−2χξ2∥∥∂2

ξϕ̂∥∞ +∥|ξ|a−1∂ξψ(ξ, t )ξ2χ∥∥∂2
ξϕ̂∥∞+

+∥|ξ|a−1ψ(ξ, t )∂ξχξ
2∥∥∂2

ξϕ̂∥∞ +∥|ξ|a−1χ

∫ ξ

0
∂2
ξϕ̂(σ)dσ∥

)
≲a ,t ∥⟨x ⟩

5
2 +aϕ∥.

(5-25)

Assim, por (5-23) e (5-25) temos que R(ξ) ∈ H 1
ξ .

Retomando ao termo D̄2, podemos reescrevê-lo como

D̄2= tcaDγξ (χ|ξ|aψ(ξ, t )sgn(ξ)∂ξϕ̂(0))

= tcaDγξ (χ|ξ|a (ψ(ξ, t )−1 + 1)sgn(ξ)∂ξϕ̂(0))

= tcaDγξ (χ|ξ|a (ψ(ξ, t )−1)sgn(ξ)∂ξϕ̂(0))︸ ︷︷ ︸
D̄2.1

+ tcaDγξ (χ|ξ|asgn(ξ)∂ξϕ̂(0))︸ ︷︷ ︸
D̃2

,
(5-26)

onde D̄2.1 ∈ L2
ξ. De fato, pois como a derivada de ψ(ξ, t ) é dada por

∂ξψ(ξ, t ) = −
(
t (1 +a)|ξ|asgn(ξ) + 2it |ξ|

)
ψ(ξ, t ), (5-27)

obtemos
∥|ξ|asgn(ξ)χ∂ξϕ̂(0)(ψ(ξ, t )−1)∥≲t |∂ξϕ̂(0)|∥χ|ξ|a∥ (5-28)

e ao calcular a derivada de |ξ|asgn(ξ)χ∂ξϕ̂(0)(ψ(ξ, t )−1) obtemos

∂ξ(|ξ|asgn(ξ)χ∂ξϕ̂(0)(ψ(ξ, t )−1))= a|ξ|a−1sgn(ξ)χ(ψ(ξ, t )−1)∂ξϕ̂(0)+

+|ξ|asgn(ξ)(ψ(ξ, t )−1)∂ξ(χ)∂ξϕ̂(0)+

+|ξ|asgn(ξ)χ∂ξ(ψ(ξ, t ))∂ξϕ̂(0),

(5-29)

onde ao calcular a norma deste termo em (5-29) obtemos

∥∂ξ(|ξ|asgn(ξ)χ∂ξϕ̂(0)(ψ(ξ, t )−1))∥≲a |∂ξϕ̂(0)|
(
∥|ξ|aχψ(ξ, t )−1

ξ
∥+

+∥|ξ|a∂ξ(χ)∥+∥|ξ|a∂ξψ(ξ, t )∥
)

≲a ,t |∂ξϕ̂(0)|
(
∥|ξ|aχ∥+∥|ξ|a∂ξ(χ)∥+

+∥(|ξ|2a + |ξ|1+a )χ∥
)

.

(5-30)
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Quanto ao termo D6 vamos reescrevê-lo da seguinte forma

D6= −Dγξ (2t (1 +a)|ξ|asgn(ξ)χ∂ξϕ̂ψ(ξ, t ))

= −Dγξ (2t (1 +a)|ξ|asgn(ξ)χ∂ξϕ̂(ψ(ξ, t )−1 + 1))

= −Dγξ (2t (1 +a)|ξ|asgn(ξ)χ∂ξϕ̂︸ ︷︷ ︸
D6.1

−Dγξ (2t (1 +a)|ξ|asgn(ξ)χ∂ξϕ̂(ψ(ξ, t )−1))︸ ︷︷ ︸
D6.2

,

(5-31)

onde pelo Lema 2.4, temos que D6.2 ∈ L2
ξ.

Agora iremos reescrever o termo D6.1:

D6.1= −Dγξ (2t (1 +a)|ξ|asgn(ξ)χ∂ξϕ̂(ξ))

= −Dγξ (2t (1 +a)|ξ|asgn(ξ)χ(∂ξϕ̂(ξ)−∂ξϕ̂(0) +∂ξϕ̂(0)))

= −2t (1 +a)Dγξ (|ξ|asgn(ξ)χ(∂ξϕ̂(ξ)−∂ξϕ̂(0)))︸ ︷︷ ︸
D̄6

−2t (1 +a)Dγξ (|ξ|asgn(ξ)χ∂ξϕ̂(0))︸ ︷︷ ︸
2
a D̃2

,

(5-32)

onde temos que D̄6 ∈ L2
ξ.

Ao reunir os termos D2 e D6 obtemos

D2 +D6= D̄2 +R(ξ) +D6.1 +D6.2

= D̄2.1 + D̃2 +R(ξ) + D̄6 +
2
a
D̃2 +D6.2

= D̄2.1 +R(ξ) + D̄6 +D6.2 − (2 +a)(1 +a)tDγξ (|ξ|asgn(ξ)χ∂ξϕ̂(0)).

(5-33)

Note que prosseguindo de forma similar à (5-21)-(5-33) obtemos a seguinte
identidade:

D2 +D6= D̄2.1 +R(ξ) + D̄6 +D6.2 −
∫ t

0
(t −τ)Dγξ (|ξ|asgn(ξ)χ∂ξẑ (0,τ))dτ. (5-34)

De nossas hipóteses, Proposição 5.1, Proposição 5.2, (5-32) e (5-33) temos que

Dγ
ξ

(
|ξ|asgn(ξ)χ(t∂ξϕ̂(0)−

∫ t

0
(t −τ)∂ξẑ (0,τ)dτ)

)
∈ L2 (5-35)

se, e somente se
Dγ
ξ ∂

2
ξû(·, t ) ∈ L2(R). (5-36)
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Calculemos ∂ξẑ (0,τ):

∂ξẑ (0,τ)= −i x̂z (0,τ)

= −i
∫

e−i .0.x 1
2
x∂xu

2(x ,τ)dx

=
−i

2

∫
x∂xu

2(x ,τ)dx

=
−i

2
(−∥u(τ)∥2)

= i
1
2
∥u(τ)∥2

= i
d

dx

∫
xu(x ,τ)dτ,

(5-37)

onde em (5-37) utilizamos a identidade (2-5). Retomaremos agora à identidade (5-35),
onde utilizaremos o termo ∂ξẑ (0,τ) calculado em (5-37) e utilizando integração por partes
obtemos

t∂ξϕ̂(0)−
∫ t

0
(t −τ)∂ξẑ (0,τ)dτ= −it x̂ϕ(0)−

∫ t

0
(t −τ)i

d

dτ

∫
xu(x ,τ)dx dτ

= −it
∫

xϕ(x )dx − i

[
(t −τ)

∫
xu(x ,τ)dx

]τ=t

τ=0
−

−i
∫ t

0

∫
xu(x ,τ)dx dτ

= −it
∫

xϕ(x )dx + it
∫

xu(x ,0)dx−

−i
∫ t

0

∫
xu(x ,τ)dx dτ

= −it
∫

xϕ(x )dx + it
∫

xϕ(x )dx − i
∫ t

0

∫
xu(x ,τ)dx dτ

= −i
∫ t

0

∫
xu(x ,τ)dx dτ.

(5-38)

Fazendo t = t2 as identidades (5-35) e (5-38) implicam que

Dγ
ξ (|ξ|asgn(ξ)χ

∫ t2

0

∫
xu(x ,τ)dx dτ) ∈ L2, (5-39)

assim como pela derivada de Stein

Dγξ (|ξ|asgn(ξ)χ
∫ t2

0

∫
xu(x ,τ)dx dτ) ∈ L2. (5-40)
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Como γ = 1
2 +a, pela identidade (2-22) na Proposição 2.10 segue que

∫ t2

0

∫
xu(x ,τ)dx dτ = 0. (5-41)

Ao definir a seguinte função

F (t ) =
∫ t

0

∫
xu(x ,τ)dx dτ, (5-42)

temos que como
F (0) = F (t2) = 0, (5-43)

pelo Lema de Rolle, existe τ1 ∈ (0,τ2) tal que F ′(τ1) = 0, ou seja,∫
xu(x ,τ1)dx = 0. (5-44)

De modo similar, usando o fato de que u(t2),u(t3) ∈ Z 5
2 +a , 5

2 +a , podemos mostrar
que existe τ2 ∈ (t2, t3) tal que ∫

xu(x ,τ2)dx = 0. (5-45)

Portanto, de (5-44), (5-45) e da identidade (2-5) obtemos que u(t ) = 0, para todo
t ∈ [τ1,τ2]. E como ∥u(t )∥ é decrescente em t , como visto em (2-4), concluímos que

u(t ) = 0,∀t ≥ τ1 = t̄ . (5-46)

Para o caso em que a ∈ [1
2 ,1) podemos proceder tomando 5

2 +a = 3 +γ, onde
γ = a− 1

2 , usando a terceira derivada de ψ(ξ, t )ϕ̂ calculada em (2-14) e notando que pela
Proposição 2.11

Dγξ (|ξ|a−1χ(ξ)) /∈ L2(R). (5-47)

Assim, concluímos a demonstração do Teorema 1.3. □
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