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Resumo

Bonfim, Douglas. Estudo do Problema de Valor Inicial para a Equacao de
Benjamin-Ono Dissipativa ({1BO) em Espacos de Sobolev com Peso. Goiania,
2025. 58p. Dissertacdo de Mestrado. Instituto de Matemadtica e Estatistica
(IME), Universidade Federal de Goias (UFG).

Neste trabalho mostramos a Boa Colocagdo em espagos de Sobolev com peso para
o problema de valor inicial associado a equacdo dissipativa de Benjamin-Ono (dBO).
Determinamos propriedades de Persisténcia da solu¢do em espacos de Sobolev com peso

Zs r, assim como propriedades de continua¢o unica nestes espagos.

Palavras—chave
Boa colocagdo, dBO, Espaco de Sobolev com peso, Transformada de Fourier,

Derivada Fracionaria, Derivada de Stein



Abstract

Bonfim, Douglas. Study of the Initial Value Problem for the Dissipative
Benjamin-Ono Equation (dBO) in Weighted Sobolev Spaces. Goiania, 2025.
58p. MSc. Dissertation. Instituto de Matemaética e Estatistica (IME), Universi-
dade Federal de Goias (UFG).

In this work we show the well-posedness in weighted Sobolev spaces for the initial value
problem associated with the dissipative Benjamin-Ono (dBO) equation. We determine
persistence properties of the solution in weighted Sobolev spaces Z; -, as well as unique

continuation in these spaces.

Keywords
Well-posedness, dBO equation, weighted Sobolev spaces, Fourier Transform,

Fractional derivative, Stein derivative
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CAPITULO 1

Introducao

Este trabalho € baseado no artigo [5] onde faremos o estudo do problema de valor
inicial (PVI) para a equacdo de Benjamin-Ono dissipativa (dBO),
U+ HO2u+ D%+ uuy = 0

u(z,0) = d(z),

onde, 1 < x<2com ax=1+ae D’ denota a derivada fracionaria de ordem s, definida

(1-1)

via transformada de Fourier como

Déf(z) = (|&]°f)Y (2), (1-2)

e H representa a transformada de Hilbert definida como

1w

Hf(x)=p.v dy

nJrx— v (1-3)
= F(—isgn(&)f (&))(z).

Note que ao tomarmos « =0, (1-1) denota a equagdo de Benjamin-Ono (BO),
que representa um modelo para a propagacdo de ondas internas unidirecionais de longo
comprimento de onda em fluidos estratificados profundos. Dentro de espagos de Sobolev,
a BO tem sido bastante estudada nos ultimos anos, em relagdo a boa colocacgdo global e
local, veja [3], [12] e [19]. E também em relacd@o ao principio de continuagdo tnico, veja
[9], [13] e [14].

Ao tomar o =2, (1-1) se torna a equagao de Benjamin-Ono-Burguers (BOB)
Oru +’H@§u - 8§u + uty = 0.

A BOB foi inicialmente deduzida por Edwin e Roberts em [6]. Otani obteve a boa
colocagdo global em H*(R), onde s > —%, veja [17]. Em seguida, Vento demonstrou que
este indice € critico no sentido de que para s < —%, ¢ — u ndo é de classe C° de H* em
H?, veja [20].
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Quanto a dBO, sua boa colocagdo foi primeiro estudada por Vento [20]. Ele
obteve a boa colocagdo global em H* para o caso em que 1 < ¢ <2, onde s > -7 e a
ma colocacdo quando s < —%, no sentido de que ¢ — u ndo é C® numa vizinhanca da
origem. Tomando 0 < « < 1, ele mostrou que em H°, para todo s € R o problema é mal
colocado, no sentido de que ¢ — u ndo é C? na origem.

Ao longo deste trabalho a solugdo estudada de (1-1) serd a solugdo da equagdo
integral associada a este problema e sua dedugdo serd realizada no capitulo 2.

A seguir, temos os resultados que serdo provados neste trabalho:
Teorema 1.1 Seja a € (0,1], entdo as seguintes afirmacdes sdo verdadeiras

i) Sejam s>r>0er< %+ a. Entdo, o PVI associado a dBO é globalmente bem

colocado em Z; .

,g +a) e r <s. Entdo, o PVI associado a dBO é globalmente bem

colocado em Z, .

ii) Sejam r € [g+ a

Teorema 1.2 Seja u € C([0, T; Z11) uma solugdo do PVI associado a dBO, com
a € (0,1]. Se existirem dois tempos diferentes t1, 1 € [0, T tais que u(t;) € ng 8 pq» COM
j=1,2, entdo

u(0,t) =0,Vt € [0, T1.
Teorema 1.3 Seja v € C([0,T]; 222) uma solucdo do PVI associado a dBO,com

a € (0,1]. Se existirem trés tempos diferentes t1,1p,t3 € [0, T] tais que u(t;) € Zs

5,
5+a,5+a
com j =1,2,3, entdo existe t, com t1 < t < tp tal que

uw(z,t)=0,Vz € R, t > t.

Para a demonstracdo do Teorema 1.1 definiremos o conceito de boa colocagdo

global.

Definicao 1.4 Sejam X e Y espacos de Banach e seja F . Y — X uma fungdo conti-

nua. Dizemos que o problema

dru(t) = F(u(t)) € X
u(0)=p €Y,

(1-4)

é bem colocado globalmente quando existe uma tinica solugdo u € C([0,00), Y) tal que
1. u(0)=0de

im u(t + h})L— u(t)

lim ~ F(u(t)

=0,Vt €0, 00), (1-5)

X

com a derivada em t = 0 tomada pela direita,
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. ~ . . . . Y
2. a aplicacio &+ u é continua. Mais precisamente, dados &p, — b €
Un,n =1,2,3,...,00 as solugbes correspondentes. Entdo para cada T >0 temos
que

im suppo, | (1) — u(t)oo |y = 0. (1-6)

Note que nesta definicdo estd implicita a propriedade de persisténcia da solugdo, isto é,
seb e Y, logou(t)e Y,Vtel0,T]

O trabalho esta dividido em cinco Capitulos, onde no Capitulo 2 apresentaremos
notagdes e resultados essenciais ao trabalho. No Capitulo 3 faremos a demonstracao do
Teorema 1.1, onde mostraremos a boa colocacdo global de (1-1) além de observar que o
termo dissipativo na dBO, D%u, tem o efeito de abaixar os indices r € s no espago com
peso Z .

Nos Capitulos 4 e 5 demonstraremos os Teoremas 1.2 e 1.3, respectivamente.

Esses Teoremas nos mostram que o Teorema 1.1 € sharp, ou seja, que ndo se pode

conseguir indices 7 maiores que 3 + a tais que as partes i) e ii) do Teorema 1.1 sejam

2
21 . . T 3 5 ~
vélidas. E reciprocamente, mostram também que os indices 5+ a € 3+ a ndo podem ser

diminuidos.

Como consequéncias destes trés Teoremas 1.1-1.3, temos que o decaimento

= %+a— ¢ "sharp", ou seja, a solu¢do u de (1-1) com valor inicial ¢ € Z,, com

g+ a<r<se cl3(0) #0 € de tal forma que u € C([0, T]; Z, (§+a)_) para 7' > 0, mas ndo
2
existe uma solugdo ndo-trivial  com valor inicial ¢ tal que v € C([0, T]; Z, 34 a)). De
N2
forma similar, o decaimento 7 = g+ a— € o maior possivel tal que para algum 7 > 0,
existem solugdes ndo-triviais u € C([0, T];Z o (54 a)_), mas ndo existe uma solu¢do nao-

trivial © € C([0, T];zs,(sw)).

2



CAPITULO 2

Resultados Preliminares

Neste capitulo apresentaremos os resultados essenciais para o desenvolvimento
deste trabalho.

2.1 Notacoes

Usaremos a notagdo a < b para indicar que existe uma constante ¢ > 0 tal que
a < cb. Também usaremos a notagdo a <; b para indicar que a constante ¢ depende
apenas do parametro /.

Definimos a transformada de Fourier de uma func¢io f como:
f@)= [ e sy da.
R
Se s € R, denotaremos H° := H*(R) como o espaco de Sobolev definido por
HR)={f € S'R) : ||f]lzs < o0}

onde ||f| gs = H(QSJ?HL%, (8) = (1+&3)1/2 ¢ S’ representa o conjunto de todas as distri-
bui¢des temperadas, veja [15].

Adicionalmente, o potencial de Bessel .J# € definido por

(JNHNE) = (E)f(E).Vf e S,

e consequentemente ||./*f || ;2 = [|f |l zs-

O espaco de Sobolev com peso € definido por
Zsr= H3R)NIER),

onde L2(R) = L?(()?" dz) e a norma neste espaco dada por || - % = -3« + - 1.
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Também utilizaremos o seguinte espago:
Zs,r = {f € Zs,r :JE(O) = 0}-

Para auxiliar nas estimativas das demonstracdes dos teoremas nos proximos
capitulos, utilizaremos a fungdo x € C5°, com suppx C[—2,2] e x=1 em (—1,1).

Também vamos denotar a norma L? na varidvel z por || - || ;2 = |

2.2 Resultados

Proposicdo 2.1 Sejam §,v > 0 tais que J°f € I2(R) e () € L?(R). Entdo para qual-
quer 3 € (0,1),
17P2 ()P p) < el (@) 1P I1P 2-1)

Prova. Veja [9]. O

Observacao 2.2 Assumindo u suficientemente regular, obtemos para cada t em que a

solucdo existe que

u(z,t)dr = | $(x)dz.. (2-2)
f - |

Prova. Tomemos u suficientemente regular, logo podemos calcular a integral [ u(z,t) dx

e também podemos derivar esta expressao em relacio a ¢, onde obtemos

8t/ u(x,t)dx:/ up dx
R R
=/(—’H8§u—D°‘u—uum)dx
R

o0 o0 o0

=—/ H@gudx—/ D“udw—/ uuy dz,
—00 —0 —00

=0.

Assim, temos que [ u(z,t)dz = K, ¥Vt € R. Pela condigdo inicial de (1-1) temos que

/Ru(x,O)dx=/Rd)(x)dx=K,

portanto,

/Ru(x,t)dx=/Rd)(x)dx,

e assim, concluimos a demonstracao para a identidade (2-2). 0
Onde (2-2) implica que
@(0,7) = $(0),. (2-3)
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Prova.
1(0,1) = / e_ig"ou(x, t)dr = / u(x,t)dx
R R
e
$(0) = / e "0 (x) du = / b(z) de.
R R
Portanto, por (2-2) segue que
a0, 1) = $(0).
OJ
Temos também as seguinte relagdes assumindo-se u suficientemente regular:
d 2
EHu(t)H <0, (2-4)

Prova. Vamos multiplicar (1-1) por u e integrar em relacdo a x, onde obtemos

/uut dx+/u7-[8§u d:1:+/uD°‘udx+/u2u$ dx =0,

que implica em
1d
2dt

Mas note que, integrando por partes obtemos

/uzux dx=—2/u2ux dz.
/uzux dr =0.

/uD“udx:/ﬁﬁ"\udx
=/ﬁ|a|“ﬁdx

= [1eaf? ds
> 0.

||u(t)]|2+/uD°‘udx+/u2ux dz = 0.

Logo,

E também temos que

Assim, segue que
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d 1
%/xu(z,t) dz = §||u(t)||2. (2-5)

Prova.

d d
a/xu(x,t) dx:/%xu(x,t) dz

=/:1:ut dz

1
—/x?—l@%u dx—/xD“udm—E/x(?wuz dx

1
=—/u2d:c
2

Ju(t)][.

1
2

O

Ao definir I := (1 — A)~3/2[P(R™), 0 préximo teorema trard uma caracterizaciao

para estes espacos.

Teorema 2.3 Seja b € (0,1) e < p<oo. Entdao f € Lp(]R”) se, e somente se

n+2b
a) f e LP(R™),
b) Df(z) = (fgn Wdy)vz € LP(R"), com

1o = 10 =) 2Fl = 1T F o = 11 lp = If lp + 1D Ll 2 11l + 1D
(2-6)
onde para s € R, D? = (—A)*/2 com D* = (Hd,)*, se n =1.

Prova. Veja [18]. Ol

Fazendo p=2 e b€ (0,1) no item b) do Teorema 2.3 obtemos a seguinte
desigualdade:
ID*(9)ll2 < /D’ gll2+ 19D fl2- (2-7)

Lema 2.4 Seja b € (0,1) e h uma fungdo mensurdvel em R tal que h,h' € L. Entdo,
para todo x € R

Dl h(x) < ||| oo + ||1| poo- (2-8)

Além disso,
IDP (R < IPPhlso £ ]| + |2l oo I DO (2-9)

Prova. Veja [8]. ]
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Agora retornando a equacao associada a dBO, temos que a integral associada ao
PVI (1-1) é dada por:

t
u(t) = U(t)cb—/o U(t —1)z(1)dT, (2-10)

no qual z = %&E u, e o semigrupo U(t) é definido como:
(U(H)P) (&) = e HETHE"G ¢ € [0,00). -11)
Prova. Vamos aplicar a transformada de Fourier a dBO (1-1) e resolver a EDO:

(ug +H6§u + D*u) = (—uug)"

(u)" + (HOZu)" +(D*u)" = (G)",
onde definimos G = uu,, assim

Ty + isgn(&)E2T + |€| 0 = &
U +iE|E[U+]E|%U = G

-~

up+(iE|E+ €| u = G,

aplicando o metodo do Fator integrante com 1(¢) = eVEIEEMT obtemos

d X .
bl = wt) G,

e integrando com relacdo a T em [0, ] obtemos

t g ) t i
/0 (= /0 w0 G dr,

e pela condi¢do inicial de (1-1),
A t A
H(t)a(t) = d(z) + A w(T) G dr,

multiplicando ambos os lados por p(—t) obtemos
A t A
i(t) = du(—1) +/ wit— )G dr.
0

Definindo-se (U (t))"\(&) = e(*“ﬂa*m“”‘ﬁ, com t € [0,00), ao aplicar a Transformada

de Fourier Inversa, obtemos

t
u(t) = U(t)d)—/o U(t — T)uu, dT,
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e como uuy = 39, u? = z(t), segue que

t
u(t) = U(t)d)—/o Ut —1)2(7) d.

OJ

A partir de (2-11), vamos definir (&, ¢) = e #EE-HE" onde o=1+a,

A

a € (0,1], e calcular as derivadas até terceira ordem de (&, t)b:
Oe((E, ) = | = (1 + a) | sgn(e) +20t[E[) b+ e W(E D), (2-12)

FRW(E ) =| (1201 + 0P| — (1 + )al&]"~ + 4i12(1 + a) £] ™ sgn(&) — 41262~
~2itsgn(£) ) — (2001 + ) E|“sgn(&) + 4t ] ) 0 & + 2 [ W&, ),
(2-13)
FRW(E D) =| (3t2a(1 + a) E[2" sgn(E) — H(a® — 1)al&|* 2sgn(&) - 4itds —

—(1+a)> 3 |E[** sgn (&) + 2i(1 + a)(4 + Ba) 13| E| *sgn(E)—
—6i(1+a)?t3|E2 1121 + a)t3|E| 2 sgn (&) + 8it3| £ |2 —

—12t2£> b+ (2-14)
+<3(1 +a)?t?|E)2 +12i(1 + a)t?|E) “ sgn(E) — Ba(1 + a)t|E|* 1 —
121282 Gitsgn(£)> 9 — (3(1 + a)t|E|%sgn(E) + 6it|£,\) 2o
+R|w(E. 0.

O termo d; acima representa a funcéo delta de Dirac com respeito a variavél &,

Os préximos resultados nos trardo desigualdades que vao ser muito importantes
para calcular algumas estimativas nas demontra¢des vindouras, assim como trazer carac-
terizagcdes que serdo muito utéis para para verificar se alguns elementos pertencem ou nao
a L?(R).

Lema 2.5 Seja A > 0, entdo
2A
IEPW(E, 1)l e < cla, At (2-15)

onde
2A

c(a,N) = ((a;};l)e>_a+‘.

20+1

|Ha’067t|ﬁ|1+a”L‘2E = Cgql 21+a), (2-16)

Mais ainda, temos que
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Prova. Temos que

L L
< |E27\He—it£\£| | | e—t\£|1+a|

< szeft\a““_
Agora vamos definir @ (&, t) := £2A6_t|5'|1+a e calcular Oz @ (&, t), onde obtemos
va (2N
0060 =2 T (T w1 wlel).

Note que O: (&, t) =0 se, e somente se, (% —t(1+a)|&|*), onde obtemos a seguinte

= (20 ()

oA \Tra,_ 1
—> t T+a,
1+a

Mais ainda, calculando-se @(0,%) e o limite de @(&,t) com & — oo, obtemos que
©(0,1)=0 e @(&,t) — 0. Logo, voltando em |£2)‘1|)(£, t)] < @(&p,t), vamos calcular o
valor de (&, t):

igualdade:

que implica em

€] =10l = (

(e

1+a
<(1 +a)e)—12+}21t12>\
S\ 2
2\
=c(a,A\)t™ T+a,

Assim concluimos que \E”‘tb(&, 1) < @(&o,t) = c(a,?\)t_%. Quanto a segunda parte do

Lema,

ra +ta 2 1+a
llgfee= o2, = ([1eme 6 dg )" = [ [e2re2 g
=/£206—2t|£1+” d,

L _t
fazendo a mudanca de variavéis & =1 T+aw

_ 1+a —20—1 _ 1+a
/Ezoe 208" g5 = 1755 /w2°e 2wl g

2 —20—1
=Co_’at 1+a |
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Assim, H|E|G€_t‘£|1+a||/;§ = cglat_ffaq_ 0
Proposiciio 2.6 Paratodot>0,A>0es R, U(t) € B(H*(R), H**(R)) e
A
IU@® | gror < cla, (A +17753) | b e 2-17)
Prova. Segue do Lema 2.5. 0
Proposicao 2.7 Sejam ¢ € H?® e u solucdo do PVI associada a dBO, entdo
u € C((0, T; H™), (2-18)
¢ 1
[u(®)]| o < c(a, N, T)E %4 ||| s, £ € (0, T, s > S 0SA<ast. (2-19)

Prova. A demonstracdo de que v € C((0, 7']; H*>°) segue do argumento Bootstrapping,

veja [2], assim provaremos a desigualdade (2-19). Para isso usaremos a equacao integral

associada a dBO, a Proposicdo 2.6 e o Lema X4 de [16],

t
()| en= | U8 — /O Ut —1)2(1) dl| yoon

t
<1 UOD| e+ /0 Ut —0)2(1) dl| jonn

A t 1
< c(a, N1+t~ =a)||d| g +c(a,7\)/0 § +(t—T)*m)Haxu(T)zHHMq dt

A A t RN _ 1o
Sant Ta(d +t1+“)H¢HHS+/O (t—T)™a +1)(t —T) T ||u (T)||Hs+7\ dt

_A t R

Soa 7050l e+ [ (£ =27 ul0)] 5 0w
A t 1

S 050+ [ (¢ =07 w0 )] o

A t 1
SaaT t 1+“||<1>||1115+1\4T/0(t—’f) a ||u(T)|| gser d,

onde Mt = supp y||u(t)||s. A conclusdo desta prova decorre da aplicagdo de uma

versdao do Lema de Gronwall, veja [10], se¢do 1.2.1.

Lema 2.8 Sejam a € (0,1) e A € Z*, entdo

I

~ _ A 1-A a—A _ A
ID2W(E, O EP D) < can(t™ T + 870 + £ 55 )| f|| + ¢~ T |||z]°f

O

(2-20)
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mais ainda, a desigualdade é vdlida se \£|7‘ for substituido por |£\)“ A2 N = Aq+ Ay,
A, A2 € Z7.

Prova. Inicialmente temos que J:\ = —(¢(1+ a)|&|*sgn(&) + 2it|E|np. Assim, utilizando
o Lema 2.4, o Lema 2.5 e a aplicagdo (2-8):

IDEIEPHIS IDEDIEMF ]+ IIEP DL
SIDRIEM [sollF 1+ [IDIEM oo DEFI
S (EMD oo + 110 | EPW o) 111+ E Mo I DL
Sp (7 Ta) 4 (T 4 £ T )| + ¢ | |2] O |

_A 1=A a=A _A
So (¢ vt w w7 2] f])
A demonstragio é analoga para o segundo caso ao substituir |£|* por [E[M &N, O

O préximo Lema serd essencial nas nossas estimativas quando lidarmos com a

tranformada de Hilbert em espacos de Sobolev com peso.

Lema 2.9 Seja —% <v< %, entdo a transformada de Hilbert H é um operador limitado
em L2(|x|Vdz), isto é,

[Hf e S 1 1= (2-21)

Prova. Veja [11], onde uma versao mais geral deste Lema pode ser encontrada. 0

A préxima proposicdo € vital para obtencdo de nossas estimativas e também na

demonstracdo dos Teoremas 1.2 e 1.3.

Proposicao 2.10 Para qualquer © € (0,1) e y > 0,

cmY e,y #0, | < 1,

DO(|E[Yx(E)M) ~{ e(—In])2,y =6,
—.,n|>1,

|2+’

nl <1,

onde DO(|E|YX(E)() ¢é continua em meR—{0}. Em particular, segue que
DO(|E|YX(E))(-) € LA(R) se, e somente, se © <7y + %

De forma similar, segue que
1
De(\élysgn(é)x(é))(-) € L2(R) se, e somente, se © <y + 5" (2-22)

Prova. Proposi¢do 2.9 em [7]. 0
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Proposicao 2.11 Sejay € [0, %), entdo
1
DY([E[""2x(&)) ¢ LA(R). (2-23)

Prova. Seja n € (0,1), fazendo 7y =y—% e realizando-se a mudanca de varidveis

y—m=¢§

Yiy(y) — ¥ 2

£+nW‘ (&+1) —[n[V'xM))?
=/ |&|1+2Y d&,
(JE+n[Y'x(E+7m) — n|Y'x(M))?
/Ee £y d5/+
Aln)
(& +n[V1x(E+n) — ]Y'x(M))?
i£¢ paLs de,
Bn)

Na primeira integral acima, temos que 0 < £+1n <1 < 1, logo x(&+1) =x(n) = 1. Logo,
ao aplicar o Teorema do Valor Médio, existe z € (§+1,m) tal que

(E+m)YT =M =Y1ZY‘_1£.

Assim,

Y1 Y1 vi1—1
A(Tl)=/ (&+m)Y' —n d€ / Y12V 1E)? it
-

|£‘1+2y ’E|1+2’y
0 Yi—1¢)\2 0 (yi—1)g2
2 (2 &) 2 &
_‘y1/ w—+wd£—y1/n|£|1—+wda
T] 2(y1— 152 _ T _
>Y1 ‘a|1+2y ='Y$T]2(Y1 1)/0 5,1 Zyd‘i
—1
2(1 —v)” a

Como DY(|E[Y1x(E))M)? > gm) para qualquer 0 <m <1 e g¢ L! (R), concluimos a

loc

demonstracao. O

Proposiciio 2.12 Se f € I?(R) e ¢ € H'(R), entdo

IDY; I | < cllbll =l (2-24)

onde vy € (0,1) e [DY; ] representa o comutador entre DY e ¢.
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Prova. Notemos inicialmente que

([DY; d1/) (&)= (DY (df) — dDYf)(E)
_ / (€] — )& —m)fm) dn,

e como |[E]Y —n[Y| < |&E—n[Y, assim temos que

;010 )= [ 1€=nPb(E —mllF ] dn
= (| DY * [f])(E).

uma vez que ||D/ﬂ>||L1 <|[|DYd|| gt < ||| 2, aplicando a desigualdade de Young obte-

mos
IIDY; &1 |I< ¢l | DY | | /1]

< ¢| DY |fl

< ¢|| bl 2l

e assim concluimos a demonstracao. O



CAPITULO 3

Boa Colocacao

Neste capitulo realizaremos a demonstra¢ao do teorema de boa colocacdo global
do PVI associado a dBO. Abordaremos apenas o caso onde a € (0,1), sendo que o caso
a =1 pode ser verificado utilizando-se as ideias de [8].

Antes de comecar a demonstracdo, precisamos de alguns resultados auxiliares.

3.1 Lemas

Lema 3.1 Seja © € (0,1]. Entdo para toda ¢ € Zg o(R),

IDAD(E YD) Sa p1(D)|(2) 0, (3-1)
onde p1(t) =3+ {Tia 475

Prova. Seja 0 € (0,1), entdo por uma aplicacio da identidade de Parseval, (2-6) e o Lema

2.8 com A = 0, obtemos

ID2(DE, D) [WE, b + | DL (E, t)P)|
Sa @+17 +17%)] ()09 (3-2)
Sa p1(1)][(z)%]].

O caso em que 0 = 1 segue de forma andloga. 0J

Lema 3.2 Seja 0 € (%, % +a). Entdo para toda ¢ € Z4,01,0(R),

DO (E, )| Sa p2()]|(z)*0 ], (3-3)

onde P2 é uma fungdo crescente e continua em [0, 00).
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Prova. Seja ¢ € Z4,9 1:0(R), note que

DI (E, t)b)= DE (Db (&, H))
= D ($Ob(E. 1)+ (& D0 (3-4)
= DY(GOLW(E, 1)) + DEW(E, )0 h).

Logo,

IDEW(E, ))||= || DE(POW(E, 1) + DI (E, 1): )|

0, i, 0 ; (3-5)
< | DE(PIW(E, 1) || + || DE (W (E, 1) e ).

Aplicando o Lema 2.8 com A =0 e 0: = —(¢(1 + a)| €| *sgn(&) + 2it|E P em (3-5), obte-

mos

I DO (E, 1)) < || DE(GIW(E, )| + | D2 (E, 1) )|
So (14170 +170) 9 || +]| DEO: | +
+ 1| DE(|E| sgn(E) D)+ 1| DE(EH )] -

-~

Ay Ao

(3-6)

Precisamos agora estimar os termos A4 e Ao. Note que para o termo Ay, basta aplicar o

Lema 2.8 com A =1:

Ao = t]| (| sgn(EYb )|
o (T + 14t T ||| + 8 |20 3-7)

_a_ 2a_ _a_
Sa (1+t7a +1550) [ + ¢ ||| 2] |-
Agora para o termo A4, vamos utilizar a fungdo x, onde obtemos os termos A1 1 e A1 2,

Ay = t|| DE(E|*sgn(ENb )|
= 1| D2(|E|* sgn(EYbx) + DY (€] sgn(E) b (1 —x))]|

. . (3-8)
< 1| DE(E]" sgn@W x| +t | DE(E|" sgn(Enbb(1 =) -
ATJ AT,z
Aplicando o Teorema 2.3 e o Lema 2.4 ao termo A4 » encontramos
At = t|| DR(E|*sgn(E)b (1 —x))|
S HNE (1 =X oo + 10 (1 E* sgn(END (1 =) DI+ (3.9)

+t]||&]“sgn(E( —x) ||| DL
1—a 1 1
S@+tTe +t7a)|| @]+ t7a||z|°].
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Agora reescrevendo Ay 1,

Aq 1= t]| D (1| sgn(&) W x|
= t|| D2(|E]* sgn (&)W — 1)dx) + DE(|E| sgn(E)dx)]|
< tIDE(E|“sgn(E) b — Dx) | + Ll DE(E| “sgn(€)x)]] -

-~

~~
1 2
A1,1 A1,1

Novamente, prosseguindo com o Lema 2.4 e com 0z,

Al 1=t DE(IE]“sgn(E)b — )X
S HUIE (W — 1)x][ oo + [0 (| €] sgn(E) W — 1)X) [ oo) | D |+
+][[E]“0 — Dxllse DD
Sa E+B)(|d] + 1|22 1).

Resta o termo A? ., para isso vamos reescrevé-lo como

A2 = 1| D2(1E|“sgn(&)x)]|
= 1| D(|E|*sgn(E)(d(E) — ¢< )X +Dg (|&]“sgn(&)b(0)x)|

< HID2(IE| sgn(€)(D(€) — b0)x) | + 1| DE |a|“sgn d>(0)x)||-

-~

i i
Denotando-se por L = |£|“3gn(£)(d3(£) — $(0))x, podemos estimar || L||,

ILI| = [||&] @ sgn(&)(d(E) — dO)x|
S E X @) +[11E]“bo)x|
Sa & XN s
= [[{z) |-

Observe que

O L = al&] " sgn(E)(D(E) — (0) + |E| “sgn(E)(D(E) — d(0))Iex + |E|sgn (&)

(3-10)

(3-11)

(3-12)

(3-13)

XO: d(E)
(3-14)
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assim tendo em vista que 6 > 1, podemos estimar ||Jg L|:

10 L= [|al&|* sgn(E)(D(E) — §(0)) + | &|“sgn(& )(43(&)—d3<0>>8ax+ &) %sgn(E)x e H(E) ||

< 16l P2y e debierxil+ 1eI(6(0) - $0D2ex
< 181106 o + N1 o9 b1 + 18] Dex 61 + 12 01| b00)
Sa 170611+ ]+ 17°6)

Sa ll(2)'*09].
(3-15)

Das desigualdades (3-14) e (3-15), obtemos
A5 Ll < ()"0 ]]. (3-16)

Como 0 < %+ a, aplicando a Proposi¢do 2.10, concluimos que Dg(|£|“sgn(£)x) € I2.

Portanto, pelo Teorema 2.3

ASa tllblloo + tll I DE(EI sgr(E)x|
Sa tll2) -

(3-17)

Basta reunir as desigualdades (3-6), (3-7), (3-9), (3-11), (3-16) e (3-17) e assim conclui-

mos a demonstracgao. OJ

Lema 3.3 Seja O € (5,5 + a). Entdo para toda ¢ € Zg+e’2+g(R),

11
2’2
IDE*O(E, D) Sa p3(t)]| ()20, (3-18)

onde p3 é uma fungdo crescente e continua em [0, 00).

Prova. Seja ¢ € Z'2+9!2+9(R). Note que

DR ((E, t)d)= DE (O (W(E, 1))

0/ £ 72 ; 20 (3-19)
= Dg (GO W(E, 1) +20: GO (E, 1) + (&, 1) 05 ).
Usando (3-19) e a identidade de Plancherel, obtemos
D& D)= | D (GOFD(E, 1)+ 20 Gerb e, ) + (&, O]
<|IDE 35,11) (&, 1)) +]| DL (D bOeb(E, 1) | + | D (W(E, t)aécﬁ)Hj-

b D E
(3-20)
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Para o termo F, aplicaremos o Lema 2.8 com A = 0

a1 ; £
ES (147 +17a)]| 02| + | DEAZH|

<
T - (3-21)
S @+tta+ i)z 0| + |||z b

Quanto ao termo D, vamos reescrevé-lo, usando a expressdo de 0z (¢, t),

D = || D@ b(—(t(1 +a)| &|“sgn (&) +2it|E )W (E, 1) |
< HIDE(E]" sgn(ENp (&, D) | + | DEERD (&, e ) (3-22)

-

D1 D2

onde o termo D; se decompde como

Dy = t|| D (|&|*sgn(END(E, )0 )|
= t]| DL(E|* sgn(END(E, t)xe b + |E| “sgn(END(E, £)(1 —x) e D) |
< I DE(E]" sgn(Eb(E, xDed)| + H| DLE|" sgn(E@Nb(E, (1 —X)IeP)].

-~

Di 4 D1 2

(3-23)

Além disso, podemos reescrever também

Dy 1 = tHDSda\“sgn(awa, tyXOe )|
= t|| DY (€] sgn(E)D(E, HX(Ted(E) — D d(0)) + | £| “sgn(EN(E, tyx e d(0))
< tIDL(E|" sgn(ENb(E, )(3ad> — 0:p(0)][ + 2| DE (€] sgn(ENb(E, )X (0]

1 2
D1,1 D1.1

(3-24)

Agora, usando o Teorema 2.3 e 0 Lema 2.4 com h = |&|*sgn(E)W(E, t)(ﬁgcf)(&) — 8543(0))
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ef=X’

D} 15 t(ID°(E] “sgn(ENbE, DD b(E) — DO+
12 sgn(END(E, (O b(E) — 26 b(0)) o DI )
< (11w (&, 00 6() - D b))+
HIOE (] sgn(END(E, D (&) — D DO IX]
HI[E|“W(E, DO E) — (0] oo +1DE]))

< 0 el 0l 115 06,03 e+ 1610, 0
+1E1"b(E DOFHE) o | I+ [1E1"W(E D01 [ DEXI)

Sa b7 0e P lloo + 75 10 blloo + 10D e + 4777 021 | I+
#1770 bl oo | DEX

Sa (677 + 1357 + )10 blloo + 177 02 |oc ) I + 7710 & | DEXI

a2 . N . - N
S (07554475 4 )] ()2 ]+ £ [ 2) 20 ) ] + 751 ) bl DX
(3-25)

Procederemos de forma andloga & (3-25) ao termo Dz, com h=(E, 1) e
[ =1&]%sgn(E)x 0 d(0),
DE,5 t(IDE(E 1) €159 (E)X e O] + [ID(E, ) [ DE(E]” sgn(EIxds blON])
< t([IGE Dlloe + 100 D] 121 X0 O]+
H(E, 1) ool B I DEE] sgn(Ep0
< 1060 o [V, D)oo + 106 (E, )loo 112 + [ IDE(E) “sgniEDOI )
1) @ (I (&, DIl €[]+ IDE(E] sgm(@noll)

1+2a

S I (¢ 52 4 75 £ DR sgnieno] ).
¥

(3-26)

Note que sendo N = ||Dg(| | sgn(&)x)|], como © < 0+ %, segue pela Proposic¢do 2.10, que
N € I?(R). Seguindo como em (3-25) para o termo Dj 5 com h = |E] % sgn(EYW(E, ) (1 —X)
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ef= 8,5(13, obtemos

D125 (DR sgn(ENb(E, H(1 =)o 06 b 1+

H1E1% sgnEND(E, (1 =0 |ocl DLOE D)

< (1261 (1121 “bE D1 —0lloe + 192121 sgnENBE, BT —0))
HIEI"W(E D01 =0l [DI0e b))
< (19Dl (€& (T =) o + (11 “W(E 1 =D ]loc)+ (3-27)

HIE"(E 0 =0l D)
< (19 BIIDEEI"W(E, 1 =30)loo + 1| W(E, DT =) [ DEO: B )
S (T 4 E )0l + 7 DR )

< (t7a + 1 + 1)z + 7 ]| (z) 0.

Quanto ao termo Dy, procedendo como (3-25), obtemos

D25 ¢ (DR E, )l |9 + [ED(E, ) I DED

a 2a 1 140 (3_28)
S (te + e+ t) ladl|+ 17 [ (2) b)),

Agora, voltemos ao termo C' em (3-20). Temos que C = HDe 8§1b (&, t)d)]|. E

usando (’9(%1]) (&,1) d) calculada em (2-13), podemos estimar C' como

C S IDLEPD(E, O)d)I| + I DEE]* (&, )D)I| + 2] DE(E| ™" sgn(ENb(E, 1)) | +

6',1 Cz 5,3
+ 2| DY (ERD(E, ) ||+t||Dg, sgn(END(E, )|
Cy Eg
(3-29)
Para o termo C; vamos utilizar o Lema 2.8, onde obtemos
O1§t2<(t T ) )|+ £ |2 ¢||)
(3-30)

S (75 #1775 ]|+ 5 2]
Para o termo C», vamos reescrevé-lo utilizando a fungdo x. Assim, obtemos

Co S HIDL(EI™ W& XD+ I DE(E] " D(E (1 = X)) (331

~~ ~~
1 2
02 CZ
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Note que o termo ¢|&|%~ (&, t)(1 —x)d € Hg, visto que

( X)H
§

S U el (e 06

t[1E]*WE B =X DS HIEI“WE, )b

1 (3-32)
SH e [

1*||q>||
€
a—1 a 2q c1-X
{1 0e(IEI" (e 001 ~ 06115 ¢ (1€ 06 + el e bie 06X+
11—
(& 06 el e X+
ol b(e. 060: (X))
S (Era + 17 +1759)[ @] + 7 2|
(3-33)

Para o termo 021 , vamos usar o fato de que como d3 € Zg+9!2+9, logo (ﬁ(O) =0.

Assim, aplicando a férmula de Taylor obtemos
A A o- A
6(€) = £0:6(0)+ | (£—0)F(o) do (3-34)

onde podemos reescrever o termo C,

- 11D8El~ E0iE, DB+ 11D [~ 0fel 0, Do do |

S '
t| DZ R|

(3-35)

Note que R € H, 51, , visto que aplicando a imersdo de Sobolev obtemos

3 )
IR|=| / (& — 0)| &) (&, )X A2P(0)) do |

SE T WE, XEX0E oo (3-36)
SE W E, x [ 0F oo
Sa [(@)*0]
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(&

& .
|0c 2] [ | (&= el b(E xoFd(o)do ) |
S I3, 207l + 1022 + 8] D&, e OF |+

) £
+|H5!“1¢(6,t)x’52|!3§d>\loo!\+H!€\“11|J(E,t)x/0 Oz d(T) |
< )0 9].

(3-37)

Para o termo S, vamos utilizar o Teorema 2.3 ¢ o Lema 2.4 com h=1(§,t) e

f=&]9 T ExD: $(0),

IS]1= ¢l DL(E]" " E(E, O1xDe b ()|
S (ID2(E, ) 11X b(O) |+ [W(E, Dlloc [ D] “s9n(EDX) 19 $(0)] )
< (IR, D)oo + 106 (E, )]o0) [ b 0) 12+

+0bO) (&, )l D] sgm(@x0).

(3-38)

note que HDg(|E\asgn(£)x)H ¢ o termo N que aparece em (3-26), assim vamos substituir
na desigualdade (3-39), onde obtemos

1S11S £ (R0E Blloo + 106(E, Bl oc) 195Dl + D Bl W(E, 1) oo V)

S 0B (J(E Do+ H[E]"W(E, ]+ Ll |END(E D] + V) 330
Sa O B(0)|(1+ 70 + 75 + N)

Sa (@) 0| (t+ 756 + 4550 4 ).

Aplicando o Lema 2.4 ao termo C3 obtemos

Co 5 2 (1121 (e ) | (121 0E, 1) o | D11+ [[€] ™ (E, )| DES))
20 2ast (3-40)
< (784 55 | + ¢ |

Aplicando o Teorema 2.3 e Lema 2.8 ao termo C4 obtemos

Ca< (T 4t 4 550 ) ||| + 705 || |20 b -

(3-41)
E por fim, para o termo Cs, vamos proceder como em (3-41), onde obtemos
1 _a_ A
s t<(1 +1Tra + t1+a)||d)|| + ||Dg(59n(5)¢)’| > . (3-42)

T
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Note que como % <0< %+ a, segue que —% <0-1< %, assim podemos apli-

carolLema29em T,

I D2 (sgn(&)P)||= ||| z|*Hb||
= [[1z° = H ||
= |1z~ H(z )| (3-43)
Sz* 2|

= [[1z°®]l.
Agora, utilizando a relacdo entre as Derivadas fraciondria e de Stein (2-6), obtemos
IDE (sgn(@ )| S 4]+ DL (sgn @) S Nz bll. (3-44)

Basta reunir as desigualdades e assim concluimos a demonstracao. UJ

3.2 Demonstracao do Teorema 1.1

Sejam s > r e ¢ € Z; (R), temos que a solugdo u(t) do PVI associado a dBO
(1-1) é inica e satisfaz u € C([0, T']; H*(R)) paratodo T > 0. Assim como também temos
a dependéncia continua dos dados iniciais em H°. Dessa forma, provaremos apenas
a propriedade de persisténcia em L2. Para isso definiremos M := supjo, 1p||u(t)|| ms €
dividiremos em 6 casos.

Inicialmente vamos multiplicar a equagao integral associada a dBO (2-10) por

|2|® e vamor estimar sua norma.
120u(t) = |z]° U(t)d +/0t 12]°U(t —1)2(7) dt (3-45)
0 que implica em
e Pt el Ul [ ol Ut~z d (3-46)

onde z = ;ax u?. Assim, vamos estimar os dois termos a esquerda em (3-46) para cada um

dos casos a seguir.
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3.2.1 Casol

Sejamr=0e0 ¢ (%, 1). Pela identidade de Plancherel e Lema 3.1 obtemos

21° U@l = ll(|2° US|
= | D2 (E 1))
Sa p1(D1(2)° ||
Sa 01(T)[[{(2)° .

(3-47)

Para o termo referente a integral, utilizando o Lema 3.1, imersao de Sobolev e a

Proposi¢do 2.7, onde g — 5 <A< a+1 obtemos

20Ut —0)z(0)] = |||2*(U(t —1)2(0)"|

= | D2W(E, t —T)2(T)||
Sa p1(1)(t =)z >98 u? ()|
Sa p1(D[(2)°u(r)d; || (3-48)
Sa p1<T>||<x>9m>||||8u )z
Sa 01(D)[(2)°w(0)[[|02 u() || roon
Sa p1(T)ela, A, T)t s ||| | () ()|
A partir da identidade (2-4) obtemos
[u@)] < (|- (3-49)
Reunindo (3-47)-(3-49) e o Lema de Gronwall, veja [10], obtemos
2" w®)|<a 01(DI(x)° I+ p1(T)II{x)° | (3-50)

Sa7 |1{z)%d),onde t € [0, T].

De (3-50) obtemos a propriedade de persisténcia em L2. A continuidade da
aplicagdo t € [0, T] — L2 segue usando a desigualdade (3-50) argumentando-se com em

[4]. Por argumentos similares a [9] e [4] temos a dependéncia continua em Lf,.
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3.2.2 Caso2

Sejamr=1+6,0 € ( + a). Vamos prosseguir de forma similar a (3-46) porém

‘1+9

agora com |z|'*", onde obtemos a desigualdade

t
e @l < 21> U]+ /0 oMU —Ta(mdr].  G-5D)
Utilizando o Lema 3.2, para todo ¢ € [0, 7] em |||z|%*! U(t) || obtemos

I|z*" U@ = || DI (E, )|
Sa p200)[[(z)"* 09| (3-52)
Sa p2(D)|[(z) 0.

E pelo Lema 3.2 e imersdo de Sobolev em |||z|%*" U (¢ — 7)2(7)|| obtemos

2 Ut —D2(0) = || DI W(E t —1)2(T)|
Sa p2(t — D)z >”98 u ()|
1+6
o palt=ola) o] 553)
Sa P2 D) |[{z) ™ u(t) ||| 0z u(T) || g0
(D)) "* (@)l u()]| s
Sa P2 T)M|[(z) " u(T).

Sa P2

Daqui em diante, basta reunir as desigualdades obtidas em (3-52) e (3-53) e

proceder como no Caso 1 pra concluir o resultado.

3.23 Caso3
Sejal<r< % Da desigualdade no Lema 3.1 obtemos

U@ 12 Sa P11 D]l 2 (3-54)

e pelo Lema 3.2
3
1T 1z Sa p2(D)l|] 3.0 > 3. (3-55)

Assim, aplicando o Teorema de Interpolagdao de Stein-Weiss com mudanga de
medida (veja [1]) em (3-54) e (3-55) obtemos

1T 12 Sa pDIDl 2 Sar 1Bl 2.t €0, TT, (3-56)

onde 7 =1+0(c—1) e p(t) < p1(t)'~%pa(t)?, com 6 € (0,1).
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Assim, voltando a equacdo integral associado ao PVI da dBO (2-10), onde
estimando sua norma juntamente aos resultados (3-56), Proposi¢do 2.7 e imersdo de

Sobolev obtemos

=106~ [ U020 del
< U@l +1 [ Ut -0e del g
Sor 1015+ 3 [ 10wl dn
Sor Il + [ No@d o)l dx 3-57)
Sor 10l + [ 1ol 10500 = dn
Sor 01+ [ @l u(o) o

b A
S [z + [0 clah, 7) [ 2775 u(r) 2 d.

onde temos que %— s <A< a+1. Assim, ao utilizar o Lema de Gronwall obtemos a

seguinte desigualdade
[l 2 San T [Pl L2 (3-58)

A partir de (3-58) basta prosseguir como nos casos anteriores para concluir o resultado.

3.24 Casod

Sejamr=0¢e 0 € (0, %]. Este caso € similar ao caso 3.

3.2.5 Caso5

Sejamr=2+0 € (g, g +a)e b e (%, % +a). Obtemos a desigualdade

t
Iz]%2u(t)]| < [||z*2 U@ + || /O |2|**2 U (t — 1) 2(7) d|. (3-59)

Procedendo de forma anéloga ao caso 2 e aplicando o Lema 3.3 aos dois termos

a direita da desigualdade (3-59), obtemos

122U 0| = || DERAE, D) Sa p3(T)|(2)20 || (3-60)

22Ut —0)2(0)| = || DE2W(E, t — D) Sa pa( DM [(2)2Cu(r)].  (3-61)
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Basta proceder como no Caso 2 para finalizar a demontragdo deste caso.

3.2.6 Caso6

Seja g+ a<r< g Este caso é similar ao Caso 3.

Assim concluimos a demontracdo do Teorema 1.1. [J



CAPiTULO 4

Demonstracao do Teorema 1.2

Iniciaremos agora a demonstracdo do Teorema 1.2. Para isso vamos considerar
a € (0,1). Note que o caso em que a = 1 pode ser obtido utilizando-se da mesma aborda-
gem de [8]. Vamos dividir a demonstragdo em dois casos.

Caso a € (0, %):

A ideia principal desta demonstragdo serd observar que os termos em (2-12) tem
um decaimento apropriado quando |&| tende a infinito. Assim comegaremos retomando a

equacdo integral associada ao PVI da dBO,

t
u(t)=U(t)p — %/0 U(t —t)u(t)0zu(T) dT, 4-1)

onde temos que

(U(H)D)E) = V(E, ). (4-2)

Seja 3 +a=1+v, ondey € (}+a,1), a0 multiplicar (4-1) por |z|™ obtemos

o R t
DYocu(i) = Db, ) — | DYosb(e 1= d. (-3)

Sem perda de generalidade assumimos que ¢4 =0 < fp. Sejad € Z $radvar entdo

temos pelo item (i) do Teorema 1.1 que
3
we ([0, T; H2**(R)N [2), onde 0 < r < S+ (4-4)

Agora vamos multiplicar o termo Dgaa(xp(a, t)d;) pela funcdo auxiliar ¥, onde

obtemos
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XD O (W(E, )b)= X DY e (W(E, 1)) + DY xDe (W (&, 1)) — DY X (W(E, 1))
= (XD} 0 (W(E, 1)) — DY X ((E, 1)) + DY XD (W(E, 1))
= [x; D}10: (W(E, 1)) + DY X0 (W(E, 1))
=A+ B,

(4-5)

onde, [x; Dz] representa o comutador entre x € Dz.

Substituindo (2-12) em A e B, obtemos os seguintes termos:

A=x; DY10e (W (E, 1))
= 16 DA(—(1(1 + a) €| *sgn(&) + 2it €] + De DI(E, 1)
= [ DY (401 + ) €] sgn(E) P (E, 1)) = [x; DY 123t £ (&, 1)+ s DYOEDW(E 1).

A1 Ag AS

(4-6)
c
B = DYx0: (b(E, 1))
= DY (X(—(t(1 + a) ] “sgn(E) + 23t |E]) b + D I (E, 1))
—(1+a) D} (X|&|"sgn(€)P(E, 1) — D} it |E[xP(E, 1) + D (XD PW(E, 1))

B1 B Bs

(4-7)

Para auxiliar em nossas estimativas o préximo resultado serd bastante impor-

tante.
Proposicio 4.1 A;,B; € 2, parai=1,2,3¢j=2,3.

Prova. Para os termos A; vamos utilizar a Proposi¢ao 2.12, o Lema 2.8 e a identidade de

Plancherel:

1A1]|= [IbG DYI(—(t(1 + a)  E]“sgn(E) pW(E, )|
< Ixllgelitct + )€ sgn(€)dw(E, 1)

) (4-8)
Sat Xl gz €1 W&, )
Sat 0],
| Az|= lIx; DY 12it | E|Gr(E, 1)
S !IxHHgH%IE!dSw(E,, t)ll
(4-9)

Sat Ixl g lllEl G (E, D]
Sat 1P,



43

143l = 1Iix: DY 10 pw(E, 1)
< Il 20 bib (e, 1) (4-10)
S llzdl].

Para os termos Bj, utilizaremos a relagdo de equivaléncia entre as derivadas de

Stein e fraciondria (2-6) obtida no Teorema 2.3 e o Lema 2.4:

B2 = 1D} (it |E[xp(E, )]
S [1EXDWE, )|+ DY (| ElXDW(E, )]

. v o (4-11)
St 1[I+ 1D ¢
1+a
Sait O+ 22 b,
e
1Bl = | D} (xO bW (&, 1)
< X PV (E, D) + | DY (X bW(E, 1) 1)
Sat 1051l + DY g bl
3+a
Sat [lzdll+ |22 d]|.
Assim concluimos a demonstracgao. 0

Agora vamos voltar a aten¢do ao termo da integral em (4-3), onde vamos

reescrever este termo utilizando a fungdo auxiliar ¥ e o comutador entre X e Dz:

[ XD octbie, t )2 de=
: /0 t[x;Dglamp(a, t—1)Z = Dyx0g(W(E,t —T)2) + DI X0 (W(E,t —D)2)ldT  (4-13)
-/ (06 D06, £ —0)2) + DY (XL Ch(E, £ —T)2) d.

Reorganizando os termos em (4-13) obtemos
[ e DB (et 0+ e sym(e)2 200 D]e] 2 +0c2)
+D (X((E t — (T~ 1)1+ a)|&] sgn(€)2 + 2iCc — )|e] 2+ 0p2) ) dr. 419
=A1+ A+ Az + By + Bo + Bs.

Assim como fizemos para os termos obtidos a partir de (4-6) e (4-7) demonstra-
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remos o seguinte resultado:
Proposicdo 4.2 Sejam t € [0, T}, entdo A;,B; € L? para i =1,2,3.

Prova. Note que na demontragdo da Proposi¢do 4.1 utilizamos o fato de que
3 . . 2
¢ € L?((z)2**dx), assim precisamos mostrar que z também pertence a este espago para

todo ¢ € (0, T']. Assim, observemos inicialmente que

O () 2+ u?) = (2+a)<$>_;+axu2+<x)g+‘165u2. (4-15)

Portanto, € suficiente estimar o lado esquerdo da identidade (4-15), assim notemos que

6,20 o
I

1T (x) 2+ u?)||= || J(2) % u?)
= (| T(z) 25+ D)

u
= 1T((2) 3 B w)?)| (4-16)
< 1T (z) 8|2

X —
ST ul P,

onde na dltima desigualdade em (4-16) utilizamos a Proposicdo 2.1 com os coeficientes

B= J—t =1ed= - Logo, resta lidar com o termo By, assim usando a relacdo de

equivalenc:la entre as derlvadas de Stein e fracionaria (2-6) e o Lema 2.4, obtemos

HB1H</ | DE (b (& T—1)(1+a)|E|“sgn(&)Z] dT
Sa,t/ I DExW(E, t —1)[E| " u?| dT (4-17)
Sar 48]+ [ DEu?
1
Sat Il + il |22 ]|
Assim concluimos a demonstragdo desta proposicao. 0

Vimos até o presente momento que os termos A;A; B;,B; € L?

com 1=1,2,83 e 7=2,3. Lidaremos agora com o termo restante B;. Como
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By=—t(1+ a)Dg (xW(&, t)sgn(£)|£\“(]3), vamos reescrevé-lo, onde obtemos

By = —t(1+a) D (XW(E, t)sgn(& |a|a<f>
—t(1+ )DL (b (&, D)sgn(E) & D (E,
+1(1+a) Db (&, 1) sgn(€) €] b(0 —t1+a>Dg<xw<a 1)sgn(£)|&]*$(0
= —1(1+a)DE(xW(E, 1) sgn(€)| €| “(B(€) — $(0))) — t(1 + a) DY (&, £)sgn (&, ra\“cﬁ(on

-

B1_1 B1.2

(4-18)
Note que tomando-se M = x (&, t)sgn(£)|£|a(cf)(6) — $(0)), obtemos

O M = O (X)W (&, D)IE|* (b ¢(0))+(9a(1|)(5t><89n ) E|“(D(E) — (0))+

) (4-19)
+x (&, t)sgn( aIEI“ H(P(E) — d(0)) +xW(E, t)sgn( |5!a3£,¢

onde agora vamos estimar as normas de M e —t(1+ a)0: M:

M| = IxW(E, )sgn(E)|E|“(P(E) — G(0))|
< [l (&, t)sgn(E)|E|* D) | + X (E, t)sgn(E)|E]“H(0) |
Sat IXIEI"DE)] +[IxIEI*DO)]] (4-20)
Sat IXIE No IPE) ] + [IxIE] (] (0)]
Sat 4] +]d(0)],

| —t(1+a)0: M|| S

Sat 10600V, DIE|“(D(E) — DO)]| + |0 (D (E, 1)xsgn () E]“(B(E) — H(O)) || +
+{xb (&, H)sgn(E)alE] (H(E) — HO)]| + [xb(E, B)sgn(&, |a!“05¢ )|

Sat 10:00W(EB)E|“DE)] + [0 COW(E, I E[“ D)+

+ (&, O)XIEI“DE)| + 10 (W(E, D)XIE|* B(0) |+

+lIXW(E DIE[*Deb| + Ixb(E, 1) E|“D: bl

Sant IEI 000 ool b1+ [[1E]“De )] (0) | +

+IXIE| Db (&, D) | 22 | b | + D (E, )| 2= | E] X || b(O) |+

+lIXIEL IO lloo + IXIE oo D

ot (@) 0] + |2,

(4-21)
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onde em (4-21) usamos a imersao de Sobolev

XS 2*a¢!|—||< y2re . (4-22)

Assim, de (4-20) e (4-21) concluimos que B; 4 € H'(R). Note que utilizando a
Proposicao 4.1, a Proposicao 4.2 e (4-18)-(4-21) obtemos que

t(1+ a)|&| “sgn(EYD(E, )xP(0) € HY(R). (4-23)
Note que reescrevendo (4-23) obtemos

t(1+a) & “sgn(EYW(E, IxD(0)= t(1 + a)|E]| “sgn(END(E, XD (0) — t(1 + a) | &|“sgn(E)xD(0)+
+1(1+a)|E|“sgn(E)x(0)
= 1(1+a)[E|“sgn(E)W(E, 1) — 1)xP(0) +

Ch
1+ )&l sgn(d) (E)x$(0),
Cz
(4-24)
onde segue que Cy € H(R) e Cz € H.
Como C, € H,', aplicando a relagio de equivaléncia (2-6) obtemos
t(1+a)D} (|&]*sgn(E)x$(0)) € LA(R). (4-25)

Por hipétese y < % + a, logo aplicando a identidade (2-22) obtida na Proposi¢ao
2.10 segue que dS(O) = 0. Como vimos em (2-3), 4(0, ) = dS(O). Portanto obtemos

1(0,t) =0, (4-26)
em todo tempo ¢ em que a solucdo existe. Assim, concluimos a demonstracdo deste

Teorema para o caso em que a € (0,%). O caso a € [%,1) decorre de forma andloga

tomando-se % +a=2+y,comy=a— %, utilizando-se a segunda derivada de (&, t)dg(E,)

calculada em (2-13), e observando que pela Proposicdo 2.11 o termo
DY(E|""™%) € L(R). (4-27)

Assim concluimos a demontracdo do Teorema 1.2. [J



CAPITULO 5

Demonstracao do Teorema 1.3

Para esta demonstracdo prosseguiremos de forma similar a demonstragdo do
Teorema 1.2. Seja a € (0, %). Assumamos sem perda de generalidade que 0 = #1 < fp < t3.

Como ¢ € Zg aplicando o Teorema 1.1 (i1), obtemos

+a,g+a’
5
we OO, T H*(R) N L2),0 < r < S+a. (5-1)

Seja g+ a=2+v, onde y € (0,1), multiplicando a equagdo integral associada
ao PVI da dBO por |z|?>*Y e procedendo de forma similar a (4-3), obtemos a seguinte
identidade:

o R t
DY 9(u(t)) = D{ (D (E, 1)) — /0 DYEW(E, t —D2(1) d. (5-2)

Vamos agora realizar a estimativa com relacdo ao primeiro termo de (5-2), isto
é, Dg@g(tl)(&, t)cﬁ), para isso vamos reescrever este termo utilizando-se da fun¢do auxiliar

X, onde obtemos

XD{ RW(E, 1)) =X DY R(W(E, 1)) — DY xFF(W(E, 1)b) + DYXR(D(E, 1))
= [ DYIOEOD(E, 1)) + DY (XOE(D(E, 1)), (5-3)

-~

c D

substituindo em C' e D a segunda derivada de (¢, t)(ﬁ calculada em (2-13) obtemos os

termos a seguir

C = [x: DY1RW(E, ) )

= [x;Dz]([uzu +a)P[E]2T —t(1+ a)al €] +4it?(1 + a) €| sgn(E) — 417E2—

—2itsgn(£))d@2t(1 + a)|E| 2 sgn (&) +4it|E])Ds b + 85113] P(E, t))

= C1 +-"+Cg,
(5-4)
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onde

onde

= DG DY (1 + a)?[EP D (E, 1)
Co = : DYN(—t(1 + a)a €| P(E, 1)
Cs = [x; DY 14it?(1 + a)|E] " sgn(E) P (€, 1)
Ca = b DYN(—412E2) p(E, 1)

(5-5)
Cs = [x: DY 1(—2itsgn(£) d(E, 1)
Ce = [x;Dy]( 2t(1+a |E|“sgn Fe(PYW(E, 1)
Cr = Ix; DY~ 4it | E) D (PYW(E, 1)
Co = [x; D 1OE(PID(E, 1),
D = DY (xO2 (D (&, 1))
=D} (x [(t2(1 +a)?[EPY — t(1+ a)alE| " +4itP(1 + a)|E) “ sgn(E) — 41282~
(5-6)
—2itsgn(&))p(2t(1 + a)|E] *sgn (&) +4z‘t\£!)8ad3+8§tl3}tl)(&, t))
Xt2(1+ a)?|E[2 P (E, )
(—xt(1+a)al&|" PP (&, 1))
X4it?(1+a)|E| " sgn(E)G(E, 1))
=D 4t2&2 t))
X4t2E2) (&, 57

¢do.

b

(—
(—x2itsgn(&))dW(&, 1))
= DY((—x2 1+a|a\asgn B (OYW(E, 1)
= DY ((—x4it|E]) 0 (dY(E, 1))

= D{(
= D{(
= D{(
£
= Dy
£
£
Dg(xag(tb)ll)(ﬁ, t))-

Agora enunciaremos um resultado que serd necessario para a nossa demonstra-

Proposicao 5.1 Os termos C;, D; € L?[R), onde i =1, ...,8 com excecdo de Dy e Dg.

Prova. Vamos primeiro mostrar que C» € L?(R), para isso vamos utilizar o fato de que

como d3(0) =

0, pela Férmula de Taylor podemos reescrever d) como

$(E) = £0:H(0) /a 0)92P(0) (5-8)



49

e aplicando a Proposicao 2.12 obtemos

| Call < Il g1+ a)al ]~ ) bab(e, 1)
<o tllEl* e NEGO)+ [ (€ (o) do]

Sa t(I1E*(E DEI PO+ I[E]* T W(ED) | (&~ 0)Ed(o
(el )]+ € / th@aol)

<o t(I1E01E 00601+ 1121000 [ (&~ 01 b dcu)
o (e o e 16

o 176 5.0,

onde em (5-9) utilizamos o Lema 2.5 e a imersao de Sobolev. Quanto aos termos C; com
i # 2, procederemos de forma similar ao que foi feito para os termos A;, com i =1,2,3 na
Proposicao 4.1.
Para os termos D;, com j #2,6 vamos utilizar a relagdo de equivaléncia (2-6), o
Lema 2.4 e o Lema 2.8:
D11 Ixt2(1+ a)P|EPADW(E, )| + [ DY (xt2(1 + a)P|E 2 D (E, )|
So 211611+ IDY (2 (e, 1))
So B (10 + (55 + 47 4 475 | + 475 | 2] ] ) (5-10)
Sa @l (B4 t75a + t750 +£753) 4 475 2] |
1
Sat [P +]l]]

18| [Ix4it?(1+ a) €]+ sgn(E)PW(E, 1)]| + | DY (x4it>(1 + a) €]+ sgn(E) P (E, )|
Sa P(I1EIWE D) + DY dw(E, )]
Sa (14t 4150 | + ][V D)
o 0]+ 2]
(5-11)
IDa]| S || = XAPEEPW(E, 1) + || DY (—x4t2EEGW(E, )|
Sa PIIEEOW(E, )| + 12| DY (E2PW(E, )|
{2 (4755 [ 4 (475 + 75 + £ 55|+ 275 |2 V)
Sat [16]+ 2]+,

(5-12)
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D711 S HIERD(E, HIe(P)]| + I DY (| E[B(E, DO

S 10 (D)I(ET5 + £ + 1)+ £753 || Y De b |

Sat |20+ DL9: || (5-13)

Sat 20+ 2o

St 2]+ 21220,

D8]l Sa [D(E, )OZD| + DY (W(E, )OED)|
Sat 720+ DY OE | (5-14)
Sat 1720+ [[|2]2* 4,

e por fim

1 Dsl| < 1]l sgn(€B(E, ] + | DY (sgn(Epb e, i) ). (5-15)

onde o termo Ds pode ser estimado de forma similar ao termo (3-43). Assim temos a

conclusdo da Proposicdo 5.1. 0

Vamos proceder agora ao termo referente a integral em (5-2) e para isto utiliza-

remos novamente a fun¢@o auxiliar ¥ para reescrever este termo:

t
x || DIt~ () d =

t
/ ny(‘?g (Pb(& t — )) dT— / Daxﬁé P&, t—1)2(T)) dT+
(5-16)
/ DYXOR(W(E, t —1)(1)) d
- /0 b, DYNGRD(E, £ — T)2(0)) de+ / DY (XORW(E, ¢ — T)2(1) d,
onde aplicando a derivada segunda 83 (W(&,t —T)2) calculada em (2-13) obtemos:
t
| b D (PRt - D)) de =
t
= /O b DYt = 8) (=21 + @) £ = (t = 1)1 + a)alg] “ T+
(5-17)

+4it(t —T)?(1 + a)|E| sgn(&) — 4(t — T)?EZ — 2i(t — T)sgn(&)) £—
—(2(t—'t)(1+a)|£\a$gn( E)+4i(t—T |E|)0gz+85 >
=C1+---+Cs,
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t
/O DY (X(PRb(&, 1 —D)2(v)) ) d =

t
=/ D} (x(b(t =, E) (1 =021 + a2 E[2" = (t = 1)1 + )ale| "+

0

+4it(t —T)2(1+ a)|&]| “ sgn(&) — 4(t — 1)2E2 — 2i(t — T)sgn(£))5— (5-18)
—(2(t —1)(1 + a)|&|*sgn(&) + 4i(t —fc)|£,|)a£5+a§2)) dt

:=Dy+---+Ds.

Proposicao 5.2 Os termos C;,D; € L? para todot €[0,T), j=1,...,8, exceto Dy e De.

Prova. Vamos prosseguir como na demonstracdo da Proposicao 4.2. Com efeito,
observando-se na demonstragdo da Proposicio 5.1 percebemos que utilizamos
apenas o fato de que ¢€L2(<x>g+“d:1:). Dessa forma € suficiente mostrar que
2 = uuy € I2((z)2*%dz) , para todo ¢ € (0, T]. Note que

&A(x)g”u ) = (g + a)(x)%"axuz + <x)g+aé?xu2. (5-19)

Portanto, estimaremos o lado esquerdo da identidade (5-19)
5+ 5248,
17((z) 2 u?)|= || T ((z)# 22 2u?)|
5.a
= 17 (({z)# 2 w)?)|

= [T (z) 3+ E w2

1 3 —
SITE P a) 2 ul TP,

(5-20)

onde em (5-20) utilizamos o fato de que u € ((0, T'); H*) e a Proposi¢do 2.1 com v = g,

5=pgep =13
Isto conclui a demonstra¢ao da Proposi¢ao 5.2. 0

Voltemos agora nossa aten¢ao para os termos Do € Dg. Como 43(0) =0, utilizando

a férmula de Taylor temos que

R R & .
B(E) = E0:h(0) + /0 (&~ 0)2(0) do, (5-21)
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onde ao utilizar (5-21) no termo Dy, podemos reescrevé-lo como

Da=DY(—xt(1+a)al£| " d( 11)(& )
= DY (—xt(1+a)a |&| " GEND(E, 1)
H,_/

Ca

= 1ca DY (X|E| " W(E, D(E))
&

= e DL XIE T (E D(E PO+ | (5= 0)0Ed(0) do)) (5-22)
= tcaDY (X[E] "D (&, 1)sgn(E)De $(0)) +
D,
& R
DY X[ BIE Dsgn(E) | (&~ 0)0Elo) do),

g

R(&)

onde denotaremos R(£) = caDz(F ).
Note que

1F 1= [|xIE]*~ W (&, £)sgn(E) / (&~ 0)2(0) do]|
1+a E’
= tlxle| e 6 (e~ oE(o) o

_ _ 1+a
S ldel e e o) dol (ol
1+a
St IIxIE[* e E2 |08 oo
Sat IXIE[*TTE[| 02
< %+a o
Sat I8 05|
5
Sat [[(2)2" |,

(5-23)

& .

0P~ 106 (E" son(@(E1) | (&~ 0B (o) day
& .

ax(a—1)|E[* 2 sgn(EN(E, 1) / (& — )92 (0) do+

¢ 0 (5-24)

x| E]* T sgn(E) /0 (& — 0)02(0) doDe(E, t)+

3 .
L snENDE 00 [ (€~ 0)86(0) do),
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onde obtemos
10615 (112X 08l 1 1EI°~ Deab(e, 508
el DX 18D+ el X [ 2R (o) o)
St @) B

Assim, por (5-23) e (5-25) temos que R(§) € Hg

Retomando ao termo Dy, podemos reescrevé-lo como

Dp= te, DY (X|E| "W (E, 1)sgn(£)D: H(0)
= tea DY (X|E] (D (E, 1) — 1+ 1)sgn(E) e $(0))
= tea DY (XI&] (D (E, 1) — 1)sgn(E)De H(0)) + tea D (X|E|" sgn(£) 0 b(0))

-~ -~

Do 1 D>

onde D1 € LE. De fato, pois como a derivada de (&, t) € dada por

De(E, 1) = — (11 + a) E]“sgn(&) + 20t €] ) (&, 1
obtemos
1[€]*5gn(E)xDe @YW (E, 1) = DI S |0ed(0)][|x/E]*
e ao calcular a derivada de || asgn(é)x(?gdS(O)(l])(E, t) — 1) obtemos
e (1] sgn(€) Xaad)( YW(E, 1) —1)=al & sgn(E)x (W (&, ) — 1)85(]3( 0)+

+ & 2sgn(E)W(E, t) — 1)Dg ()T H(0)
+| &7 sgn (&)X (W(E, 1)) d(0)

onde ao calcular a norma deste termo em (5-29) obtemos

b y 1) —1
10 (|&]% sgn(E)X e P(0) (WP (&, t) — 1)) ||S |@€¢(0)|<H|£|axll)(aT)

H1E170e 00ll + 1€ Db e, )]
St 06| (111€]X11+ 1€ D 001+
&R g ).

I+

(5-25)

(5-26)

(5-27)

(5-28)

(5-29)

(5-30)
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Quanto ao termo Dg vamos reescrevé-lo da seguinte forma

Dg= —DY(Zt 1+ a)|&|sgn(&) xagcl)lb(& t))
= =D} (2t(1+a)[E|"sgn(&) (E)xF: PD(E, 1) —1+1))
= —D}(21(1 + a) ] sgn(E)x Db — DY (21(1+ )| &|“syn(E)xDe pb(E, 1) 1),

D6_1 D6.2

(5-31)

onde pelo Lema 2.4, temos que Dg» € Lg.

Agora iremos reescrever o termo Dg 1:

De.1= —D} (2t(1 + a)|&|*sgn(E)xe H (&)
= —DY(2t(1 + a)|&|*sgn(E)X (O D(E) — D (0) + D: $(0)))
= —2t(1+ a)D} ([&]" sgn(E)X (O (&) — DeD(0))) — 2(1 + ) D (|E|" sgn(£)x e b(0)),

DG %52
(5-32)
onde temos que Dg € LZ.
Ao reunir os termos [ ¢ Dg obtemos
Do+ Dg= Dz + R(E) + Dg.1 + De
_ ~ _ 2.
= D2_1 +D2+R(E,)+D6+ —D2+D6_2 (5—33)
a

= Doy + R(E)+ Do+ Doz — (2+ a)(1+ a)tDY (€| sgn(E)x e $(0))

Note que prosseguindo de forma similar a (5-21)-(5-33) obtemos a seguinte
identidade:

_ _ t
Dy +Dg=D21+R(E)+De+Dp 2 — /0 (t— T)'Dz(| &|"sgn(&)x0:£(0,1)) dt.  (5-34)
De nossas hipoéteses, Proposicao 5.1, Proposi¢do 5.2, (5-32) e (5-33) temos que

R t
D (|£|“sgn(£)x(taad>(0)— / (t =)0 2(0,7) dT)) eI? (5-35)
0

se, € somente se
D}o%i(,t) € LA(R). (5-36)
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Calculemos 0z 2(0, T):

0:2(0,T)= —i22(0, T)

(5-37)

onde em (5-37) utilizamos a identidade (2-5). Retomaremos agora a identidade (5-35),
onde utilizaremos o termo 0; £(0, T) calculado em (5-37) e utilizando integrac@o por partes

obtemos

t@,gdg(O)—/Ot(t—T)(?ng(O,T) d= —z't:;a)(O)—/Ot(t—'t)z'%/:z:u(x,’t) dz dr
T=1

= —it/xd)(x) de —1 [(t—’t)/wu(z,’t) dx} —

=0
t
—i/ /xu(x,’t) dx dt
0

= —it/x(b(x) dx+z't/zu(x,0) dr—

¢
—z'/ /xu(x,'r) dx dt
0

=—it/xd)(x)dx+it/x(b(x) dx—i/ot/xu(:zz,’t)dxd’t

=—z'/0t/a:u(x,'t)dxd't.

Fazendo ¢ = ?, as identidades (5-35) e (5-38) implicam que

(5-38)

to
DY ((&|"sgn(E)x /0 / vu(z,7) do d7) € L2, (5-39)

assim como pela derivada de Stein

to
DY(1&|“sgn(E)x /0 / u(z,7) dz dT) € I2. (5-40)
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1

Como vy = 5 + a, pela identidade (2-22) na Proposigéo 2.10 segue que

to
/ /xu(x,’t) dxr dt=0. (5-41)
0

Ao definir a seguinte funcao

t
F(t):/0 /xu(x,’t) dx dw, (5-42)

temos que como
F(0) = F(t) = 0, (5-43)

pelo Lema de Rolle, existe T4 € (0,72) tal que F’(t1) =0, ou seja,
/xu(x,’ﬁ) dx = 0. (5-44)

De modo similar, usando o fato de que u(%), u(t3) € 2 5 podemos mostrar

+a,g+a’
que existe Tp € (t2, t3) tal que

/xu(x,’rg) dx = 0. (5-45)
Portanto, de (5-44), (5-45) e da identidade (2-5) obtemos que u(t) = 0, para todo
t € [T4,7T2). E como || u(t)|| € decrescente em ¢, como visto em (2-4), concluimos que

u(t) =0,Vt >ty = t. (5-46)

Para o caso em que a € [%, 1) podemos proceder tomando g+ a=3+7Y, onde

Y=a— %, usando a terceira derivada de (¢, t)(f) calculada em (2-14) e notando que pela
Proposi¢ao 2.11

DY(|€]7 (&) & LA(R). (5-47)

Assim, concluimos a demonstragao do Teorema 1.3. [



Referéncias Bibliograficas

[1] BERG, J.; LOFSTROM, J. Interpolation Spaces, An Introduction. Springer-Verlag,
1976.

[2] BIAGIONI, H.; BONA, J. L.; I6RIO, R. J.; SCIALOM, M. On the korteweg-de vries—
kuramoto-sivashinsky equation. Advances in Differential Equations, 1:1-20, 1996.

[3] BURQ, N.; PLANCHON, F. On well-posedness for the Benjamin-Ono equation.
Mathematische Annalen, 340:497-542, 2008.

[4] CUNHA, A.; PASTOR, A. The IVP for the Benjamin-Ono-Zakharov-Kuznetsov
equation in weighted Sobolev spaces. J. Math. Anal. Appl., 417:660-693, 2014.

[5] CuNHA, A. The cauchy problem for dissipative benjamin-ono equation in
weighted sobolev spaces. Journal of Mathematical Analysis and Applications,
492(2):124468, 2020.

[6] EDWIN, P. M.; ROBERTS, B. The Benjamin-Ono-Burgers equation: an application
in solar physics. Wave Motion, 8(2):151-158, 1986.

[7] FONSECA, G.; LINARES, F.; PONCE, G. The IVP for the dispersion generalized
Benjamin-Ono equation in weighted Sobolev spaces. Ann. Inst. Henri Poincaré,
Anal. Non Linéaire, 30:763—-790, 2013.

[8] FONSECA, G.; PASTRAN, R.; RODRIGUEZ-BLANCO, G. The IVP for a nonlocal
perturbation of the Benjamin-Ono equation in classical and weighted Sobolev
spaces. J. Math. Anal. Appl., 476(2):391-425, 2019.

[9] FONSECA, G.; PONCE, G. The IVP for the Benjamin-Ono equation in weighted
Sobolev spaces. J. Funct. Anal., 260:436—459, 2011.

[10] HENRY, D. Geometric Theory of Semilinear Parabolic Equations, volume 840 de
Lecture Notes in Mathematics. Springer-Verlag, 1981.

[11] HUNT, R.; MUCKENHOUPT, B.; WHEEDEN, R. Weighted norm inequalities for the
conjugate function and hilbert transform. Trans. Am. Math. Soc., 176:227-251,
1973.



Referéncias Bibliograficas 58

[12] IoNEScu, A. D.; KeNiG, C. E. Global well-posedness of the Benjamin-Ono
equation in low-regularity spaces. Journal of the American Mathematical Society,
20:753-798, 2007.

[13] IoRIO, R. J. On the cauchy problem for the Benjamin-Ono equation. Communi-
cations in Partial Differential Equations, 11:1031-1084, 1986.

[14] IorIO, R. J. Unique continuation principle for the Benjamin-Ono equation.
Differential and Integral Equations, 16:1281-1291, 2003.

[15] I6RIO, R. J.; IORIO, V. D. M. Fourier Analysis and Partial Differential Equations.
Cambridge University Press, Cambridge, 2001.

[16] KATO, T.; PONCE, G. Commutator estimates and the Euler and Navier-Stokes
equations. Comm. Pure Appl. Math., XLI:891-907, 1988.

[17] OTANI, M. Bilinear estimates with applications to the generalized Benjamin—
Ono-Burgers equations. Differential and Integral Equations, 18:1397—-1426, 2005.

[18] STEIN, E. The characterization of functions arising as potentials. Bull. Am. Math.
Soc., 67:102-104, 1961.

[19] Tao, T. Global well-posedness of the Benjamin-Ono equation in h'(R). Journal
of Hyperbolic Differential Equations, 1:27-49, 2004.

[20] VENTO, S. Well-posedness and ill-posedness results for dissipative Benjamin-
Ono equations. Osaka Journal of Mathematics, 48:933—-958, 2011.



	Elementos Pré-Textuais
	Capa
	Folha de Rosto
	Direitos Autorais
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract

	Sumário
	1 Introdução
	2 Resultados Preliminares
	2.1 Notações
	2.2 Resultados

	3 Boa Colocação
	3.1 Lemas
	3.2 Demonstração do Teorema 1.1
	3.2.1 Caso 1
	3.2.2 Caso 2
	3.2.3 Caso 3
	3.2.4 Caso 4
	3.2.5 Caso 5
	3.2.6 Caso 6


	4 Demonstração do Teorema 1.2
	5 Demonstração do Teorema 1.3
	Referências Bibliográficas

