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"Se os nimeros nao sdo bonitos, eu ndo sei o que é."

Paul Erdos,
2013-Centendrio de Paul Erdos.



Resumo

Carvalho, Camila Santos de S4. Equacoes Diofantinas envolvendo a soma
de quadrados de numeros de Fibonacci k-generalizada. Goiania, 2019. 52p.
Dissertagdo de Mestrado. Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade
Federal de Goiés.

A sequéncia de Fibonacci (F}),, dada por Fp =0, F; =1 e F,4p = F,+1 + F, para

n > 0, possui varias generalizacdes. Entre elas, temos a sequéncia (Fn(k))n, dada por
Fn(k) = Fn(f)l +.. .Fn(f)k, para todo n > 2, com valores iniciais Ff(lafz) = FE?{%) ==

Fo(k) =0e Fl(k) = 1. que é chamada de sequéncia de Fibonacci k-generalizada (ou
sequéncia de k-bonacci). Observando a identidade F? + Fn2+l = F5,+1, que nos diz
que a soma de quadrados de dois nimeros de Fibonacci consecutivos também € um
nimero de Fibonacci, Chaves e Marques, em 2014, mostraram que a equagdo Diofantina
(EM)? 4 (Fn@l)2 = F¥ ndo possui solugdes em inteiros positivos n,m e k, comn > 1 e
k > 3, ou seja, que a identidade mencionada ndo € satisfeita para nimeros de k-bonacci,
fora dos valores iniciais. Neste trabalho, baseado no artigo de Bednaiik, Freitas, Marques
e Trojovsky (2019), mostraremos que a equagdo Diofantina (F,,(k))2 - (Fn(?l)2 = Fn(f) , N30
possui solug@o para 2 < k <[ en > k+ 1, implicando que a soma de quadrados de dois
nimeros de k-bonacci consecutivos, ndo pertencer a uma outra sequéncia de Fibonacci

[-generalizada de ordem maior.

Palavras—chave
Seqgéncia de Fibonacci, formas lineares em logaritmos, método de reducio,

equagdes diofantinas.



Abstract

Carvalho, Camila Santos de S4. Diophantine equations involving the sum
of squares of k-generalized Fibonacci numbers. Goiania, 2019. 52p. MSc.
Dissertation. Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de
Goiés.

Fibonacci numbers (Fj,),, where Fy =0, F; = 1 and F,,1» = F,+1 +F, forn > 0, has several
generalizations. Among them, we have the sequence (Fn(k))n, given by Fn(k) = Fn(f)l +
"'""Fn(i)k’ for every n > 2, with initial values Ffl?kfz) = Ff(k&%) =...= Fo(k) =0 and
Fl(k) = 1, which is called the k-generalized Fibonacci sequence (or k-bonacci sequence).
Inspired by the identity F? + Fnz+1 = F>,+1, which tells us that the sum of squares of two
consecutive Fibonacci numbers is also a Fibonacci number, Chaves and Marques number,
in 2014, showed that the Diophantine equation (F,,(k))2 + (Fn(?l)2 = FY has no solutions
in positive integers n,m and k, with n > 1 and k > 3, which means that the mentioned
identity is not satisfied for k-bonacci numbers, outside the initial values. In this work,
based on the paper of Bednaiik, Freitas, Marques and Trojovsky (2019), we will show
that the Diophantine equation (F,,(k))2 + (Fn(_]?] )2 =F (l), has no solution to 2 < k </ e
n > k+ 1, implying that the sum of squares of two consecutive k -bonacci numbers does

not belong to another /-generalized Fibonacci sequence of greater order.

Keywords
Fibonacci sequence, linear forms in logarithms, reduction method, Diophantine

equations.
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CAPITULO 1

Introducao

Um importante matematico grego do século III a.C foi Diofanto de Alexandria.
Considerado por muitos estudiosos como o "pai da dlgebra", Diofanto estd para a Aritmé-
tica como Euclides estd para a Geometria, ou Ptolomeu para a Astronomia. Esse matema-
tico foi o primeiro algebrista a empregar simbolos, chamados de aritmos, para designar
alguma quantidade desconhecida, e também simbolos para operacdes algébricas e potén-
cias. E famoso pelo seu livro Aritmética, onde hd resultados importantes para Teoria dos
Numeros, como por exemplo 8z + 7 pode ser escrito como a soma de trés quadrados.
Acredita-se que no original, Aritmética era uma coletanea de 13 livros, mas os manuscri-
tos gregos que sobreviveram continham apenas 6 destes livros. Os outros sdo considerados
perdidos, e possivelmente foram queimados no grande incéndio ocorrido em Alexandria,
nao muito tempo apds Diofanto concluir a coletanea.

Pelos estudos pioneiros de Diofanto, denomina-se por Equacdo Diofantina uma

equagao da forma

f(XI,XQ,...,Xn):O, (1-1)

onde f € uma funcdo de n varidveis, n > 2, e xy,- - - , X, assumem apenas valores inteiros.
Quando f € tal que alguma de suas varidveis aparece como expoente, entdo dizemos
que (1-1) € uma Equacdo Diofantina Exponencial. Definitivamente, o exemplo mais
conhecido desse tipo de equacgdo, é a advinta do famoso Ultimo Teorema de Fermat,
que conjecturava: nio existem inteiros positivos x,y,z € n, com n > 2, satisfazendo
X"+ y" = 7". Esse teorema surgiu da famosa anotacdo feita por Pierre de Fermat, em
1637, na margem de uma copia do livro Aritmética, que estabelecia o resultado e continha
a célebre afirmacdo: "Encontrei uma demonstragdo verdadeiramente maravilhosa disto,
mas esta margem € estreita demais para conté-la." Apesar da afirmacdo de Fermat, sua
demonstracao "maravilhosa" nao foi encontrada. Deste entdo, inimeros matematicos
foram tentados a demonstrar a conjectura, o que aconteceu apenas 358 anos depois com

a prova de Andrew Wiles.
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Outro tema central do nosso trabalho € a famosa Sequéncia de Fibonacci,
assim denominada por ter sido apresentada ao mundo ocidental por Leonardo Fibonacci
(também conhecido como Leonardo de Pisa ou Leonardo Pisano ) em seu livro Liber
Abaci de 1202, embora ela ja tivesse sido descrita por gregos e indianos. Fibonacci
considerou o crescimento idealizado (nao realista biologicamente) de uma populacio de
coelhos com as seguintes condi¢cdes: Um par de coelhos recém-nascidos, um macho e
uma fémea, sdo colocados em um campo; os coelhos acasalam com um més de idade,
para que no final do segundo més a fémea dé a luz a um par de coelhos; coelhos nunca
morrem e um casal de coelhos sempre gera um novo par (um macho e uma fémea) todos
os meses a partir do seu segundo més. O problema que Fibonacci analisou foi: quantos

casais de coelhos teremos em um ano? Uma rdpida reflexdo nos da:

* Ao fim do primeiro més, eles acasalam, mas ainda hd apenas 1 casal;
* Ao fim do segundo més, a fémea da a luz a um novo casal, donde temos 2 casais;

* Ao fim do terceiro més, a primeira fémea d4 a luz a outro casal e o segundo par

acasala, nos dando 3 casais;

* Ao fim do quarto més, a primeira e a segunda fémea ddo a luz a um novo par,

totalizando 5 casais.

No final do n-ésimo més, o nimero de pares de coelhos € igual ao nimero de
novos pares (que é o nimero de pares do més (n — 2), mais o nimero de pares vivos do
tltimo més (n — 1). Este é o n-ésimo nimero de Fibonacci. Rigorosamente, temos que a
sequéncia de Fibonacci, que denotaremos por (F,),, é tal que definimos Fy =0e F} = 1,
e apartir daf temos F, ;2 = F,11 + F,, para todo n > 0. Os primeiros ntimeros de Fibonacci

Sao:

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144,233,377. - --

Os numeros de Fibonacci sdo conhecidos por satisfazerem vérias identidades,

alguns exemplos sdo:
Fi+F3+Fs+- -+ Fup1 = Fonso,

Foy1-Fyo —Fl = (=1)",
Fn2 —|—Fn2+] = Fop+1, paratodon > 0. (1-2)

Esta tltima identidade é de grande interesse para o nosso trabalho. Em particular,
essa identidade, que pode ser provada por inducao, nos diz que a soma dos quadrados de
dois nimeros de Fibonacci consecutivos ainda € um nimero de Fibonacci. A denominagao
"Sequéncia de Fibonacci" foi usada pela primeira vez pelo teérico dos nimeros Edouard

Lucas, no século XIX.
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Generalizando o “conceito”" advindo da sequéncia de Fibonacci, temos as
Sequéncias Recorrentes Lineares de ordem k, (Gy),, onde definimos os coeficientes

C1,--.,Ck, 08 k primeiros termos G, Gy, ...,Gy_1 da sequéncia e a partir dai temos
Guik = 1Gpph—1 +2Guif 2+ + Gy, Vn > 0.

Equacgdes Diofantinas envolvendo sequéncias recorrentes, como a sequéncia de
Fibonacci, tém sido objeto de extenso estudo da Teoria dos Nimeros, desenvolvendo
diversas ferramentas para resolver tais equagdes. Um resultado importante nessa di-
recdo, foi publicado na Annals of Mathematics (revista matemadtica mais prestigiada
da atualidade), pelos matematicos Y.Bugeaud, M.Mignotte e S.Siksek, em 2006, onde
mostraram que as dnicas solu¢des para a equacgdo Diofantina F, = y”, sdo (n,y,m) €
{(0,0,m),(1,1,m),(2,1,m),(6,2,3),(12,12,2)}. Em 2010, D.Marques e A. Togbé, mo-
tivados pela bela identidade F? + Fnz+1 = F7,+1, mostraram que se a equacao Diofantina
F; +F; | = Fy for satisfeita para infinintos n € N, entdo s = 1 ou s = 2. Logo em seguida,
F. Luca e R. Oyono, em 2011, resolveram completamente esta equagao, mostrando que a
mesma nao possui solugdo paras >3 en > 2.

Uma generalizacao dos nimeros de Fibonacci é dada pela seguinte definicao.

Definicao 1.1 Para cada inteiro k > 2 a sequéncia de Fibonacci k-generalizada ou

sequéncia de k-Fibonacci, F (k) .= (Fn(k)) n>2—k, € dada pela recorréncia
FY=F® +...+FY,
(k) k)

— F

k k
sy = =R =0eRY =1

para todo n > 2 e com valores iniciais F (k—2)

Em 2014, Chaves e Marques, em [6], estudaram uma generalizagdo da equagdo (1-2) e

mostraram que a equagao Diofantina
(B2 4+ (F9)2 = BP, (1-3)

nao possui solugdes em inteiros positivos n,m e k, com n > 1 e k > 3. No mesmo ano,

Luca e GOmez, em [9], mostraram que a equagdo

nao possui solucdo em inteiros positivos quando k >3, n>2e s > 2.

O foco do nosso trabalho € estudar o artigo de Bednafik, Freitas, Marques e
Trojovsky [2], que disserta sobre a existéncia de nimeros da forma (Fn(k))2 + (Fn(‘kk)1
sdo numeros de /-bonacci. Com tal generalizacdo da equacgdo (1-3), o artigo conclui que,

)> que

mesmo adicionando esse grau de liberdade vale:



15

Teorema 1.1 A equacdo Diofantina

ndo possui solucdo para2 <k <len>k+1.



CAPITULO 2

Conceitos Preliminares

2.1 Sequéncias Recorrentes

Sequéncias recorrentes sdo sequéncias (x,), nas quais sdo dados termos iniciais
e, a partir deles, cada termo € determinado em fun¢do dos termos anteriores. Dado um
inteiro positivo k, e uma sequéncia recorrente de ordem k € aquela onde definem-se seus

primeiros k termos a partir do (k -+ 1)-ésimo termo, estes sdo determinados como:

Xn+k = f(xn-i-k—l s Xntk—2y- - ,Xn). (2‘1)

Este tipo de sequéncia possui um estudo muito abrangente, confundido-se em larga escala
com a teoria dos Sistemas Dinamicos, e um comportamento que pode ser bastante cadtico
e de dificil descri¢do, mesmo que qualitativamente. Um caso particular, e nosso principal
interesse, é quando a fungdo f € linear, ou seja, quando existem constantes Cy,Cs,...,Cy
tais que

Xntk = ClXntk—1+C2Xprk—2+ -+ Xy VnEN. (2-2)
Sequéncias que satisfazem este tipo de recorréncia sdo chamadas sequéncias recorrentes

lineares de ordem k, e generalizam simultaneamente progressdes geométricas e aritméti-

cas:
* Progressdes geométricas: Se x, = aq”, entdo x,+1 = gx, para todo n € N, donde
(xn)n € uma sequéncia recorrente linear de ordem 1.

* Progressdo aritméticas: Se (x,), ¢ uma progressao aritmética, existe uma constante
r tal que x,+1 —x, = r para todo n € N, dai x,,42 — Xy+1 = Xp4+1 — X, € logo

Xn4+2 = 2Xp+1 — X, Portanto, (x,),en € uma sequéncia recorrente de ordem 2.
Outros exemplos importantes sio:

* A sequéncia de Fibonacci (F,), é uma sequéncia recorrente linear de ordem 2, que
satisfaz Fy, .o = F,, .1 + F,, paratodon € N, onde Fp =0e F; = 1.
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* A sequéncia de Lucas (L,), é uma sequéncia recorrente linear cuja relagdo de
recorréncia é a mesma da sequéncia de Fibonacci, ou seja L,1» = L, +1 + L, para

todo n € N, mas possui valores iniciais diferentes, Lo =2 e L; = 1.

O fato de essas sequéncias terem a mesma relacdo de recorréncia, implica a

existéncia de vdrias identidades que as relacionam, como por exemplo:
o LZ=5F}+4(-1)"
* Liytn = Lint1Fn+ LinFin—1;

© Fui+ (—1)FF_y = LiF,.

Um outro fato bastante conhecido sobre estas duas sequéncias, sdo as suas for-
mas fechadas. Em outras palavras, podemos calcular os nimeros F, e L, sem recorrermos

aos seus dois termos anteriores, com uma férmula que depende apenas de n:

n

145\ [1-V5

1
NG 2 L2 ’
145\ [1-V5

L, = —
" 2 2

(2-3)

A férmula (2-3) € conhecida como formula de Binet (apesar de ser um resultado
ja conhecido por Euler, D. Bernoulli, e De Moivre mais de um século antes). Um resultado
importante da teoria das seqéncias recorrentes lineares, nos diz que sempre ha uma forma
fechada para sequéncias recorrentes lineares. Para enunciarmos este fato, precisamos de

algumas definicoes.

Definiciio 2.1 O polinémio caracteristico de uma sequéncia (x,),, satisfazendo (2-2) é

dado por

P(x) =X = =,
onde denotamos por Ai,Ay,...,N, suas raizes complexas com multiplicidades
ai,ap,...,a,, respectivamente.

Um importante resultado sobre sequéncias recorrentes lineares, que pode ser

encontrado em [13], afirma que para todo n € N, temos
X = Q1 (M)A + Q2 (M)A + -+ Or(n)Ay,

onde Q1,...,Q, sdo polindmios sobre o corpo Q(Ay,...,A,) com grau deg(Q;) < a;, para
todo i € [1,r]. A partir daqui denotaremos o conjunto {a,a+ 1,...,b} por [a,b], com
a,beZea<b.
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No caso da sequéncia de Fibonacci temos que
o [1HV5 ' Lo (123 '
n=C1 > 2 7 )
(_1)i+l
V5o

Enunciaremos abaixo algumas propriedades da sequéncia de Fibonacci e que

onde ¢; =

serdo primordiais para o seguinte capitulo.
Lema 2.2 Temos,

(a) (Férmula da Identidade) F} + FZ%, | = Fops1

(b) (Formula da Adi¢cdo) Fryin = Fop—1Fy + FnFpt1;
i=0

(c) (Formula de miiltiplos angulos) Fi,.c = Z(f)FC_,-F,fF,f;]";
k

(d) F,|Fy se, e somente se, n|m, com m # 0.
(e) (Identidade de d‘Ocagne) (—1)"Fyy—p = FpFyi1 — FyFpyns

(f) Para todo p primo, Fp, < 5 ) = 0 (mod p), onde (g) denota o simbolo de Legendre
p
de a com respeito a um primo q > 2.

Para uma demonstracdo do Lema 2.2 veja [11].

2.2 Generalizacoes da sequéncia de Fibonacci

Ao decorrer do tempo, vdrias generalizacdes dos nimeros de Fibonacci foram
dadas, desde recorréncias lineares inteiras (como as sequéncias de Lucas) até extensdes

da sequéncia para nimeros reais, como por exemplo:

Rz { (#)‘ <1+2ﬁ)xc°s<"“>}‘

A sequéncia de k-bonacci (ou Fibonacci k-generalizada), denotada por (Fn(k))n,

€ uma sequéncia recorrente linear de ordem k que também € uma generalizacdo da

sequéncia de Fibonacci.
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2.2.1 Sequéncia de Fibonacci k-generalizada

Para cada inteiro k > 2 a sequéncia de Fibonacci k-generalizada ou sequéncia

k-bonacci, (Fn(k)) n>2—k» € dada pela recorréncia

k) k)

) R (2-4)
para todo n > 2 e com valores iniciais FEIELZ) = Ff’?k%) == O(k) =0e Fl(k) =1

Note que essa generalizacdo € de fato uma familia de sequéncias, onde cada
escolha de k produz uma sequéncia distinta. Por exemplo, a usual sequéncia de Fibonacci,
(F)n, € obtida para k = 2 e para valores posteriores de k essas sequéncias sdo chamadas de
Tribonacci, Tretanacci, Pentanacci, Hexanacci, Heptanacci, Octanacci e assim por diante.

Em 2012, Bravo e Luca estudaram a equagdo Diofantina F,f =2" em [4], e
mostraram que as Unicas poténcias de dois nessa sequéncia sdo os primeiros k + 1 termos
ndo nulos, isto é,

FV=1, B9 =1, FY =2, BV =4, ... F¥, =2k,

enquanto que o proximo termo da sequéncia é Fkk+2 =2k_1,

Outra informacao importante sobre essa sequéncia, € o seu polindémio caracte-

(k)

ristico. A saber, o polindmio caracteristico de F;,; ~ € dado por
Or(x) =X ==X 2 x

e € irredutivel sobre Q[x], como foi observado, em [18]. Um fato ji observado em
[15, 16, 18], é que o polindmio ¢ (x) possui uma tnica raiz o, real, fora do circulo

3),...,a%) possuem valor absoluto

unitdrio, ou seja |a > 1, e as demais raizes a/?), ol
estritamente menor do que 1. Denominamos esta raiz o, como a raiz dominante da
recorréncia. Além disso, temos os seguintes limitantes para o, dados por Wolfram em

[18]:
2(1—%) <a<?2. (2-5)

Agora, consideramos para um inteiro k > 2, a funcdo

x—1
24 (k+1)(x—2)’

g(x7 k) = (2'6)

para todo x > 2(1 —27%). Com essa notacio Dresden e Du, em [7], obtiveram a seguinte
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férmula, chamada de “Férmula do tipo Binet”,

k
FY =Y g(os, k)og! -7

i=1
onde a0 = aj, Oy, ..., 0 sdo os zeros de ¢x(x). Nesse mesmo artigo foi mostrado que
a contribuicao dos zeros que estdo dentro circulo unitério, para a férmula (2-7), é muito

pequena, mais precisamente,

_ 1
I —glaw, K)oy | < =, (2-8)
paratodon > k—1.
Outro fato importante provado por Bravo e Luca, em [5], nds dd a seguinte

(k)

estimativa para o F,, * em fungdo o :

a2 < Fn(k) <o+t para todo n > 3. (2-9)

Na secdo anterior, vimos que a Férmula de Binet é uma maneira direita para

calcular os numeros de Fibonacci:

1+v5\" [1-v5)" ot —p
2 2 T o—P

2

F, =

!
5

onde a e P sdo as raizes do polindmio ¢, (x) = x> — x — 1. Para ilustrar melhor o préximo

resultado, vamos reescrever a férmula (2-7) da seguinte maneira:

o—1 n—1 B_l

= 30—2)” +2+3(B—2)Bn71'

A demonstragdo deste fato € puramente algébrica.
O resultado principal de Dresden e Du [7], ¢ uma forma andloga da férmula de

Binet, na versao acima, para nimeros de k-bonacci:

Teorema 2.3 (Dresden-Du, 2014) Seja Fn(k) o n-ésimo nimero de k-bonacci. Entdo:

k ol —1 .
Z (OC(Z))n_]
2+( k+1)( al) —2

i=1

)

onde Oy, 0y, ..., 0 sdo as raizes do polindmio Oy (x).

Também foi mostrado em [7] que F, (k) é bem aproximado pelo termo goc”fl,
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onde g := g(a,k) = Hki‘lim, ou seja
_ 1
2 —ga V| = |Eu(k)] < 3, (2-10)
k
onde E, (k) = Zg(oci,k)(oci)”*l.
i=2

2.3 Formas lineares em logaritmos

Primeiro, vamos ver qual o significado de formas lineares logaritmo. Sejan > 1
um inteiro positivo, e denote A; := max{|x;|, |y;|, 3}. Defina B := max{by, ..., by, 3}.

Considere a seguinte expressao

X1 b x,\
A= (—) (—”) —1, (2-11)
Y1 Yn

que ocorre naturalmente em varias equagdes Diofantinas exponenciais. Normalmente, é
possivel mostrar que A € diferente de zero e dai conseguir um limitante superior pequeno
para |A|. Dai, para conseguir algum resultado, restaria conseguir um bom limitante
inferior para |A|.

Apesar de (2-11) estar longe de ser linear, ou de conter logaritmos, ¢ comumente
conhecido por forma linear em logaritmo. A razao é a seguinte, caso tenhamos |A| muito
pequeno, digamos |A| < %, entdo a forma linear em logaritmo ocorre:

A| > log[l+A[ _ 1 bilog ™k 4. bylog ™
2 2 1 Yn
Agora, supondo que temos A ndo nulo, vamos estabelecer um limitante inferior

trivial para A. Estimando diretamente o denominador de (2-11), obtemos

n n
log|A| > =Y biloglyi| > —B)_logA;

i=1 i=1
A dependéncia deste limitante em A; € satisfatoria, ao contrdrio da dependéncia
em B. No entanto, para resolver varias equacdes Diofantinas, precisamos de uma melhor
estimativa para B, mesmo se as estimativas para A; nao forem as melhores possiveis. A.
Baker [1] foi o primeiro a estabelecer um resultado nesta direcdo, o que gerou varios
refinamentos por diversos autores (para uma bibliografia completa e progressos nessa

teoria até 2000, ver [17]). Em 2000, E. Matveev [14] mostrou que sob as hipdteses
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anteriores, temos
log|A| > —30""*(n+1)%(logA;) ... (logA,)(logB)

Vale salientar que também existem limitantes para a expressao (2-11), quando ;ﬂ
1
s@o substituidos por algébricos nao nulos o, com nimeros reais A; sendo expressos em

termos da altura de Weil (ou altura logaritmica) de o;, como também foi mostrado por

Matveev.
Teorema 2.4 (Matveev) Sejam Ql1,...,0 nimeros algébricos e by,...,b; inteiros ndo
nulos. Defina A := ocll’l ...ch’ — 1. Sejam D = [Q(oy,...,0;) : Q] e Ay,..., A, niimeros

reais positivos satisfazendo
Aj > max{Dh(a;),|loga;|,0,16}, para j=1,...,t.
Tome B > max{|bi|,...,|b:|}. Também defina
Cipi=1,4x 30" x " x D*(1+1logD).

Se A # 0, entdo
|A| > exp(—Cp(1+1ogB)A;...A;).

Onde para um nimero algébrico 1, denotamos h(n) pela altura logaritmica (ou

de Weil) cuja férmula é

1 d .
h(n) =~ <1Og|610| + Y log(max{[n"|, 1})) )
i=1
com d = d(n), grau de 1 sobre Q, agp o coeficiente lider do polindmio minimal de 1 sobre
Zen= n(l), e ,n(d), os seus conjugados.

Em particular, se n = g ¢ um numero racional irredutivel, entdo h(mn) =

log(max{|p|,[4l})-
A funcdo altura logaritmica possui as seguintes propriedades. Sejam 1 e Yy

numeros algébricos, entdo:

* h(n+7v) <h(n) +h(y) +log2,
* h(ny*') <h(m)+h(y),
* h(n*) = |s|h(n), para todo s € Z.

O préximo Lema nds dd uma estimativa para g(o, k), e sua demonstragdo pode

ser encontrada em [3].
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(k)

Lema 2.5 Paratodo k > 2, seja 0. a raiz dominante de Fnk , e considere a funcdo definida

anteriormente g(x,k). Entdo

(a) Sei€ [2,k], entdo } < g(a,k) < 3 e|g(ay,k)| < 1.

(b) Temos que h(g(o,k)) < 4logk.

2.4 Método de Reducao

Em 1998, Dujella e Petho, em [8], apresentaram uma versdo do método de
reducdo baseado no Lema de Baker-Davenport. O Lema seguinte, que € uma variacao
imediata do resultado devido a Dujella e Petho, serd uma ferramenta chave no nosso
trabalho desempenhando a funcdo de diminuir drasticamente os limitantes das varidveis

da equacao Diofantina trabalhada aqui.

Teorema 2.6 (Dujella-Pethi) Seja M um inteiro positivo e seja p/q um convergente da
fragdo continua do numero irracional Y tal que g > 6M. Sejam A e B, u niimeros reais
com A >0 e B> 1. Defina € = ||uq|| — M||yq||, (onde ||x|| denota a distincia de x ao

inteiro mais proximo). Se € > 0, entdo ndo existe solucdo para a desigualdade
0<|uy—v+ul <AB™",

em inteiros positivos u,v e w com




CAPITULO 3

A Equacao Diofantina ( Fn(k>)2 + ( Fn(_’?l)z 0

Vimos que os nimeros de Fibonacci satisfazem a seguinte identidade
FI+Fl, =F 3-1
n T = Foantns (-1

para todo n > 0. Essa identidade nos diz que a soma dos quadrados de dois nimeros de
Fibonacci consecutivos ainda € um nimero de Fibonacci. Em 2010, Marques e Togbé, em
[12], mostraram que para um s fixo, se F;; +F,’ | € um nimero de Fibonacci para infinitos
n,entdo s = 1 ou s = 2. No ano seguinte, Luca e Oyono, em [10], resolveram o problema

completamente mostrando que a equagdo Diofantina
F, ns + rf+1 = Fp,

ndo tem solugdo (n,m,s) comn >2es > 3.
Em 2014, Chaves e Marques, em [6], estudaram uma generalizacdo da equagao
(3-1) e mostraram que a equagao Diofantina

(F? + (FY)2 =R, (3-2)

nao possui solugdes em inteiros positivos n, m e k, com n > 1 e k > 3. No mesmo ano,

Luca e Gémez, em [9], que mostraram que a equagao
k k k
(R + (R =B,

ndo possui solugdes em inteiros positivos quando k >3, n >2e s > 2.

Nosso interesse nesse capitulo € observar quais nimeros da forma

sdo numeros de /-bonacci. Observaremos que, mesmo adicionando esse grau de liberdade

obtemos o seguinte resultado:
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Teorema 3.1 (Bednarik-Freitas-Marques-Trojovsky, 2019) A equacdo Diofantina
(F? 4+ (W2 =Y, (3-3)

ndo possui solucdo para2 <k <len>k+1.

3.1 Uma limitacao para m e n em termos de /

Denote por o e [3 as raizes reais que denominamos anteriormente de dominantes,
das sequéncias (F,,(k))n e (Fn(ll) )m respectivamente. Note que o < 3 pois k < [. De fato
suponha por absurdo que o > B, entdo (a/B) > 1 = (at/B)" "2 — oo paran — oo, com n €
N. Entio, existe ng € N, tal que (a,/B)"~2 > B,V n > ng, Logo Fn(k) >o' 2>l > Fn(l),
para todo n > ng. Absurdo pois [ > k, e sabemos que, nesse caso, Fn(k) < F,,(l) , para todo

n € N. Segue de (2-9), que

1 k k n— n—
Bl = (P + (R 2 (@2 (o)
Z OCZn—4+OCZn—2 :a2n—4(1+(x2>
> o2 (3-4)
onde usamos que (1 +0?) > o2, e
F,/,(ll) — (Fn(k)>2+(Fn(-]i{-)l>2 < (Oﬁn_]>2+((xn>2

S OCZn—Z +a2n _ OCZn—Z(l +062>

a2n+17 (3_5)

A\

onde usamos que (1 + o) < . Também por B2 < Fn(f) < B!, junto com as
desigualdades (3-4) e (3-5), obtidas anteriormente, concluimos que

22 < anl) <p"! e B2 Sanl) <ol
Como vimos que a < 3, obtemos
OCm_2 < Bm—Z < Fn(j) < OC2n+l.

Logo

2n+1

"2 <o = m<2n+3. (3-6)

Agora usando que v2 < (14+/5)/2 < «, onde (14 +/5)/2 é a raiz dominante
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da sequéncia de Fibonacci, temos que
(\/5)211—2 < OCZn—Z < Bm—l < 2m—l )

Analisando os extremos da cadeia de desigualdades acima, conseguimos

2n—2

<m—1l=n<m. (3-7)
Portanto, juntando as desigualdades (3-6) e (3-7), temos,
n<m<2n+3. (3-8)

A desigualdade (3-8), nos da limitantes, superior e inferior, para a varidvel m,
apenas em fun¢do de n. O resultado a seguir, relaciona as varidveis m e n com a variavel
[, nos dando limitantes superiores para as duas primeiras em funcdo da ultima. Para
isso, vamos utilizar o resultado sobre formas lineares em logaritmo dado por Matveev
[14] e algumas desigualdades satisfeitas pela funcdo altura logaritmica, que podem ser

encontradas na Sec¢do 2.3.

Lema 3.2 Se (n,m,k,l) é uma solucdo inteira da Equagdo Diofantina (3-3), com | >k e
m > 1+ 1, entdo

n<1.18-10°Plog’l e m<2.37-101.1°.10g1

Demonstragdo. Sejam Fn(k) =gla, k)" 1+ E (k) e F,,(f) =g(B, )™ ! + E,n((1), dados
pela férmula (2-7). Entao segue da equacdo (2-10) que

g(B B+ En(l) = (g(t, K)o ! + En(k))* + (g(0t, k)" + En1 (k).

Expandindo os quadrados temos:

g(B OB HEn(l) = glok)? (") +2g(0uk)a" ™ Ey(k) + Ey (k)
+ glok)*(a)® +2g (o, k) o By (k) + Ex 4 (K)
= g(ouk)* (%) (1+0?) +2g(0t k)" (Ep(k) + 0Ep11 (K))

+ Ej(k)+Eq, (k).

Denotamos 4 := g(B,/) e g := g(a, k) teremos:

WB"™ ™" + En(l) = 0" > (1 4+ 0%) + 290" (Ey (k) + 0Ep 1.1 (k) + Ep (k) + Egy 1 (k) -
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Agora, vamos organizar os termos de maior ordem de um lado, obtendo

g2 (1 0) = hp" ! = En(l) — 280" (En(k) + 0Eps1 (k) + Ej (k) + Ey oy (k)

Aplicando a desigualdade triangular e usando as limitagdes para os E) s de (2-10),
para g do Lema 2.5, junto com (2-5), conseguimos,

2202 2(1402) = A" | < [En(1)] + 290" (1Ea (k)| + 0 B (K)]) + [E2(6)]| + | E2, (K)|

13 1 1 1 1
< §+2-a”4(—+2—)+ + -

4 2 2 4 4
< 22yl
2 4 2
< 2,501 +1
< 3ol (3-9)

Dividindo ambos os lados pelo termo g?(1 + o )a?* 2, e usando novamente as

estimativas obteremos a seguinte limitagado:

g2a2n 2(1 _|_a2) _th—l 3an—1
| th—l _ 0(In—l 3
- 1 3
4
< - (3-10)

Onde (3-10) é vélido pois 3/(g*(1 + &?)) < 3,32 < 4, também utilizando a
desigualdade do Lema 2.5 e que & > (1 ++/5)/2. Voltando em (3-10), temos:

hp" ! 4o, 8 8
1— <— < — < 3-11
‘ g (1+o2)a?=2| ~ o o (1,6)" ©G-11)
onde usamos que 1,6 < o < 2, para k > 2. Portanto, temos a seguinte limitacao
hp" ! 8
1— < 3-12
' e < e o

Para aplicarmos o resultado de Matveev (Teorema 2.4), primeiro precisamos

'1 ()
g(o,k)2(1 +a2)a2n—2

7&07
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isto &, que g(B,1)p" ! # g(o, k)*(1 + a?)a?—2. Supondo o contrdrio, isto &,
g(B, B = g(o,k)*(1 + o) 2, (3-13)

sejall =Q(a,...,04B1,-..,P) o fecho normal de Q(a., B) e yi,...,y; os elementos de
Gal(LL/Q) tal que y;(B) = B;. Como | >k, existe i # j € {1,...,1} tal que y;(a) =y ().
Aplicando W]T]\pi em (3-13), e observando que se \If;] (Bi) = Bs, entdo s # 1 (pois, caso

contrdrio, w;l (Bi) =B = Bi = B, um absurdo ja que i # j), conseguimos

2n

- _ o
1> [g(Bs, DI1Bs|" ™" = [g(a, ) P[1 + 0|02 > =

onde usamos, o Lema 2.5 para |g(Bs,1)| < 1 e |g(a,k)| > 1/2, que |Bs| < 1, para s # 1,
e |1 +a?| > a2, jique o€ R com 1 < o < 2. Contudo a desigualdade a®” < 4 acontece
apenas para n = 1, o que ndo estd nas nossas hipdteses, pois n > k+ 1 > 3. Logo podemos
aplicar o Teorema 2.4. Para isso, tomamos t = 3, e

Yl T bl YZ T 9 Y3 L g2(1 +a2)

by :=-2n+2, bp:=m—1, b3 :=1.

Assim consideramos,

A = gz(liaz)ﬁm—la—znﬂ 1
A extensdo algébrica Q(Y1,72,v3) € dada por K := Q(a, B), cujo grau é D := [K: Q] <
kl < I?. Para o valor de B, temos B > max{|bi|,...,|b|}, B> max{2n—2,m—1,1} e
temos que n < m < 2n+ 3, logo podemos tomar B = 2n 4 2. Agora precisamos estimar

as alturas logaritmicas. Para h(7y ), temos d(y;) = d(a) = k e ap = 1. Portanto:

1 k
h(y1) = %<10g1—|—210g(max{|0c,~|,1}))
i=1
loga 0,7
- Tk Sk

onde, no somatério acima, lembramos que para i # 1 temos |o;| < 1, e para a tltima
desigualdade usamos o < 2 = loga < 0,7. Analogamente, para h(y,), temos d(y») =
op)=leap=1.

1
h(y) = %<log1+glog<max{\si|,1}>)

logB 0,7
= / < R
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Para h(y3), temos h(y3) = ﬁ

h(y3) = h(h)-h((g™?) - (1+0o?) ")
< h(h)+h(g ) +h((1+a)h).

Como h(n~1) = h(n), temos que ~(M?) < 2h(N) e h(n£7) < h(N) +h(y) +1og2, todas
estas citadas na Secdo 2.3, entdo:

h(ys) < h(h)+h(g*)+h(1+0?)
< h(h)+2h(g)+h(a*) +h(1) +log2

como h(1) = 0, entdo:
h(y3) <h(h)+2h(g) +2h(a) +log2

Agora pelo Lema 2.5 temos que h(g) < 4logk e h(h) < 4logl, entdo:

h(ys) < 4logl+2-4logk+2h(o)+log2

0,7
< 4logl+8logk+2- ch +log?2,

e como k < [, conseguimos
1,4
h(ys) < 12logl + & +log?2.
Agora, vamos encontrar valores apropriados para os A;’s, onde lembramos, do Teorema
2.4, que A; > max{Dh(Yy;),log|vi|,0, 16}, parai € {1,2,3}.. Temos que:
* Precisamos que A; > max {Dh(y;),log|y1],0,16}. Como D < I, h(y;) < 0,7/k,
log|y1| =loga < 0,7 e k > 2, nos dd

max {Dh(y)),log 11],0,16} < max{l2 L0710, 16} <072,

podemos considerar A; := 0,71

* Analogamente ao que foi feito no item anterior, precisamos que A; >
max {Dh(Y2),10g|y2|,0,16}. Como D < 1%, h(y,) < 0,7/l e log|y2| = logB < 0,7,

nos da

0,7
maX{Dh(’Yz),log"Yz‘,O, 16} < max {12 ’ 777077707 16} <0,71,

podemos considerar A :=0,7[.
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e Para A3 > {Dh(y3),log|y3|,0,16}, como D < 1%, h(y;) < 12logl +1,4/k+1log2 e
1,4/k+1og2 < 0,7 +log2 < 2logl, temos
,0,16}.

Ja que, pelo Lema 2.5, |h| < 3/4, |g|* > 1/4 e |1 +a?| > o > (3/2)?, entio

o) <ot () <t (2) <03

0 que nos da

max {Dh(y3),log|ys|,0, 16} < max { 141%1og1,log

g (1+a?)

g (1+a?)

max { 1412 log!/,log

—— 1.0,16 14/%10¢1
g*(1+a?)|"” }< o8h

donde podemos tomar A3 := 14/ log].

Agora, ja temos todos os “ingredientes" necessdrios para aplicar o resultado
de Matveev (Teorema 2.4). Relembramos que o limitante inferior para |A;| dado pelo

resultado é:
|A1| > exp(—1.4-303 .. D> (1 +1logD)(1+1logB)-A;---A,)

Deste modo, substituindo os valores de t = 3, A| = 0,712, A, =0,71, Az = 141210gl,

B =2n+2, e usando o limitante superior D < 12, obtemos:

Al > exp(—1,4-30°-3%.1*(1 +1ogl?)(1+1log(2n+2))-0,7(>-0,71- 141> log!)
> exp(—1,44-10"- (1) (1 4+ 2logl)(1 +log(2n+2))(6,86[°logl))
> exp(—9,83-10"1°logl- (14 2logl)(1+1log(2n+2)).

Usando agora que 1+ 2logl/ < 3logl, para l > 3, e que 1 +log(2n+2) = 1 +log2 +
log(n+1) < 2,9logn, paran > 3

A1l > exp(—9,83-10""1logl-3logl-2,9logn)
A1l > exp(—8,56-10"21og? Ilogn)

Portanto, temos pela dltima desigualdade e por (3-12), que:

8 h m—1
(1.6)" > |1 — 2(1—|—Boc2)oc2”—2 > exp(—8,56- 10127 1og? Ilogn) (3-14)
) 8
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Agora, vamos usar o seguinte argumento, mostrado por Luca e Oyono [10], que

nos permitird obter um limitante para n em funcgao de /.

X

Como a fun¢do x — T

€ crescente para x > e, temos que:

1 A= x<24l0gA. (3-15)
logx

De fato, suponha por absurdo que x > 2AlogA, entdo,

_ 2AlogA  2AlogA - 2AlogA < X
~ 2logA  logA? " log(2AlogA) ~ logx

onde usamos que A > 2logA = A% > 2AlogA para todo A > 3, o que contradiz a nossa
hipétese.
Voltando a desigualdade (3-14),

8

exp(—8,56-10%1°log? Ilogn) < (1.6)"

log[exp(—8,56 - 10'%1°log?Ilogn)] < log {%}
—8,56-10"%1°log?llogn < log8 —n-logl,6
nlogl.6 < log8+8.56-10"%1°log?Ilogn
n < k])(;ﬁi-l—lfé?;-lolzlglogzllogn
n < 4,43+18,212-10"%°log? Ilogn
n < 1,83-10%1°1og?Ilogn

< 1,83-10%%10g?1

n

logn

Assim, por (3-15), tomandox :=neA=11,83- 1013/° log2 [, obtemos,

n < 2-(1,83-1013%10g?1) - 1og(1,83- 1013 10g? 1)
n < 3,66-10%1%10g?1- (log 1,83+ 131og 10+ 9logl 4 2loglog!),

e usando a desigualdade log 128,88 + 111og10+9log/+2-loglog/) < 32log!, satisfeita
para [ > 4, concluimos que n < 3,66 - 10'3/°1og? [ - 3210g/, donde,

n<1,18-10""1log’l. (3-16)

para todo [ > 3.
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Usando a estimativa de (3-6), temos:

m < 2-(1,18-10%°10g’ 1) +3
m < 2,36-10%.1° log’ 1 +3
m < 2,37-10%.1°.log’1.

Com isso, finalizamos a demonstracdo do Lema 3.2. UJ

3.2 O caso !/ grande

Nessa sec¢do vamos assumir que [ > 1454. Temos que, para tais valores de [, é
valida a ltima desigualdade de m < 2,37-101-[°-log®I < 27,

Usaremos um argumento chave devido a Bravo e Luca, que utiliza a rapidez na
convergéncia da sequéncia de raizes dominantes para 2, e nos d4 uma nova forma linear
em logaritmos. Apresentaremos esse argumento aqui para que nosso trabalho fique mais
completo.

Definaf=2—A,onde 0 <A < 2,]—,, Entdo,

Bmfl — (2 . }L)mfl

By
()

e usando a desigualdade (1 —x)”™ > 1 —2mx, vélida para todo m > 1 e 0 < x < 1,

conseguimos

gt > 2’”“-(1-2@-1)%)
> 2" L (1= (m—1DA).

1

!
Como estamos no caso m < 22, e tomamos A < S

podemos concluir que
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= (m—1A > 1—(2%—1)%

: 1 1
- 2h-1 - ol-1
1

1
> I_F—FF
2% 21-1
2 1

= —(m—1Ar > _2_§+F'

Com isso, temos que B! > 2"~1. (1 — (m—1)A),e —(m—1)A > =2, 0 que nos d4,

2%’
_ _ 2
232

2m
~1
> ol o2

22

Por outro lado, B < 2, entdo, B! < 2~ Juntando tais informacdes, P! < 2" ! ¢

m yd ~
Bt > 2m=1 _ 27 Concluimos entdo que:
22

2" 2" 2"
2m—l__l<Bm—1 <2m—l = 2m—1__l<Bm—l<2m—1_|__l’
22 22 22
donde conseguimos |B”~! —2"~| < 27 Agora, definimos, para x > 2(1 —27!), a funcdo
23

x—1
24+ (l+1)(x=2)’

Si(x) == glx, 1) =

que € diferencidvel no intervalo [B,2]. Pelo Teorema do Valor Médio existe & € (J3,2) tal

que fi(B) — £1(2) = f{(£)(B —2). Assim, como

2 2
2_?<B<2:>|B_2|<?

e |£1(8)] < 1. pois o

R+I+1)(E-2)P

fi(€) = (3-17)
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e temos, lembrando que & > B > 2 —2/2/, a seguinte desigualdade

(I+1)

24+ 1)(E-2) =2—(1+1)(2-8) >2-

> 1,

para todo [ > 3, o que faz com que o denominador de (3-17) seja estritamente maior que 1,
e com isso | f1(§)| < |l — 1] <[, para todo [ > 3. Assim, voltando a igualdade conseguida

com o Teorema do Valor Médio, concluimos que

1B —f1(2)] < 5;- (3-18)

Para nido deixarmos os cdlculos que seguirdo com a notacdo tdo complicada quanto
realmente é necessério, vamos denotar 8; := B! =271 n;:= f1(B) - A1(2) = f1(B) —
1/2 e lembramos que & = f;(f). Entdo, temos,

B2 Sy = hﬁm“—zm"(ﬁ(s)—%)‘(u)
- @t () -5)

e ) ()
B (h - %) (Bt —2m 1

_ m—1 _ Am—1 mfZ_Bmil m—2 _ pam—1
— hp 2" h 42 2 hB

Bm—l
+ 2m—1h+ _2m—2
2
= thfl _meln] . 6?1 _Slnl — 2m72
)
2m—2_th—l — _2m—lnl_71_81n1
Por outro lado,
|2m72 _g2(1 +0‘2)a2n72‘ — |2m72 _thfl _i_thfl _|_g2<1 —I—OCZ)OCZVFZ‘

o
S _2m72n] _%_Slnl +|h[3mfl_g2(1+oc2>oc2n72|

181

< |th71_g2(1_|_062)0(I2nf2|_i_2m71.|T]1|_i_7

+ (1]

Agora, interrompemos o desenvolvimento do método de Bravo-Luca, para mos-

trar um fato que vai nos permitir utilizar o argumento citado na nossa demonstragao.
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5 Hym—2
Lema 3.3 Temos que 300"~ <2227~
22

Demonstragdo. Sabemos que o”"~2 < B~ 1 < 21 pelos argumentos mostrados no

inicio da Se¢ao 3.1 que levam a desigualdade (3-7). Dai,

OcZn—Z < 2m—l
_ (m—1)
= o' < 272
n—1 m—1
= 3. < 4.272
= 30! < 2" 2
m+3
= 30 < 2

Por outro lado, também temos as seguintes implica¢des a partir da desigualdade m > 142,

Y
()

m—1

= m—-I[+1

Vv
w

= m+(m—1+5-4) m+3

v

= 2m—I1+5—4

v

m+3,

dai,

m+3 - 2m—1+5—4

2 - 2
m+3 =5
= 2" < 2T -2
m+3 s 2m2
= 2" < 235
22
. m+3 m+3 5 m—2
Agora vamos combinar 3001 =2"2" 2" <22. 2~
22
s 2m2
3ot <23
22

Voltando a desigualdade obtida antes do Lema 3.3,

3
1272 — g2(1 4+ 02)o 2| < ("' — (14 02)o® 2|+ 2"y | + ’71' +[8im1
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e usando a relagdo 3-9, dada por |g%(1 4+ o?)a®* 2 — hp™ 1| < 30"~ !, temos,
m—2 2 2\ A2n—2 n—1 m—1 81
12" — gt (1+a%) o™ 7| <30 +2" | + > +101M1]-

Assim, pelo Lema 3.3, e pelos limitantes |~ —2"1| < 2’”/2% e |lf1(B)— fi(2)] <

21/2!, conseguimos,

om=2 1 2 om/l2 om g

2 2 2N y2n—2 s
s om=2 20 2mboog4p omd
< FoptE ot oty e

Dividindo ambos os lados por 22, e notando que as seguintes desigualdades 4/ < 27 <

2!, sdo vélidas para todo [ > 11, entio:

2(1+a?)a?" 2 s 1 200 2 4 2
1—g( Zm; < ZZ-W—FZ'?-FW"F?'W
s 1 1 4 2 4 2
< 22'21/2+21/2'21/2+21/2+§'W
cp Ly Ly 22
20/2 " 2lj2 " 9lj2 " 9l)2
< % (3-19)

Para concluir nosso resultado, para [ grande, precisamos subdividir nossa prova

em dois casos. A saber, quando n < 2k/2 e n > 2k/2,

3.2.1 O cason < 2k?

Aplicamos novamente o argumento devido a Bravo e Luca. Entretanto, agora

(k)

usamos a raiz dominante de F,,"’, e observamos que tudo que for feito para n é também
valido para n+ 1. Vamos repetir o argumento para conveniéncia do leitor.
Definaa=2—-Ae0<A< ﬂ%, Entdo

O(,nil — (2 . }L)nfl

RS
)

Usando novamente o fato que (1 —x)"” > 1 —2nx é vdlido paratodon > 1e 0 < x < 1,
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conseguimos
ot > onl (1 —2(n— 1)%)
= o> (1= (n—1)0). (3-20)

Agora, como estamos no caso n < 2¥/? e tomamos A no intervalo (0,1/25~1), temos que
(n—1)A < 2K/2 )2k=1 =2 /2k/2 1 0g0, voltando 2 (3-20),

ot > 2 (1—(n—1)A)

2
—1

2}’1
o 2k/2'

= o > 2! (3-21)
Por outro lado, como o < 2, entéo, o< 2n=l g que combinado com a desigualdade
(3-21), nos da

2" 2" 2"

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
2§<oc <2 =2 ——= <o <2 +W’

n—1
2 2k/2

donde concluimos

2}’!
o' -2 < TR (3-22)
Usamos o mesmo argumento para n + 1, e obtemos
n+1
o — 2| < S (3-23)

Agora, considere a fungio f>(x) := g(x,k), para x > 2(1 —27¥). Essa fungio é diferen-
cidvel em [, 2]. Novamente, o Teorema do valor Médio garante a existéncia de y € (o, 2)
tal que f2(o) — f2(2) = f4(7) (. —2). Assim,

2k
|f2(0) = £2(2)] < >

onde usamos que |0t —2| < 1/28" e | f5(y)| < k. Definimos & := o1 — 271, § := o — 2"
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en=/f2(a) - /2(2) = fa(@) = 1/2. Logo,

d 1 o !—2v!
2”_2+2”_]T]+—+5T] = 2”_2+2”_'-<f2(oc)——)+7
2 2 2
1
Har =27 (Al - )
ocnfl
— 2n72+2n71f2<a)_2n72_2n72_|_ 5 _2n72
+ an—lfz(a>+2n—2
n—2 n—1 0 n—1
2" 42 ”*5*5” = o' fo(o)
)
= fHla)a" ! = 2"*2+2"*1n+§+8n.
Analogamente,
§ & 1\ o'-2" 1
2"*1—1—2"114—5—1—&] = 2"1+2”-<f2(06)—§)+ > +(Oc"—2")~<f2(0c)—§)

n

o (0
— anl_i_zrzfz(m)_2r171_|_7_anl_'_ocnfz(oc)_7
_ 2nf2((x)+2n71

S .
2 2m S+ = a'fa()

o =«
= hlaa’ = 2" +2"Mm+2+8n

Elevando ao quadrado a relacdo encontrada para f>(o)o" !, temos

6 2
(Hr()o™1)? = (2"—2+n2"—‘+5+8n)

2
f22((x)(X2n72 — 22]’!74 +n222n2+%+82n2+2 (n22n73+82n73 +6n2n72 +n82n72
2

+2"19n% + 8711)

2
— 22n—4 +n222n—2+%+82n2 +n22n—2+82n—2+8n2n+2n8n2+82n

2
. f22(0C>0C2n_2— (n222n—2+ SI +82n2 +n22n—2+82n—2+8n2n+2n8n2+82n) :2271—4.
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Da mesma forma, agora elevando ao quadrado a relagdo encontrada para f>(o)o”, temos

3 2
(frla)a)? = (2"1+n2”+§+8n>

< ) ) ) )
22(0()0(% — 22n72 +n222n+%+82n2+2. <n22n71_|_82n72+8n2n71_|_n62n71

B 2
+2"8n2+87n>

? < < < 5
_ 22n—2+n222n+z+62n2+n22n+82n—1 +5T]2n+l +2n+16n2+62n

S i i i i
. fg(a)aZn_ <n222n+%+82n2+n22n+62n—1 +8n2n+1 +2n+18n2+82n> :2211—2.

Assim, em resumo, conseguimos as duas identidades:

62
22n74 :fzz(O(,)O(,zniz— (n222n2_|_ Z +82n2 +n22n2+82n2+6n2n+2n8n2+82n)

€
0 ) ) ) )
22n72 :fZZ(OC)Otzn - <n222n_|_ SZ +82n2 +n22n+82n71 —|—8T]2n+l +2n+16n2_|_62n> ,

donde somando-as, lembrando que f>(a) = g, e aplicando a desigualdade triangular,

temos
‘22}’172_’_22}174 —gzocznfz(ocz—i— )| < |A|+ 4], (3-24)
onde,
A :nzzzn—2+%2+82n2+n22n—2+52n—2+8n2n+2n5n2+52n
e

S ) ) ) )
A :n222n+%+82n2+n22n+82n1 +8n2n+1 +2n+15ﬂ2+52ﬂ~

Como estamos no caso n < 2k/2, entio3<k+1l<n< K2 — > 4. Tendo isso em
mente, lembrando que |§| < 2" /25/2, |§| < 2"+1 /2K/2 e |n| < 2k/2*, estimamos os valores
absolutos de A e A:

Al < P22+ oF +[B2 [ + n[2%7% + 1812772 + [8][n 2" +2"[3| n|* + 8] m]

= 4
M, 5 2 2MARE 2k a5 20 5 2% 2k 27 4k?
< 52 iz T o om o2 Tt up? T topar? T2 magx
221 2k

T
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<1 <1 <1 <1

4k2 22n74 4 22n74 32](2 22n74 k 22n74

= 4] < 4'23k/2' 2k/2 +2k/2' 2k/2 +2'25k/2' 2k/2 +8'2k/2' 2k/2
<1 <1 <1
A 22n 4 6. 2k 22n—4 . 8k2 22n —4 8k 22n—4
T4 k2 + 2k Tokj2 T ok/2 + " 93k/2 T ok/2
22n 4 22}’174 22}’!74 22}’! 4 22}’! 4 22}’! 4
S T EREYIP) +2: 2k/2 +8: 2k/2 +4- ok/2 +16- ok/2
22n—4 22n—4
e v
22n—4
T

onde as desigualdades evidenciadas acima, sdo vélidas para k > 4. Analogamente, fazendo

os mesmos célculos para |A|:

Al < 2%+ || + I8P M+ 2% + (82" 4 18] [m 2" 42" 8] [m[* + (3] m]
4k2 - 22n+2 22n+2 4k2 2%k - 2n+1 . 2n+1 2%k il
< wd tom T e Topt tanx
1 2 2n+2
L 2 A2 2220k
2k/2 22k %k ok
<1 <1 <1 <1
~ e 4k2 2271—4 A 4 22n—4 32k2 22n—4 5 k 2271—4
- " 23k/2 k)2 + ok/2 Tok/2 +8'25k/2' 2k/2 +3 ok/2 ok/2
<1 =1 <1
6 22n—4 61 2k 2271—4 8k2 2271—4 6 8k 22n—4
O T 04 e T o e 1O mn e
22n74 22n74 22n74 22n 4 22n 4 22n 4
< 16 2k/2 +4 2k/2 +38: 2k/2 +32 = ok/2 +16- ok/2 +64- ok/2
22n—4 22n—4
+32- e +16- e
22n74

Assim, voltando a desigualdade (3-24), obtemos

2n—4

22172 42274 _ o202 2 (02 +1)| < 235 - (3-25)

ok/2
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donde, concluimos que

2. 2n—

2(0(,2—|—

|22n—4_5_h[3m—1| _ |22n 2271 -4 Bm 1|
— ‘2211— _|_22n —4 g2a2n 2( +1)+g o
< ‘22n72+22n74_g2a2n72(a 4+
2271—4
< 235-W+3oc”—‘
22n 4 om—
< 235 2
2271—4 22n+1
< 235 T -
22n74 2 —4
= 235.—— 42375,
2k/2 2k/2
2n—4 2n—4
< 235-W+182-W
22n74
2245 Bl < 417-E
ok/2 7’

)|+ g% 2 (o +

para todo k > 2, onde usamos as desigualdades (3-8) e (3-9), dada por,

‘gZ 2n— 2(14—06)

AR < 30! < 1825

2n—4
2k/2 "

1)—

1)

th—] ‘
. th71|

(3-26)

e o Lema 3.3. Utilizando, além de (3-9), a desigualdade (3-19), que relembramos a seguir,

- g2(1 +062)062n72

11

2m—2

e (3-26), conseguimos,

|22n—4 5 2m—2| <

< 21/2’

|22n—4 .5 _th—l| + |2m—2 _g2

+ ‘g2<1+a2) 2n—2 Bm 1‘
2271 —4 m—2 22n 4

< 47— i +11- YR +182- Sk
2n—4 s 2n—4 22n74

< 417 —— 2k/2 +11-27. I —|—182-W
2271 —4 2271 —4 22n 4

< 417 —— k7 +352- k7 +182- iz
22n 4

= 951

2k/2

(1+0%)o?" 2|
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Logo,

| amm2 | 2mt2l 951 1 190,2
22n—4 .51 5 5 9k/2  9k/2 "

Lembrando que m <2n+2eentaiom—2n—2 < 0. Logom —2n+2 < 4. Assim,

2m+272n
5

190,2

k)2 _ _
< Sk — 272 <5-190,2 =951

_<’]_

Portanto, £ < 19. Como estamos no caso n < 25, temos a estimativa n < 219/2 <
725 e m < 1453 Contradizendo a hipétese de [ > 1454, pois supomos desde o principio
quem >[+1.

3.22 O cason > 2?2

Nosso plano agora € considerar a desigualdade (3-19) e depois encontrar uma
limita¢do superior para n. O passo seguinte € usar métodos computacionais para encontrar

limitag¢des para k,l,m e n.

Lema 3.1 Se (n,m,k,1) é uma solucdo inteira ndo trivial da equagdo (3-3), com [ > 1454,
2k/2 <nem>I[l+1, entdo
n<m<2,69 10",

1<2,55-10% e k < 2067.

Demonstracdo. Usando o fato de que [ > 1454 temos a seguinte cadeia de desigualdade
K2 < n<1,18-10°°10g> 1 < 113 (3-27)
Em particular temos que
k2 15— glogZ <15logl = k < 44logl. (3-28)

Nosso objetivo agora, € usar formas lineares em logaritmo mais uma vez, usando a desi-
gualdade (3-19). Para isso, temos primeiro que provar que g>(1 4 o?)o?"~2 # 2"~2, De
fato, seja L = Q(ay,- - - ,x,) o fecho normal e Wy, ...,y os elementos de Gal(LL/Q) tais
que y;(a) = ;. Supondo o contrério, g?(1 + o?)a?"~2 = 22 aplicamos o automor-

fismo ; para qualquer i € [2,k], e chegamos no seguinte absurdo
1> [g(ai k) P(1+ o)l 2 =272 > 1.

Logo
g2(1 +oc2)oc2"*2
2m—2 7& L.
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Portanto, podemos aplicar o Teorema 2.4, tomando ¢ := 3, e
M=o, k=2, A3 =g*(1+a?)

bi=2n—-2,by=—-—m+2, b3=1.

2 2\ y2n—2
. . 1
Assim consideramos A; = 1 — %

. O corpo dos nimeros algébricos que contém
Y172, 73 € K:= Q(a,B), cujo o grau é D = [Q(a) : Q] = k e para o valor de B, temos
que B > max{|b1|,|ba|,|b3|} = max{2n—2,m—2,1}, e como n < m < 2n+ 3, podemos
considerar B = 2n.

Agora precisamos estimar as alturas logaritmicas. Repetimos o que foi feito na Secao 3.1.

Para h(\), temos d(A;) = d(a) = k e ap = 1. Portanto:

k
h(h) = %<log1—|—;10g(max{|a,~\,l})>

logae 0.7
<—,
k k

onde, no somatério acima, lembramos que para i # 1 temos |o;| < 1, e para a tltima
desigualdade usamos o < 2 = loga < 0,7. Ja para h(A;), temos de imediato que
h(X;) =log2 < 0.7

Agora pelo Lema 2.5 temos que que h(g) < 4logk e h(h) < 4logl. Para h(A3), temos que
A3 = g*(1 +a?), entio

h(A3) = h((g*)-(1+0o?)
< h(g*)+h(1+0a?)

como h(n?) < 2h(n) e h(n+ ) < h(n) +h(9) +log?2 temos

h(A3)

VAN

2h(g) +h(a)* +h(1) +log2
< 2h(g)+2h(a)+1log2

1.4
< 8logk+ l,c +log?2

Agora vamos calcular os A;’s, onde lembramos que A; > max{Dh(};),log|A;|,0.16}

para todo i € [1,1], entdo:

* Precisamos que A; > max {Dh(A;),log|A;|,0.16}. Como D =k, h(A;) < 0,7/k,
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log|A1| =logo < 0,7 e k > 2, nos dd
0,7
max {Dh(M1 ) log[A1],0,16} < max 4 k-==,0,7,0,16 ¢ <0,7,

podemos considerar A; :=0,7.

* Analogamente ao que foi feito no item anterior, precisamos que A; >
max {Dh(A;),log|Az],0,16}. Como D = k, h(A;) < 0,7 e log|A;| = log2 < 0,7,

nos da
max {Dh(A;),log|A2|,0,16} < max{0,7k,0,7,0,16} < 0,7k,

podemos considerar A, := 0, 7k.

* Para Az > {Dh(A3),log|A3|,0,16}, como D =k, h(A3) < 8logk+ 1,4/k+1log2 e
1,4/k+1log2 < 2,5logk, temos h(A3) < 10,5logk, donde

max {Dh(1A3),log [A3],0,16} < max { 10, 5klogk, log |g*(1 + o)

0,16}

J4 que, pelo Lema 2.5, |g|> < 9/16 e |1 + 0| < 5, entdo

9
log|g*(1+a?)| < log <1—6-5) < 1,03,

0 que nos da
max { 10, 5klogk,log |¢*(1+a?)|,0,16} < 10, 5klogk,
donde podemos tomar Az := 10,5klogk.
Entdo, pelos limitantes do Teorema 2.4, temos
IA| > exp(—1,4-30°73.3%3. D2 (1 +1logD)(1+1ogB)A ArA3)

IA| > exp(—1,4 x 300 x 3%° x k? x (1 +logk)(1 +1log2n)(0,7) - (0,7k) - (10, 5klogk)),

e usando que 1 +logk < 3logk e 1 +1log2n < 3logn, para todo k > 2 e n > 3, obtemos

|A| > exp(—6,64-10%k*log? klogn). (3-29)
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Combinando (3-19) e (3-29),

11

517 exp(—6,64-10%k*1og? klogn)

11
log(m) > —6,64-10"%k*log? klogn

log2—1logll < 6,64-10%k*log?klogn

l
5 log2 < 6,65-10"%k*log?klogn

L
logn

|~

< 1,92-10%k*log? k.

Como logn < 15logl, para todo [ > 1454, temos

i i
< <1,92-108k* 10e? k
15log! ~logn 08

donde

I
—— <2,88-10"k*10g%k. (3-30)
log!

Usando novamente que @ < A= x < 2AlogA, para x > e, concluimos que

I < 2x(2,88-10"*log?k) -1og(2,88 - 10"°k* log® k)
I < 5,76-10"k*1og’k - (log2,88 + 151og 10 + 4logk + 2loglogk).

Usando que log2,88 + 15log10+4logk+2loglogk < 54,3logk, para todo k > 2, temos

1 <3,13-10"%*10g* k (3-31)

Agora pela desigualdade (3-27), obtemos

n < 1,18-10%(3,13-10'"%*1og> k) 10g?(3, 13- 10'%%* 1og> k
n < 3,41-10'8.k°10g*7 k- (log3,13 + 16log 10+ 4logk + 3loglogk)?,

e usando que log3,13 4 16log10+4logk+3loglogk < 57,3logk, para k > 2, conclui-
mos que
n < 1,96-10'k10g* k, (3-32)
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Como, estamos no caso n > 2K/ 2 pela desigualdade (3-32), temos
22 < 1,96-10'k010g 0k = k < 2067.
Entdo temos que
n < 1,96-10'%2067*010g*° 2067 = n<1,34-10°!",

donde,
m<2n+3 = m<2,69-10°"

[ <3,13-10'2067*10g° 2067 = 1< 2,55-10%

3.2.3 Prova do teorema principal

Até aqui, conseguimos limitar todas as varidveis da nossa equag¢do Diofantina
(3-3), porém isso nao a resolve completamente. Infelizmente, como os limitantes encon-
trados sdo demasiado grandes para que um computador usual posssa testar todos os va-
lores possiveis, retornando ou ndo solugdes, precisamos reduzi-los para que se tornem
computacionalmente vidveis. Para isso, vamos utilizar o Método de Reducdo, descrito na
Secao 2.4.

Consideramos anteriormente,

e a partir deste, definimos Ay := (2n—2)logo— (m —2)log2+log[g?(1 +a)]. Por (3-19)
temos que
11 11
21/2 m <4

Se A, > 0, entdo segue da ultima desigualdade que

11
A
0<A2§€ 2_1<W

Logo

0 < (2n—2)logo.— (m—2)log2+log[g> + (1 +a?)] < S



3.2 0 caso [ grande 47

entao:
0 < (2n—2)logo.— (m —2)log2 +log[g*(1 +o?)] < 11-1,427",

Dividindo os membros da desigualdade anterior por log?2, temos

1 log(g2(1 + o2
oga [, loglg®(1+a%))

<15,9-1.427". -
log2 log2 =159 (3-33)

0<(2n—-2)

Por outro lado se Ay < 0, entdo |1 —e™?| < 4 e el2l < 5. Assim,

11 55

A A A
0 < |Ag| < el —1 =¢lMle <5 p<on

0 que nos da,

log?2 log[g?(1+ o 55
0< (m—2)182 5, [ losle UHaD]) 55 ) 4yt
logo loga loga
1143
< ’

onde usamos que o > (1 ++/5)/2, ou seja

log?2
logo

log[g?(1+0?)]

0<(m—2) oz

< 114,3(1,42)7!

—2n-+ [2-1—

O argumento do trabalho para A, > 0 e A, < 0 sdo analogos. Logo, consideramos apenas

0 caso Ay > 0. Entao, reescrevemos a desigualdade (3-33) como

0<(2n—2)—m+u <15,9-(1,42)7, (3-34)

log(g*(14+0%))
log?2

onde Y := 112% eu, =2+

Usando o mesmo argumento visto na Subse¢ao 3.2.2, para mostrar que

g2(1 +a2)a2n—2 7& 2m—2‘

concluimos que y; := llg%a ¢ irracional, para k > 2. Com efeito, suponha y; = p/q € Q,

com g > 0. Primeiro, note que loga/log2 > 0, donde p > 0. Entdo,

1
B _P L =2 = 1> |wf1=2">2,
log2 ¢

um absurdo. Seja g, x 0 denominador do m-€simo convergente da fragdo continua de ;.

Consideramos M, := 3.92 - 10169436 10g30k < M»ypg7 € usamos o software Mathematica
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para obtermos que

min > 6M; e max <6.6-10'123,
2§k§2067(%00”‘) k 2§k§2067(%00’k)

Definimos € := ||urge00|| — Mx||Ykqs00]|, para 2 < k <2067, e obtemos que

min g > 1.2-107'%

2<k<2067
Note que as hipéteses para usar o (2.6) sdo satisfeitas paraA = 15,9 e B = 1,42. Portanto
ndo existe solugdo para a desigualdade (3-34) (e entdo ndo ha solugdo para a equagdo

Diofantina (3-3)) para n e [ satisfazendo

log(A
o< My el > 08A9/E)
logB

Como 2n —2 < My, para todo 2 < k < 2067, pela desigualdade (3-32), temos que

log(Aqe00.k)/€k

<
logB

< 8076.

Observe que, nesse ponto, estamos sobre a hipétese de 2 <n. Logo, obtemos da relacao
(3-28), dada por k < 44logl, que k < 395. Repetimos o0 argumento anterior trés vezes e
conseguimos que

[ <1621 ek <325.

Observacao 3.4 Os proximos passos ndo dependem da hipotese de que | > 1454. Por-

tanto, estaremos resolvendo os casos em que | é pequeno também, isto é, quando | < 1454.
Suponha que / < 1621. Segue do Lema 3.2 que
n<1,18-107-.1621° -1og® 1621 < 3,69 - 10%;
m<2,37-10"°-.1621° -log® 1621 < 7,4 - 10%,

Agora, definimos a seguinte forma linear,

A} = (m—1)logB— (2n—2)loga.+log [

g*(1+a?)
Se A > 0, entéo por (3-12),

8

0<A <eM—1<
1= 1,6"
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0 < (m—1)Y;—2n+muy, <16,7-(1,6)7".

__logB . . log(h/g*(1+02))
onde yLk.— loga €My =2+ logol )
m—1
Usando o mesmo argumento que o usado na prova de que Zrad)or? (11%2)0@”,2 #*1,

= % ¢ irracional, para todo / > k > 2. Tomamos M; := 6,1 -

1015/ 1og? I e usamos o software Mathematica para obter que

concluimos que Y, :

. 3210
min >6M;e max <3,2-10°°".
ko621 ((]1000,k,1) ! r<ioi 61 ((]1000,k,1) )

Definimos €= HHL;‘IIOOOH —MIH'Y;CJqu()OH. Entao

min (g 4) > 1.2-107211°,
2<k<I<1621 ’

Agora, podemos aplicar o Lema 2.6 paraA =16,7¢e B=1,6. Como m — 1 < M;, temos

1 16.7- €
< 0g(16,7 - q1000 k.1/€k.1) < 26072
log1,6

Portanto, por (3-8) concluimos que m < 52144.
Finalmente usamos um algoritmo no software Mathematica que confirma que
a equacdo (3-3) ndo possui solucdo para 2 < k <[ < 1621, k+1 < n < 26072 e
I4+1<m<52144.
O
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Comandos usados no software Mathematica®

* Funcdo que gera o n-ésimo niimero de k-bonacci:

Serie[k_]:= Series[x/(1 - Sum[x"j, {3J, 1, k}1])
Fln_, k_] := SeriesCoefficient[Serielk], {x, 0, 1100}]

* O polindmio caracteristico da sequéncia de k-bonacci, Wi (x):
psilx_, k_] := x"k - Sum[x"73, {3, 0, k - 1}]
* A raiz dominante de o, com 12000 casas decimais de aproximagao:
alphalk_] := x /. Last[NSolve[s[x, k], x, 12000]]
* O polindmio dominante de g:
glk_]:= (alphalk] -1)/(2+(k+1)* (alphalk] -2))
* Denominador do n-ésimo convergente da fragdo continua de x:
DeFrac[x_, n_] := Last[Denominator[Convergents[x, n]]]S$S
* A funcdo distancia entre x e o inteiro mais préximo ||x||:
Near[x_] := Min[Abs[x - Floor[x]], Abs[Ceiling[x] - x]]
* A fungdo v :
gamma [k_] := Log[alphasd[k]]/Log[2]
* A fungdo u:
mi[k_] := 2 + Loglglk])"2* (1 + (alphalk])”2)]/Log[2]
¢ O i-ésimo convergente da fracdo continua de i, g, :
qli_, k_] := DeFrac[gammal[k], 1i]
e A varidvel g :

epsl[i_, k_] :=
Near[mi[k]*qg[i, k]] - 2.68*%107(311) *Near [gamma [k]*q[i, k]]
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