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Resumo

Carvalho, M.T.A.. Hipersuperfícies de Ro-

tação com Curvatura Escalar Constante

em R
n e H

n. Goiânia, 2014. 71p. Dissertação de Mestrado. Instituto de
Matemática e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

Neste trabalho, baseado nos artigos de Maria Luíza Leite e Oscas Palmas, classificamos

as hipersuperfícies de rotação completas, com curvatura escalar constante, em R
n e H

n

com n > 3.

Palavras–chave

Hipersuperfícies de rotação, Subgrupo de isometrias, Curvatura escalar.



Abstract

Carvalho, M.T.A.. Rotational hypersurfaces with constant scalar curvature

in R
n and H

n. Goiânia, 2014. 71p. MSc. Dissertation. Instituto de Matemática
e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

In this work, based on the articles Maria Luíza Leite and Oscas Palmas, we presented the

classification of the complete rotation hypersurfaces with constant scalar curvature, in R
n

e H
n with n > 3.
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Introdução

É usual nos cursos de graduação em matemática, principalmente nas disciplinas

de cálculo e geometria, tratar das superfícies de rotação. A razão é que tais superfícies são

muito úteis para construções de exemplos e nos esclarecem muitos conceitos importantes

da teoria. Fato menos conhecido é que as superfícies de rotação são casos particulares de

superfícies invariantes por um subgrupo a um parâmetro de isometrias do R
3.

A grande vantagem de uma superfície ser invariante por um subgrupo a um

parâmetro de isometrias provém do fato de que suas propriedades podem ser obtidas a

partir do estudo de sua curva geradora, como acontece com as superfícies de rotação.

Essa ideia de considerar superfícies invariantes por subgrupos de isometrias é chamada

de Geometria Equivariante.

Esta área de pesquisa da geometria, iniciou-se com a classificação das superfícies

rotacionais com curvatura média constante em R
3, obtidas por Delaunay em 1841, ver

[3]. Recentemente, outros matemáticos como Back, do Carmo e Hsiang, dedicaram-se ao

estudo deste tema, adaptando as técnicas do R
3 para dimensões maiores e considerando

hipersuperfícies em outros espaços. Outro fator importante em nosso estudo é a curvatura

escalar de uma variedade Riemanniana, que constitui um tema muito pesquisado em

geometria diferencial, pois a curvatura escalar é um importante invariante geométrico,

e, portanto, o interesse nas variedades com curvatura escalar constante, e em particular

estudar hipersuperfícies em R
n e H

n, com esta propriedade.

Maria Luiza Leite, em [13], classificou as hipersuperfícies de rotação completas,

com curvatura escalar constante em R
n e H

n, com n > 3. Oscar Palmas em [17],

classificou as hipersurperfícies de rotação completas, nas formas espaciais, estudando as

r - ésimas curvaturas médias Hr constantes, que incluiu [13] como um caso particular.

Um outro resultado importante é um teorema de A. Ros em [1], onde ele de-

monstra que as únicas hipersuperfícies compactas em R
n com curvatura escalar constante

são as esferas. Para as não-compactas há o teorema de Cheng-Yau em [19], afirmando

que os únicos exemplos completos com curvaturas seccionais K ≥ 0 são S
n−1 ×R

n−k,

1 ≤ k ≤ n. Em [10] e [11], Hsiang analisou hipersuperfícies de rotação em formas espa-

ciais, com uma das funções de simetria, σ j, constantes, o que inclui a curvatura escalar

constante quando j = 2. Ele obteve vários exemplos de hipersuperfícies completas em R
n
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e H
n com curvatura escalar positiva, mas até então não havia nenhum teorema de clas-

sificação. Em [16] temos um belo estudo sobre hipersuperfícies invariantes de curvatura

média constante onde estabelecem a existência, via geometria equivariante, de hipersu-

perfícies compactas difeomorfas a esferas 3-dimensionais de curvatura média constante

em R
4, não congruentes a esferas euclidianas.

Nosso trabalho está baseado nos artigos [13] e [17] e está organizado em

três capítulos. No Capítulo 1, apresentamos alguns conceitos preliminares de geometria

Riemanniana e espaço hiperbólico, necessários para demonstração dos resultados dos

capítulos subsequentes, além de contribuir para um melhor entendimento do trabalho.

No Capítulo 2, definimos hipersuperfície de rotação e trabalhamos com um

subgrupo do grupo das isometrias do R
n, onde mostramos como se dá a ação do grupo

O(n−1), além de calcularmos a curvatura escalar intrinsecamente. Apresentamos vários

resultados preliminares que nos ajudaram a demonstrar o principal teorema do capítulo,

que é o teorema de classificação das hipersuperfícies de rotação completas com curvatura

escalar constante em R
n.

No Capítulo 3, apresentamos um teorema de classificação para as hipersuperfí-

cies de rotação completas, com curvatura escalar constante em H
n. Neste capítulo, calcu-

lamos a curvatura escalar extrinsecamente, usando a Fórmula de Gauss.



CAPÍTULO 1
Preliminares

1.1 Variedades Diferenciáveis

Neste capítulo inicial, introduzimos algumas definições e fatos básicos sobre

geometria Riemanniana, que serão usados ao longo do trabalho. Começamos definindo

variedades diferenciáveis, que são fundamentais para o desenvolvimento da geometria

Riemanniana.

Definição 1.1 Uma variedade diferenciável de dimensão n é um conjunto M é uma

família de aplicações biunívocas xα : Uα ⊂ R
n → M tais que:

(1)
⋃
α

xα (Uα) = M.

(2) Para todo par α, β, com xα (Uα) ∩ xβ

(
Uβ

)
= W 6= ✁✁0, os conjuntos x−1

α (W ) e

x−1
β

(W ) são abertos em R
n e as aplicações x−1

β
◦xα são diferenciáveis (figura 1.1).

(3) A família {(Uα,xα)} é máxima relativamente às condições (1) e (2).

O par (Uα,xα) com p ∈ xα (Uα) é chamado uma parametrização (ou sistema de

coordenadas) de M em p; xα (Uα) é então chamada uma vizinhança coordenada em p.

Uma família (Uα,xα) satisfazendo (1) e (2) é chamada uma estrutura diferenciável em M.

Observação 1.2 Uma estrutura diferenciável em um conjunto M induz de maneira natu-

ral uma topologia em M. Basta definir que A ⊂ M é um aberto de M se x−1
α (A∩ xα(Uα))

é um aberto de R
n para todo α . É imediato verificar que M e o vazio são abertos, que a

união de abertos é aberto e que a intersecção finita de abertos é aberto. Observe que a

topologia é definida de tal modo que os conjuntos xα(Uα) são abertos e as aplicações xα

são contínuas.

Em geral a topologia natural de uma variedade poder ser bastante estranha, por

isso vamos exigir que as variedades diferenciáveis satisfaçam, além da Definição (1.1), as

seguintes condições:
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W

M





x (W)

x

U
U

x

x (W)-1


Figura 1.1: Mudança de Coordenada

Axioma 1.3 (Hausdorff) Dados dois pontos distintos em M existem vizinhanças destes

dois pontos que não se intersectam.

Axioma 1.4 (Base Enumerável) M pode ser coberta por uma quantidade enumerável de

vizinhanças coordenadas (diz-se então que M tem base enumerável).

A partir de agora sempre que falarmos de variedades diferenciáveis estaremos

considerando, sem mais referencias que elas satisfazem estes dois axiomas.

Definição 1.5 Sejam Mn
1 e Mm

2 variedades diferenciáveis uma aplicação ϕ : M1 → M2 é

diferenciável em p ∈ M1, se dada um parametrização y:V ⊂ R
m → M2 em ϕ(p) existe

uma parametrização x:U ⊂ R
n → M1 em p tal que ϕ(x(U))⊂ y(V ) e a aplicação

y−1 ◦ϕ◦x : U ⊂ R
n → R

m (1-1)

é diferenciável em x−1(p). ϕ é diferenciável em um aberto de M1 se é diferenciável em to-

dos os pontos deste aberto. Em particular, isso define o conceito de funções diferenciáveis

f : M → R sobre a variedade M, onde nesse caso R carrega a parametrização padrão

(identidade). O conjunto das funções de M diferenciáveis em p é denotado por τ(M) .

Decorre da condição (2) da definição (1.1) que a definição dada é independente

da escolha das parametrizações. A aplicação dada na equação (1-1) é chamada expressão

de ϕ nas parametrizações x e y.

Com o objetivo de estender os métodos do Cálculo Diferencial para variedades,

iremos estender às variedades a noção de vetor tangente.
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M1

M2

x y

y x-1

p

(p)

U V

x(U)

(x(U))

y(V)



Figura 1.2: Expressão de ϕ no sistema de Coordenadas

Definição 1.6 Seja M uma variedade diferenciável. Uma aplicação diferenciável α :

(−ε,ε) → M é chamada uma curva (diferenciável) em M. Suponha α(0) = p ∈ M. O

vetor tangente à curva α em t = 0 é a função α′(0) : τ(M)→ R dada por

α′(0) f =
d( f ◦α)

dt

∣∣∣∣
t=0

, f ∈ τ.

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em t = 0 de alguma curva α : (−ε,ε) → M

com α(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p será indicado por TpM.

Dado um parametrização x: U ⊂ R
n → Mn em p = x(0), podemos exprimir a

função f e a curva α nesta parametrização por

f ◦x(q) = f (x1, . . .xn), q = (x1, . . .xn) ∈ U,

e

x−1 ◦α(t) = (x1(t), . . .xn(t)),

respectivamente. Portanto, restrigindo f a α, obteremos

α′(0) f =
d
dt
( f ◦α)

∣∣∣∣
t=0

=
d
dt

f (x1(t), . . .xn(t))

∣∣∣∣
t=0

=
n

∑
i=1

x′i(0)

(
∂ f
∂xi

)

0
=

(

∑
i

x′i(0)

(
∂

∂xi

)

0

)
f .
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Em outras palavras, o vetor α′(0) pode ser expresso na parametrização x por

α′(0) = ∑
i

x′i(0)

(
∂

∂xi

)

0
. (1-2)

Observe que

(
∂

∂xi

)

0
é o vetor tangente em p à "curva coordenada"(Fig 1.3):

xi → x(0, . . . ,0,xi,0, . . . ,0).

xn

xi

q

x(q)

x

Figura 1.3: Espaço Tangente

A expressão (1-2) mostra que o vetor tangente a uma curva α em p depende

apenas das derivadas de α em um sistema de coordenadas. Decorre também de (1-2)

que o conjunto TpM, com as operações usuais de funções, forma um espaço vetorial de

dimensão n, e que a escolha de uma parametrização x : U → M determina uma base

associada

{(
∂

∂x1

)

0
, . . . ,

(
∂

∂xn

)

0

}
em TpM (Fig 1.3). A estrutura linear em TpM assim

definida não depende da parametrização x. O espaço vetorial TpM é chamado o espaço

tangente de M em p.

Definição 1.7 Seja ϕ : M1 → M2 uma aplicação diferenciável, e sejam p,q dois pontos

fixados com ϕ(p) = q, então a diferencial de ϕ em p é definida como sendo a aplicação

dϕ|p : TpM1 → TqM2

cujo valor em v ∈ TpM1 é dado por (dϕ|p v) f := v( f ◦ϕ)(p) para cada f ∈ τ(M2), que

implica automaticamente a relação f ◦ϕ ∈ τ(M1)

Sejam M1 e M2 variedades diferenciáveis. Uma aplicação ϕ : M1 → M2 é

um difeomorfismo se ela é diferenciável, biunívoca, sobrejetiva e sua inversa ϕ−1 é

diferenciável. ϕ é um difeomorfismo local em p ∈ M se existem vizinhanças U de p e

V de ϕ(p) tais que ϕ : U →V é um difeomorfismo.
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0



-



M1

M2


v

p

(p)

d (v)p

Figura 1.4: Aplicação Diferenciável

A noção de difeomorfismo é a noção natural de equivalência entre variedades

diferenciáveis. É uma consequência imediata do teorema da função inversa que se ϕ :

M1 → M2 é um difeomorfismo, então dϕp : TpM1 → Tϕ(p)M2 é um isomorfismo para todo

p ∈ M1, em particular as dimensões de M1 e M2 são iguais. Uma recíproca local deste

fato é o seguinte teorema.

Proposição 1.8 Seja ϕ : Mn
1 → Mn

2 uma aplicação diferenciável e seja p ∈ M1 tal que

dϕp : TpM1 → Tϕ(p)M2 é um isomorfismo, então ϕ é um difeomorfismo local em p.

Demonstração. Ver [6].

Definição 1.9 Sejam Mm e Nn variedades diferenciáveis. Uma aplicação diferenciável

ϕ : M → N é uma imersão se dϕp : TpM → Tϕ(p)N é injetiva ∀p ∈ M. Se além disso, ϕ é

um homeomorfismo sobre ϕ(M)⊂ N, onde ϕ(M) tem a topologia induzida por N, diz-se

que ϕ é um mergulho. Se M ⊂ N e a inclusão i : M →֒ N é um mergulho, diz-se que M é

uma subvariedade de N.

Observação 1.10 Se ϕ : Mm → Nn é uma imersão, então m ≤ n; e a diferença é chamada

a codimensão da imersão ϕ.

Definição 1.11 Seja M uma variedade diferenciável. Diz-se que M é orientável se M

admite uma estrutura diferenciável {(Uα,xα)} tal que:

(i) para todo par α, β, com xα (Uα)∩xβ

(
Uβ

)
= W 6= ✁✁0, a diferencial da mudança de

coordenadas xβ ◦x−1
α tem determinante positivo.

Caso contrário, diz-se que M é não-orientável.

Definição 1.12 Um campo de vetores X em uma variedade diferenciável M é uma cor-

respondência que para cada ponto p ∈ M associa um vetor X(p) ∈ TpM. Considerando

uma parametrização x : U ⊂ R
n → M é possível escrever

X(p) =
n

∑
i=1

ai(p)
∂

∂xi
,
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one cada ai : U →R é uma função em U e { ∂

∂xi
} é uma base associada a x, i = 1, . . .n . É

claro que X é diferenciável se, e somente se, as funções ai são diferenciáveis para alguma

(e, portanto, para qualquer) parametrização.

Lema 1.13 Sejam X e Y campos diferenciáveis de vetores em uma variedade diferenciá-

vel M, então existe um único campo vetorial Z tal que, para toda f ∈ τ, Z f = (XY −Y Z) f .

Demonstração. Ver [6].

O campo vetorial Z dado pelo Lema (1.13) é chamado o colchete de Xe Y , nós o

denotamos por [X ,Y ] = XY −Y X . Observamos que Z é diferenciável, pois é a diferença

de campos diferenciáveis. A operação colchete possui as seguintes propriedades:

Proposição 1.14 Se X, Y e Z são campos diferenciáveis em M, a, b são números reais, e

f , g são funções diferenciáveis, então:

(a) [X ,Y ] =−[Y,X ],

(b) [aX +bY,Z] = a[X .Z]+b[Y,Z],

(c) [[X ,Y ],Z]+ [[Y,Z]X ]+ [[Z,X ],Y ] = 0,

(d) [ f X ,gY ] = f g[X ,Y ]+ f g[X ,Y ]+ f X(g)Y −gY ( f )X.

Demonstração. Ver [6].

1.2 Métricas Riemannianas

Definição 1.15 Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) em uma varie-

dade diferenciável M é um correspondência que associa a cada ponto p de M um pro-

duto interno 〈 , 〉p (isto é, uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no espaço

tangente TpM, que varia diferencialmente no seguinte sentido: Se x : U ⊂ R
n → M é

um sistema de coordenadas locais em torno de p, com x(x1,x2, . . . ,xn) = q ∈ x(U) e
∂

∂xi
(q) = dx(0, . . . ,1, . . . ,0) então 〈 ∂

∂xi
(q),

∂

∂x j
(q)〉q = gi j(x1, . . . ,xn) é uma função dife-

renciável em U.

Observamos que esta definição não depende da escolha do sistema de coordenadas. As

funções gi j são chamadas expressão da métrica Riemanniana no sistema de coordenadas

x : U ⊂ R
n → M. Uma variedade diferenciável com uma dada métrica Riemanniana

chama-se uma variedade Riemanniana.

A seguir vamos estabelecer uma noção de equivalência entre duas variedades

Riemannianas.
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Definição 1.16 Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo f : M → N é

chamado um isometria se:

〈u,v〉p = 〈d fp(u),d fp(v)〉 f (p) , para todo p ∈ M, u, v, ∈ TpM (1-3)

Definição 1.17 Sejam M e N variedades Riemannianas. Uma aplicação diferenciável

f : M → N é uma isometria local em p ∈ M se existe uma vizinhança U ⊂ M de p tal que

f : U → f (U) é um difeomorfismo satisfazendo a equação (1-3)

Exemplo 1.18 Variedades imersas. Seja f : Mn → Nn+k uma imersão. Se N tem uma

estrutura Riemanniana, f induz uma estrutura Riemanniana em M por 〈u,v〉p =

〈d fp(u),d fp(v)〉 f (p) , u, v, ∈ TpM. Como d fp é injetiva, 〈 , 〉p é positivo definido. As de-

mais condições da definição (1.15) são facilmente verificadas. A métrica de M é chamada

então a métrica induzida por f , e f é uma imersão isométrica.

Mostraremos agora como uma métrica Riemanniana pode ser usada para calcular com-

primentos de curvas.

Definição 1.19 Uma aplicação diferenciável c : I → M de um intervalo aberto I ⊂ R em

uma variedade diferenciável M chama-se uma curva (parametrizada).

Definição 1.20 Um campo vetorial V ao longo de uma curva c : I → M é uma aplicação

que a cada t ∈ I associa um vetor tangente V (t) ∈ Tc(t)M. Diz-se que V é diferenciável se

para toda a função diferenciável f em M, a função t →V (t) f é uma função diferenciável

em I.

Observação 1.21 A noção de ângulo e comprimento de vetores no espaço tangente

de uma variedade M são determinados pelo produto interno da definição 1.15. O

comprimento ou a norma de um vetor v é dado por ||v|| :=
√

g(v,v) e o ângulo α entre

dois vetores v e w é definido pela equação cosα · ||v|| · ||w||= 〈v,w〉.
Se α : [a,b]→ M é uma curva parametrizada, definimos o comprimento da curva

por:

lb
a(c) =

∫ b

a

〈
dc
dt

,
dc
dt

〉1/2

dt.

Proposição 1.22 Uma variedade diferenciável M (de Hausdorff e com base enumerável)

possui uma métrica Riemanniana.

Demonstração. Ver [6].

Definição 1.23 Seja M uma variedade diferenciável. Duas métricas Riemannianas g e g

em M são conformes se existe um função positiva µ : M → R tal que g(X ,Y ) = µg(X ,Y ),

para todo par X , Y ∈ X(M).
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1.3 Conexões

Generalizando agora a noção de derivada covariante de uma superfície, vamos

definir a Conexão afim e a conexão de Levi-Civita (ou Riemanniana). Denotaremos por

X(M) o conjunto de todos os campos de vetores de classe C∞ em M e por τ(M) o anel das

funções reais de classe C∞ definidas em M.

Definição 1.24 Uma conexão afim ∇ em um variedade diferenciável M é uma aplicação

∇ : X(M)×X(M)→ X(M)

que se indica por (X ,Y )
∇→ ∇XY e que satifaz as seguintes propriedades:

(i) ∇ f X+gY Z = f ∇X Z +g∇Y Z,

(ii) ∇X(Y +Z) = ∇XY +∇X Z,

(iii) ∇X( fY ) = f ∇XY +X( f )Y ,

onde X, Y , Z ∈ X(M) e f , g ∈ τ(M).

Proposição 1.25 Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexão ∇ em M é compa-

tível com a métrica se, e somente se, para todo par V e W de campos de vetores ao longo

da curva diferenciável c : I → M tem-se

d
dt
〈V,W 〉=

〈
DV
dt

,W

〉
+

〈
V,

DW
dt

〉
, t ∈ I.

Demonstração. Ver [6].

Corolário 1.26 Uma conexão ∇ em uma variedade Riemanniana M é compatível com a

métrica se, e somente se

X〈Y,Z〉= 〈∇XY,Z〉+ 〈Y,∇X Z〉, X , Y, Z, ∈ X(M).

Demonstração. Ver [6].

Definição 1.27 Uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável M é dita simétrica

quando

∇XY −∇Y X = [X ,Y ] para todo X , Y ∈ X(M) .

Demonstração. Ver [6].

Teorema 1.28 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma única

conexão afim ∇ em M satisfazendo as condições:
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(a) ∇ é simétrica.

(b) ∇ é compatível com a métrica Riemanniana.

Demonstração. Ver [6].

Escrevendo em um sistema de coordenadas (U,x), é conveniente dizer que as funções

definidas em U por ∇XiX j = ∑
k

Γk
i jXk são os coeficientes da conexão ∇ em U ou os

símbolos de Christoffel da conexão e satisfazem a seguinte equação:

∑
l

Γl
i j glk =

1
2

{
∂

∂xi
g jk +

∂

∂x j
gki −

∂

∂xk
gi j

}

Como a matriz (gkm) admite inversa (gkm), teremos que:

Γm
i j =

1
2 ∑

k

{
∂

∂xi
gik +

∂

∂x j
gki −

∂

∂xk
gi j

}
gkm

1.4 Geodésicas

Nesta seção vamos introduzir a noção de curvas geodésicas de uma variedade

Riemanniana. Elas desempenham um papel muito importante no desenvolvimento da

geometria Riemanniana.

Definição 1.29 Uma curva parametrizada γ : I → M é uma geodésica em t0 ∈ I se
D
dt

(
dγ

dt

)
= 0 no ponto t0; se γ é uma geodésica em t, para todo t ∈ I, dizemos que γ

é uma geodésica. Se [a,b] ⊂ I e γ : I → M é uma geodésica, a restrição de γ a [a,b] é

chamada (segmento de) geodésica lingando γ(a) a γ(b).

Às vezes, por abuso de linguagem, chamaremos de geodésica à imagem γ(I) de uma

geodésica γ.

Se γ : I → M é uma geodésica, então

d
dt

〈
dγ

dt
,
dγ

dt

〉
= 2

〈
D
dt

dγ

dt
,
dγ

dt

〉
= 0,

isto é, o comprimento do vetor tangente
dγ

dt
é constante. Consideraremos de agora em

diante, que

∣∣∣∣
dγ

dt

∣∣∣∣ = c 6= 0, isto é, excluiremos as geodésicas que se reduzem a pontos. O

comprimento de arco s de γ, a partir de uma origem fixa, digamos t = t0, é então dado por

s(t) =
∫ t

t0

∣∣∣∣
dγ

dt

∣∣∣∣dt = c(t − t0).
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Portanto, o parâmetro de uma geodésica é proporcional ao comprimento de arco. Quando

o parâmetro é o próprio comprimento de arco, isto é, c = 1, diremos que a geodésica γ

está normalizada.

O teorema de existência para geodésicas afirma que por cada ponto e direção de

uma variedade Riemanniana passa uma geodésica.

Teorema 1.30 Seja M uma variedade Riemanniana. Para cada ponto p de M e cada v ∈
TpM com ||v||= 1, existe um ε > 0 e uma única geodésica α : (−ε,ε)→ M parametrizada

pelo comprimento de arco, tal que α(0) = p e α′(0) = v.

Demonstração. Ver [6].

Desejamos estabelecer certas propriedades de minimização das geodésicas. Para isso

necessitamos de algumas definições.

Definição 1.31 Uma curva diferenciável por partes é uma aplicação contínua α : [a,b]→
M de um intervalo fechado [a,b] ⊂ R em M satisfazendo a seguinte condição: existe

uma partição a = t0 < t1 < · · · < tk−1 < tk = b de [a,b] tal que as restrições c|[ti,ti+1]
,

i = 0, . . . ,k−1, são diferenciáveis. Dizemos que α liga os pontos α(a) e α(b).

As geodésicas tem a propriedade de serem minimizantes. Por isso, dizemos que

as geodésicas tem, nas variedades Riemannianas, a mesma função de realizar distância

que as retas têm no espaço R
n.

Proposição 1.32 Se uma curva parametrizada por partes em uma variedade Riemanni-

ana γ : [a,b] → M, com parâmetro proporcional ao comprimento de arco, tem compri-

mento menor ou igual ao comprimento de qualquer outra curva diferenciável por partes

ligando γ(a) a γ(b) então γ é uma geodésica. Em particular γ é regular.

Demonstração. Ver [6].

Com a ideia de minimizar comprimento de curvas é conveniente introduzir uma distância

em uma variedade Riemanniana.

Definição 1.33 Seja M uma variedade Riemanniana. Definimos a distância de dois

pontos p, q ∈ M, d(p,q), como sendo o ínfimo dos comprimentos de todas as curvas

diferenciáveis por partes ligando p a q.

A distância, como foi definida, faz com que M seja um espaço métrico. Assim temos que:

Proposição 1.34 Seja M uma variedade Riemanniana. M com a distância definida acima

é um espaço métrico, isto é:

(i) d(p,r)≤ d(p,q)+d(q,r),
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(ii) d(p,q) = d(q, p),

(iii) d(p,q)≥ 0 e d(p,q) = 0 ⇔ p = q

para todo p, q, r ∈ M.

Proposição 1.35 Uma variedade Riemanniana M é completa se, e somente se, todas as

geodésicas γ(t) em M estão definidas para todos os valores do parâmetro t ∈ R.

Demonstração. Ver [6].

Outro fato que aparece da ideia de completude é a existência de uma geodésica minimi-

zante ligando quaisquer dois pontos da Variedade Riemanniana.

Proposição 1.36 Se M é uma variedade Riemanniana completa, então para quaisquer

dois pontos p, q ∈ M existe uma geodésica minimizante ligando p a q.

Demonstração. Ver [6].

Em seguida definiremos a curvatura em uma variedade Riemanniana M.

1.5 Curvaturas

Nesta seção apresentaremos uma definição de curvatura que intuitivamente,

mede o quanto uma variedade Riemanniana deixa de ser euclidiana. Definiremos também

algumas outras curvaturas especiais, como a de Ricci e a escalar que é um dos principais

objetos de estudo deste trabalho.

Definição 1.37 A Curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma correspondência

que associa a cada par X ,Y ∈ X(M) uma aplicação R(X ,Y ) : X(M)−→ X(M) dada por

R(X ,Y )Z = ∇Y ∇X Z −∇X ∇Y Z +∇[X ,Y ]Z, Z ∈ X(M),

onde ∇ é a conexão Riemanniana de M.

Observe que se M = R
n então R(X ,Y )Z = 0, ∀ X , Y, Z ∈ X(Rn).

Podemos olhar esta definição em um sistema de coordenadas {xi} em torno de

p ∈ M. Como

[
∂

∂xi
,

∂

∂x j

]
= 0, temos que

R

(
∂

∂xi
,

∂

∂x j

)
∂

∂xk
=
(

∇∂/∂x j
∇∂/∂xi

−∇∂/∂xi
∇∂/∂x j

) ∂

∂xk
,

isto é, a curvatura mede a não-comutatividade da derivada covariante.
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Em um sistema de coordenadas (U,x) em torno de p ∈ M, indicaremos, como

de costume,
∂

∂xi
= Xi e temos que

R(Xi,X j)Xk = ∑
l

Rl
i jkXl .

Assim Rl
i jk são as componentes da curvatura R em (U,x). Se X = ∑

i
uiXi, Y = ∑

j
v jX j,

Z = ∑
k

wkXk, obtemos, pela linearidade de R, que:

R(X ,Y )Z = ∑
i, j,k,l

Rl
i jkuiv jwkXl ,

onde Rl
i jk se expressa em termos de Γk

i j por:

Rs
i jk = ∑

l

Γl
ikΓs

jl −∑
l

Γl
jkΓs

il +
∂

∂x j
Γs

ik −
∂

∂xi
Γs

jk. (1-4)

Relacionada com o operador R, está a curvatura seccional que definimos da

seguinte maneira.

Definição 1.38 Dado p ∈ M, σ ⊂ TpM um subespaço de dimensão dois, o número real

K(σ) = K(x,y) =
(x,y,x,y)
|x∧ y|2 ,

onde {x,y} é uma base qualquer de σ, é chamado a curvatura seccional de σ em p.

Consideramos x = zn um vetor unitário em TpM, tomemos uma base ortogonal

{z1, ...,zn−1} do hiperplano de TpM ortogonal a x e consideremos as seguintes médias:

Ricp(x) =
1

n−1

n−1

∑
i=1

〈R(x,zi)x,zi〉, i = 1,2, . . . ,n−1 (1-5)

S(p) =
1
n

n

∑
j=1

Ricp(z j) =
1

n(n−1)

n−1

∑
i=1

n

∑
j=1

〈R(z j,zi)z j,zi〉, j = 1, . . . ,n. (1-6)

As expressões acima não dependem da escolha das correspondentes bases ortonormais;

elas são chamadas curvatura de Ricci na direção x e curvatura escalar em p, respectiva-

mente.

A noção de curvatura é um caso particular da noção de tensor que é um objeto

útil em geometria diferencial. A ideia de tensor é uma generalização natural da ideia

de campos de vetores e o ponto importante é que os tensores podem ser derivados

covariantemente.
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Para o que se segue convém observar que X(M) é um módulo sobre τ(M), isto é,

X(M) tem um estrutura linear quando tomamos como "escalares"os elementos de τ(M).

Definição 1.39 Um tensor T de ordem r em uma variedade Riemanniana é um aplicação

multilinear

T : X(M)×·· ·×X(M)︸ ︷︷ ︸
r f atores

→ τ(M).

Isto quer dizer que, dados Y1, . . . ,Yr ∈ X(M), T (Y1, . . . ,Yr), é uma função diferenciável

em M, e que T é linear em cada argumento, isto é,

T (Y1, . . . , f X + gY, . . . ,Yr) = f T (Y1, . . . ,X , . . . ,Yr)

+ gT (Y1, . . . ,Y, . . . ,Yr),

Para todo X, Y ∈ X(M), f , g ∈ τ(M).

Exemplo 1.40 O tensor curvatura

R : X(M)×X(M)×X(M)×X(M)→ τ(M)

é definido por

R(X ,Y,Z,W ) = 〈R(X ,Y )Z,W 〉, X , Y, Z, W ∈ X(M).

verificamos que R é um tensor de ordem 4, cujas componentes no referencial

{
Xi =

∂

∂xi

}

associado a sistemas de coordenadas (xi) são

R(Xi,X j,Xk,Xl) = Ri jkl

Na próxima seção, vamos estudar as relações entre as geometrias das variedades

M e M. Veremos como as relações entre as métricas Riemannianas de M e M se exprimem

por meio da segunda forma fundamental, entre estas relações, uma das mais importantes

que vemos é a formula de Gauss, que relaciona as curvaturas seccionais de M e M com a

segunda forma fundamental.

1.6 Imersões Isométricas

Consideremos agora f : Mn → M
n+k

uma imersão isométrica. Para cada p ∈ M

existe uma vizinhança U ⊂ M de p tal que f (U) ⊂ M é uma subvariedade de M. Ao

identificarmos U com f (U) e v ∈ TqM, q ∈ U com d fq(v) ∈ Tf (q)M, para cada p ∈ M,

o produto interno em TpM decompõe TpM na soma direta TpM = TpM ⊕ (TpM)⊥, onde



1.6 Imersões Isométricas 26

(TpM)⊥ é o complemento ortogonal de TpM em TpM. Assim se v ∈ TpM, p ∈ M, podemos

escrever

v = vT + vN , vT ∈ TpM, vN ∈ (TpM)⊥.

Indicaremos a conexão Riemanniana de M por ∇ e definiremos ∇XY = (∇XY )T , onde X ,

Y são extensões locais de X , Y a M e B(X ,Y ) = ∇XY −∇XY é um campo local em M

normal a M. Temos que B(X ,Y ) está bem definida pois não depende das extensões X e Y

e por propriedades da conexão, Hη : TpM×TpM → R dada por

Hη(x,y) = 〈B(x,y),η〉 ,x, y ∈ TpM e η ∈ (TpM)⊥

é uma forma bilinear simétrica.

Definição 1.41 A forma quadrática IIη definida em TpM por

IIη(x) = Hη(x.x)

é chamada a segunda forma fundamental de f em p segundo o vetor normal η.

Observamos que à aplicação bilinear H fica associada uma aplicação linear auto-adjunta

Sη : TpM → TpM dada por

〈Sη(x),y〉= Hη(x,y) = 〈B(x,y),η〉 .

Consideremos o caso particular em que a codimensão da imersão é 1, i.e.,

f : Mn → M
n+1

; f (M)⊂ M é então denominada uma hipersuperfície. (Observe que uma

hipersuperfície pode ter auto intersecções, mas as hipersuperfícies que iremos trabalhar,

são todas mergulhadas).

Seja p ∈ M e η ∈ (TpM)⊥, |η| = 1. Como Sη : TpM → TpM é simétrica, existe

uma base ortonormal de vetores próprios {e1, . . . ,en} de TpM com valores próprios reais

λ1, . . . ,λn, i.e., Sη(ei) = λiei, 1≤ i≤ n. Se M e M são ambas orientáveis e estão orientadas

(i.e., escolhemos orientações para M e M) então o vetor η fica univocamente determinado

se exigirmos que, sendo {e1, . . . ,en} uma base na orientação de M, {e1, . . . ,en,η} seja

uma base na orientação de M. Neste caso, denominamos os ei direções principais e os

λi = ki curvaturas principais de f . As funções simétricas de λ1, . . . ,λn são invariantes da

imersão. Por exemplo: det(Sη) = λ1 · · ·λn é denominada a curvatura de Gauss-Kronecker

de f e
1
n
(λ1 + · · ·+λn) é denominada a curvatura média de f .

As curvaturas de M e M podem ser relacionadas com a segunda forma funda-

mental.
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Teorema 1.42 (Formula de Gauss). Sejam p ∈ M e x, y vetores ortonormais de TpM.

Então

K(x,y)−K(x,y) = 〈B(x,x),B(y,y)〉− |B(x,y)|2.

Demonstração. Ver [6].

No caso de hipersuperfícies f : Mn →M
n+1

, a formula de Gauss nos fornece uma

relação entre as curvaturas seccionais de M e M e as curvaturas principais, da seguinte

forma:

K(ei,e j)−K(ei,e j) = λiλ j. (1-7)

As variedades Riemannianas de curvatura seccional constante, a saber, o espaço

euclidiano R
n com K = 0, a esfera unitária Sn ⊂R

n+1 com K = 1, e o espaço hiperbólico

H
n ⊂ L

n+1 que tem curvatura seccional K = −1 são as únicas variedades Riemannia-

nas completas e simplesmente conexas com curvatura seccional constante. Isto permite

reduzir o problema de achar todas as variedades completas de curvatura constante ao

problema de determinar certos subgrupos dos grupos das isometrias de R
n, Hn e S

n, res-

pectivamente.

Na próxima seção, falaremos sobre uma dessas variedades Riemannianas com

curvatura seccional constante, que é o espaço hiperbólico H
n.

1.7 O Espaço Hiperbólico

Estudaremos agora o espaço hiperbólico. Veremos quais são as suas geodésicas

e apresentaremos uma classe especial de superfícies que são, as superfícies umbílicas.

Considere o semi-espaço do R
n dado por

H
n = {(x1, . . . ,xn) ∈ R

n; xn > 0}

e introduza em H
n a métrica

gi j(x1, . . . ,xn) =
δi j

x2
n
.

H
n é chamado de espaço hiperbólico de dimensão n. Chamaremos de plano do

infinito a fronteira de H
n, denotada por ∂Hn.

Algumas vezes, quando for necessário, usaremos outro modelo para o espaço

hiperbólico, que é o modelo do hiperboloide, mas antes de falar desse modelo, precisamos

definir o espaço de Lorentz de dimensão n, que é o espaço vetorial real, dado por

L
n = {(x1, . . . ,xn) : xi ∈ R} ,
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munido das operações usuais de soma e multiplicação por escalar do R
n e do produto

interno

g(x,y) = 〈x,y〉=−xnyn +
n−1

∑
i=1

xiyi ,

onde x = (x1, . . . ,xn) e y = (y1, . . . ,yn).

Uma subvariedade de L
n é obtida considerando o semi-espaço do R

n dado por

H
n = {(x1, . . . ,xn) ∈ R

n; 〈x,x〉=−1 e xn > 0} .

Note que a equação 〈x,x〉=−1 representa geometricamente um hiperbolóide de

duas folhas em R
n e H

n como foi definido acima é uma das folhas desse hiperbolóide.

Observamos que esses dois modelos são isométricos e quando for mais conveniente

usaremos um ou o outro modelo, para tornar os cálculos mais simples.

Agora, vamos falar sobre quais são as geodésicas do espaço hiperbólico. Temos

a seguinte proposição:

Proposição 1.43 As retas perpendiculares ao hiperplano xn = 0, e os círculos de H
n

contidos em planos que são perpendiculares ao hiperplano xn = 0 e cujos centros estão

neste hiperplano são geodésicas de H
n.

Demonstração. Observe que uma isometria de Rn que só envolve as variáveis x1, . . . ,xn−1

não altera a métrica gi j e é, portanto, uma isometria de H
n. Decorre daí que basta

considerar retas e círculos no plano x1xn. Assim temos o seguinte resultado:

Seja G o semi-plano superior, isto é, G = {(x,y) ∈ R
2;y > 0} com a métrica

Riemanniana g11 = g22 =
1
y2 , g12 = g21 = 0.

Mostramos que o segmento γ : [a,b] → G, a > 0, do eixo dos y, dado por

γ(t) = (0, t) é a imagem de uma geodésica. De fato, para qualquer arco c : [a,b] → G

dado por c(t) = (x(t),y(t)) com c(a) = (0,a) e c(b) = (0,b), temos que

l(c) =
∫ b

a

∣∣∣∣
dc
dt

∣∣∣∣dt =
∫ b

a

√(
dx
dt

)2

+

(
dy
dt

)2 dt
y

≥
∫ b

a

∣∣∣∣
dy
dt

∣∣∣∣
dt
y
≥

∫ b

a

dy
y

= l(γ).

Segue-se que γ minimiza arcos diferenciáveis por partes, e, da proposição (1.32), que a

imagem de γ é uma geodésica. Temos que a transformação

z −→ az+b
cz+d

, z = x+ iy, ad −bc = 1 ,
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transforma o eixo 0y em semi-círculos superiores ou em semi-retas x = x0, y > 0. Estas

curvas são, portanto, geodésicas em G. em verdade, estas são todas as geodésicas de G,

pois por cada p ∈ G e cada direção em TpG passa um tal círculo com centro 0x.

x

y

p

Figura 1.5: Geodésicas de G passando por p

✷

Agora falaremos de superfícies umbílicas no espaço hiperbólico para uma melhor com-

preensão dos conceitos. Mostramos como são as superfícies umbílicas em H
3.

Superfícies umbílicas do espaço hiperbólico

Definição 1.44 Seja (M
n+1

,g) uma variedade com métrica Riemanniana g e seja ∇ a sua

conexão Riemanniana. Diz-se que uma imersão x : Mn → M
n+1

é umbílica se, para todo

p ∈ M a segunda forma fundamental B de x em p satisfaz

〈B(X ,Y ),η〉(p) = λ(p)〈X ,Y 〉 , λ(p) ∈ R ,

para todo par X ,Y ∈X(M) e todo campo unitário η normal a x(M); aqui estamos usando

〈,〉 para indicar a métrica g em M e a métrica induzida por x em M.

Mostra-se que quando M
n+1

tem curvatura seccional constante, λ não depende de

p. Além disso, se mudarmos a métrica g para a métrica g = µg, conforme a g, a imersão
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x : Mn → (M
n+1

,g) continua a ser umbílica (observamos que a métrica hiperbólica é

conforme a euclidiana). Logo, tomando M
n+1

= R
n+1 com a métrica euclidiana, mostra-

se que se x : Mn → R
n+1 é umbílica, então x(M) está contida em um n− plano ou uma

n−es f era de Rn+1, assim as hipersuperfícies umbílicas do espaço hiperbólico, no modelo

do semi-espaço superior Hn, são as intersecções com H
n de n− planos ou n−es f eras de

R
n+1.

Portanto, as hipersuperfícies umbílicas do espaço hiperbólico são os planos total-

mente geodésicos, as esferas geodésicas, as horoesferas e as hiperesferas (ou superfícies

equidistantes), que também tem curvatura seccional constante.

Os planos totalmente geodésicos são os semi-planos Euclidianos verticais, con-

tidos em H
3, ortogonais ao plano do infinito e são isométricos aos hemisférios, contidos

em H
3 ortogonais ao plano do infinito (Conforme figura 1.6).

Figura 1.6: Planos totalmente geodésicos

Superfícies equidistantes são superfícies tal que seus pontos estão a uma distân-

cia fixa de um plano totalmente geodésico. No modelo do semi-espaço, elas são represen-

tadas por semi-planos inclinados em relação a ∂H3 ou por calotas esféricas cujo bordo é

uma circunferência contida no ∂H3 (figura 1.7).

Figura 1.7: Superfícies equidistantes



1.8 Outros Resultados 31

Na figura (1.7), vemos do lado esquerdo uma superfície equidistante do plano

x = 0 e do lado esquerdo vemos uma equidistante a um plano dado por um hemisfério.

As horoesferas de H
3 são representadas por uma esfera tangente à ∂H3 (contida

em H
3 ∪∂H3) ou por planos paralelos à ∂H3 (figura 1.8).

As esferas geodésicas são esferas totalmente contidas em H
3. Elas são definidas

da mesma forma que no espaço Euclidiano, como os pontos que equidistam de um ponto

dado. No entanto, devido a métrica em H
3 ser diferente da métrica Euclidiana, o seu

centro fica deslocado em relação ao centro Euclidiano.

Na figura abaixo a esquerda temos uma horoesfera dada por um plano horizontal,

e a direita a horoesfera está representada por uma esfera tangente à ∂H3.

Figura 1.8: Horoesferas

1.8 Outros Resultados

Trabalharemos com um subgrupo das isometrias no espaço ambiente e por isso

são necessárias algumas definições. Aqui M denotada o espaço ambiente.

Definição 1.45 Uma transformação ortogonal em M é uma aplicação linear T : M → M

que satisfaz

〈T (u),T (v)〉= 〈u,v〉 ∀ u, v ∈ M

Aqui denotamos o grupo das isometrias de M com a operação composição por

ISO(M).

Proposição 1.46 O grupo ISO(M) é isomorfo ao grupo das matrizes (n+ 1)× (n+ 1),

com a operação de multiplição, do seguinte tipo

G1 =

[
A v

0 1

]
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onde A é uma matriz n×n ortogonal, v é um vetor n×1 e 0 é a matriz nula 1×n.

Demonstração. Ver [18]. ✷



CAPÍTULO 2
Hipersuperfícies de Rotação com Curvatura

Escalar constante em R
n

Neste capítulo, vamos classificar as hipersuperfícies de rotação com curvatura

escalar constante, que são invariantes pela ação de um subgrupo do grupo das isometrias

do espaço ambiente. A fim de classificar essas hipersuperfícies, vamos definir e enunciar

alguns resultados que nos ajudarão a entender e demonstrar o teorema de classificação,

que veremos no final do capítulo.

Tomamos como sendo o grupo das transformações ortogonais com determinante

positivo G = O(n−1) (que é um subgrupo das isometrias de R
n), atuando sobre as n−1

primeiras coordenadas de R
n.

Definição 2.1 Uma hipersuperfície (Esférica) de Rotação Mn−1 ⊆ M
n
(c) é uma hipersu-

perfície invariante pela ação do grupo ortogonal G = O(n−1).

Acrescentamos a palavra esférica à definição de hipersuperfícies de rotação visando o

caso no espaço hiperbólico, pois são definidas outros tipos de rotações, que dão origem

as hipersuperfícies parabólicas e hipersuperfícies hiperbólicas que não são o nosso caso.

Dado o grupo G, a órbita de um ponto p ∈ R
n é o conjunto

G(p) = {g(p); g ∈ G}

Se p = (x1, . . . ,xn) ∈ R
n, a órbita de p sobre a ação de G é uma esfera

(n − 2)− dimensional de raio r(s) que é perpendicular a ζ, que é o eixo de rotação.

Uma hipersuperfície de rotação Mn−1 ⊂ R
n gerada pela curva α em torno do eixo ζ

que não encontra α é obtida, fixando o elemento mais simples de cada órbita para ser o

representante da classe. Assim pegamos as transformações ortogonais de R
n que deixam

fixos os pontos de ζ.

Assim temos que toda órbita de G contém um único ponto do tipo p =

(x,0, . . . ,0,y);x > 0 de modo que existe um correspondência biunívoca entre o conjunto

P2 = {(x,0, . . . ,0,y) ∈ R
n; x > 0} e o conjunto das órbitas de G. Por essa bijeção então
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temos que se p = (x1,0, . . . ,0,xn); x1 > 0 a órbita de p sobre a ação de G é uma esfera

(n−2) - dimensional de raio r(s).

Seja o ∈ O(n− 1), a curva o(α) é chamada de meridiano de Mn−1, e a órbita

de um ponto de α sob a ação de O(n− 1) é chamada de paralelo de Mn−1. Alem disso,

temos que as hipersuperfícies de rotação invariantes por O(n− 1) são dadas pela união

das órbitas Gα(s).

Assim, consideremos um curva α mergulhada em P2 de equações paramétricas

α(s) = (r(s),0, . . . ,0,h(s)); r(s) > 0 parametrizada pelo comprimento de arco, ou seja,

r′2 +h′2 = 1. A ação de G sobre esta curva gera um hipersuperfície G invariante em R
n e

fixamos como origem do sistema de coordenadas o ponto (0,0, . . . ,0,0) ∈ R
n.

Admitindo γ(θ1, ...,θn−2) uma parametrização ortogonal da esfera unitária (n−
2)−dimensional, uma parametrização de M pode ser dada por

β(θ1, ...,θn−2,s) = r(s)[γ(θ1, ...,θn−2,s) ,0]+ (0, ...,0,h(s)).

Sendo γ uma parametrização ortogonal, onde os coeficientes da métrica g̃i j da esfera são

dados por

g̃i j = 〈 ∂γ

∂θi
,

∂γ

∂θ j
〉δi j ; 1 ≤ i, j ≤ n−2 ,

e os vetores tangentes às curvas coordenadas de Mn−1, nesta parametrização são dados por

∂β

∂θi
= r(s)

(
∂γ

∂θi
,0

)

∂β

∂s
= r′(s)[γ(θ1, . . . ,θn−2),0]+ (0, . . . ,0,h′(s)) .

Neste caso, os gi j na parametrização β tem a seguinte expressão:

gi j = 〈 ∂β

∂θi
,

∂β

∂θ j
〉= 〈r(s) ∂γ

∂θi
,r(s)

∂γ

∂θ j
〉= r2(s)〈 ∂γ

∂θi
,

∂γ

∂θ j
〉δi j = r2(s)g̃i j

gis = 〈 ∂β

∂θi
,
∂β

∂s
〉= r(s)r′(s)〈 ∂γ

∂θi
,γ〉+ r(s)〈

(
∂γ

∂θi
,0

)
,(0, . . . ,h′(s))〉= 0

gss = 〈∂β

∂s
,
∂β

∂s
〉= (r′(s))2[γ(θ1, . . . ,θn−2)]

2 +(h′(s))2 = 1

(2-1)

onde 1 ≤ i, j ≤ n−2.

Consideramos Γk
i j como sendo os símbolos de Christofell na parametrização β e

Γ̃k
i j na parametrização γ da esfera unitária.
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Sabemos que

Γm
i j =

1
2 ∑

k

{
∂

∂xi
gi j +

∂

∂x j
gki −

∂

∂xk
gi j

}
gkm .

Como a matriz (gi j) é diagonal, segue que

gkm = 0 para k 6= m e gmm =
1

gmm .

Logo

Γm
i j =

1
2

{
∂

∂xi
g jm +

∂

∂x j
gmi −

∂

∂xm
gi j

}
1

gmm
.

Consideremos agora os seguintes casos:

1) Se i 6= j 6= k

Γm
i j = 0 . (2-2)

2) Se i = j, m 6= i

Γm
ii =

1
2

{
− ∂

∂xm
gii

}
1

gmm
. (2-3)

3) Se i = m e j 6= i

Γi
i j = Γi

ji =
1
2

{
∂

∂x j
gii

}
1
gii

. (2-4)

4) Se i = j = m

Γi
ii =

1
2

{
∂

∂xi
gii

}
1
gii

. (2-5)

Observamos que Γm
i j = Γ̃m

i j para 1≤ i, j,m≤ n−2. Em seguida, calcularemos as curvaturas

seccionais de Mn−1.

Proposição 2.2 As curvaturas seccionais de Mn−1 em R
n são dadas por

K

(
∂

∂θi
,

∂

∂θ j

)
=

1− (r′(s))2

(r(s))2

K

(
∂

∂θi
,

∂

∂s

)
=

−r′′(s)
r(s)

(2-6)

onde 1 ≤ i < j ≤ n−2.
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Demonstração. Temos que

K

(
∂

∂θi
,

∂

∂s

)
=

〈
R

(
∂

∂θi
,

∂

∂s

)
∂

∂θi
,

∂

∂s

〉

giigss −✓
✓✼

0

g2
is

=
Rs

isi ✟
✟✯1gss

gii
=

Rs
isi

gii
,

onde

R

(
∂

∂θi
,

∂

∂s

)
∂

∂θi

def
:= ∇ ∂

∂s
∇ ∂

∂θi

∂/∂θi −∇ ∂
∂θi

∇ ∂
∂s

∂/∂θi +∇❍❍❍❍

[
∂

∂θi
, ∂

∂s

]
0
∂/∂θi

= ∇ ∂
∂s

∑
l

Γl
ii

∂

∂θl
−∇ ∂

∂θi
∑

l

Γl
si

∂

∂θl

= ∑
l

Γl
ii∇ ∂

∂s
∂/∂θl +

∂

∂s

(

∑
l

Γl
ii

∂

∂s

)
−∑

l

Γl
si∇ ∂

∂θi

∂/∂θl −
∂

∂θi

(

∑
l

Γs
si

∂

∂s

)

= ∑
l

Γl
ii ∑

s
Γs

sl∂/∂s+
∂

∂s

(
Γl

ii
∂

∂s

)
−∑

l

Γl
si ∑

s
Γs

il∂/∂s− ∂

∂θi

(
Γs

si
∂

∂s

)

=

{

∑
l

Γl
ii ∑

s
Γs

sl −∑
l

Γl
si ∑

s
Γs

il +
∂

∂s
Γl

ii −
∂

∂θi
Γs

si

}
∂

∂s
= Rs

isi
∂

∂s
.

Por (1-4) temos que

Rs
isi = Γi

iiΓ
s
si +Γs

iiΓ
s
ss −Γi

siΓ
s
ii −Γs

siΓ
s
is + ∑

l 6=i,s

Γl
iiΓ

s
sl +

∂

∂s
Γs

ii −
∂

∂θi
Γs

si

que é equivalente a:

Rs
isi = Γs

si(Γ
i
ii −Γs

is)+Γs
ii(Γ

s
ss −Γi

si)+
∂

∂s
Γs

ii −
∂

∂θi
Γs

si + ∑
l 6=i,s

Γl
iiΓ

s
sl .

Usando as relações (2-1) a (2-5) obtemos

Γs
si =

1
2

{
∂

∂θi
gss

}
1

gss
= 0

Γs
ii =

1
2

{
− ∂

∂s
gii

}
1

❍❍gss1
=

1
2

{
−2r′(s)r(s)g̃ii

}

= −r′(s)r(s)g̃ii

Γi
si =

1
2

{
− ∂

∂s
gii

}
1
gii

=
1
2

{
2r′(s)r(s)g̃ii

} 1
gii
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=
1
2

{
2r′(s)r(s)g̃ii

} 1
(r(s))2g̃ii

=
r′(s)
r(s)

Γs
ss =

1
2

{
∂

∂θi
gss

}
1

gss
= 0

Como Γs
si = 0, segue que ∑

l 6=i,s

Γl
iiΓ

s
sl = 0. Portanto

Rs
isi = −r′(s)r(s)g̃ii{

−r′(s)
r(s)

}+ ∂

∂s
{−r′(s)r(s)g̃ii}

= (r′(s))2g̃ii − r′(s)r(s)g̃ii − (r′(s))2g̃ii

= −r′′(s)r(s)g̃ii .

Assim temos que

K

(
∂

∂θi
,

∂

∂s

)
=

−r′′(s)r(s)g̃ii

(r(s))2g̃ii
=

−r′′(s)
r(s)

.

Consideramos agora 1 ≤ i < j ≤ n−2, por definição temos que

K

(
∂

∂θi
,

∂

∂θ j

)
=

〈
R

(
∂

∂θi
,

∂

∂θ j

)
∂

∂θi
,

∂

∂θ j

〉

giig j j −
✓
✓✓✼

0

g2
i j

=
R j

i ji✚✚
g j j

gii✚✚
g j j

=
R j

i ji

gii
,

Segue que

giiK

(
∂

∂θi
,

∂

∂θ j

)
= R j

i ji (2-7)

onde

R j
i ji = ∑

l

Γl
iiΓ

j
jl −∑

l

Γl
jiΓ

j
il +

∂

∂θ j
Γ

j
ii −

∂

∂θi
Γ

j
ji

= Γi
iiΓ

j
ji +Γ

j
iiΓ

j
j j −Γi

jiΓ
j
ii −Γ

j
jiΓ

j
i j + ∑

l 6=i, j,s

Γl
iiΓ

j
jl

+
∂

∂θ j
Γ

j
ii −

∂

∂θi
Γ

j
ji +Γs

iiΓ
j
js .

Como Γk
i j = Γ̃k

i j para 1 ≤ i, j,k ≤ n−2, usando o fato que a curvatura seccional da esfera
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unitária é 1, temos

1 = K̃

(
∂

∂θi
,

∂

∂θ j

)
=

〈
R̃

(
∂

∂θi
,

∂

∂θ j

)
∂

∂θi
,

∂

∂θ j

〉

g̃iig̃ j j −
✓
✓✓✼

0

g̃2
i j

=
R̃ j

i ji�
�̃g j j

g̃ii�
�̃g j j

=
R̃ j

i ji

g̃ii
,

ou seja

R̃ j
i ji = g̃ii .

Portanto,

R j
i ji = Γ̃i

iiΓ̃
j
ji + Γ̃

j
iiΓ̃

j
j j − Γ̃i

jiΓ̃
j
ii − Γ̃

j
jiΓ̃

j
i j

+ ∑
l 6=i, j,s

Γ̃l
iiΓ̃

j
jl +

∂

∂θ j
Γ̃

j
ii −

∂

∂θi
Γ̃

j
ji + Γ̃s

iiΓ̃
j
js

= R̃ j
i ji + Γ̃s

iiΓ̃
j
js = g̃ii + Γ̃s

iiΓ̃
j
js

Temos que

Γ̃s
iiΓ̃

j
js =

(
1
2

{
−2r′(s)r(s)g̃ii

})(1
2

{
2r′(s)r(s)g̃ii

} 1
(r(s))2g̃ii

)

=
(
−r′(s)r(s)g̃ii

)(r′(s)
r(s)

)

= −(r′(s))2g̃ii .

Segue de (2-1) e (2-7) que

(r(s))2g̃ii = K

(
∂

∂θi
,

∂

∂θ j

)
= g̃ii − (r′(s))2g̃ii

e portanto

K

(
∂

∂θi
,

∂

∂θ j

)
=

1− (r′(s))2

(r(s))2 .

✷
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Proposição 2.3 A Curvatura Escalar S de uma Hipersuperfície de Rotação Mn−1 em R
n

é constante ao longo das órbitas e é dada por

S =
−2r′′(s)

(n−1)r(s)
+

(n−3)(1− r′2(s))
(n−1)r2(s)

, (2-8)

onde s é o comprimento de arco da curva.

Demonstração. Temos que S é a média da media normalizada das curvaturas Seccionais

em uma base de subespaços bidimensionais ortogonais do espaço tangente em um dado

ponto p ∈ M. Nas coordenadas (s,Θ), temos que as curvaturas seccionais são dadas em

(2-6). Vamos agora calcular a curvatura de Ricci no ponto p na direção de cada vetor da

base. Temos por (1-5) que a curvatura de Ricci no vetor
∂

∂θ1
é dada por

Ricp

(
∂

∂θ1

)
=

1
n−2 ∑

i
〈R( ∂

∂θ1
,zi)

∂

∂θ1
,zi〉, i 6= 1

=
1

n−2

(
(n−3)

(
1− (r′(s))2

(r(s))2

)
− r′′(s)

r(s)

)
.

Seguindo assim sucessivamente, temos que para cada
∂

∂θi
com i= 1, . . . ,n−2 a curvatura

de Ricci será a mesma, onde em
∂

∂θn−2
temos

Ricp

(
∂

∂θn−2

)
=

1
n−2

(
(n−3)

(
1− (r′(s))2

(r(s))2

)
− r′′(s)

r(s)

)
.

Resta agora calcular a ultima curvatura de Ricci em
∂

∂θs
que é dada por

Ricp

(
∂

∂s

)
=

1
n−2 ∑

i
〈R( ∂

∂s
,zi)

∂

∂s
,zi〉, i 6= s

=
−1

n−2
(n−2)

(
r′′(s)
r(s)

)
.

Agora, vamos calcular a curvatura escalar S que é dada em (1-6) por

S(p) =
1

n−1

n−1

∑
j=1

Ricp(z j) .
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Somando as n−1 curvaturas de Ricci calculadas acima temos,

S(p) =
1

(n−1)(n−2)

(
(n−2)(n−3)

(
1− (r′(s))2

(r(s))2

)
−2(n−2)

(
r′′(s)
r(s)

))

= (n−3)

(
1− (r′(s))2

(n−1) (r(s))2

)
−2

(
r′′(s)

(n−1) r(s)

)
.

Assim

S(p) =
−2r′′

(n−1)r
+

(n−3)(1− r′2)
(n−1)r2 .

✷

A partir de agora vamos supor que a curvatura escalar S é constante.

A proposição anterior nos mostra que encontrar uma hipersuperfície invariante

por O(n− 1), com curvatura escalar constante S, e gerada por um curva α(s), parame-

trizada pelo comprimento de arco, corresponde a encontrar uma solução r(s) da equação

diferencial de segunda ordem

S =
−2r′′

(n−1)r
+

(n−3)(1− r′2)
(n−1)r2 ,

que é equivalente a

2rr′′ − (n−3)(1− r′2)+(n−1)Sr2 = 0. (2-9)

A fim de determinar α(s) a partir de uma solução de (2-9) fazemos o uso da geometria

das orbitas espaciais. Como α(s) está parametrizada pelo comprimento de arco temos que

r′2 +h′2 = 1, (2-10)

onde h(s) mede a altura Riemanniana com relação ao hiperplano xn = 0. Neste caso,

a curva α(s) fica completamente determinada por (2-9) e (2-10). Assim o problema

de classificação é reduzido a determinar as curvas integráveis, do sistema dado pelas

equações (2-9) e (2-10). Incluímos nesse conjunto as curvas de reunião ortogonal a

fronteira das órbitas espaciais, isto é, as soluções onde r(s) −→ 0, juntamente com

r′2(s)−→ 1, quando s −→ s0.

A partir de agora assumimos que n ≥ 4, pois o caso n = 3 corresponde às

superfícies invariantes pela ação do grupo O(2), que são as de revolução, e tem uma

natureza diferente devido ao não aparecimento do fator (n−3)(1− r′2) na equação (2-9).
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Proposição 2.4 A equação (2-9) é equivalente a equação diferencial de primeira ordem

rn−3(1− r′2)−Srn−1 = K , (2-11)

onde K é uma constante. Além disso, para uma solução constante igual a r0 tem-se que

S > 0, r2
0 =

(n−3)
(n−1)S e

K0 =
2

(n−1)

[
(n−3)
(n−1)S

] n−3
2

Demonstração. Multiplicando a equação (2-9) por −r′rn−4 obtemos

−2r′r′′rn−3 +(n−3)(1− r′2)rn−4r′− (n−1)Sr′rn−2 = 0 .

Observamos que o lado esquerdo da expressão acima é justamente a derivada da função

rn−3(1− r′2)−Srn−1, logo

(rn−3(1− r′2)−Srn−1)′ = 0 .

Integrando em ambos os lados temos que,

rn−3(1− r′2)−Srn−1) = K ,

onde K é uma constante. Fazendo r(s) = r0 na equação (2-9) segue que

−(n−3) + (n−1)Sr2
0 = 0, assim

r2
0 =

(n−3)
(n−1)S

, (2-12)

e substituindo r0 na equação (2-11) temos,

rn−3
0 −Srn−1

0 = K0 ,

que é equivalente a

(r2
0)

n−3
2 (1−Sr2

0) = K0 .

Logo,
[

n−3
(n−1)S

] n−3
2
(

1− ❆❆S

(
n−3

(n−1)❆❆S

))
= K0 e

assim temos que

K0 =
2

n−1

[
(n−3)
(n−1)S

] n−3
2

.
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Observamos que se r0 é uma solução constante de (2-9), então por (2-12) temos que

S =
n−3

(n−1)r2
0

> 0, concluindo assim a demonstração. ✷

Corolário 2.5 As soluções constantes do sistema formado por (2-9) e (2-10) correspon-

dem aos cilindros equidistantes de ζ, isto é, as hipersuperfícies isométricas a ζ×Sn−2(ro).

Além disso, a curvatura escalar constante S varia no intervalo (0,∞).

Demonstração. Das equações (2-9) e (2-10) para r(s) = r0, são dadas por:

−(n−3)+(n−1)Sr2
0 = 0 e h′2 = 1 .

Logo temos que h′(s) =±1, assim h(s) = s, pois h(s)> 0. Temos que a órbita é

isométrica a um esfera de raio r0.

Observamos que as hipersuperfícies de rotação são produtos Riemannianos de ζ

pela órbita constante. Como r2
0 =

(n−3)
(n−1)S temos que a curvatura escalar S e sempre positiva

para uma solução constante, ou seja, S ∈ (0,∞). ✷

r

y

y

n

1

Figura 2.1: Cilindro em R
n

Vamos agora fazer um estudo qualitativo do comportamento das curvas de nível

da equação (2-11).

2.1 Curvas de Nível

Definição 2.6 Seja H : D ⊂ R
2 → R uma função de duas variáveis, definida em um

domínio D. Dado um número (nível) K ∈ R, definimos a curva de nível associada a

K como o conjunto

{(u,v) ∈ D ⊂ R
2;H(u,v) = K},
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isto é, o conjunto de todos os pontos do domínio de H para os quais o valor da função é

K.

Continuando o estudo da curvatura escalar de M, temos pela equação (2-11),

que uma solução local r(s) de (2-9) juntamente com a sua derivada r′(s), denotado por

(r,r′) é um subconjunto das curvas de nível da função H (subconjunto no sentido que há

restrições para r(s) e r′(s)) definida por

H(u,v) = un−3(1− v2 −Su2)

onde u > 0.

Observamos que essa função possui um único ponto crítico que é dado quando

S > 0 e pertence ao eixo horizontal. De fato, temos que o gradiente de H(u,v) é

∇H = un−4((n−3)(1− v2)− (n−1)Su2,−2uv).

Queremos encontrar os pontos críticos dessa função, ou seja, resolver o sistema





(n−3)(1− v2)− (n−1)Su2 = 0

−2uv = 0 .

Pela 2a equação temos v = 0, pois u 6= 0.

Assim, (n−3)(1−✓✓✼
0

v2)− (n−1)Su2 = 0, ou seja, u0 =

√
n−3

(n−1)S
.

Logo, temos que o ponto crítico é c0 =

(√
n−3

(n−1)S
,0

)
. Vamos analisar que

tipo de ponto é c0. Calculando a matriz hessiana obtemos,

∂2H
∂u2 = un−5(n−4)(n−3)(1− v2)− (n−1)(n−2)Sun−3

∂2H
∂v2 = −2un−3

∂2H
∂v∂u

=
∂2H
∂u∂v

=−2vun−4(n−3) .

Substituindo o ponto crítico c0 nas equações acima, obtemos a matriz

H(c0) = un−3
0

[
(n−4)(n−3)u−2

0 − (n−1)(n−2)S 0

0 −2

]

observamos que u−2
0 = (n−1)S

n−3 , assim
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H(c0) = un−3
0

[
S(n−1)(n−4)−S(n−1)(n−2) 0

0 −2

]

= un−3
0

[
S(n−1)[(n−4)− (n−2)] 0

0 −2

]

= un−3
0

[
−2S(n−1) 0

0 −2

]
.

Logo, det[H(c0)] =−2S(n−1) · (−2) = 4S(n−1)> 0 e como a11 < 0 na matriz acima,

temos que, c0 é ponto de máximo.

Definição 2.7 Dizemos que uma solução r(s) > 0 de (2-11) é completa se r(s) está

definida para todo s, ou se (r,r′) admite apenas (0,1) e (0,−1) como valores limites

(observamos que essa mesma definição é válida no espaço hiperbólico).

Lema 2.8 Todas as soluções da equação (2-11) podem ser estendidas para soluções com-

pletas. O subconjunto (r,r′) são as componentes conexas das curvas de nível, indicadas

nas figuras 2.2, 2.3 e 2.4.

Demonstração. Tomemos o semi-plano aberto {(u,v) : u > 0} com as curvas de nível

H(u,v) = K. Cada curva é uma união suave de dois gráficos

v =±
√

1−Su2 − K
un−3

exceto para o nível K0 dado pela proposição (2.4), quando S > 0. A curva de nível H = K0

possui um único ponto critico, que está no eixo horizontal, como foi demonstrado acima.

Para K = 0, as curvas de nível de equação são v2+Su2 = 1 é uma cônica limitada

no semi-plano por (0,1) e (0,−1).

Para K 6= 0, note que a curva de nível é fechada no semi plano aberto (no semi

circulo para u > 0). Portanto, é um subconjunto completo. De fato, se u −→ 0+ tem-se

que v2 −→ ∞ assim a curva de nível assintota o eixo vertical a uma distancia positiva.

Consideremos a folheação do semi-plano aberto por curvas de nível H = K para

S = 0, S > 0 e S < 0:

Caso S = 0. Observamos que v2 = 1− K
un−3 . Aqui K assume todos os valores e

H(u,v) não possui pontos críticos. Para K = 0 temos duas assíntotas em v = 1 e v =−1.

Para K > 0 quando u −→ ∞ a curva tende para as assintotas horizontais, já quando K < 0

e u −→ 0 a curva vai para o infinito, e quando u −→ ∞ a curva tende por cima para as

assintotas verticais (Figura 2.2).
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v

1

-1

K = 0

K > 0

K < 0

u

K = 0

Figura 2.2: Curva de Nível para S = 0

Caso S > 0. Temos que H(u,v) possui o ponto crítico K0 que é de máximo.

Assim, todo nível K é menor que K0. Observamos que para K = 0, v2+Su2 = 1, descreve

a metade de uma elipse, limitada no eixo v por (0,1) e (0,−1) e no eixo u por (1/
√

S,0).

Se K < 0 quando u −→ 0 temos que v −→ ±∞, assim a curva assintota o eixo vertical.

Se 0 ≤ K ≤ K0 a curva de nível é compacta (Figura 2.3).

v

1

-1

K > 0
K < 0

u

K = 0

K = K0

1/S

Figura 2.3: Curva de Nível para S > 0
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Caso S < 0. Neste caso, a equação é v2 = 1− Su2 − K
un−3 , onde K assume todos

os valores e H(u,v) não tem pontos críticos. Para K = 0, v2 − u2

(1/
√

S)2 = 1, a cônica

formada são dois ramos de uma hipérbole na região relevante. Para K > 0, temos que

v2 +Su2 = 1−K/un−3. Assim, 1−K/un−3 < 1, e a curva de nível assintota os ramos da

hipérbole pelo lado de dentro. Para K < 0, se u −→ 0 temos que v −→ ±∞, a curva de

nível assintota os ramos da hipérbole pelo lado de fora (Figura 2.4).

v

1

-1

K = 0

K > 0

K < 0

u

1/- S

Figura 2.4: Curva de Nível para S < 0

✷

Segue a partir da teoria de EDO que uma solução local r(s) de (2-11) pode ser

estendida através de valores de s para os quais o subconjunto (r,r′) está contido no semi-

espaço.

Logo, concluímos que se K = 0, as soluções são completas no sentido da

definição (2.7), e para K 6= 0 podem ser estendidas para soluções completas, através das

componentes conexas das curvas de nível (r,r′).

Lema 2.9 Dada uma solução (r(s),h(s)) do sistema dado pelas equações (2-9) e (2-10),

determinamos uma solução r(s) de (2-11) tal que

r′2 ≤ 1

Demonstração. Segue a partir da equação (2-10) que r′2 ≤ 1. ✷
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Agora, estamos em condições de enunciar e demonstrar o principal teorema do

capítulo, que classifica as hipersuperfícies completas de rotação, em R
n, com curvatura

escalar constante S.

2.2 Teorema de Classificação em R
n

Teorema 2.10 Classificação das Hipersuperfícies de Rotação em R
n.

(i) A menos de translações verticais, existe precisamente uma família a um parâmetro

de hipersuperfícies de rotação completas, com curvatura escalar constante S = 0,

convergindo para o hiperplano R
n−1. Em R

4, a curva no plano é uma parábola.

Em R
5, é uma catenária. Em R

n,n ≥ 6, ela assintota dois eixos horizontais.

(ii) Para S > 0, existe uma família a um parâmetro de hipersuperfícies mergulhadas,

completas com curvatura escalar constante S, todas periódicas e cilindricamente li-

mitadas, que convergem para uma sequência de esferas, duas a duas verticalmente

tangentes (veja figura 2.5).

(iii) Não existe hipersuperfície de rotação completa com curvatura escalar constante

S < 0.

Demonstração. Pelo Lema (2.9), todas as soluções da equação (2-11) são completas, mas

aquelas correspondentes às hipersuperfícies completas em R
n também devem satisfazer

a desigualdade r′2(s) ≤ 1, como já foi demonstrado. Assim, apenas as curvas de nível

contidas na região (v(s))2 ≤ 1 serão levadas em consideração. Os possíveis valores de K

são indicados nas figuras 2.2, 2.3, 2.4, dependendo se S = 0, S > 0 ou S < 0.

Em qualquer dos casos temos que u = r(s) e v = r′(s), de modo que a intersecção

das curvas de nível com o eixo horizontal v= 0 corresponda aos pontos em que a distância

da curva geradora α em relação ao eixo de rotação ζ seja crítico; claramente a simetria de

todas as curvas de nível permite distâncias críticas apenas do tipo máxima e mínima.

Sem perda de generalidade, vamos tomar h(0) = 0 para altura inicial.

Prova do item(i): Para S = 0, a figura 2.2, mostra que K assume valores em [0,∞). Para

o valor S = 0 e K = 0, temos que, substituindo na equação

rn−3(1− (r′)2)−Srn−1 = K ,

obtemos,

rn−3(1− (r′)2) = 0 como rn−3 > 0, temos 1− (r′)2 = 0

(r′)2 = 1 assim, r′ = 1 ou r′ =−1 .

Se r′= 1 , temos r(s)= s . Se r′=−1 , segue r(s)=−s , um absurdo pois r(s)> 0 .
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Assim r(s) = s, s ≥ 0.

Pela equação (2-10), temos que

(r′)2 +(h′)2 = 1, implica que, (h′)2 = 1− (r′)2 .

Logo,

(h′)2 = 0 e h(s) = so = cte .

Como,

h(0) = 0 segue-se que, h(s) = 0 ∀ s .

Assim, temos as soluções triviais igual a r(s) = s e h(s) = 0, s ≥ 0, correspon-

dendo ao hiperplano gerado pela reta horizontal h(s) = 0.

Fixado K > 0, r atinge um único mínimo r1 > 0, que tomamos como distância

inicial r(0).

Por (2-10) e (2-11) temos que

(h′)2 = 1− (r′)2 =
K

rn−3 , onde K = rn−3
1 ,

pois, quando v = 0, temos rn−3 = K, r não tem limite superior, e neste caso, a hipersuper-

fície não é cilindricamente limitada.

Longe de r1, podemos dividir (h′)2 por (h′)2 +(r′)2, Obtendo,

h′2

h′2 + r′2
=

rn−3
1

rn−3 equivalente a, h′2rn−3 = rn−3
1 h′2 + r′2rn−3

1

= h′2(rn−3 − rn−3
1 ) = r′2rn−3

1

h′2

r′2
=

rn−3
1

rn−3 − rn−3
1(

dh
ds

)2

(
dr
ds

)2 =

(
dh
dr

)2

=
rn−3

1

rn−3 − rn−3
1

.

Separando as diferenciais e integrando em ambos os lados, temos que

±h =

√
rn−3

1

∫ r

r1

dr√
rn−3 − rn−3

1

.

Portanto, a curva do plano é formada por dois gráficos simétricos dados acima. Conside-
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rando na integral acima, n = 4, temos

±h =
√

r1

∫ r

r1

dr√
r− r1

.

Efetuando a mudança de variável y = r− r1 segue que dy = dr, logo

=
√

r1

∫
dy√

y
= 2

√
r1
√

y|rr1
.

Voltando para a variável anterior temos que

= 2
√

r1
√

r− r1
∣∣r
r1
= 2

√
r1
√

r− r1 .

Logo,

±h = 2
√

r1
√

r− r1 que é equivalente a,
h2

4r1
= r− r1 .

Assim, a curva no plano são parábolas. Resolvendo agora a integral para n = 5, temos

±h =
√

r2
1

∫ r

r1

dr√
r2 − r2

1

=
∫ r

r1

dr√(
r
r1

)2

−1

.

Fazendo a mudança
r
r1

= secθ, segue-se que dr = r1 secθ tanθ dθ,

∫ r

r1

dr√(
r
r1

)2

−1

= r1

∫
secθ tanθ dθ

tanθ

= r1

∫
secθ dθ .

Assim,

= r1 ln(secθ+ tanθ)+C .

Portanto,

±h = r1 ln

(
r
r1

±
√

r2 − r2
1

r2
1

)∣∣∣∣∣

r

r1

= ln



±
√

r2 − r2
1 + r

r1


 .
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Desta forma,

h = r1 ln




√
r2 − r2

1 + r

r1


 e, portanto, e

h
r1 =

√
r2 − r2

1

r1
+

r
r1

,

e,

−h = r1 ln



−
√

r2 − r2
1 + r

r1


 . Portanto, e

−h
r1 =

−
√

r2 − r2
1

r1
+

r
r1

.

Somando as duas últimas equações obtemos

e

h
r1 + e

−h
r1

2
=

r
r1

equivalente a, cosh

(
h
r1

)
=

r
r1

.

o que mostra que as curvas no plano, são catenárias.

Quando n ≥ 6, temos que, para r ≥ 2r1, obtemos a seguinte estimativa para a

integral

∫ r

r1

dr√
rn−3 − rn−3

1

≤ lim
r→∞

∫ r

2r1

dr√
rn−3 − rn−3

2

=
√

2 lim
r→∞

∫ r

2r1

dr√
rn−3

= lim
r→∞

−2
√

2

(n−5)
√

r(n−5)

∣∣∣∣∣

r

2r1

= lim
r→∞



✟✟✟✟✟✟✟✟✯0

−2
√

2

(n−5)
√

r(n−5)
+

2
√

2

(n−5)
√

2r1
(n−5)


 .

Assim a integral é uniformemente limitada, pois não depende do ponto, e neste caso

a curva no plano assintota as duas retas horizontais ±h = cte. Geometricamente, isto

nos mostra que exceto para dimensões n = 4 e 5, a distancia de uma hipersuperfície de

rotação em R
n com curvatura escalar zero, a partir do eixo de rotação atinge o infinito

num intervalo finito da altura. Esta propriedade também é valida para as hipersuperfícies

de rotação em R
n com curvatura media zero, exceto para n= 3, pois temos que o catenoide

é a única superfície de revolução que é mínima (ver [12]).

Para o caso K < 0 e S = 0, temos que as curvas de nível não pertencem a região

relevante, dada pelo lema (2.9), e por esse motivo não são levadas em consideração.

As afirmações são claras, desde que os dois gráficos se liguem suavemente em

(r1,0) com a reta paralela a ζ, e isto completa a prova de (i).

Prova do item(ii): Para S > 0 a partir da figura 2.3, temos que o conjunto admissível para

K é [0,K0] e que todas as curvas de nível são compactas. Temos que as curvas de nível

correspondentes a valores negativos de K correspondem a hipersuperfícies não completas,
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pois não pertencem a região relevante r′2 ≤ 1. O valor K = K0 nos dá a solução r(s) = r0

e h(s) = s correspondendo ao cilindro do corolário (2.5). Para o valor K = 0 temos a

seguinte expressão:

rn−3(1− r′2)−Srn−1 = 0 ⇔
rn−1(r−2(1− r′2)−S) = 0

Como rn−1 > 0 temos

(1− r′2)r2 −S = 0

Assim

r′2 +Sr2 −1 = 0 ,

que é equivalente a,

r′2 = 1−Sr2 .

Logo,

r′ =
√

1−Sr2 ou r′ =−
√

1−Sr2 .

Vamos considerar r′ > 0, e o outro caso segue de maneira análoga. Assim temos,

dr
ds

=
√

1−Sr2 e, portanto,
∫

dr√
1− (

√
Sr)2

=
∫ s

0
ds .

Fazendo
√

S r = sinθ, temos que,
√

S dr = cosθ dθ. Logo,

1√
S

∫
cosθ dθ√
1− sin2 θ

=
∫ s

0
ds

1√
S

∫
cosθdθ√

cos2 θ
=

∫ s

0
ds ou seja,

θ√
S
= s .

Assim, θ = s
√

S, e substituindo a condição inicial r(0) = 0, obtemos que

r(s) =
sin

√
Ss√

S
.

Como r′2 +h′2 = 1, podemos obter a expressão de h(s), da seguinte maneira

h′ =
√

1− r′2 implica que, h′ =
√

1− cos2
√

Ss
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dh
ds

= sin
√

Ss logo, h(s) =
∫

sin
√

Ss ds .

h(s) =
−cos

√
S s√

S
+C , como h(0) = 0, segue h(s) =

1√
S
(1− cos

√
Ss) .

Logo temos as seguintes soluções quando K = 0

r(s) =
sin

√
Ss√

S
, h(s) =

1√
S
(1− cos

√
Ss) .

Suas translações correspondem a uma sequência de (n−1) esferas de raio
1√
S

duas a duas verticalmente tangentes no ponto de intersecção com o eixo de revolução.

As curvas de nível dadas por K ∈ (0,K0) correspondem às completas, periódicas

e cilindricamente limitadas hipersuperfícies. De fato, segue a partir da compacidade da

curva de nível que a função r(s) é periódica, a partir de um mínimo r1 > 0, a um máximo

r2 <
1√
S

, e como r′2 ≤ 1, h′2 = 1− r′2 é positiva em toda parte. Assim h é monótona, e a

curva geradora está imersa no plano.

Figura 2.5: Hipersuperfícies de R
n com S > 0
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Na figura 2.5, vemos geometricamente como as hipersurperfícies convergem

periodicamente de um lado para um cilindro e no outro lado para as esferas.

Temos ainda que qualquer curva do plano atingindo o eixo yn atinge ortogonal-

mente. Este comportamento está em contraste com a dimensão 3, pois existem superfícies

de revolução em R
3 com curvatura Gaussiana constante nula, em que a curva no plano

corta o eixo de revolução com um ângulo agudo, como por exemplo os cones, analoga-

mente para curvatura gaussiana positiva.

Prova do item(iii): Para S < 0 a figura 2.4, mostra que para K > 0 existem soluções

locais, embora nenhuma dessas soluções possa ser levada em consideração, pelo fato de

que em nenhum caso r′2 ≤ 1 em um intervalo finito. Para K ≤ 0 não existem nem mesmo

soluções locais, com isso terminamos a prova do teorema de classificação.

✷

Observação 2.11 Geometricamente as soluções completas de (2-9) dão origem a hiper-

superfícies de rotação completas. Quando (r,r′) tem (0,±1) como valores limite, temos

que a curva corta o eixo de rotação ortogonalmente. De fato, r′2 = 1, substituindo em

(2-10) implica que h′2 = 0 e, portanto, temos que dh
ds = 0 então dh

dr = 0.



CAPÍTULO 3
Hipersuperfícies de Rotação com Curvatura

Escalar constante em H
n

No capítulo anterior, classificamos as hipersuperfícies de rotação com curvatura

escalar constante em R
n. Nesse capítulo, obteremos um teorema de classificação conside-

rando hipersuperfícies de rotação, com curvatura escalar constante, no espaço hiperbólico

H
n. A fim de obter tal classificação obteremos alguns resultados preliminares, que serão

similares ao caso euclidiano.

Consideramos da mesma forma que no caso euclidiano, como sendo o grupo da

transformações ortogonais com determinante positivo G = O(n−1) (que é um subgrupo

das isometrias de H
n), atuando sobre as n− 1 primeiras coordenadas de H

n (que age da

mesma forma que no caso euclidiano). Como foi definido no capítulo anterior, as rotações

que estaremos fazendo no espaço hiperbólico são do tipo esféricas (pois sabemos que

existem rotações do tipo parabólica e hiperbólicas em H
n).

Seja Mn−1 uma hipersuperfície de rotação em H
n, isto é, invariante pelo grupo

ortogonal O(n−1). Vamos parametrizar a curva α(s) em H
3 por y1 = y1(s)≥ 0, yn = yn(s)

e yn+1 = yn+1(s). Tomamos ϕ(t1, . . . , tn−2) = (ϕ1, . . . ,ϕn−1) como uma parametrização

ortogonal da esfera unitária no semi-espaço superior. Segue que uma hipersuperfície de

rotação em H
n, é dada por (ver [15])

x : Mn−1 →֒ H
n ⊂ L

n+1

(s, t1, . . . , tn−2) 7−→ (y1(s)ϕ1, . . . ,y1(s)ϕn−1,yn(s),yn+1(s)) ,

onde

ϕi = ϕi(t1, . . . , tn−2) , ϕ2
1 + · · ·+ϕ2

n−1 = 1.

Acima temos uma parametrização da hipersuperfície de rotação gerada pela curva y1(s),

yn(s) e yn+1(s). Uma vez que a curva {y1(s),yn(s),yn+1(s)} ∈ H
3 e o parâmetro s é

escolhido como o comprimento de arco, temos que
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y2
1(s)+ y2

n(s)− y2
n+1(s) =−1, y′ 2

1 (s)+ y′ 2
n (s)− y′ 2

n+1(s) = 1 , (3-1)

onde ′ denota a derivada com respeito a s. Da equação 3-1 e utilizando o modelo do

hiperbolóide, podemos parametrizar a curva α(s) da seguinte maneira:

y1(s) = sinh(r)

yn(s) = cosh(r)sinh(h)

yn+1(s) = cosh(r)cosh(h) ,

onde r = r(s) é a distância de α(s) até o eixo de rotação ζ realizada por um ponto

p(s) em ζ, e h = h(s) denota a altura de p(s) em ζ, com respeito a um ponto fixado

em ζ. Observamos que α(s) assim parametrizada, satisfaz a equação do hiperbolóide

y2
1(s)+ y2

n(s)− y2
n+1(s) =−1, e, como a curva é P.C.A, α(s) satisfaz |α′(s)|2 = 1. Logo

y′1(s) = r′ cosh(r)

y′n(s) = r′ sinh(r)sinh(h)+h′ cosh(r)cosh(h)

y′n+1(s) = r′ sinh(r)cosh(h)+h′ cosh(r)sinh(h) .

Portanto y′ 2
1 (s)+ y′ 2

n (s)− y′ 2
n+1(s) = 1, e

r′2 cosh2(r)+ r′2 sinh2(r)sinh2(h)+h′2 cosh2(r)cosh2(h)− r′2 sinh2(r)cosh2(h)

+ 2r′h′ sinh2(r)sinh2(h)cosh2(r)cosh2(h)−2r′h′ sinh2(r)sinh2(h)cosh2(r)cosh2(h)

− h′2 sinh2(h)cosh2(r) = 1 .

Logo,

r′2 cosh2(r)+ r′2 sinh2(r)(sinh2(h)− cosh2(h))+h′2 cosh2(r)(cosh2(h)− sinh2(h)) = 1 .

Assim,

r′2 cosh2(r)− r′2 cosh2(r)+h′2 cosh2(r) = 1

r′2(cosh2(r)− sinh2(r))+h′2 cosh2(r) = 1

r′2 + cosh2 r h′2 = 1 observando que, r′2 +

(
∂ f
∂r

)2

h′2 = 1 , (3-2)
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onde temos que f (r) = y1(s) = sinhr, é o raio da órbita. Observamos que no caso

euclidiano as geodésicas são retas, e vimos que a órbita de um ponto em M sob a ação

de O(n− 1) é uma esfera geodésica (n− 2) - dimensional de raio r(s), mas no espaço

hiperbólico vimos na seção (1.7), como são as geodésicas do espaço hiperbólico, e neste

caso, a órbita de um ponto sob a ação de O(n− 1) e um esfera (n− 2) - dimensional de

raio f (s) = sinh(r(s)).

Para ficar mais claro, tomamos como exemplo uma parametrização

X : M2 →֒H
3 ⊂ L

4 .

Consideramos a curva α(s) parametrizada pelo comprimento de arco em H
3, tal que

α(s) = (y1(s),0,y3(s),y4(s)). Deixando o grupo ortogonal O(2) agir na curva α(s),

obtemos a parametrização da superfície de rotação da seguinte maneira:




cosθ −sinθ 0 0

sinθ cosθ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0







y1(s)

0

y3(s)

y4(s)




= X(s,θ) .

Assim temos que

X(s,θ) = (y1(s)cosθ, y1(s)sinθ, y3(s), y4(s)) .

Para calcular a primeira forma fundamental da superfície, temos que

Xθ = (−y1(s)sinθ, y1(s)cosθ, 0, 0) ,

Xs = (y′1(s)cosθ, y′1(s)sinθ, y′3(s), y′4(s)) . Assim

g11 = 〈Xθ,Xθ〉 = y2
1(s)sinθ+ y2

1(s)cosθ = y2
1(s)

g22 = 〈Xs,Xs〉 = y′ 2
1 (s)cos2 θ+ y′ 2

1 (s)sin2 θ+ y′ 2
3 (s)− y′ 2

4 (s)

= y′ 2
1 (s)+ y′ 2

3 (s)− y′ 2
4 (s) = 1

g12 = g21 = 0 .

Logo a primeira forma fundamental é dada por

I = sinh2(r) dθ ⊗ dθ+ds ⊗ ds .
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De forma análoga, segue de maneira geral que a primeira forma fundamental é dada por

I = f 2(r(s)) ∑gi j(Θ)dθi ⊗ dθ j +ds ⊗ ds

onde Θ = (θ1, . . . ,θn−2) e gi j é a métrica da (n-2) - dimensional esfera unitária de

curvatura seccional 1 e f (r) = r ou sinh(r), dependendo se o espaço ambiente é o R
n

ou H
n.

Teorema 3.1 (Ver [4] e [17]) As curvaturas principais ki de Mn−1 são

ki =

√
1+ f 2 − f ′2

f

para i = 1,. . . , n-2, e

kn−1 =
−( f ′′− f )√
1+ f 2 − f ′2

As fórmulas do Teorema (3.1) são válidas somente quando f ′2 ≤ 1 + f 2. O

conjunto ( f , f ′) satisfazendo essa restrição e com f ≥ 0 (pois f é o raio da órbita), será

chamada de região relevante.

Temos que Sη definida na seção (1.6) é um operador linear auto-adjunto em cada

espaço tangente TpM, e seus autovalores λ1(p), . . . ,λn−1(p) são as curvaturas principais

de M. Associados ao operador Sη existem n invariantes algébricos dados por

Sr(p) = σr(λ1(p), . . . ,λn−1(p)), 1 ≤ r ≤ n−1;

onde σr : Rn → R é dada por

σr(x1, . . . ,xn−1) = ∑
i1<···<ir

xi1 · · ·xir .

Definição 3.2 A r - ésima curvatura média Hr da hipersuperfície Mn−1 é definida por

(
n−1

r

)
Hr(p) = ∑

1≤i1<i2<···<ir≤n−1
ki1ki2 · · ·kir .

Observamos que para r = 2, obtemos a curvatura escalar S, que é a 2− sima curvatura

média.

S(p) =
2

(n−1)(n−2)
(k1k2 + · · ·+ k1kn−1 + k2k3 + · · ·+ k2kn−1 + · · ·+ kn−2kn−1).
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No capítulo anterior, calculamos a curvatura escalar intrinsicamente. Agora, em

termos da geometria extrínseca, temos as n−1 curvaturas principais (dados no Teorema

(3.1)) de uma hipersuperfície de rotação. Assim, vamos obter a expressão para a curvatura

escalar S, de Mn−1, no espaço hiperbólico.

Teorema 3.3 Seja Mn−1 uma hipersuperfície de rotação em H
n com curvatura escalar S.

Então f satisfaz a seguinte equação diferencial

2 f f ′′− (n−3)(1− f ′2)− f 2(n−1)(1−S) = 0 . (3-3)

Demonstração. Como foi observado acima quando r = 2, obtemos a 2◦ - ésima curvatura

média que é a curvatura escalar S de uma hipersuperfície de rotação, que é definida como

(
n−1

2

)
S(p) = ∑

1≤i< j≤n−1
kik j .

Essa soma pode ser dividida em duas somas, na seguinte maneira:

(
n−1

2

)
S(p) = ∑

1≤i≤n−1
kikn−1 + ∑

i< j
i, j 6=n−1

kik j .

Logo (
n−1

2

)
S = (n−2)kikn−1 +

(n−2)(n−3)
2

kik j .

Assim utilizando as curvaturas principais dadas no Teorema 3.1 temos que

(
n−1

2

)
S = (n−2)

√
1+ f 2 − f ′2

f


 −( f ′′− f )√

1+ f 2 − f ′2




+
(n−2)(n−3)

2

√
1+ f 2 − f ′2

f

√
1+ f 2 − f ′2

f
.

Logo,

(n−1)(n−2)
2

S =
−(n−2)( f ′′− f )

f
+

(n−2)(n−3)
2

(1+ f 2 − f ′2)
f 2

(n−1) f 2S = −2( f ′′− f ) f +(n−3)(1+ f 2 − f ′2) .

Seque que

(n−1) f 2S = −2 f ′′ f +2 f 2 +(n−3)(1− f ′2)+(n−3) f 2
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2 f ′′ f − (n−3)(1− f ′2)− (n−1) f 2 +(n−1)S f 2 = 0 .

Assim temos que

2 f f ′′− (n−3)(1− f ′2)− f 2(n−1)(1−S) = 0 .

✷

A partir de agora vamos supor que S é constante.

Observamos que a partir equação (3-2) e utilizando o fato que f (s) = sinh(r)

temos que,

r′2 +

(
∂ f
∂r

)2

h′2 = 1 .

Substituindo f(s), obtemos

h′2 =
1− r′2
(

∂ f
∂r

)2 =
1− r′2

cosh2(r)

h′2 =

1− f ′2

cosh2(r)

cosh2(r)
=

cosh2(r)− f ′2

cosh4(r)
=

1+ sinh2(r)− f ′2

(1+ sinh2(r))2
,

ou seja, temos que

h′2 =
1+ f 2 − f ′2

(1+ f 2)2 , (3-4)

é chamada a expressão hiperbólica de h′2.

Proposição 3.4 A equação (3-3) é equivalente a equação diferencial

f n−3(1− f ′2 + f 2(1−S)) = K (3-5)

onde K é constante. Além disso, para uma solução constante igual a f0, tem -se que S > 1,

f 2
0 =

−(n−3)
(n−1)(1−S)

e

K0 =
2

(n−1)

( −(n−3)
(n−1)(1−S)

)n−3
2

Demonstração. A prova é análoga ao caso euclidiano. Multiplicando a equação (3-3) por



60

f n−4 e integrando obtemos o resultado

(n−3) f n−4 f ′(1− f ′2 + f 2(1−S))+ f n−3(2 f f ′(1−S)−2 f ′ f ′′) = 0 ,

que é equivalente,

(n−3)(1− f ′2 + f 2(1−S))+2 f 2(1−S)−2 f ′′ f = 0 .

Assim

2 f f ′′− (n−3)(1− f ′2)− f 2(n−1)(1−S) = 0 .

Agora, fazendo f (s) = f0 em (3-3) segue que

−(n−3)− f 2
0 (n−1)(1−S) = 0

f 2
0 =

−(n−3)
(n−1)(1−S)

, desde que, S > 1 .

Substituindo f0 em (3-5), obtemos

f n−3
0 (1+ f 2

0 (1−S)) = K0 ,

( −(n−3)
(n−1)(1−S)

)n−3
2
(

1− −(n−3)(1−S)
(n−1)(1−S)

)
= K0 .

Dai,

K0 =
2

(n−1)

( −(n−3)
(n−1)(1−S)

)n−3
2 .

✷

Corolário 3.5 As soluções constantes do sistema formado por (3-2) e (3-3) corres-

pondem aos cilindros equidistantes de ζ, isto é, as hipersuperfícies isométricas a ζ×
Sn−2( fo), com f0 como na proposição (3.4). Além disso, a curvatura escalar S varia no

intervalo (0,∞).

Demonstração. A prova é análoga ao caso euclidiano. ✷

Da mesma forma que no caso euclidiano, o par ( f , f ′) é um subconjunto das

curvas de nível da função G definida por

G(u,v) = un−3(1+u2(1−S)− v2) , (3-6)
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com u > 0 e v2−u2 ≤ 1 que é a região relevante. Análogo ao caso euclidiano temos que a

função G possui um ponto crítico quando S > 1, e novamente pertence ao eixo horizontal.

Assim, temos que o gradiente de G(u,v) é dado por

∇G = (un−4(n−3)(1− v2)+(n−1)(1−S)un−2,−2vun−3).

Temos que o ponto crítico é c0 =

(√
−(n−3)

(n−1)(1−S)
,0

)
. Da mesma forma que no caso

euclidiano, substituindo o ponto crítico na matriz hessiana, obtemos a seguinte matriz:

H(co) = un−3
0

[
3(n−1)(1−S) 0

0 −2

]
.

Como S > 1 e o determinante é positivo, temos que c0 é um ponto de máximo.

Lema 3.6 O conjunto ( f , f ′), onde f é uma solução de (3-3) são as componentes conexas

das curvas de nível de G, contidas na região relevante.

Demonstração. Sabemos que uma solução local de (3-3) pode ser estendida para valores

nos quais ( f , f ′) estão contidos na região relevante. A situação é análoga ao caso

euclidiano com a diferença que agora teremos 5 configurações possíveis para as curvas de

nível, como veremos nas figuras (3.1), (3.2), (3.3), (3.4) e (3.5).

Figura 3.1: Curvas de nível para S < 0

Como no caso euclidiano, tomemos o semi-plano aberto {(u,v) : u > 0} com as

curvas de nível G(u,v) = K, onde cada curva é uma união suave de dois gráficos,

v =±
√

1+(1−S)u2 − K
un−3 ,

exceto para o nível K0 dado na proposição 3.4, quando S > 1. A curva de nível G = K0

possui um único ponto crítico, que está no eixo horizontal, como foi demonstrado.
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Consideraremos as folheações do semi-plano aberto por curvas de nível

G(u,v) = K para S < 0, S = 0, S ∈ (0,1), S = 1 e S > 1:

Caso S < 0. Nesse caso, temos que as curvas de nível sempre ultrapassam a

região relevante, pois pela equação (3-6) temos que (1 − S)u2 − v2 = K
un−3 − 1 é uma

hipérbole no eixo u, e quando u −→ 0, temos que v −→± ∞ (figura 3.1).

Caso S = 0. Nesse caso, temos que u2 − v2 = K
un−3 − 1. Para K

un−3 − 1 < 0 as

curvas de nível são hipérboles no eixo v acima da região relevante e para K
un−3 − 1 > 0

temos hipérboles no eixo u, que estão contidas na região relevante (figura 3.2).

Figura 3.2: Curvas de nível para S = 0

Caso S ∈ (0,1). Para K > 0, observamos que (1− S)u2 − v2 = K
un−3 − 1 com a

diferença que agora S ∈ (0,1), ou seja, a hipérbole é mais fechada (figura 3.3).

Figura 3.3: Curvas de nível para S ∈ (0,1)

Caso S = 1. Temos que a equação é dada por un−3 = K
1−v2 . Quando K = 0 temos

duas assíntotas horizontais em v =± 1 e para K > 0 temos as parábolas, resultantes dessa

função racional (figura 3.4).
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Figura 3.4: Curvas de nível para S = 1

Caso S > 1. Observamos que nesse caso há um ponto crítico co de máximo.

Assim, todo nível K é menor que K0. Logo temos que (1−S)u2 − v2 = K
un−3 −1 descreve

a metade de uma elipse (pois consideramos u ≥ 0). Se K < 0, quando u −→ 0 temos que

v −→ ±∞, assim a curva assintota o eixo vertical. Para K = 0 temos uma elipse cujos

valores limites são (0,±1) e se 0 ≤ K ≤ K0, a curva de nível é compacta (figura 3.5).

Figura 3.5: Curvas de nível para S > 1

✷

Agora estamos em condições de apresentar um teorema de classificação das

hipersuperfícies de rotação com curvatura escalar constante em H
n.

3.1 Teorema de Classificação em H
n

Teorema 3.7 Classificação das Hipersuperfícies de Rotação em H
n.
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(i) Não existe hipersuperfície de rotação completa com curvatura escalar constante

S < 0.

(ii) A menos de translações verticais existe precisamente uma família a um parâmetro

de hipersuperficies de rotação mergulhadas e completas com curvatura escalar

constante S ∈ [0,1). Estas hipersuperfícies não são cilindricamente limitadas e

para S = 0, elas convergem para uma totalmente geodésica no espaço H
n. A curva

no plano assintota duas geodésicas.

(iii) A menos de isometrias, existe precisamente uma família a um parâmetro de hiper-

superfícies de rotação mergulhadas e completas com S = 1. Estas hipersuperfícies

não são cilindricamente limitadas e elas convergem para horoesferas.

(iv) Para qualquer S > 1, existe uma família a um parâmetro de hipersuperfícies de ro-

tação mergulhadas completas com curvatura escalar constante S, todas periódicas

e cilindricamente limitadas que convergem para um sequência de esferas geodési-

cas.

Demonstração. Novamente vamos estudar as curvas de nível de G( f , f ′) com as restri-

ções f ′2 ≤ 1+ f 2 e f ≥ 0 e as provas são semelhantes ao caso euclidiano.

Prova do item (i): Quando S < 0, temos pela figura (3.1) que todas as curvas de nível

ultrapassam a região relevante. Como no caso euclidiano, assim temos hipersuperfícies

de rotação que não são completas.

Prova do item (ii): Quando S ∈ (0,1) (ver figura (3.3)), podemos escrever G da seguinte

maneira

G( f , f ′) = f n−3(1+ f 2(1−S)− f ′2) = K .

Se K = 0 e f (0) = 0 temos que,

f n−3(1+ f 2(1−S)− f ′2) = 0 como f n−3 ≥ 0

1+ f 2(1−S)− f ′2 = 0 .

As curvas de nível são uniões suaves de dois gráficos. Logo como S ∈ (0,1), consideramos

f ′ > 0 e o outro caso segue de maneira análoga. Assim, temos que

f ′ =
√

1+ f 2(1−S) .

Logo, ∫
d f√

1+( f
√

1−S)2
=

∫ s

0
ds .
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Fazendo f
√

1−S = csch(x) segue que df
√

1−S =−csch(x)coth(x) dx. Assim temos,

−1√
1−S

∫
csch(x)coth(x) dx

coth(x)
= s e

−
∫

csch(x) = s
√

1−S .

Multiplicando a integral por
csch(x)+ coth(x)
csch(x)+ coth(x)

e integrando temos que,

ln(csch(x)+ coth(x))+C = s
√

1−S ,

onde C é constante. Voltando para a variável anterior, segue que

ln

(
f
√

1−S+

√
1+
(

f
√

1−S
)2
)
+C = s

√
1−S ,

e aplicando a exponencial em ambos os lados temos

(
f
√

1−S+

√
1+
(

f
√

1−S
)2
)

eC = es
√

1−S .

Elevando ao quadrado ambos os lados, segue que

f 2(1−S)+2 f
√

1−S
√

1+ f 2(1−S)+1+ f 2(1−S) =
e2s

√
1−S

e2C e

2 f
√

1−S
√

1+ f 2(1−S) =
e2s

√
1−S

e2C − (2 f 2(1−S)+1) .

Novamente elevando ao quadrado em ambos os lados, temos

4 f 2(1−S)(1+ f 2(1−S)) =
e4s

√
1−S

e4C − 2e2s
√

1−S

e2C (2 f 2(1−S)+1)

+ (2 f 2(1−S)+1)2 .

Logo,

4 f 2(1−S)(1+ f 2(1−S)) =
e4s

√
1−S

e4C − 2e2s
√

1−S

e2C (2 f 2(1−S)+1)

+ 4 f 4(1−S)2 +4 f 2(1−S)+1 ,
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que é equivalente a

4 f 2(1−S)(1+ f 2(1−S)) =
e4s

√
1−S

e4C − 2e2s
√

1−S

e2C (2 f 2(1−S)+1)

+ 4 f 2(1−S)(1+ f 2(1−S))+1 .

Assim temos que,

2e2s
√

1−S

e2C (2 f 2(1−S)+1) =
e4s

√
1−S

e4C +1 e

2 f 2(1−S) =
e4s

√
1−S + e4C

2e2Ce2s
√

1−S
−1 .

Logo como f > 0 temos,

f (s) =

√
e4s

√
1−S −2e2Ce2s

√
1−S + e4C

4e2Ce2s
√

1−S(1−S)
.

Sabendo que f (0) = 0, temos que C = 0, assim

f (s) =

√
e4s

√
1−S −2e2s

√
1−S +1

4e2s
√

1−S(1−S)
e

f (s) =

√
(e2s

√
1−S −1)2

(2es
√

1−S
√

1−S)2
,

que é equivalente a,

f (s) =
e2s

√
1−S −1

2es
√

1−S
√

1−S
=

es
√

1−S − e−s
√

1−S

2
√

1−S
.

Assim temos que,

f (s) =
sinh

√
1−S√

1−S
. (3-7)

Para K 6= 0 a função f , e consequentemente r(s) não são limitadas superiormente. portanto

as hipersuperfícies não são cilindricamente limitadas. Além disso para cada nível K, f

atinge um único minimo f1, e usando (3-5) temos que

f ′2 = 1+ f 2 −
(

K +S f n−1

f n−3

)
.
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Longe de f1, podemos dividir h′2 dada em (3-4) por f ′2 e usando a equação acima vem,

h′2

f ′2
=

1+ f 2 −
(

1+ f 2

(
K +S f n−1

f n−3

))

(1+ f 2)2

(
1+ f 2 −

(
K +S f n−1

f n−3

)) .

Logo

(
dh
ds

)2

(
d f
ds

)2 =

K +S f n−1

f n−3

(1+ f 2)2

(
f n−3(1+ f 2)− (K +S f n−1)

f n−3

) e

(
dh
d f

)2

=
K +S f n−1

(1+ f 2)2 [(1+ f 2) f n−3 − (K +S f n−1)]
.

Temos que o segundo lado da igualdade quando f −→ ∞ vai para 0, assim temos que

h( f ) é uniformemente limitada, pois não depende do ponto. Assim mostra que a curva no

plano assintota as duas geodésicas h( f ) = cte.

A figura (3.2) mostra o caso S = 0, que nas mesmas condições do caso acima

temos que, basta fazer S = 0 na equação (3-7), assim

f (s) = sinh(s) ,

onde temos que r(s) = s e logo h(s) = 0 e a hipersuperfície converge para uma totalmente

geodésica no espaço hiperbólico H
n.

Prova do item (iii): A figura (3.4) mostra que quando K = 0 e S = 1 de (3-5) temos que

1− f ′2 = 0, se f (0) = 0 então f (s) = s substituindo em (3-2) temos que

h′2 =

(
s

1+ s2

)2

logo,

±h(s) =
∫ s

0

s ds
1+ s2 .

Fazendo u = 1+ s2 e diferenciando em ambos os lados obtemos, du = 2s ds, logo

±h(s) =
1
2

∫
du
u

=
1
2

lnu+C .
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É dado que h(0) = 0, logo temos que

±h(s) = ln
√

1+ s2 .

Como tanφ(s) = f (s) = s temos

sec2 φ(s) = 1+ tan2 φ(s) logo,
1

cos2 φ(s)
= 1+ s2

e cos2 φ(s) =
1

1+ s2 . (3-8)

Temos duas soluções para diferentes sinais de h′. Se h′ > 0 temos que

eh(s) = ρ logo, eln
√

1+s2
= ρ ,

obtendo que,

ρ =
√

1+ s2 .

Por (3-8) temos que

cosφ(s) =
1√

1+ s2
assim, ρcosφ(s) = 1 .

Utilizando as coordenadas polares usuais do espaço euclidiano temos que a curva é uma

linha horizontal euclidiana dada por yn = 1. Se h′ < 0 temos que

eh(s) = ρ e, e− ln
√

1+s2
= ρ ,

obtendo que,

ρ =
1√

1+ s2
= cosφ(s) .

Olhando em coordenadas cartesianas temos que

cosφ(s) =
x
ρ

assim,
x
ρ
= ρ logo, ρ2 = x

Substituindo ρ, segue que

x2 − x+ y2 = 0
(

x− 1
2

)2

+ y2 =
1
4
.

A curva no plano é um circulo tangente ao eixo yn, e as hipersuperfícies correspondentes

são chamadas de Horoesferas.
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Prova do item (iv): A ultima figura (3.5) mostra o caso S > 1. A demonstração e análoga

ao caso euclidiano, salvo alguns detalhes que comentaremos agora. Temos que as curvas

de nível correspondem a hipersuperfícies completas que são dadas para K ∈ (0,K0) onde

K0 é o valor obtido na proposição (3.4), o valor K = 0, nos da a metade de uma elipse

(1−S) f 2 + f ′2 = 1 ,

contida na região relevante. Esta curva tem como valores limites (0,1) e (0,−1) satis-

fazendo a definição (2.7) e esta hipersuperfície corresponde a um esfera geodésica, com

equação

f (s) =
sinh

√
1−Ss√

1−S
.

As translações desta esfera ao longo do eixo de revolução dão um sequencia de esferas

geodésicas.

Como dissemos anteriormente o valor K = K0 dá um cilindro, e as curvas de

nível dadas por K ∈ (0,K0) correspondem a hipersuperfícies completas e cilindricamente

limitadas. ✷
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