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Resumo

Carvalho, M.TA.. Hipersuperficies de Ro-
tacao com Curvatura Escalar Constante
em R"” e H". Goiania, 2014. 71p. Dissertacdo de Mestrado. Instituto de
Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Neste trabalho, baseado nos artigos de Maria Luiza Leite e Oscas Palmas, classificamos
as hipersuperficies de rotagdo completas, com curvatura escalar constante, em R" e H"

com n > 3.

Palavras—chave

Hipersuperficies de rota¢do, Subgrupo de isometrias, Curvatura escalar.



Abstract

Carvalho, M.T.A.. Rotational hypersurfaces with constant scalar curvature
in R"” and H". Goiania, 2014. 71p. MSc. Dissertation. Instituto de Matematica
e Estatistica, Universidade Federal de Goiéas.

In this work, based on the articles Maria Luiza Leite and Oscas Palmas, we presented the
classification of the complete rotation hypersurfaces with constant scalar curvature, in R"
e H" with n > 3.

Keywords

Rotational hypersurfaces, Subgroup of isometry, Scalar curvature.
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Introducao

E usual nos cursos de graduagdo em matemadtica, principalmente nas disciplinas
de célculo e geometria, tratar das superficies de rotacdo. A razao é que tais superficies sdo
muito Uteis para constru¢des de exemplos e nos esclarecem muitos conceitos importantes
da teoria. Fato menos conhecido € que as superficies de rotagdo sdo casos particulares de
superficies invariantes por um subgrupo a um pardmetro de isometrias do R3.

A grande vantagem de uma superficie ser invariante por um subgrupo a um
parametro de isometrias provém do fato de que suas propriedades podem ser obtidas a
partir do estudo de sua curva geradora, como acontece com as superficies de rotacao.
Essa ideia de considerar superficies invariantes por subgrupos de isometrias é chamada
de Geometria Equivariante.

Esta area de pesquisa da geometria, iniciou-se com a classificag@o das superficies
rotacionais com curvatura média constante em R3, obtidas por Delaunay em 1841, ver
[3]. Recentemente, outros matematicos como Back, do Carmo e Hsiang, dedicaram-se ao
estudo deste tema, adaptando as técnicas do R? para dimensdes maiores e considerando
hipersuperficies em outros espacos. Outro fator importante em nosso estudo € a curvatura
escalar de uma variedade Riemanniana, que constitui um tema muito pesquisado em
geometria diferencial, pois a curvatura escalar € um importante invariante geométrico,
e, portanto, o interesse nas variedades com curvatura escalar constante, e em particular
estudar hipersuperficies em R” e H", com esta propriedade.

Maria Luiza Leite, em [13], classificou as hipersuperficies de rotagdo completas,
com curvatura escalar constante em R” e H"”, com n > 3. Oscar Palmas em [17],
classificou as hipersurperficies de rotagdo completas, nas formas espaciais, estudando as
r - ésimas curvaturas médias H, constantes, que incluiu [13] como um caso particular.

Um outro resultado importante € um teorema de A. Ros em [1], onde ele de-
monstra que as Unicas hipersuperficies compactas em R” com curvatura escalar constante
sdo as esferas. Para as ndo-compactas hd o teorema de Cheng-Yau em [19], afirmando
que os tinicos exemplos completos com curvaturas seccionais K >0 sio S"~! x R"7*,
1 <k <n.Em/[10] e [11], Hsiang analisou hipersuperficies de rotacdo em formas espa-
ciais, com uma das fun¢des de simetria, G;, constantes, o que inclui a curvatura escalar

constante quando j = 2. Ele obteve varios exemplos de hipersuperficies completas em R”
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e H" com curvatura escalar positiva, mas até entdo ndo havia nenhum teorema de clas-
sificacdo. Em [16] temos um belo estudo sobre hipersuperficies invariantes de curvatura
média constante onde estabelecem a existéncia, via geometria equivariante, de hipersu-
perficies compactas difeomorfas a esferas 3-dimensionais de curvatura média constante
em R*, ndo congruentes a esferas euclidianas.

Nosso trabalho estd baseado nos artigos [13] e [17] e estd organizado em
trés capitulos. No Capitulo 1, apresentamos alguns conceitos preliminares de geometria
Riemanniana e espaco hiperbdlico, necessarios para demonstragdao dos resultados dos
capitulos subsequentes, além de contribuir para um melhor entendimento do trabalho.

No Capitulo 2, definimos hipersuperficie de rotacdo e trabalhamos com um
subgrupo do grupo das isometrias do R", onde mostramos como se d4 a acdo do grupo
O(n—1), além de calcularmos a curvatura escalar intrinsecamente. Apresentamos varios
resultados preliminares que nos ajudaram a demonstrar o principal teorema do capitulo,
que € o teorema de classificacio das hipersuperficies de rotagao completas com curvatura
escalar constante em R".

No Capitulo 3, apresentamos um teorema de classificacdo para as hipersuperfi-
cies de rotagdo completas, com curvatura escalar constante em H". Neste capitulo, calcu-

lamos a curvatura escalar extrinsecamente, usando a Formula de Gauss.



CAPITULO 1

Preliminares

1.1 Variedades Diferenciaveis

Neste capitulo inicial, introduzimos algumas defini¢des e fatos basicos sobre
geometria Riemanniana, que serdo usados ao longo do trabalho. Comecamos definindo
variedades diferencidveis, que sdo fundamentais para o desenvolvimento da geometria

Riemanniana.

Definicao 1.1 Uma variedade diferencidvel de dimensdo n é um conjunto M é uma

familia de aplicagées biunivocas xq, : Uy, C R" — M tais que:

(1) | xo (Us) =M.

(2) Para todo par o, B, com xo(Uy) Nxp(Ug) =W # @, os conjuntos xq' (W) e

xgl (W) sdo abertos em R" e as aplicagdes xg Yoxq sdo diferencidveis (figura 1.1).

(3) A familia {(Uy,xo,)} é mdxima relativamente as condicéoes (1) e (2).

O par (Uy,Xq) com p € Xg (Uy) é chamado uma parametrizagio (ou sistema de
coordenadas) de M em p; X (Uy) € entdo chamada uma vizinhangca coordenada em p.

Uma familia (Uy, Xq,) satisfazendo (1) e (2) é chamada uma estrutura diferencidvel em M.

Observacao 1.2 Uma estrutura diferencidvel em um conjunto M induz de maneira natu-
ral uma topologia em M. Basta definir que A C M é um aberto de M se xg' (AN xq(Uy))
é um aberto de R" para todo o. . E imediato verificar que M e o vazio sdo abertos, que a
unido de abertos é aberto e que a intersecc¢do finita de abertos é aberto. Observe que a
topologia é definida de tal modo que os conjuntos xq(Uy) sdo abertos e as aplicagcdes xg,

sdo continuas.

Em geral a topologia natural de uma variedade poder ser bastante estranha, por
isso vamos exigir que as variedades diferencidveis satisfacam, além da Defini¢do (1.1), as

seguintes condi¢oes:
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) . @)

X7 0Xo
Figura 1.1: Mudanga de Coordenada

Axioma 1.3 (Hausdorff) Dados dois pontos distintos em M existem vizinhangas destes

dois pontos que ndo se intersectam.

Axioma 1.4 (Base Enumerdvel) M pode ser coberta por uma quantidade enumerdvel de

vizinhangas coordenadas (diz-se entdo que M tem base enumerdvel).

A partir de agora sempre que falarmos de variedades diferencidveis estaremos

considerando, sem mais referencias que elas satisfazem estes dois axiomas.

Definicao 1.5 Sejam MY e M}’ variedades diferencidveis uma aplicagdo ¢ : My — M, é
diferencidvel em p € M\, se dada um parametrizacdo y:V C R™ — M, em @(p) existe
uma parametrizagdo x:U C R" — M| em p tal que @(x(U)) Cy(V) e a aplicacdo

y logox:UCR" - R" (1-1)

é diferencidvel em x~(p). @ é diferencidvel em um aberto de M, se é diferencidvel em to-
dos os pontos deste aberto. Em particular, isso define o conceito de funcoes diferencidveis
f M — R sobre a variedade M, onde nesse caso R carrega a parametrizagcdo padrdo

(identidade). O conjunto das func¢des de M diferencidveis em p é denotado por (M) .

Decorre da condi¢do (2) da definicdo (1.1) que a defini¢ao dada € independente
da escolha das parametrizagdes. A aplicacdo dada na equagao (1-1) é chamada expressao
de @ nas parametrizagdes X € y.

Com o objetivo de estender os métodos do Calculo Diferencial para variedades,

iremos estender as variedades a no¢do de vetor tangente.
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)
x(U)
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& <

v

Eq
=
v
v

Figura 1.2: Expressdo de ¢ no sistema de Coordenadas

Definicao 1.6 Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplicacdo diferencidvel o :
(—&,€) — M é chamada uma curva (diferencidvel) em M. Suponha o(0) = p € M. O
vetor tangente & curva o em t =0 € a fun¢do o (0) : ©(M) — R dada por
d(foa
G/<O)f: M ’ f €T
e |,_
Um vetor tangente em p é o vetor tangente em t = 0 de alguma curva o.: (—¢€,€) - M

com 0(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p serd indicado por T,M.

Dado um parametrizagdo x: U C R" — M" em p = x(0), podemos exprimir a

fungdo f e a curva o nesta parametrizagao por

fox(q) = f(x1,...x0), q=(x1,...x,) € U,

~—

x Loa(t) = (x1(1),...x,(t)

Y

respectivamente. Portanto, restrigindo f a o, obteremos

_ %f(xl (t),...x,(2))

COf = $(fou)

t=0

- L A0 (5) - (; X(0) (ai)o> 2
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Em outras palavras, o vetor o’ (0) pode ser expresso na parametrizagio X por

w(0) = £ (0 (5)

: (1-2)
0

Observe que (—) € o vetor tangente em p a "curva coordenada"(Fig 1.3):
0

8x,-

xi — x(0,...,0,x,0,...,0).

\/

Figura 1.3: Espaco Tangente

A expressdo (1-2) mostra que o vetor tangente a uma curva & em p depende
apenas das derivadas de o0 em um sistema de coordenadas. Decorre também de (1-2)
que o conjunto 7,M, com as operagdes usuais de fungdes, forma um espago vetorial de

dimensdo n, e que a escolha de uma parametrizacdo x : U — M determina uma base

0 0
associada — ], = em T,M (Fig 1.3). A estrutura linear em 7,,M assim

definida ndo depende da parametrizacdo x. O espago vetorial T,M é chamado o espaco

tangente de M em p.

Definicao 1.7 Seja ¢ : M| — M3 uma aplicagdo diferencidvel, e sejam p,q dois pontos

fixados com @(p) = q, entdo a diferencial de @ em p é definida como sendo a aplicagdo
d(p|p : Tle — Tqu

cujo valor em v € T,M; é dado por (d9|,v)f :=v(fo)(p) para cada f € 1(M>), que

implica automaticamente a relagdo fo@ € T1(M)

Sejam M; e M, variedades diferencidveis. Uma aplicagdo ¢ : My — M; é
um difeomorfismo se ela € diferencidvel, biunivoca, sobrejetiva e sua inversa (p_1 é
diferencidvel. @ é um difeomorfismo local em p € M se existem vizinhancas U de p e

V de @(p) tais que @ : U — V é um difeomorfismo.
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e
0 )
X 7
=€

Figura 1.4: Aplicacdo Diferencidvel

A nog¢do de difeomorfismo € a no¢do natural de equivaléncia entre variedades
diferencidveis. E uma consequéncia imediata do teorema da fungio inversa que se @ :
My — M> € um difeomorfismo, entdo d@, : T,M; — To(p)M2 € um isomorfismo para todo
p € Mj, em particular as dimensdes de M| e M3 sdo iguais. Uma reciproca local deste

fato € o seguinte teorema.

Proposicao 1.8 Seja ¢ : M| — M5 uma aplicacdo diferencidvel e seja p € M tal que
doy : TyMy — Ty(pyM2 € um isomorfismo, entdo ¢ € um difeomorfismo local em p.

Demonstragdo. Ver [6].

Definicao 1.9 Sejam M™ e N" variedades diferencidveis. Uma aplicacdo diferencidvel
¢ : M — N é uma imersdo se d©, : TyM — Ty(,)N € injetiva Vp € M. Se além disso, ¢ é
um homeomorfismo sobre @(M) C N, onde @(M) tem a topologia induzida por N, diz-se
que © é um mergulho. Se M C N e a inclusdo i : M — N é um mergulho, diz-se que M é

uma subvariedade de N.

Observacao 1.10 Se ¢ : M™ — N" é uma imersdo, entdo m < n; e a diferenca é chamada

a codimensdo da imersdo §.

Definicao 1.11 Seja M uma variedade diferencidvel. Diz-se que M é orientdvel se M

admite uma estrutura diferencidvel {(Ug,Xq)} tal que:

(i) para todo par @, B, com xo (Ug) Nxp (UB) =W # 0, a diferencial da mudanca de

coordenadas xg o0 X, ! tem determinante positivo.

Caso contrdrio, diz-se que M é ndo-orientdvel.

Definicao 1.12 Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M é uma cor-
respondéncia que para cada ponto p € M associa um vetor X (p) € T,M. Considerando

uma parametrizagcdo x : U C R" — M é possivel escrever

X(p) :Zl ai(p) ai ,
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2

0
one cada a; : U — R é uma fungdo em U e {=—} é uma base associadaax,i=1,...n . E
, . ., axl ~ ~ . (3 .
claro que X é diferencidvel se, e somente se, as funcoes a; sdo diferencidveis para alguma

(e, portanto, para qualquer) parametrizagdo.

Lema 1.13 Sejam X e Y campos diferencidveis de vetores em uma variedade diferencid-
vel M, entdo existe um tinico campo vetorial Z tal que, paratoda f €T, Zf = (XY —YZ)f.
Demonstragdo. Ver [6].

O campo vetorial Z dado pelo Lema (1.13) é chamado o colchete de Xe Y, nds o
denotamos por [X,Y] = XY — Y X. Observamos que Z ¢ diferencidvel, pois é a diferenga

de campos diferencidveis. A operacdo colchete possui as seguintes propriedades:

Proposicao 1.14 Se X, Y e Z sdao campos diferencidveis em M, a, b sdo niimeros reais, e

f, g sdo funcoes diferencidveis, entdo:

(a) [X,Y]=-[r,X],

(b) [aX +bY,Z) = a[X.Z) + b[Y,Z,

(c) [[X.Y],Z]+ [, Z]X] +[[Z,X],Y] =0,
[

(d) [fX,gY] = felX,Y]+ fglX.Y]+ fX(g)Y —gY (f)X.

Demonstragdo. Ver [6].

1.2 Meétricas Riemannianas

Definicao 1.15 Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) em uma varie-
dade diferencidvel M é um correspondéncia que associa a cada ponto p de M um pro-
duto interno ( , ), (isto é, uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no espago
tangente T,M, que varia diferencialmente no seguinte sentido: Se x : U C R" — M ¢é

um sistema de coordenadas locais em torno de p, com x(xj,x2,...,x,) = q € x(U) e

ad J
g(q):dx((),...,l,. ,0) entdo <8 (q ),a (9))q = &ij(x1,...,Xn) € uma fungdo dife-

rencidvel em U.

Observamos que esta definicdo ndo depende da escolha do sistema de coordenadas. As
fungdes g;; sdo chamadas expressdo da métrica Riemanniana no sistema de coordenadas
x: U C R" -+ M. Uma variedade diferencidvel com uma dada métrica Riemanniana
chama-se uma variedade Riemanniana.

A seguir vamos estabelecer uma no¢do de equivaléncia entre duas variedades

Riemannianas.
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Definicao 1.16 Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo f: M — N é

chamado um isometria se:
(u,v)p =A{dfp(u),dfp(v)) s(p) , paratodop € M, u, v, € T,M (1-3)

Definicao 1.17 Sejam M e N variedades Riemannianas. Uma aplicacdo diferencidvel
f M — N é uma isometria local em p € M se existe uma vizinhangca U C M de p tal que
f:U — f(U) é um difeomorfismo satisfazendo a equacdo (1-3)

Exemplo 1.18 Variedades imersas. Seja f : M" — N uma imersdo. Se N tem uma
estrutura Riemanniana, f induz uma estrutura Riemanniana em M por (u,v), =
(dfp(u),dfpy(V) sip) » u, v, € TyM. Como df, é injetiva, ( , ), € positivo definido. As de-
mais condigoes da definigdo (1.15) sdo facilmente verificadas. A métrica de M é chamada

entdo a métrica induzida por f, e f é uma imersdo isométrica.

Mostraremos agora como uma métrica Riemanniana pode ser usada para calcular com-

primentos de curvas.

Definicao 1.19 Uma aplicagdo diferencidvel c : I — M de um intervalo aberto I C R em

uma variedade diferencidavel M chama-se uma curva (parametrizada).

Definicao 1.20 Um campo vetorial V ao longo de uma curva c : I — M é uma aplicacdo
que a cada t € I associa um vetor tangente V (t) € T.(7M. Diz-se que V ¢ diferencidvel se
para toda a fungdo diferencidvel f em M, a fungdot — V() f € uma fungdo diferencidvel

em 1.

Observacao 1.21 A nocdo de dngulo e comprimento de vetores no espaco tangente
de uma variedade M sdo determinados pelo produto interno da definicdo 1.15. O
comprimento ou a norma de um vetor v é dado por ||v|| := \/g(v,v) e 0 angulo o entre
dois vetores v e w é definido pela equagdo cosa- ||v|| - ||w]| = (v,w).

Se o.: [a,b] — M é uma curva parametrizada, definimos o comprimento da curva

b /de de\'?
i :/ @ deN T
ale)=J, <dt’dt>

Proposicao 1.22 Uma variedade diferencidvel M (de Hausdorff e com base enumerdvel)

por:

possui uma métrica Riemanniana.

Demonstragdo. Ver [6].

Definicao 1.23 Seja M uma variedade diferencidvel. Duas métricas Riemannianas g e g
em M sdo conformes se existe um fung¢do positiva u: M — R tal que g(X,Y) = ug(X,Y),
para todo par X, Y € X(M).
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1.3 Conexoes

Generalizando agora a nocao de derivada covariante de uma superficie, vamos
definir a Conexdo afim e a conexdo de Levi-Civita (ou Riemanniana). Denotaremos por
X(M) o conjunto de todos os campos de vetores de classe C* em M e por T(M) o anel das

funcoes reais de classe C* definidas em M.

Definicao 1.24 Uma conexdo afim V em um variedade diferencidvel M é uma aplica¢do
ViX(M)xX(M) = X(M)

que se indica por (X,Y) AA VxY e que satifaz as seguintes propriedades:

(i) Vix+gvZ = fVxZ+gVyZ,
(ii) Vx(Y +Z) =VxY +VxZ,
(iii) Vx(fY) = fVxY +X(f)Y,

onde X, Y, ZcX(M)e f, g €t(M).

Proposicao 1.25 Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexdo V em M é compa-
tivel com a métrica se, e somente se, para todo par'V e W de campos de vetores ao longo

da curva diferencidvel ¢ : I — M tem-se

d DV DW
Zwwy=({Z"w V. el
dt<, ) <dt, >+<,dt>, €

Demonstragdo. Ver [6].

Corolario 1.26 Uma conexdo V em uma variedade Riemanniana M é compativel com a

métrica se, e somente se
XY, Z)=(VxY,Z)+(Y,VxZ), X,Y,Z € X(M).
Demonstragdo. Ver [6].

Definicao 1.27 Uma conexdo afim V em uma variedade diferencidvel M é dita simétrica
quando
VxY —VyX =[X,Y] paratodoX,Y € X(M) .

Demonstragdo. Ver [6].

Teorema 1.28 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma tinica

conexdo afim V em M satisfazendo as condi¢coes:
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(a) V é simétrica.

(b) V é compativel com a métrica Riemanniana.

Demonstragdo. Ver [6].

Escrevendo em um sistema de coordenadas (U,x), é conveniente dizer que as fungdes

definidas em U por Vx X; = ZF X sdo os coeficientes da conexdo V em U ou os

simbolos de Christoffel da conexao e satisfazem a seguinte equacao:

ox; |

Como a matriz (gg,) admite inversa (g&"), teremos que:
1 d 0 0
rm.:_i: b o~ 5. L km
ij =5 - {axigzk+axjgkz axkgz]}g

1.4 Geodésicas

Nesta secdo vamos introduzir a nocdo de curvas geodésicas de uma variedade
Riemanniana. Elas desempenham um papel muito importante no desenvolvimento da

geometria Riemanniana.

Deﬁnigﬁo 1.29 Uma curva parametrizada ¥ : 1 — M é uma geodésica em tog € I se

d
7 ( dZ) = 0 no ponto ty; se 'y é uma geodésica em t, para todo t € I, dizemos que Y

é uma geodésica. Se [a,b) C I ey:1— M é uma geodésica, a restri¢do de Y a |a,b] é

chamada (segmento de) geodésica lingando y(a) a y(b).

As vezes, por abuso de linguagem, chamaremos de geodésica a imagem y(I) de uma
geodésica .

Se y: I — M € uma geodésica, entdo
d /dy dy\ ) Ddy dy\ 0
dt \dt'dt/ “\dtdt'dt/
o : dy | :
isto é, o comprimento do vetor tangente 7 ¢ constante. Consideraremos de agora em

) d . . -
diante, que ‘d—Z‘ = ¢ # (0, isto €, excluiremos as geodésicas que se reduzem a pontos. O

comprimento de arco s de v, a partir de uma origem fixa, digamos t = t(, € entao dado por

s<z>=/lot

dy
—\|dt =c(t —19).
dt‘ et —1to)
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Portanto, o parametro de uma geodésica é proporcional ao comprimento de arco. Quando
0 parametro é o proprio comprimento de arco, isto €, ¢ = 1, diremos que a geodésica Yy
estd normalizada.

O teorema de existéncia para geodésicas afirma que por cada ponto e direcdo de

uma variedade Riemanniana passa uma geodésica.

Teorema 1.30 Seja M uma variedade Riemanniana. Para cada ponto p de M e cada v €
TyM com ||v|| = 1, existe um € > 0 e uma tinica geodésica o.: (—¢,€) — M parametrizada
pelo comprimento de arco, tal que 0(0) = p e o/ (0) = v.

Demonstragdo. Ver [6].

Desejamos estabelecer certas propriedades de minimizacdo das geodésicas. Para isso

necessitamos de algumas defini¢des.

Definicdo 1.31 Uma curva diferencidvel por partes é uma aplicagdo continua o.: [a,b] —
M de um intervalo fechado |a,b] C R em M satisfazendo a seguinte condigdo: existe
uma particio a =ty <t} < --- < tr_1 <ty = b de [a,b] tal que as restri¢des C|[zi ]

i=0,...,k—1, sdo diferencidveis. Dizemos que o liga os pontos o.(a) e o.(b).

As geodésicas tem a propriedade de serem minimizantes. Por isso, dizemos que
as geodésicas tem, nas variedades Riemannianas, a mesma funcdo de realizar distancia

que as retas tém no espago R".

Proposicao 1.32 Se uma curva parametrizada por partes em uma variedade Riemanni-
ana v : [a,b] — M, com pardmetro proporcional ao comprimento de arco, tem compri-
mento menor ou igual ao comprimento de qualquer outra curva diferencidvel por partes
ligando y(a) a y(b) entdo y é uma geodésica. Em particular vy é regular.

Demonstragdo. Ver [6].

Com a ideia de minimizar comprimento de curvas é conveniente introduzir uma distancia

em uma variedade Riemanniana.

Definicao 1.33 Seja M uma variedade Riemanniana. Definimos a distancia de dois
pontos p, q € M, d(p,q), como sendo o infimo dos comprimentos de todas as curvas

diferencidveis por partes ligando p a q.

A distancia, como foi definida, faz com que M seja um espaco métrico. Assim temos que:

Proposicao 1.34 Seja M uma variedade Riemanniana. M com a distdancia definida acima

é um espago métrico, isto é:

(i) d(p,r) <d(p,q)+d(q,r),
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(ii) d(p,q) =d(q,p),
(iti) d(p,q) >0ed(p,q) =0 & p=gq

para todo p, q, r € M.

Proposicao 1.35 Uma variedade Riemanniana M é completa se, e somente se, todas as
geodésicas Y(t) em M estdo definidas para todos os valores do pardmetrot € R.

Demonstragdo. Ver [6].

Outro fato que aparece da ideia de completude € a existéncia de uma geodésica minimi-

zante ligando quaisquer dois pontos da Variedade Riemanniana.

Proposicao 1.36 Se M ¢é uma variedade Riemanniana completa, entdo para quaisquer
dois pontos p, q € M existe uma geodésica minimizante ligando p a q.

Demonstragdo. Ver [6].

Em seguida definiremos a curvatura em uma variedade Riemanniana M.

1.5 Curvaturas

Nesta secdo apresentaremos uma defini¢do de curvatura que intuitivamente,
mede o quanto uma variedade Riemanniana deixa de ser euclidiana. Definiremos também
algumas outras curvaturas especiais, como a de Ricci e a escalar que é um dos principais

objetos de estudo deste trabalho.

Definicao 1.37 A Curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma correspondéncia
que associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicagdo R(X,Y) : X(M) — X (M) dada por

R(X,Y)Z =VyVxZ— VvaZ—I—V[X’y]Z, A< %(M),
onde V é a conexdo Riemanniana de M.

Observe que se M = R"entdo R(X,Y)Z=0,V X,Y,Z € X(R").
Podemos olhar esta definicdo em um sistema de coordenadas {x;} em torno de

p € M. Como [i

o a_x]] =0, temos que

ad

0 d 0
R (a_xl-’ E) . (Va/axjva/axi - Va/ax,»Va/axJ .

isto €, a curvatura mede a ndo-comutatividade da derivada covariante.
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Em um sistema de coordenadas (U,x) em torno de p € M, indicaremos, como

0
de costume, — = X; e temos que
axi
)
R(X:, X)X = Y R 4 X -
l
Assim jok sdo as componentes da curvatura R em (U,x). Se X = ZuiX,-, Y = Zva-,
l

J
Z = Zkak, obtemos, pela linearidade de R, que:
k

R(X,Y)Z=Y Riuv/wX,
i,j.k,l

/ k .
onde R; jk S€ expressa em termos de I’} ; por:

0
k= ZF i Zrkrzsl_l_ T3 ke (1-4)

Relacionada com o operador R, estd a curvatura seccional que definimos da

seguinte maneira.

Defini¢ao 1.38 Dado p € M, 6 C T,M um subespago de dimensdo dois, o niimero real

(‘x7y’ x? y)
K(o) =K(x,y) = ——5-,
(0) = Klry) = 7275
onde {x,y} é uma base qualquer de G, é chamado a curvatura seccional de G em p.

Consideramos x = z, um vetor unitirio em 7,M, tomemos uma base ortogonal

{z1,...,2n—1} do hiperplano de T,M ortogonal a x e consideremos as seguintes médias:

1 n—1
Ric,(x) = - 1Z(R(x,z,-)x,z,->, i=1,2,....n—1 (1-5)
=1
n—1 n
S(p) = —ZRlcsz Y (R(zj,z)zjszi)s j=1,...,n. (1-6)

(” -1) 5 j=1

As expressdes acima ndo dependem da escolha das correspondentes bases ortonormais;
elas sdo chamadas curvatura de Ricci na dire¢do x e curvatura escalar em p, respectiva-
mente.

A nocdo de curvatura é um caso particular da no¢@o de tensor que € um objeto
util em geometria diferencial. A ideia de tensor € uma generaliza¢do natural da ideia
de campos de vetores e o ponto importante € que os tensores podem ser derivados

covariantemente.
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Para o que se segue convém observar que X (M) ¢ um médulo sobre (M), isto é,

X(M) tem um estrutura linear quando tomamos como "escalares"os elementos de T(M).

Definicao 1.39 Um tensor T de ordem r em uma variedade Riemanniana é um aplicagdo
multilinear
T:X(M)x--xX(M)—t(M).

[\ S

Vv
r fatores

Isto quer dizer que, dados Y1,...,Y, € X(M), T(Y1,...,Y;), é uma fungdo diferencidvel

em M, e que T é linear em cada argumento, isto é,

T(Yi,....fX + g¥,....Y,)=fT(1,....X,....Y,)
+ gT(Y1,....Y,....Y,),

Paratodo X,Y € X(M), f, g € ©(M).

Exemplo 1.40 O tensor curvatura
R:X(M)xX(M)xX(M)xX(M)— (M)
é definido por

R(X,Y,Z,W)= (RX,Y)Z,W), X,Y,Z, W € X(M).

d
verificamos que R é um tensor de ordem 4, cujas componentes no referencial {X,- =%
Xi

associado a sistemas de coordenadas (x;) sdo
R(X;, X, Xi,Xi) = Riju

Na préxima secao, vamos estudar as relagdes entre as geometrias das variedades
M e M. Veremos como as relagdes entre as métricas Riemannianas de M e M se exprimem
por meio da segunda forma fundamental, entre estas relagdes, uma das mais importantes
que vemos é a formula de Gauss, que relaciona as curvaturas seccionais de M e M com a

segunda forma fundamental.

1.6 Imersoes Isométricas

. ——n+k
Consideremos agora f : M" — M

uma imersao isométrica. Para cada p € M
existe uma vizinhanga U C M de p tal que f(U) C M é uma subvariedade de M. Ao
identificarmos U com f(U) ev € T;M, g € U com df,(v) € Ty,)M, para cada p € M,

o produto interno em 7,M decompde T,M na soma direta T,M = T,M & (T,M)*, onde
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(T,M)* é o complemento ortogonal de T,M em T,M. Assim se v € T,M, p € M, podemos
escrever
v=vI N W e M W e (T,M)*

Indicaremos a conexdo Riemanniana de M por V e definiremos V¥ = (?YY)T, onde X,
Y sio extensdes locais de X, ¥ a M e B(X,Y) = ViY — VxY é um campo local em M
normal a M. Temos que B(X,Y) estd bem definida pois ndo depende das extensdes X e Y

e por propriedades da conexao, Hy : T,M x T,M — R dada por
Hn(x,y) = (B(x,y),n) ,x, y € TyMen € (T,M)"

¢ uma forma bilinear simétrica.

Defini¢ao 1.41 A forma quadratica Iy definida em T,M por
Iy (x) = Hy(x.x)

é chamada a segunda forma fundamental de f em p segundo o vetor normal M.

Observamos que a aplicacdo bilinear H fica associada uma aplicacdo linear auto-adjunta
Sy : TyM — T,M dada por

(Sn(x),y) = Hy (x,y) = (B(x,y),M) -

Consideremos o caso particular em que a codimensdo da imersdo € 1, i.e.,
fM— 1\_4"“; f(M) C M ¢ entdo denominada uma hipersuperficie. (Observe que uma
hipersuperficie pode ter auto intersec¢des, mas as hipersuperficies que iremos trabalhar,
sdo todas mergulhadas).

Sejape Men € (T,M)*,

uma base ortonormal de vetores proprios {ei,...,e,} de T,M com valores proprios reais

n| = 1. Como Sy, : T,M — T,M é simétrica, existe

M,y Ay, de., Snlei) = Ajej, 1 <i<n.Se M e M sdo ambas orientéveis e estdo orientadas
(i.e., escolhemos orientagdes para M e M) entdo o vetor 1) fica univocamente determinado
se exigirmos que, sendo {ej,...,e,} uma base na orientacdo de M, {ej,...,e,,M} seja
uma base na orientacdo de M. Neste caso, denominamos os e; dire¢des principais e os
A; = k; curvaturas principais de f. As func¢des simétricas de A1, ..., A, sdo invariantes da

imersdo. Por exemplo: det(Sy) = A - - - A,, € denominada a curvatura de Gauss-Kronecker
1

de fe —(A;+---+A,) é denominada a curvatura média de f.
n

As curvaturas de M e M podem ser relacionadas com a segunda forma funda-

mental.
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Teorema 1.42 (Formula de Gauss). Sejam p € M e x, y vetores ortonormais de T,M.

Entdo
K(x,y) —K(x,y) = (B(x,x),B(y,y)) — |B(x,y)|*.

Demonstragdo. Ver [6].

. . —n+t1
No caso de hipersuperficies f: M" — M , aformula de Gauss nos fornece uma
relacdo entre as curvaturas seccionais de M e M e as curvaturas principais, da seguinte
forma:
K(ei,ej)—K(ei,ej) :7\,,'7\‘1'. (1—7)

As variedades Riemannianas de curvatura seccional constante, a saber, o espaco
euclidiano R” com K = 0, a esfera unitdria S” C R"*! com K = 1, e o espago hiperbélico
H" c L"*! que tem curvatura seccional K = —1 sdo as tinicas variedades Riemannia-
nas completas e simplesmente conexas com curvatura seccional constante. Isto permite
reduzir o problema de achar todas as variedades completas de curvatura constante ao
problema de determinar certos subgrupos dos grupos das isometrias de R", H" e S", res-
pectivamente.

Na préxima secdo, falaremos sobre uma dessas variedades Riemannianas com

curvatura seccional constante, que € o espaco hiperbdlico H".

1.7 O Espaco Hiperbdlico

Estudaremos agora o espaco hiperbdlico. Veremos quais sdo as suas geodésicas
e apresentaremos uma classe especial de superficies que sdo, as superficies umbilicas.

Considere o semi-espaco do R” dado por

H" = {(x1,...,x,) € R"; x,, >0}

e introduza em H" a métrica 5
i1t =

ij\Als--eydn 2

n

7z

H" € chamado de espago hiperbdlico de dimensao n. Chamaremos de plano do
infinito a fronteira de H", denotada por oH".

Algumas vezes, quando for necessdrio, usaremos outro modelo para o espaco
hiperbdlico, que € o modelo do hiperboloide, mas antes de falar desse modelo, precisamos

definir o espaco de Lorentz de dimensao n, que € o espaco vetorial real, dado por

L"={(x1,...,x%) : x; € R},



1.7 O Espaco Hiperbdlico 28

munido das operacdes usuais de soma e multiplicacdo por escalar do R" e do produto

interno
n—1

g(x,y) = (x,y) = —Xuyu + Y xiyi s
i=1

onde x = (X1,...,X5) €Y= (V1y---,Yn)-
Uma subvariedade de " € obtida considerando o semi-espaco do R" dado por

Hn:{(xl,...,xn) € Rn’ <x’x>:—1 e xn>0}

Note que a equagdo (x,x) = —1 representa geometricamente um hiperboldide de
duas folhas em R" e H" como foi definido acima é uma das folhas desse hiperboldide.
Observamos que esses dois modelos sdo isométricos e quando for mais conveniente
usaremos um ou o outro modelo, para tornar os cdlculos mais simples.

Agora, vamos falar sobre quais sdo as geodésicas do espaco hiperbdlico. Temos

a seguinte proposicao:

Proposicao 1.43 As retas perpendiculares ao hiperplano x,, = 0, e os circulos de H"
contidos em planos que sdao perpendiculares ao hiperplano x,, = 0 e cujos centros estdo

neste hiperplano sdo geodésicas de H".

Demonstragdo. Observe que uma isometria de R"” que sé envolve as varidveis xi,...,Xx,—|

7z

ndo altera a métrica g;; e é, portanto, uma isometria de H". Decorre dai que basta

considerar retas e circulos no plano xx,. Assim temos o seguinte resultado:

Seja G o semi-plano superior, isto é, G = {(x,y) € R%;y > 0} com a métrica
Riemanniana g1; = g2 = —,812 =821 = 0.

Mostramos que o segmento Y : [a,b] — G, a > 0, do eixo dos y, dado por
v(t) = (0,7) é a imagem de uma geodésica. De fato, para qualquer arco ¢ : [a,b] — G
dado por ¢(t) = (x(¢),y(t)) com ¢(a) = (0,a) e c(b) = (0,b), temos que

o = [l [ ()5
/a dt_/aba;y i),

Segue-se que Y minimiza arcos diferencidveis por partes, e, da proposicao (1.32), que a

dy
dt

imagem de Y € uma geodésica. Temos que a transformagao

az+b
cz+d’

z=x-+1iy, ad—bc=1,
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transforma o eixo Oy em semi-circulos superiores ou em semi-retas x = xg, y > 0. Estas
curvas sdo, portanto, geodésicas em G. em verdade, estas sdo todas as geodésicas de G,

pois por cada p € G e cada dire¢do em 7, G passa um tal circulo com centro Ox.

Figura 1.5: Geodésicas de G passando por p

O
Agora falaremos de superficies umbilicas no espaco hiperbdlico para uma melhor com-

preensdo dos conceitos. Mostramos como sio as superficies umbilicas em H?>.

Superficies umbilicas do espaco hiperbdlico

o o~ . e+l . L. . . .
Definicio 1.44 Seja (M ', g) uma variedade com métrica Riemanniana g e seja V a sua
~ . . . . ~ —n+1 ,1s
conexdo Riemanniana. Diz-se que uma imersdo x : M" — M~~~ é umbilica se, para todo

p € M a segunda forma fundamental B de x em p satisfaz

<B(X7Y)7n><p):k(p)<XaY>7 7"(1’) € R,

para todo par X, Y € X(M) e todo campo unitdrio | normal a x(M); aqui estamos usando

(,) para indicar a métrica g em M e a métrica induzida por x em M.

—n+1 . -
Mostra-se que quando M ' tem curvatura seccional constante, A ndo depende de

p- Além disso, se mudarmos a métrica g para a métrica g = ug, conforme a g, a imersao
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x:M"— (M"+1,§) continua a ser umbilica (observamos que a métrica hiperbdlica é
conforme a euclidiana). Logo, tomando M"H = R"*! com a métrica euclidiana, mostra-
se que se x : M" — R"*! ¢ umbilica, entdo x(M) estd contida em um 7 — plano ou uma
n—esferade R"! assim as hipersuperficies umbilicas do espaco hiperbélico, no modelo
do semi-espaco superior H", sdo as intersec¢des com H" de n — planos ou n —es feras de
R

Portanto, as hipersuperficies umbilicas do espago hiperbdlico sdao os planos total-
mente geodésicos, as esferas geodésicas, as horoesferas e as hiperesferas (ou superficies
equidistantes), que também tem curvatura seccional constante.

Os planos totalmente geodésicos sao os semi-planos Euclidianos verticais, con-
tidos em H, ortogonais ao plano do infinito e sdo isométricos aos hemisférios, contidos

em H? ortogonais ao plano do infinito (Conforme figura 1.6).

Figura 1.6: Planos totalmente geodésicos

Superficies equidistantes sdo superficies tal que seus pontos estdo a uma distan-
cia fixa de um plano totalmente geodésico. No modelo do semi-espago, elas sdo represen-
tadas por semi-planos inclinados em relagio a OH?> ou por calotas esféricas cujo bordo é

uma circunferéncia contida no oH? (figura 1.7).

Figura 1.7: Superficies equidistantes
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Na figura (1.7), vemos do lado esquerdo uma superficie equidistante do plano
x =0 e do lado esquerdo vemos uma equidistante a um plano dado por um hemisfério.

As horoesferas de H? sdo representadas por uma esfera tangente a oH?> (contida
em H? UJH?) ou por planos paralelos a 0H? (figura 1.8).

As esferas geodésicas sio esferas totalmente contidas em H?. Elas sio definidas
da mesma forma que no espago Euclidiano, como os pontos que equidistam de um ponto
dado. No entanto, devido a métrica em H?> ser diferente da métrica Euclidiana, o seu
centro fica deslocado em relacdo ao centro Euclidiano.

Na figura abaixo a esquerda temos uma horoesfera dada por um plano horizontal,

e a direita a horoesfera est4 representada por uma esfera tangente a 9H?.

Figura 1.8: Horoesferas

1.8 Outros Resultados

Trabalharemos com um subgrupo das isometrias no espago ambiente e por iSso

sd0 necessdarias algumas defini¢des. Aqui M denotada o espaco ambiente.

Definicao 1.45 Uma transformagao ortogonal em M é uma aplicagdo linear T : M — M
que satisfaz
(T (@), T(v) = () Y, v € M

Aqui denotamos o grupo das isometrias de M com a operacdo composicao por
ISOM).

Proposicao 1.46 O grupo ISO(M) é isomorfo ao grupo das matrizes (n+1) x (n+ 1),

com a operagdo de multiplicdo, do seguinte tipo

A v

G| =
o1
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onde A é uma matriz n X n ortogonal, v € um vetor n X 1 e 0 € a matriz nula 1 X n.
Demonstragdo. Ver [18]. O



CAPITULO 2

Hipersuperficies de Rotacio com Curvatura

Escalar constante em R”

Neste capitulo, vamos classificar as hipersuperficies de rotacdo com curvatura
escalar constante, que sdo invariantes pela acdo de um subgrupo do grupo das isometrias
do espago ambiente. A fim de classificar essas hipersuperficies, vamos definir € enunciar
alguns resultados que nos ajudardo a entender e demonstrar o teorema de classificagdo,
que veremos no final do capitulo.

Tomamos como sendo o grupo das transformagdes ortogonais com determinante
positivo G = O(n — 1) (que é um subgrupo das isometrias de R"), atuando sobre as n — 1

primeiras coordenadas de R".

Definiciio 2.1 Uma hipersuperficie (Esférica) de Rotacdo M"' C M" (¢) é uma hipersu-

perficie invariante pela agdo do grupo ortogonal G = O(n—1).

Acrescentamos a palavra esférica a defini¢cdo de hipersuperficies de rotacdo visando o
caso no espacgo hiperbdlico, pois sdo definidas outros tipos de rota¢des, que ddo origem
as hipersuperficies parabdlicas e hipersuperficies hiperbdlicas que ndo sdo 0 nosso caso.

Dado o grupo G, a 6rbita de um ponto p € R” é o conjunto

G(p) ={g(p); g € G}

Se p = (x1,...,x,) € R", a 6rbita de p sobre a agdo de G é uma esfera
(n —2) — dimensional de raio r(s) que é perpendicular a {, que é o eixo de rotag@o.
Uma hipersuperficie de rotagio M"~! C R" gerada pela curva o em torno do eixo {
que ndo encontra o € obtida, fixando o elemento mais simples de cada drbita para ser o
representante da classe. Assim pegamos as transformacdes ortogonais de R"” que deixam
fixos os pontos de C.

Assim temos que toda 6rbita de G contém um Unico ponto do tipo p =
(x,0,...,0,y);x > 0 de modo que existe um correspondéncia biunivoca entre o conjunto

P2 ={(x,0,...,0,y) € R" x>0} e o conjunto das 6rbitas de G. Por essa bijegio entio
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temos que se p = (x1,0,...,0,x,); x; > 0 a drbita de p sobre a a¢do de G é uma esfera
(n—2) - dimensional de raio r(s).

Seja o € O(n— 1), a curva o(ar) é chamada de meridiano de M"~!, e a 6rbita
de um ponto de o sob a agio de O(n — 1) é chamada de paralelo de M"~!. Alem disso,
temos que as hipersuperficies de rotacdo invariantes por O(n — 1) s@o dadas pela unido
das oOrbitas Gy).

Assim, consideremos um curva o, mergulhada em P? de equacdes paramétricas
o(s) = (r(s),0,...,0,h(s)); r(s) > 0 parametrizada pelo comprimento de arco, ou seja,
PPr?=1.A acdo de G sobre esta curva gera um hipersuperficie G invariante em R” e
fixamos como origem do sistema de coordenadas o ponto (0,0,...,0,0) € R™.

Admitindo y(81,...,6,_2) uma parametrizagio ortogonal da esfera unitdria (n —

2) — dimensional, uma parametrizacdo de M pode ser dada por

B(O1,....0,—2,5) =r(s)[y(01,....0,—2,5),0] + (0,...,0,(s)).

Sendo y uma parametrizacdo ortogonal, onde os coeficientes da métrica g;; da esfera sdo

dados por
LI
811 =190, 98,

e os vetores tangentes as curvas coordenadas de M~ !, nesta parametrizacio sdo dados por
d a

B (Ao

00; 06,

Ph

= F(5) {181, 0,2),0] + (0., 0.H(5)

Neste caso, 0s g;; na parametrizagio 3 tem a seguinte expressao:

L R RVNC) (VNNL:) A YRVEC) S Y SRR
gl] - <aei7 ae]> - <r(s)ael_7r(s) ae]> =r (S)<aei7 ae])sl] =r (S)gl]

= (5 50 = O Gt ) (50) O ) =0 @D
to= (2B — () P11, O )P (H(5) =

onde 1 <i,j<n—2.

Consideramos F{.‘j como sendo os simbolos de Christofell na parametrizacao [3 e

F{.‘j na parametrizacao 'y da esfera unitdria.
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Sabemos que
1 0 0 0
I —=_ e o B km )
=2k { ax, 5 " g, B axkg”}g
Como a matriz (g;;) ¢ diagonal, segue que

1
¢"=0 para k#+m e g"M=—.

mm

Logo

b2 a8y
) ax,-gf’” ijgml axmg” Smm

Consideremos agora os seguintes casos:

1)Sei#j#k
1";-’;:0. (2-2)
2)Sei=j, m#i
1 0 1
IM=—-3 ——gic—. 2-
" 2{ axmgl}gmm (e-3)
3)Sei=me j#i
- ~ 10 1
| A A P 2.4
ij JiT 1 {axjgn} g (2-4)
4)Sei=j=m
.1 (0 1
A
.= — e . 2_
ii Z{Bxig”}gii (2-5)

Observamos que F;’Jl- = 1"?} paral <i,j,m <n—2.Em seguida, calcularemos as curvaturas

seccionais de M" 1,

Proposicio 2.2 As curvaturas seccionais de M"~' em R" sdo dadas por
K 0 d 1= (F(s))?
ael”aej N (I’(S))z

(2-6)

onde 1l <i<j<n-—2.



Demonstragdo. Temos que

R(2 2)9 9
K i 2 . aefas ae;as . m/g{' Rm
aei7as N 0 ’

8ii 8ii
8ii8ss _%'2:

onde
0 0 0 def

d
_ [
= V, Zr”ael V%Zrﬂae

_ Zrl Vaa/ael‘i‘% (ZFZ;) Zl"l V a a/ael (erzas>
P a 0
= Xl"l“ Zrla/as+ ( i 3¢ ) ZF ZF 9/0s — (Fila )
o .| ad J
= {;FZ sl Z ZF —|— 1—~l aer“}a _Rfsza

Por (1-4) temos que

0
stsz = Filr‘il +Ffzr:vvs F;lrfl F:vvzrfs + Z Fl Fs _1—~s ae Fs
I#i,s
que € equivalente a:
S '] S S i a X
R =Ty — i) + (T — Tgy) + &Fii NESD IR ¥

I#i,s

Usando as relacoes (2-1) a (2-5) obtemos

10 1
2]l -
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1 / o !
= 5 2r (S)r(s)g”} (r(s))zgu
e

r(s)

10 1
[, ==9 =~ — =0
58 2 { ael gss} gss
Como I'; = 0, segue que Z FU « = 0. Portanto

I#i,s

Ry =~/ 6@ S (o)

= (F(5))%8i— 7 (s)r(s)8i — (' ()i
= —(s)r(s)gi -

Assim temos que

0 9\ _ —r(s)r(s)gi _ —r"(s)
. (89,-’ as) (r(s))?gii r(s)

Consideramos agora 1 <i < j <n—2, por defini¢do temos que

(r(2 2y 2 .
K<i d ): 36;" 98 aeio’ae,- R{J,g/ _ Ry
a@,’aej gug/ 8ii ’
giigjj_%

Segue que
0 0 ;
gll (ael7 aej) iji ( )
onde
Rj _ rl 1-*] Fl 1-*] + _1-*] J 1-*]
e Z S Z 08; " 96;
= FilF§l+Fl]lej Fljlrzjl Fﬁlrzj]—f— Z Fflrjl
I#i,j,s
J J J J s 1J
+ 5,00~ g it Dl

Como Fk Fk para 1 <i, j,k <n—2,usando o fato que a curvatura seccional da esfera
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unitaria € 1, temos

0

R(2 9\9 9

1:%(1 i>: 36,00, ) 96,08,
8ii8jj — %

_ Rgs Rl

- Qi% i

ou seja
ﬁzjﬁ = gii -
Portanto,
szji = f‘iif‘j:i + fljffﬁ i ) — f;ﬁlf{j
v %sﬁﬂﬁ%f{;—a%ifjﬁfffﬁs
= ﬁi.ji + f‘;f“js = gii t+ ffzf;s
Temos que

B = (312/0r0m)

N———

(% {2 (s)r(s)gi} W)

&ii

Segue de (2-1) e (2-7) que

(r(s))%8i = K (i i) — i~ ()%

€ portanto
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Proposicio 2.3 A Curvatura Escalar S de uma Hipersuperficie de Rotacido M"~' em R"

é constante ao longo das orbitas e é dada por

2(s) | (1=3)(1=(s)
(=1r(s) " (= 1DP0)

onde s é o comprimento de arco da curva.

S = (2-8)

Demonstragdo. Temos que S é a média da media normalizada das curvaturas Seccionais
em uma base de subespacos bidimensionais ortogonais do espaco tangente em um dado
ponto p € M. Nas coordenadas (s,®), temos que as curvaturas seccionais sdo dadas em

(2-6). Vamos agora calcular a curvatura de Ricci no ponto p na direcao de cada vetor da

base. Temos por (1-5) que a curvatura de Ricci no vetor —— € dada por

90,
, d 1 d J ,
Ric, (8_91) = Z<R(8_91’Zl)a_91’zl>’ i#1

= (- _<r(<’:>(;2)2) )

Seguindo assim sucessivamente, temos que para cada —— comi=1,...,n—2 acurvatura

00;

temos

de Ricci serd a mesma, onde em

d
aen—2

o 1) - oo (S4)-5)

0
0. que € dada por
N

Resta agora calcular a ultima curvatura de Ricci em

. 0 1 0 d .

i

- me2(5)

Agora, vamos calcular a curvatura escalar S que é dada em (1-6) por

1
n—1

n—1
S(p) = Z,l Ricp(z;) -
j=
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Somando as n — 1 curvaturas de Ricci calculadas acima temos,

S(p) = G;;ﬁ@j35<m—2xn—a(l%£§%ﬁ)_2m_zwx¥§>)

::(n—$<@%;g%%§ﬁ>_2(ﬁigg%5)'

27" (n=3)(1—r"?)
N (n—l)r+ (n—1)r?

Assim

A partir de agora vamos supor que a curvatura escalar S é constante.

A proposi¢do anterior nos mostra que encontrar uma hipersuperficie invariante
por O(n— 1), com curvatura escalar constante S, e gerada por um curva o.(s), parame-
trizada pelo comprimento de arco, corresponde a encontrar uma solugio r(s) da equagio
diferencial de segunda ordem

27" (n=3)(1—r?

§ = (n—l)r+ (n—1)r2 ~’

que € equivalente a
21" — (n=3)(1=+*)+ (n—1)S? =0. (2-9)

A fim de determinar o(s) a partir de uma solucgdo de (2-9) fazemos o uso da geometria

das orbitas espaciais. Como o.(s) estd parametrizada pelo comprimento de arco temos que
PPt =1, (2-10)

onde h(s) mede a altura Riemanniana com relagdo ao hiperplano x, = 0. Neste caso,
a curva os) fica completamente determinada por (2-9) e (2-10). Assim o problema
de classificacdo € reduzido a determinar as curvas integraveis, do sistema dado pelas
equacdes (2-9) e (2-10). Incluimos nesse conjunto as curvas de reunido ortogonal a
fronteira das Orbitas espaciais, isto é, as solugdes onde r(s) — 0, juntamente com
r’z(s) — 1, quando s — .

A partir de agora assumimos que n > 4, pois o caso n = 3 corresponde as
superficies invariantes pela acdo do grupo O(2), que sdo as de revolugdo, e tem uma

natureza diferente devido ao néo aparecimento do fator (n—3)(1 —7r/ 2) na equagio (2-9).



41

Proposicao 2.4 A equacgdo (2-9) é equivalente a equacdo diferencial de primeira ordem
P31 = s =K, @2-11)

onde K é uma constante. Além disso, para uma solucdo constante igual a ro tem-se que

n—3
S>0, r(z) = ((n—l))S e

K= 5 {<(—_13>)s}

Demonstragdo. Multiplicando a equacio (2-9) por —#/r"~* obtemos
277" 3 (n-3)(1— r'z)r"*‘lr' —(n—=1)S/"?=0.

Observamos que o lado esquerdo da expressdo acima € justamente a derivada da func¢do
31— %) = 8! logo

("2 -r) =5ty =0.
Integrando em ambos os lados temos que,
r"_3(1 - r'z) —Sr”_l) =K,
onde K é uma constante. Fazendo r(s) = rp na equagéo (2-9) segue que
—(n=3) + (n—1)S3=0, assim

2 (n—3)

rn = (I’l— 1)S ) (2-12)

e substituindo ry na equagdo (2-11) temos,
-3 ~1
ro ~ —Srp = Ky,

que € equivalente a

Logo,

assim temos que
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Observamos que se ry ¢ uma solu¢do constante de (2-9), entdo por (2-12) temos que
n—3 . . ~
S= W > 0, concluindo assim a demonstracgao. O
n—1)r,
0

Corolario 2.5 As solugoes constantes do sistema formado por (2-9) e (2-10) correspon-
dem aos cilindros equidistantes de {, isto é, as hipersuperficies isométricas a { x "2 (r,).

Além disso, a curvatura escalar constante S varia no intervalo (0, ).
Demonstracdo. Das equacdes (2-9) e (2-10) para r(s) = ry, sdo dadas por:

—(n=3)+(—1)Sr3=0 e n?

=1.
Logo temos que /'(s) = £1, assim h(s) = s, pois h(s) > 0. Temos que a 6rbita é
isométrica a um esfera de raio ry.

Observamos que as hipersuperficies de rotagéo sdo produtos Riemannianos de €

pela 6rbita constante. Como 73 = (":3) temos que a curvatura escalar S e sempre positiva
07 (n—1)S
para uma solucdo constante, ou seja, S € (0,0). O

'

=Y

Figura 2.1: Cilindro em R"

Vamos agora fazer um estudo qualitativo do comportamento das curvas de nivel

da equacdo (2-11).

2.1 Curvas de Nivel

Definicdo 2.6 Seja H : D C R? — R uma funcdo de duas varidveis, definida em um
dominio D. Dado um nuimero (nivel) K € R, definimos a curva de nivel associada a

K como o conjunto
{(u,v) € D C R*H(u,v) =K},
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isto é, o conjunto de todos os pontos do dominio de H para os quais o valor da funcdo é
K.

Continuando o estudo da curvatura escalar de M, temos pela equagdo (2-11),
que uma solugdo local r(s) de (2-9) juntamente com a sua derivada 7/(s), denotado por
(r,r') é um subconjunto das curvas de nivel da fungdo H (subconjunto no sentido que ha

restri¢des para r(s) e r/(s)) definida por
H(u,v) = u"3(1 —v* — Su?)

onde u > 0.
Observamos que essa fun¢@o possui um tnico ponto critico que € dado quando

S > 0 e pertence ao eixo horizontal. De fato, temos que o gradiente de H (u,v) é
VH =u"*((n—3)(1 —v?) — (n— 1)Su?, —2uv).
Queremos encontrar os pontos criticos dessa fungdo, ou seja, resolver o sistema
n=3)(1-v)—(n—-1)8u®> = 0
—2uv = 0.

Pela 22 equagdo temos v = 0, pois u # 0.

Assim, (n—3)(1 —y’zo) — (n—1)Su? = 0, ou seja, up =

(n—1)S

-3
(nn——l)S’O>' Vamos analisar que

tipo de ponto € cg. Calculando a matriz hessiana obtemos,

Logo, temos que o ponto critico é ¢y = <

82H n—>5 2 n—3
5z = U n=4)n=3)(1=v)—(n—1)(n—2)Su
0*H 3

Er

o’H 0*H -

wou auav:_zvu fn=3).

Substituindo o ponto critico cp nas equagdes acima, obtemos a matriz

-2
H(co) = ”8_3 (n—4)(n—3)u, O— (n—1)(n—-2)8 _02

-2 _ (n—1)S .
observamos que MO =3 assim
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| S (n—4)-Sr—1)(n—2) 0 ]

0 -2

Logo, det[H(co)]=—-28S(n—1)-(—2)=4S(n—1) > 0ecomo a;; <0 na matriz acima,

temos que, co € ponto de maximo.

Definicdo 2.7 Dizemos que uma solugcdo r(s) > 0 de (2-11) é completa se r(s) estd
definida para todo s, ou se (r,r') admite apenas (0,1) e (0,—1) como valores limites

(observamos que essa mesma definicdo é vdlida no espago hiperbdlico).

Lema 2.8 Todas as solucoes da equagdo (2-11) podem ser estendidas para solugoes com-
pletas. O subconjunto (r,r') sdo as componentes conexas das curvas de nivel, indicadas
nas figuras 2.2, 2.3 e 2.4.

Demonstracdo. Tomemos o semi-plano aberto {(u,v) : u > 0} com as curvas de nivel

H(u,v) = K. Cada curva é uma unido suave de dois gréficos

K
V= j:\/l —Su? —
w3

exceto para o nivel Ky dado pela proposi¢do (2.4), quando S > 0. A curva de nivel H = Kj

possui um Unico ponto critico, que estd no eixo horizontal, como foi demonstrado acima.

Para K = 0, as curvas de nivel de equago sdo v? + Su? = 1 é uma cdnica limitada
no semi-plano por (0,1) e (0,—1).

Para K # 0, note que a curva de nivel é fechada no semi plano aberto (no semi
circulo para u > 0). Portanto, ¢ um subconjunto completo. De fato, se u — 0" tem-se
que v — oo assim a curva de nivel assintota o eixo vertical a uma distancia positiva.

Consideremos a folheagao do semi-plano aberto por curvas de nivel H = K para
$=0,5>0eS5<0:

Caso S = 0. Observamos que V> = 1 — Mn—lf3 Aqui K assume todos os valores e
H (u,v) ndo possui pontos criticos. Para K = 0 temos duas assintotasemv=1ev= —1.
Para K > 0 quando u — 0 a curva tende para as assintotas horizontais, ja quando K < 0
e u — 0 a curva vai para o infinito, € quando u — o a curva tende por cima para as

assintotas verticais (Figura 2.2).



2.1 Curvas de Nivel 45

v

1

-1

A& _
m
\_
v

Figura 2.2: Curva de Nivel para § =0

Caso S > 0. Temos que H(u,v) possui o ponto critico Ky que é de méaximo.
Assim, todo nivel K é menor que Ko. Observamos que para K = 0, v> + Su? = 1, descreve
a metade de uma elipse, limitada no eixo v por (0,1) e (0,—1) e no eixo u por (1/+/S,0).
Se K < 0 quando u — 0 temos que v — Foo, assim a curva assintota o eixo vertical.

Se 0 < K < Kj a curva de nivel é compacta (Figura 2.3).

VA

Figura 2.3: Curva de Nivel para S > 0



2.1 Curvas de Nivel 46

K

Caso S < 0. Neste caso, a equacio é v> = 1 — Su? — —3, onde K assume todos

os valores e H(u,v) ndo tem pontos criticos. Para K = 0, > — =1, a coOnica

M2
(1/VS)?
formada sdo dois ramos de uma hipérbole na regido relevante. Para K > 0, temos que
V+Sut=1-— K/u”_3. Assim, 1 — I(/u”_3 < 1, e a curva de nivel assintota os ramos da
hipérbole pelo lado de dentro. Para K < 0, se u — 0 temos que v — =0, a curva de

nivel assintota os ramos da hipérbole pelo lado de fora (Figura 2.4).

VA

-1

Figura 2.4: Curva de Nivel para S < 0

Segue a partir da teoria de EDO que uma solug@o local r(s) de (2-11) pode ser
estendida através de valores de s para os quais o subconjunto (r,7') estd contido no semi-
espaco.

Logo, concluimos que se K = 0, as solu¢des sdo completas no sentido da
defini¢do (2.7), e para K # 0 podem ser estendidas para solugdes completas, através das

componentes conexas das curvas de nivel (r,7).

Lema 2.9 Dada uma solugdo (r(s),h(s)) do sistema dado pelas equagées (2-9) e (2-10),

determinamos uma solugdo r(s) de (2-11) tal que

r’2<1

Demonstragdo. Segue a partir da equagdo (2-10) que »/ 2 <l1. O
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Agora, estamos em condi¢des de enunciar e demonstrar o principal teorema do
capitulo, que classifica as hipersuperficies completas de rotacdo, em R”, com curvatura

escalar constante S.

2.2 Teorema de Classificacao em R”

Teorema 2.10 Classificacdo das Hipersuperficies de Rotacdo em R".

(i) A menos de translacoes verticais, existe precisamente uma familia a um pardmetro
de hipersuperficies de rotacdo completas, com curvatura escalar constante S = 0,
convergindo para o hiperplano R"™'. Em R*, a curva no plano é uma pardbola.
Em R3, é uma catendria. Em R, n > 6, ela assintota dois eixos horizontais.

(ii) Para S > 0, existe uma familia a um pardmetro de hipersuperficies mergulhadas,
completas com curvatura escalar constante S, todas periodicas e cilindricamente li-
mitadas, que convergem para uma sequéncia de esferas, duas a duas verticalmente
tangentes (veja figura 2.5).

(iii) Ndo existe hipersuperficie de rotagdo completa com curvatura escalar constante
S <O0.

Demonstragdo. Pelo Lema (2.9), todas as solucdes da equacgdo (2-11) sdo completas, mas
aquelas correspondentes as hipersuperficies completas em R” também devem satisfazer
a desigualdade r/ 2(s) < 1, como ja foi demonstrado. Assim, apenas as curvas de nivel
contidas na regido (v(s))? < 1 serdo levadas em consideragio. Os possiveis valores de K
sao indicados nas figuras 2.2, 2.3, 2.4, dependendo se S =0, S >0 ou S < 0.

Em qualquer dos casos temos que u = r(s) e v=r/(s), de modo que a intersec¢do
das curvas de nivel com o eixo horizontal v = 0 corresponda aos pontos em que a distancia
da curva geradora o em relagéo ao eixo de rotagdo £ seja critico; claramente a simetria de
todas as curvas de nivel permite distancias criticas apenas do tipo mdxima e minima.

Sem perda de generalidade, vamos tomar 4(0) = 0 para altura inicial.

Prova do item(i): Para S = 0, a figura 2.2, mostra que K assume valores em [0,0). Para
o valor § =0 e K = 0, temos que, substituindo na equagao
r"’3(1 - (r’)z) L ¢ ,

obtemos,
31— ()?)=0 como r3>0,temos 1—()>=0

(¥)?=1 assim, ¥=1our =—1.

Se =1, temos r(s)=s. Se r=—1, segue r(s)=—s, um absurdo pois r(s)>0.
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Assim r(s) =s, s>0.
Pela equacdo (2-10), temos que

("4 (")* =1, implicaque, (K)>=1-(")>.

Logo,
(W)?=0 e h(s)=s,=cte.

Como,
h(0) =0 segue-se que, h(s) =0 V s.

Assim, temos as solugdes triviais igual a r(s) = s e h(s) =0, s > 0, correspon-
dendo ao hiperplano gerado pela reta horizontal i(s) = 0.

Fixado K > 0, r atinge um unico minimo r; > 0, que tomamos como distancia
inicial (0).

Por (2-10) e (2-11) temos que

K
AV AV -3
(h) :1—(7") :ﬁ, Onde K=r’1’ s

pois, quando v = 0, temos 7"~ = K, r ndo tem limite superior, e neste caso, a hipersuper-
ficie nao € cilindricamente limitada.

Longe de r{, podemos dividir (h’)? por (k)% + ()%, Obtendo,

W2 r7*3

) 2 e 3,2 2 e
PR equivalente a, h'“r" 3:;”11 SWe o i 3
+r re
2, _ 2 e
= W23 =73 =
n'? r7_3
1”_2 r"_3—r’]1_3

@ 2

ds dh\? 3
N2 \ar = o p——
()

rn—3 — r
Separando as diferenciais e integrando em ambos os lados, temos que

A dr
th=\/r] 3/ B —
r /rn73_r’11—3

Portanto, a curva do plano € formada por dois graficos simétricos dados acima. Conside-
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rando na integral acima, n = 4, temos

T dr
ih:\/r/ .
! ry \/r_rl

Efetuando a mudanca de varidvel y = r — r| segue que dy = dr, logo

dy r
- \/ﬁ/% - 2\/ﬁ\/y|r1 ’
Voltando para a varidvel anterior temos que
=2\/ri\r—n ’:1 =2rir—ri.

Logo,
2

h
+h =2,/ri\/r—r1 que é equivalente a, = r—ry .

r

Assim, a curva no plano sdo pardbolas. Resolvendo agora a integral para n =5, temos
o d
th = /@ / o
"4/ r2— r%
_ / r dr
r 2 '
()
i
Fazendo a mudanca T —sec 0, segue-se que dr = ry secOtan0 d0,

r
r dr secOtan© d0O
[ -
r tan©O

= rI/seCGdG.

Assim,
= ryIn(secO®+tan6) +C.

Portanto,
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Desta forma,

h
r2—ri+r — r2—r?
1 1o
_—_— er1:—+

h=riln e, portanto, -
" ri ri
c,
—h
—\/r2—=r}+r N - I
—h=riln| ——— | . Portanto, e¢’l =—— 4 —
1 r r

Somando as duas dltimas equagdes obtemos

h —h

ell el r ) h r
—— = — equivalentea, cosh| — | =—.
2 ri ri

0 que mostra que as curvas no plano, sdo catendrias.
Quando n > 6, temos que, para r > 2ry, obtemos a seguinte estimativa para a

integral

< lim / = \/_ 2 lim
2}”1

/ \/7 F—o0 i _ =3 F—so0 zrl\/T
23 | —2\// 2V2

= lim
r—yoo (n—5) r(n—S) Mm ) 2r1("_5)

Assim a integral ¢ uniformemente limitada, pois ndo depende do ponto, e neste caso
a curva no plano assintota as duas retas horizontais +h = cte. Geometricamente, isto
nos mostra que exceto para dimensdes n = 4 ¢ 5, a distancia de uma hipersuperficie de
rotacdo em R"” com curvatura escalar zero, a partir do eixo de rotacdo atinge o infinito
num intervalo finito da altura. Esta propriedade também € valida para as hipersuperficies
de rotagdo em R” com curvatura media zero, exceto para n = 3, pois temos que o catenoide
¢ a unica superficie de revolu¢cdo que € minima (ver [12]).

Para o caso K < 0 e S =0, temos que as curvas de nivel ndo pertencem a regido
relevante, dada pelo lema (2.9), e por esse motivo ndo sdo levadas em consideragao.

As afirmacdes sdo claras, desde que os dois graficos se liguem suavemente em

(r1,0) com a reta paralela a , e isto completa a prova de (i).

Prova do item(ii): Para S > 0 a partir da figura 2.3, temos que o conjunto admissivel para
K ¢é [0,Kp] e que todas as curvas de nivel sdo compactas. Temos que as curvas de nivel

correspondentes a valores negativos de K correspondem a hipersuperficies ndo completas,
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pois ndo pertencem a regido relevante 7’ 2 <1.0valorK = Ky nos dé a solugdo r(s) = ry
e h(s) = s correspondendo ao cilindro do coroldrio (2.5). Para o valor K = 0 temos a

seguinte expressao:

r”_3(1—r'2)—Srn_1 = 0 &

A=) =8) = 0

Como 7~ > 0 temos
(1 —r'z)rZ—S:O

Assim
r'2+Sr2—l =0,

que € equivalente a,
2
Fe=1-5r.

Logo,
Y =+v1-82 ou ' =—1-8r2.
Vamos considerar ¥’ > 0, e 0 outro caso segue de maneira analoga. Assim temos,
d d s
d_r =1/1-5r2 e, portanto, /—r = / ds .
s V1-(/sr2 70
Fazendo /S r = sin®, temos que, VS dr = cos0 db. Logo,
1 / cos 0 db /s J
JE— — — Ky
VS V1 —sin’# 0

1 cos 040
VS Vecos20

|
o5}

S
= ds ouseja, ——
/0 " s

Assim, 6 = 51/, e substituindo a condi¢do inicial r(0) = 0, obtemos que

sinv/Ss

r(s) = N

Como F*+h?*=1, podemos obter a expressao de A(s), da seguinte maneira

W=+v1-r? implicaque, Hh =1/1—-cos2V/Ss
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dh
% =sinVSs  logo,  h(s) :/sin Ssds .
S

—CcosvV S s

VS

Logo temos as seguintes solu¢des quando K =0

h(s) = +C, como h(0) =0, segue  h(s) = —=(1 —cosV/Ss) .

Sl

sinv/Ss

1
r(S)—T ; h(S)Zﬁ(

1 —cosVSs) .

Suas translagdes correspondem a uma sequéncia de (n — 1) esferas de raio %
duas a duas verticalmente tangentes no ponto de intersec¢do com o eixo de revolucao.

As curvas de nivel dadas por K € (0, Kp) correspondem as completas, periddicas
e cilindricamente limitadas hipersuperficies. De fato, segue a partir da compacidade da
curva de nivel que a funcdo r(s) é periddica, a partir de um minimo r; > 0, a um maximo
r < ﬁ’ ecomo > <1, W*=1-r%¢ positiva em toda parte. Assim h é monétona, € a

curva geradora estd imersa no plano.

K&K

K=0
KzKq

Figura 2.5: Hipersuperficies de R" com S > 0
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Na figura 2.5, vemos geometricamente como as hipersurperficies convergem
periodicamente de um lado para um cilindro e no outro lado para as esferas.

Temos ainda que qualquer curva do plano atingindo o eixo y, atinge ortogonal-
mente. Este comportamento estd em contraste com a dimensao 3, pois existem superficies
de revolugdo em R? com curvatura Gaussiana constante nula, em que a curva no plano
corta o eixo de revolugdo com um angulo agudo, como por exemplo os cones, analoga-

mente para curvatura gaussiana positiva.

Prova do item(iii): Para S < 0 a figura 2.4, mostra que para K > 0 existem solucdes
locais, embora nenhuma dessas solucdes possa ser levada em consideragdo, pelo fato de
que em nenhum caso r’ 2 < 1 em um intervalo finito. Para K < 0 ndo existem nem mesmo
solucdes locais, com isso terminamos a prova do teorema de classificagao.

O

Observacao 2.11 Geometricamente as solucdes completas de (2-9) ddo origem a hiper-

superficies de rotacdo completas. Quando (r,r’") tem (0,£1) como valores limite, temos

que a curva corta o eixo de rotacdo ortogonalmente. De fato, v’ 2 =1, substituindo em

(2-10) implica que W =0e, portanto, temos que % = 0 entdo Z—ﬁ =0.



CAPITULO 3

Hipersuperficies de Rotacio com Curvatura
Escalar constante em H”

No capitulo anterior, classificamos as hipersuperficies de rotacdo com curvatura
escalar constante em R". Nesse capitulo, obteremos um teorema de classificagdo conside-
rando hipersuperficies de rotacao, com curvatura escalar constante, no espaco hiperbdlico
H". A fim de obter tal classificacdo obteremos alguns resultados preliminares, que serdo
similares ao caso euclidiano.

Consideramos da mesma forma que no caso euclidiano, como sendo o grupo da
transformagdes ortogonais com determinante positivo G = O(n — 1) (que é um subgrupo
das isometrias de H"), atuando sobre as n — 1 primeiras coordenadas de H" (que age da
mesma forma que no caso euclidiano). Como foi definido no capitulo anterior, as rotagdes
que estaremos fazendo no espaco hiperbdlico sdo do tipo esféricas (pois sabemos que
existem rotagdes do tipo parabdlica e hiperbdlicas em H").

Seja M"~! uma hipersuperficie de rotagio em H", isto &, invariante pelo grupo
ortogonal O(n — 1). Vamos parametrizar a curva o,(s) em H? por y; = y;(s) > 0, y, = ya(s)
€ Ynt1 = Yut1(s). Tomamos @(t1,...,t,—2) = (91,...,Q,—1) COMO uma parametrizagio
ortogonal da esfera unitdria no semi-espago superior. Segue que uma hipersuperficie de

rotagdo em H", é dada por (ver [15])

x: M WL

(Satlv"'atn*Z) L — (yl(s)(pla"'7y1(S)(Pnflayn(s)7yn+1(s))7
onde

O =Qit1,...,tp2) , QI+ +@> =1

Acima temos uma parametrizacdo da hipersuperficie de rotacdo gerada pela curva y;(s),
Ya(s) € yor1(s). Uma vez que a curva {yi(s),y.(s),yar1(s)} € H? e o pardmetro s é

escolhido como o comprimento de arco, temos que



55

YI) +ya(s) —ym (8) = =1, ¥i2()+0,2(s) —ypii(s) =1, (3-1)

onde / denota a derivada com respeito a s. Da equacdo 3-1 e utilizando o modelo do

hiperbol6ide, podemos parametrizar a curva o.(s) da seguinte maneira:

yi(s) = sinh(r)
yn(s) = cosh(r)sinh(h)
ynt1(s) = cosh(r)cosh(h) ,

onde r = r(s) é a distAncia de os) até o eixo de rotagdo { realizada por um ponto
p(s) em , e h = h(s) denota a altura de p(s) em {, com respeito a um ponto fixado
em (. Observamos que o.(s) assim parametrizada, satisfaz a equagdo do hiperboléide
’2

yi(s) +ya(s) —y2, (s) = —1, e, como a curva é P.C.A, a(s) satisfaz |o(s)|* = 1. Logo

yi(s) = 7 cosh(r)
sinh(h) + &' cosh(r) cosh(h)
cosh(h) + h' cosh(r) sinh(h) .

y,(s) = r sinh(r)

Yui1(s) = r'sinh(r)
/2 /2 /2 —

Portanto y|~(s) +y,~(s) —y,5,(s) =1, e

¥*cosh?(r) + % sinh2(r) sinh?(h) + h'* cosh?(r) cosh?(h) — r* sinh?(r) cosh?(h)
+ 2/ K sinh?(r) sinh? (k) cosh? (r) cosh? (k) — 2’ sinh?(r) sinh? (1) cosh? (r) cosh? (h)
— W*sinh®(h)cosh?(r) = 1 .

Logo,
P’ cosh?(r) + P’ sinh? (r)(sinh?(h) — cosh?(h)) + '’ cosh?(r)(cosh?(h) —sinh?(h)) =1 .
Assim,

r? cosh?(r) — r? cosh?(r) + ' cosh?(r) = 1
r? (cosh?(r) — sinh?(r)) + n? cosh?(r) =1

3£\ 2
7+ cosh?r i'* = 1 observando que, 7y (a—f> =1, (3-2)
r
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onde temos que f(r) = yi(s) = sinhr, é o raio da 6rbita. Observamos que no caso
euclidiano as geodésicas sdo retas, € vimos que a Orbita de um ponto em M sob a acdo
de O(n—1) é uma esfera geodésica (n —2) - dimensional de raio r(s), mas no espago
hiperbdlico vimos na se¢do (1.7), como sdo as geodésicas do espaco hiperbdlico, e neste
caso, a orbita de um ponto sob a agdo de O(n — 1) e um esfera (n —2) - dimensional de
raio f(s) = sinh(r(s)).

Para ficar mais claro, tomamos como exemplo uma parametrizacao
X:M*—H CL*.

Consideramos a curva o(s) parametrizada pelo comprimento de arco em H?, tal que
o(s) = (y1(s),0,y3(s),y4(s)). Deixando o grupo ortogonal O(2) agir na curva afs),

obtemos a parametriza¢cdo da superficie de rota¢do da seguinte maneira:

cos® —sin® 0 O yi(s)
sin@ cos® 0 O 0 — X(5,0)
0 0 1 0] yss)
0 0 0 0| | yals)

Assim temos que

X(s5,8) = (y1(s)cos®, yi(s)sin®, y3(s), ya(s)) -

Para calcular a primeira forma fundamental da superficie, temos que
Xo = (—y1(s)sin®, y;(s)cosH, 0, 0) ,
X; = (¥} (s)cos6, y|(s)sin®, y5(s), y,(s)) . Assim

g1 = (Xo,Xe) =

%(s) sin® —|—y% (s)cosO = y%(s)
g0 = (X, Xs) = y)?
/
1

s)cos” 8+ (s)sin® 0+ 57 (s) — 347 (s)
s)+y52(s) — 4> (s) = 1
grn=g1 = 0.

Logo a primeira forma fundamental é dada por

I =sinh?(r) d® ® dO+ds @ ds .
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De forma andloga, segue de maneira geral que a primeira forma fundamental é dada por
I:fz(r(s)) Zgij(®)d9,~ ® dOj+ds ® ds

onde ® = (0y,...,6,2) e g;j ¢ a métrica da (n-2) - dimensional esfera unitdria de
curvatura seccional 1 e f(r) = r ou sinh(r), dependendo se o espaco ambiente é o R”

ou H".
Teorema 3.1 (Ver [4] e [17]) As curvaturas principais k; de M1 sao
/1 +f2 _f/2
P = f
parai=1,..,n2, e

(/"= 1)

VARTAEYia

As féormulas do Teorema (3.1) s@o vélidas somente quando f’2 <14+ f%.0

kn—l =

conjunto (f, f’) satisfazendo essa restri¢do e com f > 0 (pois f € o raio da 6rbita), serd
chamada de regido relevante.

Temos que Sy definida na se¢@o (1.6) € um operador linear auto-adjunto em cada
espaco tangente 7,M, e seus autovalores A(p),..., A,—1(p) sdo as curvaturas principais

de M. Associados ao operador Sy existem »n invariantes algébricos dados por

Sr(p) =0-M(p),. .. m1(p)), 1<r<n-—1,

onde 6, : R” — R é dada por

Gr(X1yennyXpa1) = Z Xiy e Xi,
i< <iy

Definiciio 3.2 A r - ésima curvatura média H, da hipersuperficie M"~' é definida por

(n_l>Hr(p): ) kiki, - ki, -

r 1<iy <ip<--<iy<n—1

Observamos que para r = 2, obtemos a curvatura escalar S, que é a 2 — sima curvatura
média.
2

_ kiko + - _ 4 ok 1).
S(p) (l’l—l)(l’l—Z)( 1K2 + +k1kn 1+k2k3+ +k2kn 1+ +kn 2kn 1)
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No capitulo anterior, calculamos a curvatura escalar intrinsicamente. Agora, em
termos da geometria extrinseca, temos as n — 1 curvaturas principais (dados no Teorema
(3.1)) de uma hipersuperficie de rotagao. Assim, vamos obter a expressao para a curvatura

escalar S, de M"~!, no espaco hiperbélico.

Teorema 3.3 Seja M"~ uma hipersuperficie de rotacdo em H" com curvatura escalar S.

Entdo f satisfaz a seguinte equagdo diferencial

211" = (n—=3)(1— f?) = fA(n—1)(1-8) =0. (3-3)

Demonstracdo. Como foi observado acima quando r = 2, obtemos a 2° - ésima curvatura

média que € a curvatura escalar S de uma hipersuperficie de rotacio, que é definida como

(" )= T .

1<i<j<n—1

Essa soma pode ser dividida em duas somas, na seguinte maneira:

n—1
( 5 )S(p): Y, kiknoi+ Y, kikj.
1<i<n—1 i<j

Logo

("; 1)8 = (n—2)kiky_1 + Wkikj .

Assim utilizando as curvaturas principais dadas no Teorema 3.1 temos que

("3")s - oy VLI )
2 S /1+f2_f/2

(n=2)(n—3) 1+ 2= 21+ 2= f7

_|_

2 f f
Logo,
(n=1)(n=2)¢ _ —=2)(f"—f)  (1=2)(n=3) 1+ —f")
2 f 2 f?
(=12 = 2" = f+(n=3)(1+F=f?).
Seque que
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2f"f = (n=3)1—f) = (n=1)f2+(n-1)S>=0.
Assim temos que

21 f" —(n=3)(1— )= fA(n—1)(1-5)=0.

A partir de agora vamos supor que S € constante.
Observamos que a partir equacdo (3-2) e utilizando o fato que f(s) = sinh(r)

temos que,

an (a—f>2h/2 =1.
or

Substituindo f(s), obtemos

a o 1= 1— 72
b= 3\ 2 = 2
f cosh”(r)
(&)
1— f’2
W2 cosh’(r)  cosh?(r) —f?  1+sinh?(r) —f?
cosh?(r) cosh*(r) (14 sinh?(r))2
ou seja, temos que
1+f2 _f/2

W=l < 3-4
(1+52)? G

é chamada a expressdo hiperbdlica de 7’ 2,
Proposicao 3.4 A equagdo (3-3) é equivalente a equacdo diferencial
=R (-8) =K (3-5)

onde K é constante. Além disso, para uma solugcdo constante igual a fy, tem -se que S > 1,
—(n—-3)

=9

n—3
_ 2 —(n-3) 2
o= (<n_1)<1_s>)

Demonstragdo. A prova é andloga ao caso euclidiano. Multiplicando a equagao (3-3) por
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f"~* e integrando obtemos o resultado

(n=3)f" (1= 12+ =)+ 3ff (-8 -2ff") = 0,
que € equivalente,

(n=3)(1—f+ 21 =8)+2f2(1-8S)—2f"f = 0.
Assim
2ff" = (n=3)(1— 1) = fA(n—1)(1-8)=0.
Agora, fazendo f(s) = fo em (3-3) segue que

~(n=3)~ fg(n—1)(1-5) = 0

B —(n—13)
0= oD sy

Substituindo fo em (3-5), obtemos

desde que, S > 1.

7+ f3(1-8)) =Ko ,

n—3

(otats) © (- sass) -
n—3

K0:<n31>(<n:(1’;<_122s>> ’

Dai,

Corolario 3.5 As solucoes constantes do sistema formado por (3-2) e (3-3) corres-
pondem aos cilindros equidistantes de C, isto é, as hipersuperficies isométricas a { x
S”_Z( fo), com fy como na proposicdo (3.4). Além disso, a curvatura escalar S varia no

intervalo (0,).

Demonstragdo. A prova € andloga ao caso euclidiano. O

Da mesma forma que no caso euclidiano, o par (f,f’) é um subconjunto das

curvas de nivel da fun¢do G definida por

G(u,v) =u"3(14+u*(1-8)—?), (3-6)
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com u > 0ev?> —u? < 1 que é aregido relevante. Andlogo ao caso euclidiano temos que a
fun¢@o G possui um ponto critico quando § > 1, e novamente pertence ao eixo horizontal.

Assim, temos que o gradiente de G(u,v) é dado por

VG =" *(n—3)(1-v*)+(n—1)(1=8)u"2,—2vu"3).

%,O) . Da mesma forma que no caso
n —_— —_—

euclidiano, substituindo o ponto critico na matriz hessiana, obtemos a seguinte matriz:

Temos que o ponto critico € ¢ = (

H(CO>:MS3[3(n—1)(1—S) 0 ] |

0 -2

Como § > 1 e o determinante € positivo, temos que cg € um ponto de maximo.

Lema 3.6 O conjunto (f, "), onde f é uma solugéo de (3-3) sdo as componentes conexas

das curvas de nivel de G, contidas na regido relevante.

Demonstragcdo. Sabemos que uma solucao local de (3-3) pode ser estendida para valores
nos quais (f,f’) estdo contidos na regido relevante. A situacdo é andloga ao caso
euclidiano com a diferenca que agora teremos 5 configuracdes possiveis para as curvas de

nivel, como veremos nas figuras (3.1), (3.2), (3.3), (3.4) e (3.5).

2
1
0
_1 \
-20 1 2

Figura 3.1: Curvas de nivel para S <0

Como no caso euclidiano, tomemos o semi-plano aberto {(u,v) : u > 0} com as

curvas de nivel G(u,v) = K, onde cada curva € uma unido suave de dois graficos,

K
_ 2

exceto para o nivel Ky dado na proposicao 3.4, quando S > 1. A curva de nivel G = Kj

possui um Unico ponto critico, que estd no eixo horizontal, como foi demonstrado.
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Consideraremos as folheacdes do semi-plano aberto por curvas de nivel
G(u,v)=KparaS§<0,5=0,5S€(0,1),S=1eS>1:
Caso S < 0. Nesse caso, temos que as curvas de nivel sempre ultrapassam a

regido relevante, pois pela equacio (3-6) temos que (1 — S)u? —1v? = u”[i = — 1 € uma

hipérbole no eixo u, e quando u — 0, temos que v — =% oo (figura 3.1).

Caso S = 0. Nesse caso, temos que u> —v> = u"% — 1. Para u”li3 —1<0as

curvas de nivel sdo hipérboles no eixo v acima da regido relevante e para u”% —-1>0

temos hipérboles no eixo u, que estdo contidas na regido relevante (figura 3.2).

)

-2

N

0 1

Figura 3.2: Curvas de nivel para S =0

Caso S € (0,1). Para K > 0, observamos que (1 —S)u? —1v? = unK_3 — 1 coma

diferenca que agora S € (0, 1), ou seja, a hipérbole é mais fechada (figura 3.3).

2

2

ok

0

Figura 3.3: Curvas de nivel para S € (0,1)

Caso S = 1. Temos que a equagio é dada por u" > = % Quando K = 0 temos
duas assintotas horizontais em v = %+ 1 e para K > 0 temos as pardbolas, resultantes dessa

funcdo racional (figura 3.4).
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A

-2
0 1 2

Figura 3.4: Curvas de nivel para S = 1

Caso § > 1. Observamos que nesse caso hd um ponto critico ¢, de maximo.

Assim, todo nivel K é menor que Ko. Logo temos que (1 —§)u? —v? = u,{(_ = — 1 descreve

a metade de uma elipse (pois consideramos u > 0). Se K < 0, quando u — 0 temos que

v — Zoo, assim a curva assintota o eixo vertical. Para K = 0 temos uma elipse cujos

valores limites sdo (0,41) e se 0 < K < Kj, a curva de nivel é compacta (figura 3.5).
2

1 §
(R

-2

0 1 2

Figura 3.5: Curvas de nivel para S > 1

Agora estamos em condi¢des de apresentar um teorema de classificacdo das

hipersuperficies de rotacdo com curvatura escalar constante em H".

3.1 Teorema de Classificacao em H"

Teorema 3.7 Classificacdo das Hipersuperficies de Rotacdo em H".



3.1 Teorema de Classificacdo em H" 64

(i)

(ii)

(iii)

(v)

Nao existe hipersuperficie de rotacdo completa com curvatura escalar constante
S <O0.

A menos de translacoes verticais existe precisamente uma familia a um parametro
de hipersuperficies de rotacdo mergulhadas e completas com curvatura escalar
constante S € [0,1). Estas hipersuperficies ndo sdo cilindricamente limitadas e
para S =0, elas convergem para uma totalmente geodésica no espagco H". A curva
no plano assintota duas geodésicas.

A menos de isometrias, existe precisamente uma familia a um pardmetro de hiper-
superficies de rota¢cdo mergulhadas e completas com S = 1. Estas hipersuperficies
ndo sdo cilindricamente limitadas e elas convergem para horoesferas.

Para qualquer S > 1, existe uma familia a um pardmetro de hipersuperficies de ro-
tagdo mergulhadas completas com curvatura escalar constante S, todas periddicas
e cilindricamente limitadas que convergem para um sequéncia de esferas geodési-

cas.

Demonstragdo. Novamente vamos estudar as curvas de nivel de G(f, f') com as restri-

¢oes f’ 2 <1+ f?e f >0 e as provas sio semelhantes ao caso euclidiano.

Prova do item (i): Quando S < 0, temos pela figura (3.1) que todas as curvas de nivel

ultrap

de rot

assam a regido relevante. Como no caso euclidiano, assim temos hipersuperficies

acao que ndo sdo completas.

Prova do item (ii): Quando S € (0, 1) (ver figura (3.3)), podemos escrever G da seguinte

maneira

GUf,f) =31+ (1-5- 1) =K.

Se K=0¢ f(0) =0 temos que,

31+ A(1-8)—f) = 0 como f73>0
1+21-8)—f* = 0.

As curvas de nivel sdo unides suaves de dois gréficos. Logo como S € (0, 1), consideramos

f' > 0 e o outro caso segue de maneira andloga. Assim, temos que

Logo,

ff=1/14+2(1-9).

df = ' S .
/\/1+(fM)2_/°d
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Fazendo f+v/1—S=csch(x) segue que df /1 —S = —csch(x)coth(x) dx. Assim temos,

-1 csch(x) coth(x) dx
V1=§ coth(x)

=39S €

—/csch(x) =svV1-8

csch(x) + coth(x)

Multiplicando a integral por csch(x) + coth(x)

In(csch(x) +coth(x)) +C =svV1 -85,

onde C € constante. Voltando para a varidvel anterior, segue que

In (f\/ﬁ+\/1+ (fﬂ)z) +C=sV1-5,

e aplicando a exponencial em ambos os lados temos

<fﬂ+\/ (mT)> _ VS,

Elevando ao quadrado ambos os lados, segue que

25v/1-S
PA=8)+2fVT=8\/1+ 2(1=8) + 1+ f2(1-5) = eez—c e

eva
2fVT=S\/1+ f2(1-58) =

—(2f(1=8)+1).

Novamente elevando ao quadrado em ambos os lados, temos

e4s\/1—S 262s\/1—S

e integrando temos que,

4f(1=8)(1+A(1-8) = ac T c 2 (1-8)+1)
+ 2 (1-8)+1)%.
Logo,
e4sm 2825@
APA=+(1=9) = =T @ 1=-9+1)

4741 =82 +4£2(1-8)+1,
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que é equivalente a

45/1-S 22sm
APA=)1+L(1-8) = =T 2L (1=5)+1)

+ 421 =814 2(1-8))+1.

Assim temos que,

2e2VI=S AVI=S
45\/1=S | AC
22(1—s) = ey,
2¢2C p25v/1-S

Logo como f > 0 temos,

fls)=

e4S\/ 1-S _ 262C62sv 1-S + €4C
4e2Ce2VI=S(1 - §)

Sabendo que f(0) = 0, temos que C = 0, assim

fls) =

e4s\/ 1-S 2623"\/1—5 +1
4e2VT=5(1 —5)

\/ (eZs\/ﬁ_l)Z
1) =\ pevisyi=sye

que € equivalente a,

eZs\/l—S -1 esx/l—S . e—s\/l—S
2eVI-S/T—S 2V1=8 '

fls) =

Assim temos que,

B sinhv/1—S8
V1I=5

Para K # 0 a fun¢@o f, e consequentemente r(s) ndo sdo limitadas superiormente. portanto

f(s) 3-7)

as hipersuperficies ndo sdo cilindricamente limitadas. Além disso para cada nivel K, f

atinge um tnico minimo fi, e usando (3-5) temos que

K+Sf"—‘)

f’2=1+f2—<T
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Longe de fi, podemos dividir /4’ % dada em (3-4) por f % e usando a equacgdo acima vem,

n—1
IR =)

2 n—1 .
" ()

Logo
dh\* K+Sfm!
(g) _ 13
df\> 22(f”‘3(1+f2)—(17<+5f”‘1))
(5) (1+/) =
(7) - Soras
df) — (L+ 220+ 3 = (K+Srh)

Temos que o segundo lado da igualdade quando f — oo vai para 0, assim temos que
h(f) é uniformemente limitada, pois ndo depende do ponto. Assim mostra que a curva no
plano assintota as duas geodésicas h(f) = cte.

A figura (3.2) mostra o caso § = 0, que nas mesmas condi¢des do caso acima

temos que, basta fazer S = 0 na equacao (3-7), assim

[f(s) = sinh(s) ,

onde temos que r(s) = s e logo h(s) = 0 e a hipersuperficie converge para uma totalmente

geodésica no espago hiperbdlico H”.

Prova do item (iii): A figura (3.4) mostra que quando K =0 e S = 1 de (3-5) temos que
1—F%=0,se f(0) =0entdo f(s) = s substituindo em (3-2) temos que

2
- (l—isz) logo,

S sds
th(s) — /01+s2'

Fazendo u = 1 + s? e diferenciando em ambos os lados obtemos, du = 2s ds, logo

| fdu 1
ih(s)zz/fzilnwc.
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E dado que 4(0) = 0, logo temos que

+h(s) =InV1+s2.

Como tand(s) = f(s) =s temos

1
sec?9(s) = 1 +tan’d(s) logo, c0s20(s) =1+s
1
2 — -
e cos“O(s) = ek (3-8)

Temos duas solugdes para diferentes sinais de /'. Se &’ > 0 temos que

¢'(s) = p logo, €MV =p,

obtendo que,

p=+v1+s2.

Por (3-8) temos que

cosd(s) =

assim, pcosd(s)=1.

1
V1452

Utilizando as coordenadas polares usuais do espago euclidiano temos que a curva € uma

linha horizontal euclidiana dada por y, = 1. Se &’ < 0 temos que

eh(s):p e, efln\/1+32:p,
obtendo que,
1
= =cosO(s) .
P= i cosel)

Olhando em coordenadas cartesianas temos que

cosO(s) = d assim, g =p logo, p>=x

Substituindo p, segue que
x> —x+ y2 =0

12+2 1
xX—= =—.
2) TV T4

A curva no plano € um circulo tangente ao eixo y,, e as hipersuperficies correspondentes

sdo chamadas de Horoesferas.
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Prova do item (iv): A ultima figura (3.5) mostra o caso S > 1. A demonstracio e andloga
ao caso euclidiano, salvo alguns detalhes que comentaremos agora. Temos que as curvas
de nivel correspondem a hipersuperficies completas que sdo dadas para K € (0,Kjp) onde

Ky € o valor obtido na proposi¢do (3.4), o valor K = 0, nos da a metade de uma elipse
(1 _S)f2+f/2 =1 )

contida na regido relevante. Esta curva tem como valores limites (0,1) e (0,—1) satis-
fazendo a definicdo (2.7) e esta hipersuperficie corresponde a um esfera geodésica, com

equacao
__sinh V1—Ss
fls) = BV
As translagdes desta esfera ao longo do eixo de revolucdo ddo um sequencia de esferas
geodésicas.
Como dissemos anteriormente o valor K = Ky da um cilindro, e as curvas de
nivel dadas por K € (0, Kp) correspondem a hipersuperficies completas e cilindricamente

limitadas. O
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