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Resumo

Ramirez Cespedes, Oscar Alexander. T-Singularidade: Dindmica, Estabili-
dade e Teoria de Controle . Goiania, 2013. 76p. Dissertagdo de Mestrado. Ins-
tituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Quando um campo vetorial ndo suave € definido por partes, sobre uma variedade regu-
lar de codimensdo um, esse pode ser simultaneamente tangente a ambos os lados, em
pontos de dobra, visiveis ou invisiveis. Neste trabalho € estudada a dinamica local da sin-
gularidade; tipo dobra-dobra invisivel-invisivel conhecida como Singularidade Teixeira,
revelando novos cendrios de bifurcacdes e os efeitos ndo lineares em torno da bifurcacao
jé& conhecida, determinando condi¢des para a existéncia de conjuntos invariantes (ciclos
limite), e a possivel existéncia de um conjunto com uma forma ndo-deterministica do
caos. Além disso, discute-se a ocorréncia de tal singularidade em sistemas de controle

com retroalimentagdo comutante. Algumas simulagdes numéricas sdo apresentadas.

Palavras—chave

Singularidade Teixeira, bifurcac¢des, caos nao deterministico, conjuntos invariantes.



Abstract

Ramirez Cespedes, Oscar Alexander. T-Singularity: Dynamic, stability and
Control theory.. Goidnia, 2013. 76p. MSc. Dissertation. Instituto de Matema-
tica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Consider a nonsmooth vector fields in R defined by parts on a smooth manifold of
dimension one, such that it is tangent to both sides simultaneously, in fold points, visibles
or invisibles. In this paper we study a local dynamics of the singularity type two-fold
invisible-invisible known as Teixeira singularity, revealing new scenes of bifurcations
and the nonlinear effects around the bifurcation already known, determining conditions
for the existence of invariant sets (limit cycles) and the possible existence of a set with
a nondeterministic chaos. Furthermore, we discuss the occurrence of this singularity in

switched feedback control systems and some numerical simulations are presented.

Keywords

Teixeira singularity, bifurcations, nondeterministic chaos, invariant sets.
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Introducao

Modelos hibridos e de comutacdo estdao sendo cada vez mais utilizados para descrever
uma grande variedade de fendomenos, que vao desde sistemas mecanicos com friccao
e retrocesso, circuitos elétricos e eletronicos, robds que andam e pulam. Inclusive os
sistemas bioldgicos, neurolégicos e econdmicos [2, 3, 9]. Muitos destes modelos, podem
ser descritos por um conjunto de equacgdes diferenciais ordindrias, cujo espaco de fase €

particionado por variedades de comutacio ou descontinuidade.

A dinamica deste tipo de sistemas foi formalizada por Filippov em [7], usando inclusdes
diferenciais. Entretanto, um entendimento geral destes tipos de sistemas em dimensdes
maiores que dois € truncado, a partir do surgimento de vérios fendmenos interessantes.
Entre estes o da singularidade tipo dobra-dobra, que é simplesmente uma singularidade
topolégica genérica !, que rusticamente falando, é um ponto onde o campo associado ao
sistema € quadraticamente tangente a ambos os lados de uma variedade da descontinui-

dade no caso dela ser de codimensao um.

Nos dltimos anos, temos notado um crescente interesse no estudo da teoria das singulari-
dades em sistemas suaves por partes tridimensionais, que t€ém mostrado ser uma rica fonte
de novas dindmicas. Em particular, estamos interessados em estudar a T-Singularidade
que € um tipo de dobra-dobra de um sistema, onde a variedade da descontinuidade é
localmente uma superficie regular. Esta singularidade foi estudada pela primeira vez,

pelo que sabemos, por M. A. Teixeira em [18], exibindo algumas das suas propriedades.

Na atualidade ndo existe ainda um consenso sobre a nocdo de equivaléncia topoldgica
destes tipos de sistemas, ou, como estes refletem a robustez da dinimica em modelos nao-
suaves. Por essa razao, estudaremos a dindmica diretamente segundo recentes trabalhos
de Jeffrey em [10, 4, 11], sem depender das nocdes de equivalencia, revelando assim, o

comportamento explicito local, que deve ser refletido nas teorias gerais, sobre estabilidade

1 ¢ tipico isso ocorrer em sistemas desta natureza
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estrutural para estes tipos de sistemas. Com esse objetivo este trabalho tem sido dividido

em trés capitulos e seis apéndices:

Capitulo 1: Conceitos Preliminares introduzimos alguns dos conceitos que sdo uteis no
decorrer do texto. Posteriormente, definimos o problema da singularidade dobra-
dobra.

Capitulo 2: T-Singularidade No6s definimos a T-Singularidade, fornecendo uma aproxi-
macao linear local desta singularidade previamente discutidas em [4], proporcio-
nando explicitamente as mudancas de varidveis usadas. Em seguida, analizamos a
dindmica do fluxo em termos de dois sistemas sobre a variedade da descontinui-
dade, incluindo os resultados obtidos em [4] e [10]. Em particular, na Subsecao
2.3.1, discutimos o caso quando o niimero de rotagdes > do fluxo é finito, nas pro-
ximidades da singularidade, antes de entrar na regiao de deslize , mostrando que o
nimero maximo e minimo destas s6 difere por uma unidade e aumenta de forma
gradual com um s6 parametro. Nas Subse¢des 2.2.1) e 2.3.3, introduzimos termos
de ordem superior da aproximagdo que permitem desdobrar a bifurcacdo ja conhe-
cida. Logo apds, na Secdo 2.4, colocamos os resultados obtidos para determinar
os retratos de fases globais em torno a singularidade, revelando um caso particu-
larmente interessante de uma forma nao-deterministica do caos, que ¢é tratada na

Subsecao 2.4.1, e finalmente s@o exibidas algumas simulagdes numéricas.

Capitulo 3: T-Singularidade em Sistemas de Controle com Retroalimentacao.
Mostramos que a T-Singularidade ndo pode ocorrer em um sistema de controle na
forma de Lur’e com uma entrada e uma saida. No entanto, é um fendmeno que
pode acontecer num sistema de controle, com multiplas saidas. A derivacao tedrica

¢ ilustrada por meio de exemplos representativos simulados em Matlab.

2isto é, o niimero de impactos na variedade de descontinuidade



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo estabelecemos as defini¢cdes e os resultados necessdrios para a compreens-

sdo do restante do trabalho.

Introduzimos inicialmente o conceito de um campo em R3, cujas descontinuidades sdo
de primeira espécie, e, estdo concentradas sobre uma variedade de codimensao um. Logo,
definimos suas Orbitas solugdo, segundo a convengdo estabelecida por Filippov em [7].
Em seguida, enunciamos as condi¢des para garantir um contato quadratico dos campos

com a variedade da descontinuidade.

1.1 Campos descontinuos

Definiciio 1.1 Seja 0 € M e h: (R*,M) — (R,0) uma representacdo implicita de classe
C" comr>1deM em p com dh(p) # 0. Denotemos por X" o conjunto de todos os germes
em 0, dos campos de vetores C" sobre (R3,0) com a topologia C". Consideremos Q3)o

espago de todos os germes dos campos de vetores Z em (R3,0) tais que,
(1-1)

onde X, Y € X".

E claro que quando escrevemos Z = (X,Y), estamos assumindo que o campo X estd
definido, e, é suave sobre M+ = h~!(0,0), assim como Y estd definido, e, é suave
em M~ = h~!(—o0,0). Denotaremos o campo por Z(X,Y) ou simplesmente Z, quando
ndo tivermos problema de ambiguidade. Seja Q(3) = X" x X", dotado com a topologia

produto, isto é, C" x C".

Segundo as convecdes estabelecidas por Filippov [7], € possivel distinguir as seguintes

regides abertas em M:
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Regido de Costura (RC) : Caracterizada por (X.h)(Y.h) > 0, onde X.h denota a deri-
vada de Lie ao longo do fluxo do campo X e, é dada em p € M por (X(p),Vh(p)).
Quando seja conveniente denotamos RC* = {p € M|X.h(p) > 0,Y.h(p) >0} e
RC™ ={peMX.h(p) <0,Y.h(p) <0};

Regido de Escape (RE) : Caracterizada por (X.h) > 0e (Y.h) <O.

Regido de Deslize (RS) : Caracterizada por (X.h) < 0e (Y.h) <O.

As solugao de (1-1), engloba todas as solu¢des da inclusdo diferencial
xef=Y+MX-Y), (1-2)

onde,

; (1-3)

- 0, se h(x)<0
] 1, se A(x)>0

e A €[0,1] se h(x) =0, assim f estd definida como uma combinagdo convexa de X e Y
sobre M.

M

:: ik
f?

Figura 1.1: O campo deslizante f°.

4:

Em particular, quando as componentes normais de X e Y, em relacdo a M tem dire¢Oes
opostas, f admite uma solucdo que € tangente a esta variedade, (Figura 1.1) satisfazendo-

a.
x=f(x) e h(x)=0, (1-4)

usualmente f* € chamado de campo vetorial deslizante, sendo definido como:

Y.h

Pt ot

X-Y), (1-5)
E esté pode ser estendido numa vizinhanga da origem, basta multiplicar anterior por Y.A.

De modo que a dindmica em geral do sistema suave por partes (1-1) € uma composi¢ao
das dinamicas de X, Y e f*.
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Definiciio 1.2 (Orbita) Um segmento de 6rbita é qualquer caminho x = x(t) satisfazendo
(1-2), inteiramente contido numa das regives {x : h(x) < 0}, {x: h(x) > 0} ou {x:
h(x) = 0}. Uma orbita é qualquer caminho x = x(t) satisfazendo (1-1), formada pela

concatenagdo de segmentos de orbita.

Definicao 1.3 (Fluxo) Um Fluxo de (1-1) junto a um ponto X num tempo t é dado por
todos os pontos X(t + 1) com X(T) = &, para algum t € R, x(t) satisfazendo (1-1).

Definiciio 1.4 (M-equivalencia) Dois campos Z,Z € Q(3) sdo C° M — equivalentes se
existe um homeomorfismo M — invariante g : R> — R3 que leva érbitas de Z em drbitas

Z, preservando a orientacdo.

Definicio 1.5 (M-estruturalmente estavel) Um campos ZQ(3) é M-estruturalmente es-
tavel, ou simplesmente estdvel, se existe uma vizinhanga U de Z em Q(3) tal que se Z € U

entdo Z é C° — M equivalente a Z.

1.2 O Problema Dobra-Dobra

Em particular, estamos interesados em estudar a dindmica ao redor de um tipo de
singularidade genérica de um campo Z € Q(3), que retine todas as dindmicas que podem
acontecer na variedade da descontinuidade em um sistema suave, por partes, e, que foram
descritas por Filipov em [7], que é chamada de singularidade Dobra — Dobra. Sendo

definida formalmente em [18]:

Definicsio 1.6 (Caso Dobra-Dobra) Seja Qy(d), o conjunto de todos os Z(X,Y) € Q(3),
tal que:

o XeY em(I-1)tém um contato quadrdtico com a variedade da descontinuidade na
origem, isto é:

Xh0)=0 e  X2.h(0)#£0, (1-6)
Y.A(0)=0 e  Y2h(0)#0. (1-7)
isso é o mesmo que dizer que os campos sdo dobras no zero.

e A origem é uma singularidade isolada, portanto X e Y ndo tém pontos singulares

Pproximo ao zero;

X(p)#0 e Y(p)#0  VpeV(0)/{0}, (1-8)

onde V (0) é uma vizinhanga do ponto 0.
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e O par de curvas dadas por Sx = X.h=0e Sy = Y.h =0, sobre M intersectam-se

transversalmente na origem, isto é:
det(dh(0),dX.h(0),dY.h(0)) # 0. (1-9)

e A origem é um ponto hiperbolico, do campo deslizante estendido, e seus autovalores

sdo transversais as curvas de dobra, Sx e Sy no zero.

Definicdo 1.7 Se Z € Qq(d), dizemos neste caso que 0 é uma singularidade tipo dobra —
dobra de Z.

Os tipos de dobras estao determinados pela segunda derivada de Lie e portanto &,
(d1) Visivel, se X%.4(0) > 0 ou Y2.4(0) < 0.
(d2) Invisivel, se X2.4(0) < 0 ou Y2.4(0) > 0.

Desta forma € possivel distinguir trés tipos de singularidades tipo dobra-dobra que

resultaram da combinacdo de (d1) e (d2);

e Caso eliptico: Qo(d.1) = {Z € Q(d)|X*.h(0) <0 e YZ2.h(0) > 0}. Temos duas

tangéncias invisiveis, (dobra-dobra invisivel-invisivel).

/\X

RC_

RC Y

Figura 1.2: Dindmica ao redor da singularidade tipo eliptico

e Caso parabdlico: Qy(d.2) = {Z € Qo(d)|X?.h(0).Y2.h(0) > 0}. Temos uma tan-

géncia visivel e uma invisivel, (dobra visivel-dobra invisivel).
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Figura 1.3: Dindmica ao redor da singularidade tipo parabdlico

e Caso hiperbélico: Qy(d.3) = {Z € Qo(d)|X>.h(0) >0 e Y2.h(0) < 0}. Temos

duas tangéncias visiveis, (dobra-dobra visivel-visivel).

)

\

Figura 1.4: Dindmica ao redor da singularidade tipo hiperbolico



CAPITULO 2

T-Singularidade

Se Z € Qy(d.1), dizemos que a origem é uma T-Singularidade de Z !. Neste caso os
fluxos suaves de X e Y, sdo compostos por Orbitas, as quais retornam a variedade
da descontinuidade, espiralando ao redor da singularidade, em meio de uma série de
impactos sobre M, dando origem a uma dinamica intrinseca. O que implica que, pode-

se definir uma aplicacdo de Poincaré, @, sobre M. Em [18], M. A. Teixeira provou que:

T1: Uma singularidade dobra-dobra € estruturalmente instavel, se, a0 menos uma da suas

dobras € visivel.
T2: A T-Singularidade é A-estdvel” se:

e Os autovalores da aplicagdo de Poincaré na origem sido do tipo eliptico
(At =a+ibcom AF|#£0).
e O campo deslizante estendido de f* é hiperbdlico na origem, e o autovetor

associado com o autovalor de menor valor absoluto, estd na regido de deslize.

Nos casos onde pelo menos uma das dobras de Z € Q4(0), é visivel, a dindmica re-
sultante ¢ menos complexa. Neste caso, a A-estabilidade dependerd exclusivamente do
campo deslizante f°. Os campos que apresentam estes tipos de singularidades t€ém sido

amplamente estudados em [17]. A partir de agora, voltaremos a aten¢do para o caso da

'"Em homenagem a M. A. Teixeira que no trabalho [18], estudou pela primeira vez, pelo que sabemos,
esta singularidade exibindo algumas propriedades.

20s conceitos da A-estabilidade e L-estabilidade foram introduzidos formalmente em [18], para sistemas
dindmicos nao suaves, que sdo ligeiras variagdes respectivamente dos conceitos cldssicos de estabilidade
assintdtica e estabilidade no sentido de Lyapunov, pois estes dois dltimos ndo admitem uma estensdo direta
para estes tipos de campos, (considere o fluxo @z(¢,.) associado ao sistema descontinuo Z = (X,Y)).

e O campo Z é dito, L-estdvel em x, se, para toda vizinhanga Ng(xo) existe > 0, tal que, para todo
X € N3(x0) et > 0, tem-se que Qz(t,x) € Ng(xp).

e O campo Z é dito, A-estavel em xy (ou um atrator local), se, este for L-estavel em xp, e também,
satisfazer uma das condigdes seguintes :

— limy_, 4 @z (2,Xx) = xo, para todo x € N5(x0);
— Existe #p > 0 tal que @z(fo,x) = xo.



2.1 Aproximagdo Local 19

T-Singularidade, que de acordo com as condi¢des [T1] e [T2] € estruturalmente instavel
e possui, A-estabilidade em circunstancias especificas. O principal objetivo deste € es-
tudar alguns resultados recentes, ([10, 11]), sobre a dindmica local, que revelam novos
cendrios de bifurcacdes, assim como, os efeitos nao lineares em torno de uma bifurcacdo
jé conhecida, que irdo determinar algumas das condi¢Oes para a existéncia de conjuntos

invariantes e a possivel existéncia de uma forma de caos.

No préximo subtdpico, relataremos sobre a aproximagdo linear, que serd usada da T-

Singularidade, que j4 foi previamente antecipada na introducao.

2.1 Aproximacao Local

Por simplicidade vamos supor A(x) = x em (1-1), pois toda variedade determinada por
h(x) =0, tem localmente essa forma, considerando uma mudanca de varidveis apropriada.

Logo, o sistema correspondente serd:

Z(x) - X(x) se x>0, 1)
] Y(x) se x<0,

a variedade da descontinuidade é M = h~'(0) = {(x,y,z) € R¥;x = 0}. Las series de
Taylor do campo Z € Qy(d.1) na da forma (2-1) en torno da singularidade podem ser
simplificadas em duas mudangas de varidveis: a primeira, envia as curvas das dobras,
Sx e Sy, localmente ao longo dos eixos y e z respectivamente. Ja a segunda, fard um
reescalonamento no sistema de coordenadas resultante. Mais um reescalonamento do
tempo que faz-se separadamente para cada campo, (isso troca a velocidade das Orbitas,
mas preserva os retratos de fase). Estes detalhes sdo reportados no Apéndice A. Logo, a

forma local em torno da origem é:

x -y O(x, || 2)11)
X1y |[=] 1 [+] odlxy2)l) (2-2a)
v o(||(x,5,2)II)
z O(x, 113 2)1%)
Y|y |=|v [+] ollxy2)l) (2-2b)
z 1 O(|1(x,3,2)[1)

Os parAmetros v e v~ que aparecem na expressdo anterior, indicam a tangente dos
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Sy

9+
Sy 0 y

Figura 2.1: Representagio geométrica dos pardmetros v e v_.
angulos 0t,de Xe Y, em relagdo a linha Sx no ponto zero:
X.Y.A(0
v = ©) =tan(0"), (2-3)
v/ —X2.h(0)Y2.1(0)
—-Y.X.A(0 1
= 9 ____L (2-4)
V/—X2.1(0)Y2.h(0) tan(67)
tan(0T
vty = @) (2-5)

~ tan(07)’

0 quocente acima € chamado em [11], de "raio de tangentes".

Localmente M ¢ dividida em quatro regides, como serd apresentado na Fig.(2.2), que

reunird todas as dindmicas que foram descritas por Filippov em [7];
RS, A regido de deslize, {(x,y,0) € R3]y > 0,z > 0};

RE, A regido de escape {(x,y,0) € R*|y <0,z < 0};

RC™, Uma regido de costura, {(x,y,0) € R3|y < 0,z > 0};

RC™, Uma regido de costura, {(x,y,0) € R3]y >0,z < 0}.

RC

RC

Figura 2.2: Divisdo Local da Variedade da Descontinuidade.
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E importante notar que nas regides de costura o fluxo é continuo e invertivel, mas as
Orbitas t€m vértices, onde elas costuram a variedade da descontinuidade. Enquanto, na
regides de deslize e de escape isto ndo acontece. Pois, existe s6 uma Orbita definida
no futuro, que serd associada a uma condi¢do inicial na regido de deslize. No entanto,
existird um ndmero infinito de 6rbitas no passado, que chegam na condig¢do inicial, desde

M", M~ e M. Da mesma forma, a regifio de escape terd uma situa¢fo equivalente.

Na sequéncia trabalharemos o fluxo ao redor da singularidade, através de dois sistemas

dinamicos restritos a M:

e um destes no tempo continuo em RS e RE, (X = f¥(x)), cujas soluc¢des sdo Orbitas

deslizantes que moram na variedade da descontinuidade (Subsec¢ao 2.2),

e ¢ o outro no tempo discreto, (a concatenagdo dos fluxos de X e Y, induz uma
aplicacao de retorno em M), cujas solucdes sdo Orbitas costurantes que envolvem a
singularidade (Subseg¢do 2.3).

2.2 Dinamica Deslizante

Nas regides de deslize e de escape os componentes normais de X e Y, com respeito a
M, possuem dire¢des opostas, portanto as solu¢des do campo Z em M estdo determina-
das pelo campo deslizante f* dado por (1-4). Substituindo (2-2), em (1-4), obtemos a

expressdo explicita deste campo em volta da singularidade.

0
voy+z+0(Iyzl?) |, (2-6)
y+vTz+0(|[y.z]]?)

1

f= d(y,z)

sendo que, d(y,z) =y +z+ O(|[y,z|[?).

Na origem ndo esta definida a expressdo (2-6), pois nesse ponto 0os campos sao tangentes
a M. Segundo [4], definimos um campo vetorial planar regularizado £5, que resulta em

multiplicar (2-6) por d(y,z), omitindo a componente? x.

N y ) _
f_<1 V+)<Z>+O(HWH) 2-7)

Observa-se que d(y,z) > 0se (y,z) € RSed(y,z) <0se (y,z) € RE, logo (2-6) e (2-7) tem

o mesmo retrato de fase em RS. O mesmo acontece em RE, mas com tempo invertido.

3E um campo de vetores restrito 2 variedade de descontinuidade
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Além disso, como temos d(0,0) = 0, entdo fv"s terd um equilibrio na origem, onde (2-6),

ndo esta bem definido.

A partir da observagdo anterior, concluimos que, enquanto as 6rbitas de f° chegam a

singularidade em tempo infinito, as mesmas chegam de f* em tempo finito na origem.

No ponto zero, os autovalores da parte linear de f* sdo:

Ur = % (v+ +v /(v —v)? +4) (2-8)

sendo que estes sdo reais, pois (v© —v7)2 +4 > 0. Os autovetores associados sdo:
pe —v"

2.
{ (2-9)

Alguns célculos simples mostram que os dois vetores de (2-9) s@o ortogonais. Pelo fato
de X e Y intersectar transversalmente as linhas de dobra. Sempre teremos um autovetor
em REURS e o outroem RC”URC™, e:

(a) Sevt>0e vty > 1, entdo os dois autovetores sdo instiveis;

(b) Se vy~ < 1, o autovetor contido em RS URE ser4 instdvel, enquanto o contido em
RC URC™ é estavel;

(¢) Sevt <0evtv™ > 1, 0s dois autovalores serdo estiveis.

AvToT =1

\4

v

Figura 2.3: Retratos de fase do campo deslizante.

Se o autovetor que estd na regiao de deslize ou de escape € estdvel, este serd associado

com o autovalor de menor médulo. O que implica que as solugdes de (2-7) s@o atraidas
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assintoticamente na direcao do mesmo, aproximando da singularidade.

De acordo com as defini¢des de Orbitas e fluxo para sistemas descontinuos abordados
no capitulo anterior, chegamos a conclusdo que as Orbitas vao cruzar em tempo finito a

singularidade:

e de RS para RE em (c). Portanto as érbitas que possuem condi¢des iniciais num
conjunto suave, distante de M, poderdo entrar na regido de deslize e alcangcar em
um tempo finito o ponto zero. A partir desse instante adentrardo a regido de escape,
onde se evoluirdo de forma ndo tnica, no futuro. Deste modo, todas as informagdes
ao respeito das condi¢des iniciais serdo perdidas. Na Subsecao 2.4, apresentaremos
algumas implica¢des desta situacao.

e de RE para RS em (a)-(D).

Resumindo, obtivemos o seguinte resultado, que foi demostrado em [4], a respeito da

dinimica deslizante.

Teorema 2.1 Nas regioes deslizantes

e qualquer 6rbita passa da regido de escape a de deslize, se v >0eviv™ > 1;
e uma tinica drbita passa da regido de escape a de deslize, se vTv~ < 1;

e qualquer orbita passa da regido de deslize a de escape, se v <0 eviv™ > 1.

Em cada um dos casos anteriores, o passo entre RE e RS, é feito diretamente através da

singularidade.

2.2.1 Efeito dos Termos de Ordem Superior

A estabilidade estrutural de f* pode ser determinada considerando a mesma para f°. O
Jacobiano de (2-7), no ponto zero é singular quando vv~ = 1. Nesta situa¢io os campos
X e Y, serdo paralelos. O autovetor (—v*, 1) associado com u~ = 0 estd sempre em RS,
se v < 0eem RCT, se vt > 0. Desta forma, surgird uma bifurcaciio ao longo da parte
negativa pertencente a hipérbole, vv~ = 1, pois ali, o campo deslizante regularizado
€ estruturalmente instdvel. Neste caso, o comportamento das 6rbitas de (2-7), perto da
origem e proximo da bifurcacio, € capturado pela dindmica do campo f*, restrita a
variedade central unidimensional, com a expansdo de Taylor de segunda ordem, na forma

normal:

= ———((vtv — 1)u—|—a2u2) + O(MS) (2-10)
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ij
sdo entradas das matrizes jacobianas de X e Y respectivamente (detalhes da forma normal

sendo ay = ¢yt — 33 — ¢y + ey /v — e (V)P e+ egpvt — 3y, onde ¢ e ¢
estdo dadas no Apéndice B).

Uma bifurcagfo transcritica é exibida por: (2-10) quando vv~ = 1, o que implica que
o campo f* tem um ponto singular (conhecido como pseudo-equilibrio* ) que cruza a
origem na bifurca¢io, mudando sua estabilidade. No caso v < 0, se deduz que o eixo

positivo de u estd em RS. E que o pseudo-equilibro possui as formas seguintes:

(s1) se, a; > 0 em (2-10), uma sela em RE para v'v~ > 1, e um no estavel em RS, se
vy <1,

Figura 2.4: Retratos de fase da dindmica do campo deslizante para
o caso (sl).

(s2) se, ap < 0em (2-10), uma sela em RS para vy~ > 1, e um nd instdvel em RE, se
vy <1,

Figura 2.5: Retratos de fase da dindmica do campo deslizante para
o caso (s2).

Observaciio: E importante notar, que a bifurcacio transcritica, exibida em (2-10), muda

também a quantidade das 6rbitas que passam entre RE e RS pela singularidade.

2.3 Dinamica Costurante

Nas regides de costura, os segmentos da érbita de X e Y induzem aplicagdes @ e ¢~ da
variedade da descontinuidade, sobre ela mesma numa vizinhanga da origem, pois ali os

campos tém um contato quadrético.

“os pontos de equilibrio (2-6) que nio sdo zeros dos campos (2-2) veja [8]
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Figura 2.6: Aplicacdes de Primeiro Retorno.

Os campos de vetores (2-2a) e (2-2b), truncados sdo facilmente integrados obtendo as

aplicacdes do primeiro retorno,

¢": R"xR — R"™xR
1 0 y ) (2-11a)
9 — +O 9 )
0:2) (_b+1><z> (b.2lP)

¢ : RxR™ — RxRT

—2v~ 2-11
) — (é ’ ><§>+mwam, =

Portanto, o fluxo de X aplica pontos da regido {(0,y,z) € R*y < 0}, para
{(0,,z) € R3]y > 0}, através de uma reflexio no eixo y ao longo da diregdo
(0,1,v*) + O(]|(x,y,2)||)- Do mesmo modo, o fluxo de Y aplica pontos da regido
{(0,y,2) € R3|z < 0} para {(0,y,z) € R*|z > 0}, através de uma reflexdo no eixo z ao
longo da diregdo (0,v—, 1)+ O(||(x,y,2)])-

Para entender a dinamica das 6rbitas ao redor da singularidade, costurando através de
RC" e RC™, estudaremos a aplicacdo de Poincaré, em M. Esta aplicagiio é resulta da

composi¢do dos fluxos de X e Y:

@=0" 00 : REURCT — RSURC™

-1 20~
Wz — ( oyt 4v+vv—_1 > <z>+0(!b@d|2),
(2-12a)

@=¢ o¢0": REURC- — RSURC"

4Ty —1 —2v™ y )
Wz — ( ot 1 ) (Z ) +O([[y:2l1%),
(2-12b)
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As expressdes acima sdo amplamente estudadas nas diversas formas em [4], onde foi

provado o seguinte:

Teorema 2.2 Antes de entrar na regido de deslize, toda orbita ird costurar a variedade

da descontinuidade,

e 1o mdximo uma vez de M+ para M~ se v~ > 0 oude M~ para M™ se vt > 0;

e no minimo uma vez de M para M™ se viv- < 1evt <0;

v~ > 1, gerando um par de superficies invariantes

e infinitas vezes se v < 0 e v
que interceptam-se na singularidade (Figura 2.7), uma delas é assintoticamente
atratora no sentido cldssico. Encerrado a regido de escape dentro do dominio
da repulsdo na origem. Porém, a outra é assintoticamente repulsora, e encerra

a regido de deslize dentro de um dominio de atracado.

Figura 2.7: O didbolo ndo-suave: Variedades Invariantes proxi-
mas a singularidade

As seguintes propriedades de ¢ e ¢, sdo discutidas em [4]. Sdo elas:

1. A parte linear das expresdes (2-12a) e (2-12b) sdo equivalentes por meio da

transformacao:
(y7Z7vi) — (Z7y7v¥)= (2_13)

2. As aplicacdes de retorno localmente, preservam as retas através da origem.

estas propiedades permitem simplificar a anélise das aplica¢des de Poincaré, por exemplo,
€ suficiente que analize (2-12a), a partir dos resultados encontrados neste, € possivel

inferir os correspodentes em (2-12b) aplicando (2-13).
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2.3.1 Nuamero de Pontos de Costuras

Do Teorema (2.2) deixa claro que a dindmica local costurante depende crucialmente de
um parametro Unico: a dire¢do do campo na origem. Esta determina quando uma 6rbita
do fluxo ao redor da T-Singularidade, costura, "no maximo uma vez”’, "'no minimo uma
vez”” ou "infinitas vezes”’, a variedade da descontinuidade antes de entrar na regidao de

deslize.

A seguir apresentamos um teorema e um coroldrio, que mostra o numero exato de pontos

de costura, relacionados com o caso: "no minimo uma vez”’,

Teorema 2.3 Se vy~ = cosZkJri1 onde k > 2 é um inteiro, e v© < 0 entdo qualquer

orbita com condi¢do na regido de escape costura M, exatamente k vezes antes de entrar
na regido de deslize.

2 T

Srer> 1 ndo é um inteiro, e se v= < 0, entdo:

Corolario 2.4 Se vtv™ = cos

1. Qualquer orbita com condigdo na regido escape costura M entre k ou k+ 1 vezes

antes de entrar na regido de deslize, (onde k é o inteiro mais proximo a r).

2. Na forma normal (2-2), o niimero de costuras muda entre k e k+ 1 onde: 7 =

yf?l_m)/z OUY =211y

V:l:
To=0, 1= (2-14)

Gy (arccos(v/vHvo))’

_ sin((2m—1)0)
Gn(0) = =50 (@me)

cos(0). (2-15)

A seguir serdo expostas as ferramentas para a demonstragcao do Teorema (2.3) e do
Corolario (2.4) segundo [11].

A Aplicacao Tangente Dado qualquer ponto y,, € M as coordenadas de seu primeiro

retorno y,,+1, sao dadas por (2-11):

Y1 = (P+(Ym) = B+Yma B" = ) (2-16a)

Y1 =@ (Ym) =B yu, B = ) (2-16b)
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isso implica que as aplicagdes de Poincaré, (2-12), no ponto y,, sdo:

Yni2=0@ 0@ (yn)=A"y, AT=B BT, (2-17a)

Yni2=0" 00 (yu)=A"yn A =B'B, (2-17b)

As solucdes da equacio de diferencas y,, = A*y(, foram estudadas recentemente de forma

explicita em [11], e sdo dadas claramente por:
Yom = (@ 09")"(yo) = (A")"ym, (2-18a)

Yom = (97007 )"(y0) = (A7)"Ynm, (2-18b)

J’_

realizando a substituagiio vtv~ = cos? 0, segue-se indutivamente que,

m _ Sin(2m®) sin((2m —1)0)
(a%)" = sin(260) - sin(20)

1, (2-19)
onde, I denota a matriz identidade 2 x 2.

O fato de que as aplicacdes @ e @ preservam retas através da origem implica, que, é
suficiente analisar o &ngulo dos pontos relativos as curvas de dobray =0 e z =0, e como

eles rotacionam ao redor da singularidade pelas matrizes A™.

Dado um ponto y; € M com componentes (y;,z;)° definimos sua tangente com respeito a
Sx e Sy, que correspondem aos €ixos y € z respectivamente, ( segundo a convengdo em [4]
qualquer iteragdo par yp; mora no dominio @ e as interagdes impares yy; 1 no de ¢~),

como.:

D=2 D =221 com mez, (2-20)

Y2m 2m+1

Assim T;, € positivo para os pontos y,,, nas regioes de deslize e de escape, negativo nas
regides de costura e zero ou infinito, nas curvas de dobra. Podemos denotar os conjuntos

dos valores das tangentes 7; dos pontos sobre RS,RE, RC™ e RC™ por:
TRS =1TRE = (0,<>°> € TRC+ = TRC* = (—00,0), (2-21)

de (2-17a)-(2-17b) segue-se;

Doy —2vT
14+2v Ty —4vtyv—’

Tomi2 = (2-22)

SPor simplicidade identificamos a variedade da descontinuidade com o plano em R?, portanto (0,y,z) ~
(»2)
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o1 —2v™
T = 2-23
amtl = v D1 —4vty—’ ( )
além disso, temos a partir de (2-18a)-(2-19) a seguinte expressao:
VjL — Ton(e)
Ty = , 2-24
M Y = Gu(8) —v T (224
onde, 6 = arccos(v vtv™). Definimos a fungio,
in((2m—1)0
Gyn(0) = SNCm=1)8) 6). (2-25)

sin(2m®0)

A aplicagdo tangente 1o — 7>, dada por (2-24) € a ferramenta principal na demostra¢do

do teorema e do seu corolario.

Estrutura da Regiao vE<0eviv— < 1. O Teorema é provado, considerando como
RE ¢ aplicada por meio da a¢do de @ e ¢~ . Sem perda da generalidade, podemos aplicar
@' a um ponto yo € RE, ( resultados analogos para ¢, sdo obtidos para yo € RE pela
transformacao (2-13)). A orbita associada a esta condicao inicial induz uma subsequéncia
dos pontos costurantes yi,..2m—1 € RC™ ey2  om—2 € RC™ para algum inteiro m, logo,

temos dois casos possiveis:

e y2,, € RS, 0 que implica que a 6rbita tem um nimero impar de pontos costurantes
2m—1.

® y2, € RCT € yy,,41 € RS, 0 que implica que a 6rbita tem um nimero par de pontos

costurantes 2m.

Determinamos que para certos valores de vTv™ as fronteiras de RE sdo aplicadas exa-
tamente sobre as fronteiras de RS e para isso € preciso o mesmo nimero de costuras
(ndimero de iteragdes em RCT e RC™). Ja que @' e ¢~ sdo lineares, entdo qualquer

ponto em RE ¢ aplicado em RS com esse mesmo nimero de costuras.

A seguir expomos a demonstragdo do Teorema (2.3) usando as ferramentas esbogadas,

Demonstragdo.[Teorema (2.3)] Seja vy = cos? %, onde, k é um inteiro e considere-

T
k+1°

que Tp = 0 ou Ty = o, entdo a tangente da iteracao yy,, €:

mos por comodidade 1, = Se yo mora sobre a fronteira de RE, € equivalente a dizer

sin(2mmy) cos T 1
=—G 2-26
sin((2m+ 1)me)v— v m+%(nk)’ (2-26)

Tom|1y=0 =

sin((2m — 1)m)cosm 1
T —c0 — p— —G 5 2—27
7= sin (2mmy )v— v— " (Te) @-27)
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agora seja yo € RE com tangente 7y € TRg, € tomamos a aplicacdo yo — Yo =
(@ 0 0™)™(y0), que envia Ty — Doy

Quando assumimos k > 2, surgem dois casos:

e k é impar, da forma 2m — 1 para algum m € Z. Logo, se yo mora na fronteira de
RE, por (2-26)-(2-27) o ponto yz, = (¢~ o @)"(yp), tem tangente Tm|zp=0 =0
ou Doy |7y—e0 = oo, € 0 mesmo que dizer que, mora nas fronteiras de RS, e ja que
as aplicagdes @ e @ sdo lineares, segue-se que: Y2, = (@~ 00" )™(yo) € RS para
qualquer yo € RE. Além disso, por (2-22)-(2-23) a iteracdo y»,—1 tem tangente
Tym—1 € (—0,2v7) C RC™ portanto, é o dltimo ponto costurante da sequéncia

Yi..om—1 € RCT eys om—n€RC™, aqual tem 2m — 1 elementos.

k=2m — 1

[ J
T2m+1
RS
RS’ Y
. T =2m
L)
..
® REN .o° T /772
T ®
T
T=1/2
RC

Figura 2.8: Pontos de costura no caso k = 2m — 1, RE' =
O (RE) = (—o0,1/2v") € onde acontece o primeiro
ponto costurante e em RS’ = @™ (rs) = (2v,0) o iil-
timo

Isto implica que, uma 6rbita com uma condigzo inicial em RE e vTv~ = cos? Hil,
com k = 2m — 1, ira costurar exatamente k vezes a variedade da descontinuidade

antes de entrar em RS, como ilustrado na Figura 2.8.

e Se k = 2m para algum m € 7Z , entdo para yo pertenecente a fronteira de RE
segue de (2-26)-(2-27) que Tap|z, = oo € Toy|7, = 2vT, portanto pelo fato da
linearidade nas aplicagdes @ e @, y2,, estd associado a sequéncia de pontos
costurantes yi 2n—1 € RC™ e y2  om € RC". Uma aplicagio adicional de ¢
envia Ty, € (—o0,2v") a Toyyq € (0,00) = Tgs, €, assim leva as fronteiras de RE as
fronteiras de RS e a qualquer yo € RE a yo,,.1 =9 0 (@~ 00™)™(yo) € RS, 0 que

implica que existem 2m pontos costurantes no total.
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k=2m
T =to00
T =2 RCH
[ ]
Ty ,»*" \RS' °
.. Tomt1
[ J
T=0 Ty RS
y
RE PS
°
L)
[ ) REN .o* T2
T ®
T
T=1
RC
z RC

Figura 2.9: Pontos de costura no caso k = 2m, RE' = " (RE) =
(00,1/2v") € onde acontece o primeiro ponto costu-
rante e em RS = @* (rs) = (2v*,0) o dltimo.

Disto temos que uma 6rbita com uma condicio inicial em RE e vtv~ = cos® k+il’

com k = 2m, costura exatamente k vezes a variedade da descontinuidade antes de

entrar em RS, ver Figura 2.9.

Em ambos os casos uma vizinhang¢a da singularidade consiste em Orbitas que conectam

+ 2 T

RE a RS, via um nimero fixo k£ de costuras dado por v"v™ = cos o> com k inteiro.

Finalmente aplicando a transformacdo (2-13), a qual reflete a topologia sobre a linha
y = z, produz trivialmente o mesmo resultado quando € aplicado primeiro @~ em vez de
¢ sobre RE. O

Demonstracdo.[Corolario (2.4)] No Teorema (2.3), as fronteiras de RE sdo enviadas

exatamente sobre as fronteiras de RS, se vy~ = cosz(k%), onde, k € um inteiro. Uma

+ 1

r+1
o nimero de pontos costurantes de um 6rbita pode s6 tomar os valores k e k+ 1, sendo

consequéncia imediata disto é que se vV~ = cos?(-%-) para um nio inteiro » > 1, entio
k o maximo inteiro inferior a r. Para provar isto explicitamente, consideremos as Orbitas

que sdo aplicadas desde RE as fronteiras de RS e desde as fronteiras de RE a RS.

Seja a iteragdo zero (yo), o ponto inicial de uma 6rbita, se yo € RE ou yo = @ (y_;) €
RC™ para algum y_; € RE, (este tltimo é o mesmo que dizer, o primeiro ponto cos-
turante de uma O6rbita). No primeiro caso temos 7p € Trg, € no segundo aplicando
(2-16a)-(2-16b), resulta Ty € (1/2v~,0). Da mesma forma, vamos supor que alguma
iteracdo y; é um ponto final se: y; € RS ou y; € RC™ tal que y;11 = ¢ (y;) € RS. Res-
pectivamente T; € Trs € T; € (—o0,2v"). Afirmaremos assim, que uma 6rbita completa é

aquela que tem um ponto inicial (yg) e um ponto final (y;) para algum i € N.
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Seja 6 = Hi] para algum r > 1 e assuma que k € o maior inteiro inferior a » de modo que
k < r < k—+ 1. Suponhamos primeiro que k = 2m — 1 para algum m € Z. Determinamos
os valores 7y para os quais 73, mora nas fronteiras de Trg, solucionando T2m|TO =0e

Tom|1, = oo e a partir de (2-24) segue-se que:

szlTOZO:T():‘Em T2m|T0:j:°°:T0:Tm+%7 (2—28)
onde, T, = v /G,,(0), por outra parte deduzimos que:
1
2‘}—_<Tm<0<’l:m+% (2-29)

Se Ty € (1/2v~,0) C Tge+ ou Tp € (0,00) = TR, entdo (2-29) particiona o conjunto de
valores de Ty em quatro diferentes regides;

e Se T € (zv%,”cm) C Tge+, a partir de (2-24) deduzimos que, Top—2 €

(#(9), ) e Trc+» a0 usar (2-16b), resulta que a iteragdo yo,— tem tangente
Tom—1 € Tgs. Portanto, yo =@~ (y_1) paraumy_; CREe ¢* o (@ 0@ )" I (yo) €
Trs, permite nés concluir que, a érbita completa, y_1 — @ o (¢~ 0 @) (yy),

tem 2m — 1 pontos costurantes, yo.1.... 2m—2 € RC™.

e Se Tj € (T,0) C Tye+, logo T € (0,-1G,, 11) € Tis. De (2-162)-(2-16b) obte-
mos que as iteracoes yo,,—1 € Yo,—2 tém tangentes 15,1 € Tye- € Tom—2 € Tye+-
Devido aos fatos de que: yo = @ (y_1) para algum y_; € RE e ¢ o (¢~ o
©7)"!(yo) € Trs. E possivel concluir que, a 6rbita completa, y_| — @ o (¢~ o
¢*)"1(yo), tem 2m pontos costurantes, Yo.1...2m—1 € RC™.

o Selye <O’Tm+%) C Trg, entao T, € (\%Gm_i_%,oo) C Trs. Quando usamos (2-16a)-
(2-16b) resulta que as iteracdes yo,,—1 € Yom—2 t€ém tangentes To,,—1 € Tre- €
Tom—2 € Tre+. Deduzimos que a 6rbita completa, yo — (¢~ o @)™ (yg), possui

2m — 1 pontos costurantes, Y1, om—1 € RC*.

e SeTye (Tm+%7°°> C TrE, logo Thy € (—o0,2v") C Tye+, a0 aplicar (2-16a) infe-
rimos que a iteracdo yo,,+1 tem tangente 75,,+1 € Trs. Assim € possivel observar
que, a 6rbita completa, yo — @ o (¢~ 0 @")"!(yg), tem 2m pontos costurantes,
yi..om € RCE.

Ao assumir k = 2m, foram procurados os valores 7j para os quais 73,,+1 mora nas fron-
teiras de Trs, determinando quatro regides que sao equivalentes ao substituir m — m + %

nas obtidasem k = 2m — 1.

Finalmente, quando ¢~ € aplicado primeiro, se obtém resultados andlogos mediante a
.

MOL Independentemente de aplicar ¢~ ou @, o

transformacao (2-13), onde T, =
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Tery=0 2m RS

RC

Figura 2.10: O niimero de pontos costurantes para 2m—1 < r <
2mék=2mouk=2m—1comméeN

numero de pontos costurantes mudard entre k e k + 1, surgindo assim a parte um do
Coroldrio e as mudangas vao acontencer em T = T(;i1)/2 = vE/ G(i+1)/2(T;), dando a
parte dois.

OJ

2.3.2 Bifurcacoes.

O Teorema (2.2) exibe uma bifurcagio da dinAmica costurante que ocorre quando vy~ =
1 e vt < 0. O Teorema (2.3) mostra que esta dinAmica na singularidade é topologicamente
instdvel quando vty = cosz(k%) para algum inteiro k, ja que o fluxo envia as fronteiras
de RE exatamente nas fronteiras de RS com k pontos de costura. Enquanto, os casos
intermedidrios em vy~ = cosz(ﬁnl), para um ndo inteiro r > 1, sdo topologicamente
estdveis de acordo o Coroldrio. Dado que as fronteiras de RE sdo enviadas em RS e
intervalos abertos de pontos iniciais com tangentes 7j, que sdo aplicados com o mesmo
numero de costuras. A analise anterior revela uma quantidade infinita de bifurcagdes.

Na Subsecdo seguinte nds introduziremos os termos de ordem superior da aproximagao

(2-2), para desdobrar a bifurcacdo que acontece quando vy~ =1ev* < 0.

2.3.3 Efeito dos Termos de Ordem Superior

Para entender o efeito dos termos de ordem superior na dindmica das 6rbitas ao redor da
singularidade, costurando através de RC™ e RC™ estudaremos a aplicacdo de Poincaré,
restrita a uma regido costurante nela mesma, para este caso consideramos a forma (2-12a)
em RC™. O dominio desta aplicagdo é o conjunto D C RC~ com ¢~ (D) C RC*, o
que implica que uma 6rbita com condi¢do inicial em D costura M em RC™ e retorna
a RC™ ou entra na regido de deslize, RS, portanto D estd entre o eixo negativo de z e

a pré-imagem do eixo positivo z por ¢, (como as aplicacdes sdo involugdes entdo a
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(a) Ol .

v
k=0,1,2 k= 0,1 .
e 23 < =U RC k‘—OO
Pl — k=01,
k=2
k=3 RE
k=4
Sk <oo
RC

Figura 2.11: Diagrama Parcial das Bifurcacdes na Dindmica Cos-
turante. (a)k é o niimero de vezes que qualquer orbita
costura a variedade da descontinuidade proximo a
origem para diferentes v© . (b) Os correspondentes
retratos de fase da dindmica costurante.

pré-imagem é @ (y = 0,z > 0)).

RC*

RE Y

RC

Figura 2.12: Dominio da Aplicagdo de Poincaré restrita a uma das
regides de costura

A aplicagdo (2-12a) tem um ponto fixo na origem com autovalores,

A =20y — 124 2/vv-(viv — 1), (2-30)
logo,
e Sevtyv™ >1ouviyv™ <0, o ponto é tipo sela, que seus autovalores sdo reais e
distintos.

e Se vy~ =1, o ponto fixo tem autovalores reais, iguais a um.

e Se 0 <vtv™ <1, 0ponto é do tipo eliptico, sendo do tipo centro para a parte linear,

com autovalores conjugados complexos sobre o circulo unitério.



2.3 Dinamica Costurante 35

Os autovetores correspondentes aos dois primeiros casos sao:

2v~

2-31
14+ A* (e-31)

Enquanto vy~ < 1 ou v > 0 segue como j4 foi exposto no Teorema (2.2), que qual-
quer 6rbita suficientemente perto da singularidade entra em RS. Depois de um nimero
finito de costuras, que esta determinado por um parametro segundo o Teorema (2.3)
e seu Coroldrio. Além disso, uma bifurca¢do da dindmica costurante ocorre quando

+

vy~ =1 e vt <0, nestas condicdes o jacobiano da aplicagio de Poincaré na origem &

nao-diagonalizdvel e seus autovalores sdo, iguais a um.

As aplicagdes completas @ e @, cujas expansdes de Taylor de terceira ordem sdo
reportadas no Apéndice C, sdo recuperadas como perturbacdes genéricas impondo que
elas preservam as correspondentes curvas de dobra e que sejam involucdes. Deste modo,
¢ pode ser reduzido a uma forma normal simétrica que exibe uma bifurca¢do degenerada

de ressonancia 1 : 1.

g = pt+o+ o] (g ),

® — 4pu+(1+4p)®+ Biuw+ B + Byt o+ Byz @ + O(||(u, 0)|[4),
(2-32)

Ty~ — 1, por meio de uma série de mudancas de varidveis e parimetros,

sendo, p =v
as quais sdo tratadas explicitamente no Apéndice D. Na bifurcacdo e na origem, o eixo
u estd na diregdo do vetor (v, 1) 6, ¢ a direcdo positiva em RC™, enquanto o eixo m é

tangente ao eixo y nas coordenadas originais.

A aplicacdo (2-32) possui um ponto fixo em zero para qualquer valor de p, e mais dois

pontos fixos localizados em:

(1, ) = (iz ;—3’(’),0) (2-33)

que surgirdo quando ;—3’; for positivo.
Sevtv™ a1 e vt <0, (isto é o mesmo que dizer p ~ 0), a parte negativa do eixo u esta
em RC™ e mora em D, que é o dominio da aplicacdo de Poincaré, permitindo concluir

que o ponto (2-33), pertence a uma 6rbita periddica costurante em torno da singularidade.

Os autovalores deste ponto fixo sdo:

6 ¢ 0 autovetor singular do Jacobiano de (2-12)
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1-B —8B B (@) 2-34
1y o\ G 8B+ B+ O(p) (234

de modo que;

(c1) Se B3p > 0e p <0, anorma de um dos autovalores serd maior do que um e o outro

menor, entdo o ponto fixo € do tipo sela;

(c2) Se B3y <0e |8B3| < B%l os autovalores sdo reais €;

e Se By > 0, eles estardao dentro do circulo unitario,

e Se By < 0, encontrardo fora do circulo unitario.
(c3) Se B3y <0e |8B3| > B%l os autovalores serdo complexos e conjugados;

e Se By; > 0, estarfo dentro do circulo unitario,

e Se By < 0, ficardo fora do circulo unitario.

As orbitas de (2-32) s@o aproximadas para p = 0, por um deslocamento em tempo unitario
no fluxo do sistema planar de equagdes, (2-35), que € determinado via sucessivas iteragdes

de Picard, como € explicado no Apéndice E.

p = C+o(llp, Ol

) 2-35
{ = Bupl+Bsp’ +< St + By — 3B30>PZC+O(||(P;C)H4), (35

Esta forma normal exibe uma bifurcacdo degenerada de Bogdanov Takens, que foi

discutida em [13] e desdobrada em trés parametros [16] . Logo, se Bj; > 0 e:
(c1) B3p > 0, a origem € topologicamente uma sela;
(c2) B3y <0, B%l + 8B30 > 0, a origem tem um setor eliptico;

(c3) B3y <0, B%l +8B3g <0e (% + By — 3B30) =# 0, a origem serd topologicamente

um foco;
e estavel, se (% + By — 3330) <0,
o instavel, se (%! + By —3Bx) >0,

Sdao chamados respectivamente de casos sela, foco e eliptico. (Se aplicar a reflexdao

(p,8) = —(p,€) quando By; < 0, sdo achados resultados andlogos).

Variando p ao redor de 0, exploramos uma curva unidimensional junto a um desdobra-
mento tridimensional. Globalmente os casos (c1), (c2) e (c3) ddo origem aos seguintes

cendrios de bifurcacido da dindmica nas regides de costura numa vizinhanca da origem;
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(cl) e Se p>0,aorigem é topologicamente uma sela para @;

e Se p <0, a origem € um centro de ¢ e um ciclo sela emerge, perto da

singularidade.

Figura 2.13: Os correspondentes retratos de fase da dindmica cos-
turante de (cl).

(c2) e Se p >0, aorigem € topologicamente uma sela para ¢ e um ciclo sela emerge,

perto da singularidade;

e Se p =0, ¢ na singularidade pode exibir um setor eliptico, (uma regido na

qual toda 6rbita converge ao ponto zero, no passado e futuro);

e Se p <0, aorigem € um centro de @.

Figura 2.14: Os correspondentes retratos de fase da dindmica cos-
turante de (c2).

(c3) e Sep>0,aorigem é topologicamente uma sela para ¢, e um ciclo foco emerge,

perto da singularidade,

e Se p <0, aorigem € um centro de @.

Figura 2.15: Os correspondentes retratos de fase da dindmica cos-
turante para p>0 e p<0 de (c3).

E importante notar que, embora nds derivamos a dindmica, nas regides de costura, desde

formas genéricas das aplicacdes @=, ela pode ser derivada diretamente por integracio
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da expansiao local em séries de Taylor dos campos X e Y. Permitindo assim comparar
diretamente com a dindmica do campo deslizante f* ja estudada. Além disso, nas ex-
pressdes achadas para ¢, ndo foram encontradas condi¢des que profbam alguma das

combinagdes com os casos determinados, na Subsecdo 2.2.

2.4 Dinamica da T-Singularidade proxima da bifurcacao
vy =1evE <.

Uma vez que as dinamicas nas regides de escape (RE), deslize (RS) e de costuras RC™
tem sido decodificadas, elas podem ser juntadas para obter o retrato de fase global ao

redor da singularidade.

A dindmica em RS e RE é completamente descrita na Subsecao 2.2.1 e pode ser somente

de dois tipos, (s1) e (s2), dependendo do sinal no parametro a; em (2-10).

Enquanto, a dinimica em CR™ é derivada diretamente da aplicagio, (2-32), as mudancas
das varidveis que ddo lugar a aplicacdo genérica de Poincaré ( 2-12), na forma ( 2-32),
garantem que para p suficientemente proximo ao zero, 0 €iXxo negativo u mora estrita-
mente dentro do dominio (D) de ¢. Concluindo assim que, a origem e a solu¢do negativa
de (2-33) s@o pontos fixos desta aplicacdo. Nos termos da dinamica de (2-1) o primeiro é
um conjunto limite, (no passado ou futuro), das dorbitas de costura, o segundo pertence a
um ciclo da costura, cujo tipo pode ser: foco/né/sela, (estavel/instavel), como vimos na
Subsecao 2.3.3.

Combinando essas consideragdes, podemos esbocar as drbitas costurantes do sistema
(2-1), ou mais precisamente, suas intersec¢des com a variedade da descontinuidade. Os
retratos de fase descritos sdo obtidos tomando as dindmicas de (2-32), restritos a CR™
e refletida na linha y = z (pois localmente temos que as aplicacdes de Poincaré t€ém
intrinseca, uma reflexdo com respeito aos eixos; veja mais detalhadamente as propriedade
mencionadas depois do Teorema, (2.2)). Nos casos (c2) e (¢3), a aplicagdo possui um né

ou foco que pode ser estavel, (¢2;) e (c3;), ou instavel, (¢2,) e (¢3,).

A dindmica completa ao redor da T-Singularidade é obtida juntando um dos retratos (s1)
ou (s2) com um dos correspondentes (c1),(c2) ou (¢3), resultando assim um total de dez

retratos de fase, qualitativamente diferentes (veja na Figura 2.16).
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p <0 p>0 p <0

(s1) (s2)

(C2“) RC

RC™

(c34)

S

Figura 2.16: Catdlogo completo da dindmica na T-Singularidade
quando p =vtv- —1~0.

Um namero interessante de caracteristicas, qualitativas da dindmica, podem agora ser

inferidas do catdlogo exibido na Figura 2.16,

e Para p < 0, a dindmica numa vizinhanga da singularidade, nas regides de costura
¢ similar em cada casos, (cl), (c2) e (c3). Neles um nimero finito de pontos de
costuras levam orbitas de RE para RS e ao chegar na regido de deslize se afastam
da singularidade e convergem na dire¢do de um pseudo-né em (s1), ou deixam tal
vizinhanga em (s2). Um ciclo sela vai emergir préximo a origem para (c1).

e Para p > 0, (cl) é fundamentalmente diferente de (c2) e (¢3). Pois naquele, as
Orbitas costurantes se afastam da origem, num tempo passado ou futuro e, portanto,
ndo existem localmente 6rbitas que passam de RE a RS. Nos casos em (¢2) e (¢3)
ocorre 0 contrério, nestes é sempre possivel garantir a passagen de Orbitas, elas
coexistirdo com um novo ponto fixo do tipo né ou foco, que pode ser estavel em,

(c25) e (c3y), ou instavel em (c2,) e (c3,). Se for estdvel todas as Grbitas costu-
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Figura 2.17: Composicdo dos retratos de fase (c3,) com (s1) para
p <O.

rantes que surgem de RE, que estdo suficientemente préximas da singularidade

convergem para a origem. Sendo instavel, essas irdo alcancar RS em tempo finito.

Além disso, todas as orbitas deslizantes perto do ponto zero, passam de RS a RE,
por meio da singularidade. Especialmente em (s2), também, existem Orbitas que
vao se aproximar assintoticamente a variedade instdvel da pseudo-sela que esta

contida em RS.

Figura 2.18: Composicdo dos retratos de fase (c3,) com (s1) para
p > 0, exibindo um conjunto invariante, na forma de
um ciclo limite costurante.

2.4.1 Uma forma de Caos Nao-Deterministico

Um caso particularmente interessante € revelado, se tomarmos os retratos costurantes,
(c2,) ou (c3,), juntamente com o retrato deslizante (s1), (veja na Figura 2.18), os quais

fornecerdo o seguinte resultado:

Proposicao 2.5 Se um sistema exibe uma T-Singularidade com retratos costurantes (c2,)
ou (c3,) e o retrato deslizante (s1) com p > 0, entdo localmente tem-se que todas as

orbitas;
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e costurantes alcancam RS, com excecdo de um ciclo limite instdvel,
e alcancam RE, através da singularidade e portanto,

e irdo visitar a singularidade recorrentemente.

Figura 2.19: Orbita costurante, espiralando com um niimero finito
de impactos, ao redor da singularidade, alcancando
a origem na regido de deslize em tempo finito e en-
contrando em seguida RE, onde sua evolugdo no fu-
turo ndo é unica.

Nestas condicdes, a evolu¢do de uma orbita que alcanga a singularidade ndo serd tnica
no futuro. Podemos caracterizar esse comportamento dizendo que o sistema exibe uma
forma nao-deterministica do caos. Este termo apareceu anteriormente em [5], mas
com uma colocacdo diferente, embora referindo a uma perda de unicidade, na qual uma

infinidade de 6rbitas passam recorrentemente, através de um tnico ponto em tempo finito.

Para definir este tipo de caos comeg¢amos pelo caos deterministico, segundo [14]:

Definicao 2.6 Um fluxo  é cadtico sobre um conjunto compacto invariante €, se \J é

transitivo, e exibir sensibilidade com relagcdo as condigoes iniciais em S.

De fato, o sistema descrito na proposi¢ao (2.5), tem um conjunto invariante  préximo
da singularidade, gerado pela evolucgao futura da regido em RE, limitada pelas linhas de
dobra e pela variedade instdvel da pseudo-sela, incluindo esta. (Veja regido sombreada na
Fig (2.19))

A seguir apresentaremos as defini¢cdes, de transitividade e sensibilidade as condigdes
iniciais, para fluxos de sistemas nao-deterministicos, que sdo adaptadas para este tipo

de caos:
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Definicao 2.7 Um fluxo, , é topologicamente transitivo sobre um conjunto invariante,

Q, se para todo par de conjuntos ndo-vazios e abertos, S e W em Q, existe umt > 0, tal

que, Y (S)NW #£0.

Definicao 2.8 Um fluxo de um sistema ndo-deterministico, J, exibe uma dependéncia
sensivel sobre um conjunto invariante, €, se existe um r > 0 fixo, tal que, para cada
x € Q e todo € > 0, existe uma vizinhanca H C Bg(x) NQ, cujo didmetro do conjunto,
W; (H) U, (x) é maior do que r para algumt > 0.

O fluxo da proposi¢do (2.5) satisfaz as duas defini¢cOes anteriores, pois algum ponto em
Q, gera o conjunto invariante e alcanga a singularidade em tempo finito. Assim aquele
exibird dependéncia sensivel em relacdo as condicdes iniciais e é topologicamente transi-

tivo. Portanto, Q é um conjunto cadtico ndo-deterministico.

A tunica diferenca de definicdo (2.8), com a do caso deterministico em [14], € que usa-se
o didmetro de y;(H) Uy, (x), no lugar da distancia ||y;(x) —y,(H)||. Naquela defini¢io
permite incluir a perda da unicidade de uma O6rbita depois de alcancar a singularidade e
entrar em RE. As duas defini¢des coincidem para fluxos no sentido usual, fazendo com

que essa seja uma extensao natural.

2.5 Simulacoes Numéricas

Nesta se¢do, primeiro exibiremos primeiro algumas simula¢des nimericas do Teorema
(2.3) e do seu Coroldrio (2.3). Posteriormente apresentaremos um exemplo numérico, que
possui uma forma nao-deterministica do caos. Com esse fim, usamos o software Matlab

com um integrador suave por partes introduzido em [15].

2.5.1 Numero de Pontos de Costura

Para ilustrar o Teorema (2.3), e seu Corolario simularemos o campo (3-33), na sua forma
normal (2-2).

Se, vt = —1 e v~ = —0.6, entdo r ~ 3.58. Portanto, pelo Corolario segue que, o fluxo
costura a variedade da descotinuidade, entre 3 e 4 vezes antes de entrar em RS. Na Fig
(2.20), sao mostradas, duas 6rbitas com condigdes iniciais em RE, yo; = (0,—0.5,—0,4)
e Yoo = (0,—0.4,—0.5), que possui tangentes, Tp; € (O,TH%) e Ton € (’Cz+%,00), e essas

exibem tré€s e quatro pontos costurantes, respectivamente.
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RS™ S ,_RC RS
o
5 13 RC
(a)Orbitas com condicdes inicias yo; eyo2 (b)Intersec¢do das érbitas com M.
Figura 2.20:
De forma similar temos que, se v = —1 e v~ = —0.8, entdo r ~ 5.75. Logo, o fluxo cos-

tura a variedade da descontinuidade, entre 5 e 6 vezes antes de entrar em RS. Na Figura
2.21, sdo mostradas duas 6rbitas, com condicdes iniciais em RE, yo; = (0,—1,—0.2) e
yo2 = (0,—0.2,—1) € RE, que possui tangentes, T; € (O’T3+%) eTn € (‘|:3+%,oo),e essas

exibem cinco e seis pontos costurantes, respectivamente.

Thet - RS
; "Re RC
(a)Orbitas com condicdes inicias yo; eyo2 (b)Interseccao das 6rbitas com o M.
Figura 2.21:
Por ultimo, consideremos o caso, v = —1 e v~ = —0.9983, demonstrando que, r ~

0.9983, o que implica que o nimero de pontos costurantes do fluxo estd entre 75
e 76 vezes. Na Figura 2.22, apenas uma O6rbita € representada com condi¢do inicial
yo = (0,—0.5,—0.5) € RE, a qual exibe 75 pontos costurantes.
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5007 T

S0 e
1000 50

Figura 2.22: Orbita com condicdo inicial y espiralando de RE a
RS com 75 pontos costurantes.

(a)Ampliagao da Figura 2.22 (b)Interseccdo com M
Figura 2.23:

2.5.2 Dinamica incluindo o efeito dos termos de ordem superior

A aproximacgdo local de primeira ordem da T-Singularidade, estudada em [4], revela
uma bifurcacdo na forma de um didbolo ndo suave invariante, (veja Figura 2.7), que

Ty~ — 1 muda de sinal. O estudo dos termos de ordem

se auto-aniquila quando, p = v
superior nas subsecoes (2.3.3) e (2.2.1), revelam comportamentos intrigantes e diversos

no desdobramento desta bifurcacao.

Um caso particular, como vimos na Subse¢do 2.4.1, resulta considerando a0 mesmo
tempo o retrato deslizante (S1) com o costurante (c¢3,), (Fig (2.19)). Para obter a

combinacdo acima basta tomar as expressoes, (2-10) e (2-12), com os coeficentes:
Bii <0, B3x<0, [8By|>Bf;, e a>0, (2-36)

se p~1e p <O0. Este cendrio apresenta um conjunto onde o fluxo € cadtico e nao
deterministico, que pode ser controlado tomando p > 0. Um exemplo numérico deste

caso € proporcionado pelo seguinte sistema:

0 -3 1 0 X
X = 1 |+] =1 =3 0 y |, (2-37)
vyt 0 1 =2 z
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0 3 0 1 X
Y= v |+] 0 -2 0 y | (2-38)
1 1 1 3

sendo, a variedade da descontinuidade x = 0. Os coeficentes da forma normal do
campo deslizante e da aplicacdo de Poincaré verificam (2-36), com p = 0.002, quando
vt = —5.01 e v = —1/5. Logo, teremos o caso (s1) — (¢3,) da T-Singularidade. J&
que p estd proéximo da bifurcacdo, implica que os campos vetoriais abaixo e acima do
plano da descontinuidade sdo, aproximadamente antiparalelos na origem. Isto gera um
esmagamento forte das 6rbitas em um plano transversal a x = 0, como se observa na

Fig.(2.24), para uma 6rbita com condico inicial, (10720, —107%, —1079).

is
‘e

(a)Orbita com uma condig¢do inicial proxima a (b)Intersec¢do da 6rbita com M.
RE, que espirala em torno da singularidade até
entrar em RS onde ¢ atraida para a origem

Figura 2.24:

A orbita impacta depois do ultimo ponto de costura, evoluciona através de uma trajetoria
quase em linha reta desde o ponto (y,z) = (0.00025,0.00005), até a singularidade. Na
simulacdo confirmamos que a Orbita encontra a origem em um tempo ¢ ~ 0.48, apds
cair na regido de deslize. A partir deste momento ndo € possivel usar o algoritmo, pois
a evolucdo na regido de escape ndo € unica. O ciclo foco que surge intercepta a M, nos
pontos (—0.0000,0.0043,—0.0210) e (0,0.0044,0.0229).

Na Figura 2.25, mostramos uma ampliacdo da drbita anterior, que deriva de uma mudancga
linear das coordenadas em (y,z) e de um reescalonamento de (1 : 20) acima de M. Esta
orbita espirala ao redor da singularidade um ntimero finito de vezes, e eventualmente é
aplicada na regido deslizante, onde € inevitavelmente atraida pela origem. Esta situagdo é
consistente com o retrato de fase predito e ilustrado na Figura 2.18. Depois que encontra
este ponto, a Orbita seguird uma quantidade infinita de trajetérias independentemente das

condi¢des iniciais. Portanto, demonstramos que as condi¢des para uma forma do caos
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(a)Ampliagdo da Fig(2.24) (b)Interseccao da 6rbita em M.

Figura 2.25:

nao-deterministico existem.

Finalmente, ressaltamos que este comportamento pode ser controlado mediante variagdes

do pardmetro p. Para ilustrar esta situagfio, trocaremos vt de —5.01 por —4.99, o que

implica, p = —0.02. Logo, o sistema estard no caso (s1) — (¢3,). Uma 6rbita deste sistema

com a mesma condicao inicial da Fig.(2.24), é simulada nas Fig. (2.26) e Fig.(2.27).

10"

1 +
RC
- \ RS
2 L e 1 -
- -,
o %
— 05 o
N
. \\\
RE , RC
s \'-' .
05 ce
-8 - :C
101 - = 1 ...f
4 > o o ] ;’//05//1 15 ‘0\
2 - e 05 .
x10 foehs x10 % 4 2 [ 2 4 5
x10
(a)Orbita com uma condicdo inicial préxima a (b)Interseccao da orbita em M.

RE, que espiralea ao redor da singularidade até
entrar em RS, onde € repelida da origem

Figura 2.26:
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(a)Magnificagdo da Fig(2.26)

Figura 2.27:
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(b)Interseccao da dorbita em M.



CAPITULO 3

Sistemas de Controle com Retroalimentacao

Comutante

Uma das mais notdveis aplicacdes dos sistemas hibridos e de comutacdo € o desenho
de controladores, como por exemplo, os das estruturas varidveis, estudados em [19].
Os trabalhos [12, 20] sugerem que estes tipos de controladores com estado de reatroa-
limentagio comutante, como os PDI, ! podem ser efetivamente usados para conseguir
algum tipo de controle desejado, em presenca: das mudancas nas condi¢cdes da operagao,
ruido ou dinamicas nao modeladas. Portanto, um problema aberto é: determinar quando
a T-Singularidade, estd presente em sistemas de circuito fechado, com uma agdo de
controle comutante. Este aspecto tinha passado despercibido em numerosos livros clas-
sicos e artigos sobre o tema. A andlise pode ter dois resultados: ou a T-Singularidade ndo
¢é possivel, ou tal fendmeno, pode de fato ocorrer. Nesse caso as condi¢des devem ser

dadas, em conjunto com a classificacdo dos possiveis cendrios das dindmicas.

O paragrafo anterior indica que existe um vécuo na literatura das dinamicas, dos sis-
temas de controle com comutagdo que, vamos tentar preencher neste capitulo, segundo
[11], estudando a ocorréncia da T-Singularidade, em controladores tridimensionais com
retroalimentagdo comuntante. A partir dos sistemas, na forma de Luré 2 analisaremos
primeiro o caso cldssico dos controladores com uma saida, e, logo, o geral que possui

multiplas saidas.

IProportional-Integrate-Derivate
2¢ dizer,um modelo onde a dindmica linear e a parte estdtica no linear sdo separadas, para mais detalhes
veja [6]
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3.0.3 Sistemas de Controle com Retroalimentacao Comutante

G(s) =

¢

Figura 3.1: Diagrama em blocos de um sistema na forma de Lur’e.

O sistema de controle no qual estamos interessados, € ilustrado na Figura 3.1, que
¢ um sistema tridimensional com m entradas e p saidas. Esse possui um estado de
retroalimentagdo ndo linear comutante e uma linear forward path. No dominio do espago

de estados, a parte linear pode ser descrita como:

= Ax+ Bu

v ox (3-1)

onde, x R, u c R", y e RP, A € R¥3, Be R¥>*™ e C € RP*3. A acio da retroali-
mentagdo é exposta por: u = —@(y), onde ¢ : R” — R™, se assume como uma fungio

seccionalmente continua, na forma:

HYy+E" se h(y)>0;
o= _ _ ) (3-2)
H y+E~ se h(y)<O.
com HE e R™*P E* c R" e h: RP — R, sendo esta a funcao escalar linear:
h(y) = Sy + so, (3-3)

onde S € R1*? e 59 € R. Sem perda da generalidade, assumiremos que S # 0 e so = 0.

Portanto, o sistema resultante esta na forma (2-1) com;

X = (A—BH'C)x—BE™ se SCx>0

(3-4)
Y = (A—BH C)x—BE™ se SCx<0

e a variedade da descontinuidade ou de comutagdo € definida assim;

r={xeR¥:5Cx=0}. (3-5)
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Nas proximas subsec¢des, consideraremos o caso de um sistema de controle, primeiro, com
uma entrada e uma saida, (SISO %) com C = (1,0,0), que é correspondente ao problema
classico de Luré, e mostraremos que, as singularidades tipo dobra-dobra, ndo podem
acontecer. Apds isso, estudaremos os casos mais gerais, onde este tipo de singularidade

pode acontecer, derivaremos as condi¢des necessarias. Os casos mais gerais, incluem:

e Um sistema com multiplas saidas, onde C € uma matriz retangular geral;

e Um sistema com estado de retroalimentacdo completo, onde C é a matriz identi-
dade;

e Um sistema com saida bidimensional, onde a retroalimentacdo depende da saida e

da integral desta.

3.0.4 Caso I: (SISO) Sistemas de controle com uma entrada e uma
saida.

Neste caso, a saida y = Cx, é um escalar. Portanto, u € R, B € R¥*!, c e R1*3 ¢

H* E*.S € R. E ficil mostrar que a T-Singularidade, néo pode acontecer, pois as linhas

de dobra, que sempre sdo paralelas. Exporemos a afirmacao anterior usando a condi¢do

da transversalidade, (1-9),

det{dh,dX.h,dY.h} #0. (3-6)

As linhas da tangéncia de (3-4) sdo determinadas por:

X.h={(A—BH"C)x—BE",SC)=0 e Y.h={((A—BH C)x—BE ,SC)=0 (3-7)

sobre a variedade de comutacdo X = 4~ !(0). Temos que o determinante de uma matriz
de 3 x 3 pode ser expresso em termos do triplo produto escalar, ou seja, det(X,Y,Z) =
(X,Y x Z) para X,Y,Z € R3, de modo que:

det{dh,dX.h,dY.h) = (dh,dX.hx dY.h)
= (SC,SC(A—BH"*C) x SC(A—BH C)) (3-8)
— (SC,SCA x (SBH*C — SBHC))

Se o produto cruz é diferente do zero, implica que os planos, X.2 =0 e Y.2 = 0 ndo sao
coplanares, assim a intersec¢do com X deve ser duas retas distintas. No entanto, SH e CB

sdo escalares, de onde segue que:

det{dh,dX.h,dY.h} = S?CB(H"—H ){C,CAxC)=0 (3-9)

3single input single output.



51

implicando que as linhas de tangéncia sdo paralelas (veja Figura 3.2).

Figura 3.2: Linhas de tangéncia de um sistema SISO.

Por esta razdo, nao é permitido obter uma singularidade do tipo dobra-dobra, o que
poderia explicar o motivo da T-Singularidade ndo ter sido observada na literatura classica,
sobre sistemas de controle com comutacdo, onde os tipicos modelos sdo: sistemas com

uma Unica saida, analisados nesta se¢ao, que acabamos de estudar.

3.0.5 Caso II: Sistemas de Controle com Maultiplas Saidas

Na situagdo mais geral, o sistema € caracterizado por, m entradas e p saidas, de modo
que, C é uma matriz p x 3, § é uma matriz de 1 x p e o det{dh,dX.h,dY.h} ndo é

necessariamente singular. De modo que € possivel a ocorréncia da T-Singularidade.

Exemplo 1 : Note que o caso de multiplas saidas inclui um sistema de controle com uma
retroalimentagdo de estado. Nesta situa¢do a matriz da saida, C, € a identidade 3 x 3.

Assim y = x, deste modo as linhas de tangéncia estdo determinadas por:

X.h=((A—BH)x—BE* SC) =0
=0

Y.h=((A—BH )x—BE~,SC) (3-10)
h(x) = Sx=0.
e, a condi¢do da transversalidade, (1-9), é equivalente a;
det{S,S(A—BH ),S(A—BH ")} #0. (3-11)

Exemplo 2 Um caso especialmente interessante €, o de uma planta bidimensional, com
uma saida escalar dindmica, para se retroalimentar. Esta situacdo pode ser descrita

por: X = AX + Bu, com X € R?, possuindo a seguinte funcio:

_ { oc?yw;(}“? se Piy+BI (/) >0, 412

a y+0, ([§) se Biy+B;(/¥) <0,
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Figura 3.3: Possiveis linhas de tangencia de um sistema MIMO
que se intersectam.

sendo, y = CX, uma saida escalar.

E possivel reescalar o sistema anterior, definindo o vetor extendido de estados,

x = (%7, ['§). Deste modo o sistema resultante:

e Tera duas saidas;

e Estara na forma, (3-1); onde,

A O B C 0
A= B , B= C= (3-13)
Cc 0 0 0 1
e Com acdo de retroalimentagdo, (3-2). Onde,

H* = (0of,05), E*T =0, (3-14)

sendo, h(y) = (B1,B2)y-

Exemplo 3: As linhas de tangéncia para um sistema de controle SIMO *, estdo determi-

nadas por:

X.h=((A—BH"C)x—BE",5C) =0
=0

Y.h=((A—BH C)x—BE~,SC) (3-15)
h(x) = SCx = 0.
logo, a condi¢do da transversalidade, (1-9), é equivalente a:
det{SC,SC(A—BH C),SC(A—BH"*C)} #0. (3-16)

E possivel concluir que, se X é o ponto de intersec¢do das linhas de tangéncia, entdo,

4E um sistema de controle que possui uma s6 entrada e muiltiplas saidas, na forma (3-1).
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AR, SC )
£ _ _<<B SC>> _HECk (3-17)

desta maneira, os campos de vetores, na singularidade sdo iguais a:

SCAX
SCB’

X=Y=AX-B (3-18)
Consequentemente, um sistema de controle SIMO, pode exibir uma T-
Singularidade, no caso vtv™ =1 e v > 0, porque Y.X.A(%X) = X%.A(%) e
X.Y.A(X) = Y2.h(X), independentemente da escolha de parimetros. O que im-
plica que, toda Orbita suficientemente proxima a singularidade, encontra a regidao

de deslize depois de um numero finito de costuras, na variedade de comutacao.

3.1 Exemplos Numéricos

Nesta subsecao, estudaremos trés exemplos que mostram o comportamento predito, pela
andlise anterior, e, posteriormente, examinaremos o modelo de um cotrolador PDI, que

exibe uma T-Singularidade para valores dos parametros fisicamente vidveis.

3.1.1 SISO, SIMO e MIMO

Consideremos, como primeiro exemplo, um sistema SISO na forma (3-1) descrito pelas

matrizes,
-1 10 1
A= 101 |, B=|o0 c=(100) @19
-1 0 0 0
H" =1, H =1, ET=1, E-=-2, S=1. (3-20)
portanto, o sistema associado é:
( 0 10 X 1
X= -1 01 y |—=| 0|, se x>0,
-1 00 Z 0
(3-21)
-2 10 X -2
Y=] -1 0 1 y | — 0 , se x<0,
L -1 00 Z 0
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e com a variedade da comutagdo X, definida pela equagdo, SCx = x = 0. As correspon-
dentes linhas de tangéncia em X estio dadas por:
Xh=y—1=0

(3-22)
Yh=y+2=0

sendo, efetivamente retas paralelas, como esperavamos.

Figura 3.4: Orbita do sistema SISO com condigdo inicial
(1000~20, —0.51,1.51). A superficie da cor cinza é a
regido de deslize com fronteiras paralelas.

Analisaremos em seguida, um sistema similar, com uma saida adicional, SIMO, que

resulta em mudar (3-19);

1
B = 0 C:(1 0 O) (3-23)
4 0 01
e em (3-20)
H=(0 -1), H=(01) s=00 (3-24)
logo, o campo vetorial descontinuo associado, é:
( -1 1 1 X —1
X=1 -1 0 1 y | + 0 , se x>0,
-1 0 —4 b4 4
(3-25)
-1 1 -1 X 2
Y=| -1 0 1 y |+ 0 , se x<0,
L -1 0 4 Z -8

e com a variedade da comutacdo X definida pela equagdo SCx = x = 0. As correspondentes

linhas de tangéncia estdo dadas por:



3.1 Exemplos Numéricos 55

Xh=y—z—1=0

(3-26)
Yh=y+z+2=0

que se intersectam no ponto (0,—1/2,3/2)7. Os campos, sdo paralelos na singularidade:

X—y—| _1 (3-27)

Além disso, X2.h = —5/2<0e Y2.h= 3/2 > 0, implicando que este sistema exibe uma
T-Singularidade no caso viv- =1e vE >0, (o resultado, € consequente, com a anélise

feita nos sistemas do caso SIMO, na sec¢do anterior).

1.55

y ”\/ 06 i <

135 .065

Figura 3.5: Orbitas  do  sistema  SIMO  com  condi-
coes iniciais (1000720, —0.5,1.51) (azul) e
(—100010-2°, —0.5,1.51) (vermelha)

Agora, consideremos um sistema, com uma entrada adicional, MIMO, que resulta em
mudar, (3-19);

Lo 100
B=|o 1|, C:< ) (3-28)

e em, (3-20);

(o) re(en) e () e

logo, o campo vetorial descontinuo associado, é:
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-1 1 1 X -1
X=1]1 -1 0 1 y |+ =2 |, se x>0,
-1 0 x —K
(3-30)
-1 1 -1 X 2
Y=| -1 0 1 + 4 , se x<O0,
L -1 0 —x z 2K

e com variedade da comutacao X, definida pela equacio, SCx = x = 0. As correspondentes

linhas de tangéncia estdo dadas por:

Xh=y—z—1=0

(3-31)
Yh=y+z+2=0
que se intersectam no ponto (0, —1/2,3/2)7. Os campos na singularidade sio:

0 0
_ 1 — | u

X=1 - |, Y=| 7 (3-32)
x LY
2 2

Além disso, X?.h = (k—1)/2 e Y2.h = (11 —x)/2, o que implica que este sistema exibe

uma T-Singularidade, para k € (—oo, 1), em particular:

e Sex<0,entioviyv™ < 1;
e Sex=0,entdo vty =1evt<0;
e Sex>0,entdoviyv > 1.

Para ilustrar o comportamento da dindmica, do sistema ao redor da T-Singularidade,
analisaremos alguns valores numéricos, para o parametro K, juntamente com os resultados

no capitulo anterior.

1. Se x = —0.001, entdo vv~ =~ 0.97 e vt < 0. Ap6s, realizar uma série de célculos,
determinamos que, estamos no caso (s2)-(c2), no catilogo (2.16). E o mesmo que
dizer: um nimero finito de pontos de costura levam 6rbitas de RE para RS. Quando
chegam na regido de deslize se afastam da singularidade, enquanto, na regidao de

escape hd um no instavel.

2. Se k = 0.001, entdo viv- ~ 1.022 e vt < 0. Ap6s, realizar uma série de célculos,
determinamos que estamos no caso (s2)-(c3,), no catdlogo (2.16). E 0 mesmo que
dizer: existem localmente 6rbitas que passam de RE a RS via um ndmero finito de
pontos de costura, hd um ponto fixo do tipo foco estdvel, que da origem a um ciclo

limite atrator. Além, de um pseudo-equilibrio (sela), na regido de deslize.
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x10°

RC ' RE /’

L
h > i P

1.
154

/
14851 {

/RS RC
148 / ! !
-0.65 -06 -0.55 -05 -0.45 -0.4 -0.35
Y
(2)Orbita com uma condicdo inicial (b)Interseccao da érbita com a variedade da des-
(1000-2°, -0.5,1.51), que espirala ao re- continuidade.
dor da singularidade, até entrar em RS onde é
repelida da origem
Figura 3.6:
152 | 7
RC \RE |
1515 Y ,'/
\\ /
151 \\ ”/
Vo
1.505 1 /
< < ..f \\r" 2
15 LI 1
il
1.495 ”/ \\\
149 ’/ \
[
1.485 / \\
/ RS, RC |
! ‘}OB 65 -06 -0. ‘55 -05 -0.45 -04 -0.35
Y
(a)Orbita com uma condi¢do inicial (b)Interseccao da érbita com a variedade da des-
(100072°, —0.5,1.51), que espirala ao re- continuidade.

dor da singularidade, convergindo ao ciclo
limite (vermelho)

3.1.2 Um controlador PID

Controladores do tipo Proporcional, Integral e Derivativo, sao comumente denominados
de PID. Estes sdao amplamente utilizados no cendrio industrial, devido a implementacdo
facil, ao baixo custo e por sua versatilidade. Além da sua capacidade de atingir o estado
estaciondrio do erro zero. Na Figura 3.7, ilustra-se um modelo do sistema derivado, de
um controlador PID, com estrutura varidvel introduzido em [1] para prevenir o integrador

windup, que pode causar uma perda siginificativa no desempenho de controle quando
usado em sistemas que tém um atuador com saturacao.

Esse sistema consiste de:

e uma planta de segunda ordem G, controlada através de um controlador PID;
e um atuador que satura a entrada de controle por acima;

e um lacgo de retroalimentacdo anti-windup.
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A
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=
B
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@ > sat > Gp(s) >
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Figura 3.7: Diagrama em blocos de um controlador PID, com
estrutura varidvel

Este sistema pode ser modelado pelo seguinte sistema ndo suave de equacdes diferenciais
em R3:

X h
‘o (x) se h(x)>0, (3-33)
Y(x) se h(x) <O,
onde x = (x,y,z) € R3 e
y
X(x)=| —aix—axy+ sy —h(x) (3-34)
Xd —X
y
Y(X) = —a1X — azy + Usq (3’35)
ph(x)
sendo 4 : R3 — R, definida por,
h(X) = usar — kp(xa — x) +kay — kiz. (3-36)

Quando a entrada de controle ndo estiver saturada, (h > 0), o saturador se comporta como
a fungdo identidade. No caso contrdrio (h < 0), a saida do saturador € uy,, 0 que ativa
o lago da retroalimentagdo anti-windup, ao invés de integrar o erro, integramos ph(x).

Logo, as linhas de tangéncia estdo determinadas por:

X.h(x) = kpy — kgarx — kgazy + kqus — kgh — x4k + kix =0
Y.h(x) = kyy — kgarx — kgazy + kquts — phk; = 0 (3-37)
h(x) =0.
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e com a condig¢do de transversalidade, (1-9), verficada se e somante se k; # 0 e kgar —k, #
0. Neste caso as linhas de tangencia se intersectam, transversalmente em 4, (variedade de
comutagio, definida por 4~ 1(0)), no ponto . Onde
~ kd(xdal _us) Ug kczl(xdal _us)
X=Wi,———F— )+ 77— (3-38)
( kp—kdaz ) k,’ kl'(kp—kpaz)
que € uma singularidade do tipo T, se as duas dobras definidas pelos campos, X e Y, foram

invisiveis em X, o mesmo dizer:

X2.h(%) = ”f_—jj’z; (—k3a1 + kaki + kakpaz —k2) < 0 (3-39a)
14
Y2 4(R) = %(l{flal — kakpaz +K2) >0 (3-39b)
14

Se as condi¢des acima sdo verificadas, entdo vy~ =1 e vy~ > 0, para qualquer escolha
dos parametros, o implicard que toda 6rbita suficientemente proéxima a singularidade
encontrard a regido de deslize, depois de um ndmero finito de costuras na variedade de

comutagdo. Ja que, na singularidade os campos de vetores sdo paralelos;

k) (3-40)

de forma que, X.Y.A(X) = Y2.A(%X) e Y.X.A(X) = X?.h(X). Porem,

o XYA® Y?.h(%) 0 341
' V-X2h(R)Y2.A(K) /—XZAR)Y2.A(X) e 4D
~Y.X.A(R) —X2.h(%) 0 (3-42)

/X2 RR)YZAR)  /—X2h(R)YZA(R)
na continuagdo apresentaremos valores numéricos do controlador PID, que satisfardo
(3-39),

ky=—11543k, ky=—325+k k=-325+2k com ke [4.1,10] (3-43a)

p€[0.1,0.5], u;€[0,10), (ar,a2)=(10,6), xy=1. (3-43b)



APENDICE A

Aproximac¢ao de um campo com uma

T-singularidade.

Seja Z(X,Y) € Qo(d), logo as séries de Taylor genéricas da primeira ordem em torno da

origem dos campos X = (X1,X5,X3)7 e Y = (Y1,Y2,Y3)7, estdo dadas por:

x X0 X0 Xpo Xipo X
X[y =] Xo [+ Xoo X0 Xop y | +0(xy2)|?), (A1)
4 X30 X300 X300 Xaz0 z
c,
x Yo Yoo Yo Yizo X
Y[y |=] Yo |+ Yo Y20 Yoo y | +0(lxy2)|7), (A2
z Y30 Y3z Y3 Yino

agora determinamos condi¢des sobre os coeficentes segundo as restricdes, consignadas
na Definicao (1.6).

Da primeira destas, temos que X e Y t€ém um contato quadritico com a variedade da

descontinuidade na origem, isto é:
X.h(0)=X10=0 X2.h(0) =< (X1y0,X120), (X20,X30) ># 0,
(A-3)
Y.h(0)=Y10=0  Y21(0) =< (Y1y0,Y120), (Y20, Y30) >+# 0,

e portanto, € possivel assumir que X»q, Y309 # 0.

Da segunda, o par de curvas dadas por Sx = X.Ah=0e Sy = Y.h =0, sobre M intersectam-

se transversalmente na singularidade, porém:

1 0 0
0 X Xipo |#0 (A-4)
0 Yo Yio
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o que implica que os vetores (Xiy0,X120) € (Y1,0, Y1z0) ndo sdo paralelos.

Consideremos a mudanca de varidveis diferncidvel,

X X
= = Xiox — Xiyoy — X0z (A-5)
Z Y 0%+ Yiy0y + Y1202

que envia as curvas das dobras, Sx e Sy, localmente ao longo dos eixos y e z respectiva-

mente. De modo que X e Y em torno da singularidade sdao equivalentes a,

X —y O(x,||(»2)|1?)
X[y |=] -X2r0) [+ oO(lxy2)l) (A-6)

X.Y.h(0) O([|(x,»,2)I])

x z o, ||(32)[1?)
Y[y |=| —vxno) |+ oGyl (A7)

z YZ2.1(0) O(]] (x,y,2)[)

Realizando uma segunda mudancga de varidveis dada por,

X X
Y
y |+ —X2.4(0) (A-8)
Z
VY2h(0)

e reescalonando o tempo separadamente por ¢ — ———— e f — ——— respectiva-
p P p \/—X2.h(0) \/Y2.1(0) p

mente para X e Y (isso troca a velocidade das rbitas mas preserva os retratos). Obtemos,

a forma local dos campos em torno da origem,

x -y OllGx, 11» I
Xy [=] 1 [+ O([1Cx, 7)) (A-9)
z v O(|1Cx,x,2)1)

X z O(x,[|(y,2)]1*)
Y[y =] v [+] ollxyl) (A-10)
z 1 O(||(x,y,2)|])

Onde,
. X.Y.h(0)
~ /=X2.1(0)Y2.h(0)

(A-11)
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 —Y.XA(0)
~ /=X2.1(0)Y2.h(0)

(A-12)

-+

Os parametros v" e v~ que aparecem na expressao anterior, indicam a tangente dos

angulos 0+, de X e Y, em relacfio a linha Sx no ponto zero:



APENDICE B

Dindmica do campo restrita a variedad central.

A serie de Taylor do campo deslizante planar regularizado f* de ordem dois, é

fy2) = < v 1+ > ( y ) n ( Y + (¢ +c33)yz+c3322 + 0| (3.2)|P) )

Lo 2 cpy 4 (¢ 4 c3)yz+ 22 + O(||(3,2)[P)
(B-1)

Se vy~ =1 e vt < 0 o sistema anterior é estructuralmente instavel na origem, pois esté
ponto € ndo hiperbdlico. Para estudar a dindmica do campo em torno deste bifurcagdo em

proximidades do ponto (0,0), vamos impor: v < 0 fixo e A = vtv™, portanto:

P S B I T e e e CDI[
R R (e e+ (ch+ eyt b2+ 0|0 2)IP) )
(B-2)
¢ possivel estender o sistema uma a dimensdo mais, considerando A como uma varidvel,

logo,

SN (v N ()L e+t aherdid +oll0))
. oyt _ _ s
2 v (vh)? z ey + (ch +e33)yz+ 322+ 0(|| (1 2)[]P)

A =0

(B-3)
O Jacobiano de (B-3) no ponto singular (y,z,A) = (0,0,0) é a matriz,
0 0 0
J=10 vi+v= 0 (B-4)
0 0 0

Aplicando o Teorema da Variedade Central a (B-3) garante-se a existencia de uma vari-
edade W¢ C R x R, tal que dimW¢ = 2. Esta € tangente na origem ao subespaco gerado

pelos autovetores com parte real nula, < (—v*,1,0),(0,0,1) >.

Ja que A = 0, os planos T, = {(x,»,A) : A = Ao} sdo também invariantes com respeito a

(B-3). Portanto W€ € folheada por variedades unidimensionais,

Wi = We NI, (B-5)
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Como Wj € tangente ao subespaco gerado por TV =< (—v*t,1,0) >, é possivel para-
metrizar W, para |A| suficentemente pequeno pelas coordenadas sobre TV", usando uma

projecao (local).

Com esse objetivo, considere a mudanga de varidveis com respeito aos vetores p =
(—vt,1) e ¢ = (v, 1), que sdo ortogonais pois v v~ = I(autovetores do jacobiano de

f* na origem com A = 0), qualquer vetor 3 = (y,z) € R? pode ser escrito como,

X = pu-+qw, (B-6)

as expressoes explicitas para w,u € R sao,

= <px>
{ u X B9
w = <qg,X>
O sistema nestas coordenadas € equivalente a:
1 y
u = BE <p,f(pu+qw) >
(B-8)
1 y
W= Tl <q,f (pu+qw)>

Segue-se entdo que a variedade central local Wy na origem para [A| < T com T >0

suficientemente pequeno, estd dado por:

Wy ={up+wg:w=nh(u,A) e |u| <38}, (B-9)

Para algum & > 0, onde i € C"(Ng(0) x N¢(0)), 2(0,0) =0 e D,h(0,0) = 0. Portanto a

expanssao da serie de Taylor de /# no ponto zero de ordem dois é:

w = h(u,\) = aA~+ PAu +YA? + w® + o(|A, ul?) (B-10)

cujos coeficentes estao determinados por:

w = Dyh(u,w)i (B-11)

esta equacdo deriva-se de Wy ser invariante em relacdo ao fluxo induzido por (B-8).

Realizando alguns calculos € possivel determinar que,

o 0

y = =0

B = v

H (v+jri*)2 (cvt e (vF)? = (3 et — (e +e33) (V1) + 33 +e3v)

(B-12)
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Portanto a dindmica da variedade central ao longo da reta gerada pelo vetor (—v*, 1) €,

Y

vt

m((vﬂf — 1)u+a2u2) (B-13)

u=

T A 1 VA T .

e SevtvT >1ea <0oua; >0, (B-13) tem dois pontos de equilibrio u = 0 e
u= (1—v*tv7)/az, que sdo respectivamente estdvel e instavel, pois

1—vty™
2

e SevivT =1eap; >0oua; <0,(B-13) tem um ponto de equilibrio u = 0 que ndo
e hiperbolico, pois;

D,i(0) =0 (B-15)
e Seviv  <1lea>0oua; <0, (B-13) tem dois pontos de equilirio u = 0 e
u= (1—v*tv7)/az, que sao respectivamente instavel e estavel, pois

1—vty™
D,i(0) >0 e Duu(a—) <0 (B-16)
2

Assim os equilibrios mudam sua estabilidade quando v*v~ = 1 ( bifurcago transcritical).

Como o sistema (B-7) é localmente equivalente numa vizinhanga do ponto (w,u,A) =
(0,0,0) a:

+
. v _
u = m((l—\/_‘—v )M+a2bt2)
(B-17)
w o= —Vﬂlrv,w

E claro que um ponto singular do sistema anterior € induzido por um ponto singular em

+

(B-13), lembrando que estamos supondo v* < 0, entdo para v v~ ~ 1, concluimos que:

e Seviv™ > 1eap > 0o sistema tem uma sela na Regido de escape.
e SevT v~ > 1eap <0 o sistema tem uma sela na Regido de deslize.
e Seviv™ < 1eap > 0o sistema tem um no estdvel na Regido de deslize.

e SevTv™ < 1eap < 0o sistema tem um noé instavel na Regido de escape.



APENDICE C

Perturbacio genérica da aplicacao de Poincaré.

Assumindo a analiticidade das aplicagdes de primeiro retorno, € possivel desenvolver a

série de Taylor de ordem trés de ¢ numa vizinhanga da origem, a qual é dada por:

y o =y Ooy? 1Yz 4 02z + 030y 4 012z + 0z + 03z

+0(I|(%2)|1"), (C-1)
z = =20 24 Booy? + Briyz+ Booz? + B3y + a1y z+ Broyz® + Bosz?
+0([|(» 21,
de forma similar para @,
y o=y =20 2410y +HViyz+ Y022 + V30 + 121022+ Y12y + Y032
+0(I| (%)), (C-2)
z = —z4 80y +811yz+ 8002 + 830y + 82172+ B12yz* + 8032
+0(|(2)[1%),

Entretanto, os valores dos coeficientes de @ e ¢~ estdo restritos ao fato que, as duas
aplicacdes sao involugdes, e, que seu fluxo induzido € quadraticamente tangente as linhas

de dobra Sx e Sy. Porém, vamos impor que,

e as expressoes, (C-1) e (C-2), preserven os eixos y = 0 e z = 0 respetivamente,

e as composicdes @ o @™ e @~ o @, truncados para terceira ordem, sejam a identi-
dade.

de onde segue-se que:

02 = 03 = Po2 = Bos =720 = Y30 = 620 = 830 =0, (C-3)
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0] =02 =011 =021 =0,

030 = —(OL%O + 0(21v+),
Bao = (020 — Pr1)vT,
Ba1 = 5 (—020B11 +Bi;) + (021 —2B12) v, (C-4)

Yoz = (802 —Y11) V™,

_1 -
Yi2 = 5 (=011 +vi;) + (812 = 2ya1) v,
dp3 = —(812\/7 —1—5%2).

O que nos permite diminuir o nimero de coeficentes de cada aplicacdo de 15 a 6, de modo

que as expressodes das series de Taylor de @ e @, ficam respectivamente,

= =y 4 00y — (030 + 021y 4+ caryiz+ O] (3, 2)|[*),
z = =2vTy4z+ (0o — Bri)vy? + Briyz + Bsoy® + Biayz? (C-5)
+ (L (—o0Bi1 +B3,) + (021 — 2B12)vH) y2z+ O(|| (1. 2)||4)

y = y=2vz+v11yz+ (o2 —Y11) vz +721y22+Y03Z3
(3 (=8o2vi1 +71) + (812 —2¥21)v™) Y2z + O(|| (3, 2) [|*) (C-6)
2 = =72+ 80z +812y2% — (B12v™ +83,)2 + 0(|| (0, 2)1|Y),

Finalmente, compondo @' o @, determinamos a expansio geral da terceira ordem da

Aplicacdo de Poincaré, o,

y — —y+2vz+ a20y2 +ayxy+ azoz2 + agoy3 + 6121)722 + alzyzz + a03z2
+0(||( )|,

7z = =20y (=1 4Tz 4 bagy? + bi1yz+ boaz? + 3oy’ +ba1y’z
+b12yz? +bosz® + O(|| (3, 2)||*),

(C-7)

com
a = 0o,
ail = —Yi1—400v;
ap = Yuv —v dn+ 40(2()(\/_)2;
az = —03)— 0t
a1 = —Ya1+200Y11 — (6(—03) — 0 vH))v — oy
app = —400v Y11 +2000(=Y11v" +v 802) + 2721V _% 11+%V”802_V7812

+(12(—0€%O — (121V+))(V_)2 +40p1v;
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ap =
by =
by =
by =
by =
by =

by, =

—Y03 — 400y (—Y11v™ + v 802) — (8(—3) — 021 vT)) (v7)? —dan (v7)%
vtogy —Brivt;

—Brii —2vTy —4vTv oo +4v BrvT:

2V+'Y]1V_ — 2V+V_8()2 + 4(v_)2v+0L20 — 4(V_)2[31 1V+ + ZV_BII + 02;

B30;

—2vF 1+ (2(vT oo — BV )yin — 2B3 — ooyt 4+ 2By + IBiiong
—6B30v;

—2vH(=2v1v" + 495 — 3711802 + v 812) + B11do2

+(4(3B3, + 02, 1vT —2B1avt — AB110a0) v + 812 + Bin

—(4(vToo —Brivh))v i + (2(v oo — Biivh)) (—yiiv +v802)
—Buivit + 12B30(v7)%

(4(vtoge —Brivh))v (—1iv +v 802) —2v Y03 — Bri(—Y11v™ +v dn2)
—2B12v™ — Boz — (4(3P%, + 021vT —2B1avt — IBr10ag)) (v)?

—8B30(v™)> —2B11v 802 — v 812 — &y
(C-8)
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Forma normal da Aplicacao de Poincaré.

Quando
pi=vivy —1=0, (D-1)

a aplicacdo de Poincaré, @, tem um ponto fixo, na origem, com uma lineariza¢do nao-
semisimples 1 : 1. Ela pode ser colocada em uma forma normal de ressonéncia 1 : 1 que

€ simétrica, devido as restrigdes impostas pelo presuposto de involugdo.

A reducgdo a forma normal de (C-7) vai ser efetuada, segundo um caminho padriao: uma
transformacao linear, seguida de uma sequéncia de transformacgdes proximas a identidade,

eliminando os termos ndo ressonantes de diferentes graus iterativamente.

Primeiro a parte linear de (C-7) é simplificada através de uma mudanca de varidveis

dependente dos parametros v*,

y 2—4vty 1 y1
= D-2
(-0 0)() o

tornando-se,

yi = y1+21,

(D-3)
21— 4pyi+(1+4p)z,

Esta tltima expressao coincide com a forma de Jordan da linearizagdo de @ quando p = 0.

Nas coordenadas (y,z) e na bifurcagdo v_ v = 1, o0 eixo coordenado y; esta na diregao
do autovalor singular (—1,—v™), enquanto o eixo z, na diregdo de y. Assim, a mudanga
de varidveis alinha o autovetor singular com a dire¢do y;, € nas novas coordenadas,
este encontra-se estritamente contido nas regides costurantes em relagao as coordenadas
originais. O anterior é uma observacdo importante, pois as aplicacdes de retorno estio

definidas somente em RE e RC™.
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Continuamos com seguinte mudanca de varidveis que em torno do ponto zero é proxima

a transformacdo identidade, com o objetivo de simplificar os termos quadréaticos,

2
71 = w+d20u2—|—d11uw—|—d02w2,
com,
c __ bw—anvi4bivt+2(vt) by
20 vt(12p+2+16p?) ’
doo = 2Wbptbi v +bog+2b1 v p+4byop*+(vh)*boa)
20 — v ’
dii = — —ax v +3b0+16b20 p+40by0 p*+32p b2 +8p*b11v +6b11vT p+2b11 v +2(vT) by
= v (6p+1+8p?) ’
dor — azv T +6baop—b1 v —2(v)?boa+8byop?
02 = Vv (12p+2+18p2) ’
(D-5)
produzindo,
3
u — u+w+0O(||(u,w

w = 4pu+ (1+4p)w+ Byou? + Bryuw+ O(||(u,w)?]]),

onde,

By = (2P+—21)V+) (24a2()v+p2 — 5b11v+p —2byo+2axv — Tbyop — 2by vt
—2(V+)2b02 — 12b20p2 +2ai1 (v+)2 + 2a02(v+)3 — 8b20p3 + llpa20v+
+8aig (v*)zp + 4a02(v+)3p —4b vt p? — 2(v+)2b02p + 8ayi (vJ“)zp2
+16ax0vt p?),

By, = (4[)+21)v_+ (8pc11vt +8baop® — 16az0vT p* +6brp — 16pasv™
—4ay; (vH)2p —2axvt — a1 (vH)? = byvt —2(vH)%bgn),

(D-7)
em particular para p = 0,
B20|p:0 = 4day)— 4v+b02 —4bygv™ + 4a11v+ —4b11 +4ap (V+)2
(D-8)

Bitlp=0 = —4v by —2bi1 —2a vt —4ay,

Pela condicao de involucgdo o termo B, = 0 préximo a p = 0, o que implica que a segunda
expansdo de Taylor € estruturalmente instidvel. Em ordem de obter a forma topoldgica

normal da aplicacdo de Poincaré, a expansao de terceira ordem deve ser considerada.
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Mais uma vez, aplicamos uma transformacgdo proxima a identidade para simplificar os

termos de ordem cubico,

com

u

w =

€30|p=0

€21|p=0

f30lp=0

fo1lp=o0

fo3|p=0

= p+es(u)d +e(n)’o,
O+ o018 + 120+ fo300°,

(D-9)

12( 7 > (16(vH)* b3, +2a3,(vH)? —9b3, (vF)? — 12b30vT — 16(vF)3byn
24(vH)*bos 4 12a30(vH)? +4ax (v — 12by1 (vF)? +2(v)2boabao
—12(v")3borasg — 2(v")3boabi1 + broazgvt — 17brob11v"
+7ax0(v)?b11 — 6ax(v)3ars +10b11 (vF)3ary + 12(vF)*boaar
+12byar (vh)? —9b%0),

g;(++)z(—8("+)4b(2)2 - 4“%0(V+)2 - 17[9%1 (V+)2 - 16(V+)3b12
—24(v+)4b03 + 12(130(v+)2 +4an (v+)3 —8by (V+)2 — 22(V+)2b02b20
+12(V+)3b02a20 — 30(V+)3b02b11 +21bsgazgvt — 25baoby v
+21020(V+)2b11 — 6a20(v+)3a11 +10b14 (V+)3a11 + 12<V+)4b02a11
+12b20a11(v+)2 — 3b%0)

2(v—1+)2(—4("+)4b(2)2 +azy(vh)? = 7b7, (vF)? = 8b3ovt —8(vF)bia
—8(vF)*bo3 — 8ha1 (V)2 — 16(vF)2bgabag — 12(vF)3boab11 + 2bygazov™t
—18b2ob11vT +2a20(vH)2byy — 1153,

VL)Z( 8(vH)*b2, — 4a5,(vF)? —25b3, (vF)? — 36b3ovT
—24(vt)3b1y — 24(vH)bos 4+ 12a30(vT)? — 28b21 (vF)? — 54(vT)2bgabog
+12(v+)3b02a20 —38(v )3b02b11 +33bygargvt — 71bagby v
+10b11(vF)3ar; + 12(v)*baars + 12bspar (vh)? — 51b3, +4daz; (v1)3
+25a20(vF)?b11 — 6az0 (vt )3ary),

24(l+)2(_8( V) by —4azg(v)? = 2167, (vF)* +36b3ovT — 16(v7)b1a
—24(v)*bo3 + 12a30(vH)? +4az; (v)3 — 46(vt)?boabao
+12(v")?bozazo — 38(v) bosbi1 + 33b2oazvt —29b20b1 vt
+25a20(vF)?b11 — 6ax(vh)3ar +10b11 (v*)3ay;
+12(vF)*bogars + 12bagar (v)? +21b3,),

(D-10)

obtendo a forma normal,

poo= pro+0o(|(we)),
® — 4pu+(1+4p)o+ Bop? + Biiu®+ Biop® + Boif o+ Boz o O(|] (u, )*|]),
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B30|p=0

Bs1]p—0

Boz|p—o0

(D-11)

2 2 ( 4(V+)4b03 — 4(V+)3b12 +4a30(v+)2 + 46112(V+)4 —|—4a21 (V+)3

+4a03(v+) —dby (vF)? —4(v)*b3, —3b%, (vF)? — 4bJ, — 4dbsovT
—8(vT)2boabag + 6(vF) boaazg — 7(vT)3boabi1 — Thaob1ivh

+4ax (vF)?bi1 + 2byaxvt +2(vH)*boar — 2bar (vh)?

—2b11(vh)*ags — 4byoan (vh)?),

S (8(vF)3b3, — 26a3gvt + 963 vF +16(vH)2b12 +24(vF)3bos

+-8by vt 4 24az0vt 4+ 8an(v)3 + 16421 (vF)? + 8y boabag

+18b11 (v)?bos +46bs0any + 11b20b11 + 39azbi v

+36(V+)3b()26111 + 26a 1v+b20 — 18aspai (V+)2 +26b11a11 (V+)2

—|—56a20(v+)2b02 — 16a20a02(v+)3 + 24b11a02(v+)3 + 32(V+)4b02(l()2

+24by0ap (vh)?),

ao (—8(vF) by — 1643 (vF)? — 13b7, (vF)* — 24b3gv*
—8(V+)3b12 — 8(V+)4b03 —12by; (V+)2 + 16a30(v+)2 +4as (v+)3
—34(vT) 2 boabag — 22(v)3boobi1 + 51bagazov™ — 43byobivt
+37ax0(v)?b11 +36(vH)3boaasy — 6az0 (v ) ar; + 10by1 (v*)3ar
+12(vT)*bopars + 12bagar; (vT)? —39b3).

(D-12)
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Aproximacao da Aplicacao de Poincaré por um

fluxo.

A aplicacdo de Poincaré (3-1) pode-se ser aproximada por um deslocamente em tempo
unitdrio do fluxo de um sistema planar de equagdes diferencidveis, que é determinado via
sucessivas iteracoes de Picard, como explica-se por exemplo em [13]. Em particular, se

p = 0 temos,

po= o-2ue+ Ble? + Gl + Copte+ Croue? + Coz 0°,

®O = Bnuw—%(ﬂerDso,u + Dyy @+ Dipue* + D3 o0°,

com,
B Bi, , B 2B}, | 2By B
G0 = -7, Co1 = =3+ L + Bso, Cip = -+ -5,
B 3Bl, B B 3B
C03__%+1_“_Tl+%’ D3y = By, D21——7+321—%,
5B? B B
Dip =2 — By + 52, D3o=B3g— =3+ + 3

Agora, considere-se a mudancga de varidveis que € proxima a transformacao identidade

em torno da origem,

uH = &17
0 = §2+%§1§2—B%1§%7

o sistema anterior vai ficar localmente,

& = &-Begly (B“+Bzo— )ﬁzﬁz (_T%_%_FBT)E_Q&I

7By | By _ Ba _ Bz g3
T <9—o+w 6 T2 Sy

. B 1182
g, = —311§%+311§2§1+B30§?+<—% 3B3°+le)§2§2+( “+B3o B»)&3&:

2
(- + 24 80) 8,

multiplicando o campo resultante pela funcéo escalar 1+ B1;&; e mudando de novo as

coordenadas proximo a origem por,
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&l = &,
& = & —Bjigiey,

os termos quadraticos sdo simplificados resultando,

. B2 B2
& = G- g+ (T B - B ) Gt (T - B ) e

7B11 B3y _ Byy _ Boz \ g3
+< T30 6 ~ 72 )5y

: B? 1182
&2 = Bu&zél +330&? + <_2” - —31330 +B21> é%éZ ( 1211 330
B?
< ';1 B621 BO3> &37

Os termos ndo- ressonantes cuibicos sdo eliminados, definendo

_ ”Bll 5330 le 3 Bz _ Bl Ba | 5By
B llB B B?
= 82—|——3083—|—< - 3°>8182+(——§1+B—§1+Bo3)818%

(1&_73114_@_@)82
)

2 30

de modo que a forma normal local da aplicacdo de Poincare &,

p = C+o(l(P,Ol",
¢ = Bupl+Bip’ +< -+ B — 3B30)PZC+O(||(97C)||4),

—B»1)&3¢,
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