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Resumo

Este trabalho apresenta o estudo de solugdes de ondas solitarias, conhecidas como
sOlitons, em meios ndo lineares e ndo homogéneos por meio de equagdes ndo lineares de
Schrodinger. Sdo estudados trés casos: primeiro considerando um termo néao linear do
tipo logaritmico; segundo com efeito de saturacdo e por tltimo incluindo efeitos de altas
ordens (espalhamento Raman). As solug¢des sdo moduladas por trés tipos diferentes de po-
tencial. O primeiro, linear na coordenada espacial e oscilatério na coordenada temporal. O
segundo, quadratico na coordenada espacial e oscilatério na temporal. Por fim, modula-se
também utilizando um potencial misto, que é a jun¢do dos dois potenciais apresentados an-
teriormente. Depois de incluir heterogeneidades nos coeficientes lineares e nao lineares, é
utilizada a técnica da transformacdo de similaridade para converter a equacdo ndo linear,
ndo autbnoma em uma autdénoma que sera resolvida analiticamente. Esse campo de estudo
tem potenciais aplicagdes em cristais, fibras dpticas e em condensados de Bose-Einstein, ser-
vindo também para o entendimento dos fundamentos relacionados a esse estado da matéria.

A estabilidade das solugdes sdo checadas por meio de simula¢des numéricas.

111



Abstract

This work presents the study of solitary wave solutions, known as solitons, in non-
linear and non-homogeneous media using non-linear Schrodinger equations. Three cases
are studied: first considering a logarithmic nonlinear term; second with saturation effect
and finally including effects of high orders (Raman scattering). Solutions are modulated by
three different types of potential. First, linear in the spatial and oscillatory coordinate in the
temporal coordinate. The second, quadratic in the spatial and oscillatory in the temporal
coordinates. Finally, it is also modulated using a mixed potential, which is the junction of
the two potentials presented above. After including inomogeneities in linear and nonlinear
coefficients, the similarity transformation technique is used to convert the non-linear, non-
autonomous equation into an autonomous one that will be solved analytically. This field of
study has potential applications in crystals, optical fibers and in Bose-Einstein condensates,
also serving to understand the fundamentals related to this state of matter. The stability of

the solutions are checked by numerical simulations.
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Capitulo 1

Introducao

As ondas solitdrias foram inicialmente observados pelo engenheiro escocés James
Scott Russell em 1834, no Canal da Unido em Edimburgo, Escécia. Russell realizava expe-
rimentos com o objetivo de determinar o design mais eficiente para barcos e em uma de
suas observagdes constatou que o movimento de um destes barcos, ao ser puxado por ca-
valos e freado abruptamente, gerou uma onda que continuava seu movimento mantendo
sua forma e velocidade por um longo trecho. Esse fendmeno, chamado por Russell de Onda
de Translacdo, foi reproduzido em uma série de experimentos utilizando um tanque com
dgua e sua descrigdo foi publicada em 1844 [1]. Contudo, o conhecimento cientifico sobre as
ondas lineares na 4gua ndo conseguia explicar esta observacdo o que acabou intrigando os
cientistas na época. Realizando analises tedricas detalhadas em 1895, Diederik Korteweg e
Gustav de Vries conseguiram explicar os experimentos de Russell por meio de uma equagao
diferencial parcial e ndo linear. Esta equacdo, que descreve solu¢des de ondas solitdrias na
agua, ficou conhecida como equagdo de Korteweg-de-Vries (KdV). Desta forma, verificaram
que quando hd um perfeito balango entre os efeitos de dispersdo e os efeitos ndo lineares,
pode se formar uma onda solitaria, que se move sem se alterar [2].

O termo soliton foi criado em 1965 por Zabusky e Krushal para descrever uma classe
de solugdes localizadas de equagdes de onda, com dominio espacial ou temporal (ou ambos),
que se propagam sem mudar a sua forma e velocidade devido a um perfeito equilibrio entre

os efeitos ndo lineares e dispersivos no sistema. Em suas palavras, sélitons “passam” um
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pelo outro sem perder sua identidade [3]. Desta forma, eles podem interagir com outros
sOlitons e emergir de uma colisdo sem sofrer qualquer mudanga, exceto em alguns casos por
uma mudanga de fase. Existem diversos tipos de sélitons mas geralmente sado classificados
em brilhantes, cinzas e escuros [4].

Desde a primeira observacao feita por Russel, diversos outros sistemas mostraram-
se propensos a desenvolver esse mesmo fendmeno e permitir a formagdo de sélitons. Na
década de 70, estudos em sistemas moleculares descreveram excita¢des coletivas, corres-
pondentes a excitagdes intramoleculares, em cadeias unidimensionais de moléculas com li-
gacoes fracas. Foi apresentado na Ref. [5] que essas excita¢des se comportam como sélitons
propagando-se junto com a deformacéo local ao longo da cadeia e que a velocidade limite
dos sélitons, neste caso, é a velocidade das ondas sonoras correspondentes as vibragdes lon-
gitudinais das moléculas. Nesse mesmo contexto, foi apresentado na Ref. [6] que os sélitons
se comportam como excelentes portadores da energia de hidrélise das moléculas de ATP
(adenosina trifosfato), responsédvel por diversos processos celulares.

Além disso, a formacdo de solitons ja foi verificada em fibras de cristais fotonicos
[7], em fibras de vidro nao lineares [8], em um Condensado de Bose-Einstein [9], em siste-
mas magnéticos [10], em cadeias de DNA [11], em guias de ondas de semicondutores [12],
dentre outros. Como exemplo, na Ref. [13] foi demonstrado teérica e experimentalmente a
formacao de sélitons em um circuito LC néo linear agrupado.

A presenga de solitons nesses meios ndo lineares podem ser descritos através de
uma equagdo diferencial caracteristica para cada meio. Por exemplo, a propagacdo de um
pulso 6ptico em uma fibra de vidro ndo linear pode ser descrita através das equagdes de
Maxwell cujo desenvolvimento é apresentado na Ref. [14]. Essas equacgdes diferenciais sdo
do tipo Equacdo Nao Linear de Schrodinger (ENLS). Uma ENLS generalizada, em sua forma
unidimensional e simplificada na presenca de um potencial de modulacdo, pode ser repre-

sentada por
2

h
thapy + %iﬁm + Vi(x, ) + F([Y* ) =0, (1.1)
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em que ¢ = 1(z,t), com ¢y sendo a forma compacta da derivada parcial 0v)/0t e de maneira
anéloga temos que v, = 9%¢/d*x. A funcgdo V(z,t) representa o potencial de modulagdo
(coeficiente linear) do sistema e a fungdo F(]1|?) representa o comportamento nio linear da
equacdo e depende das caracteristicas do meio onde o séliton serd formado. Existem varios
tipos de néao linearidades da fungao F'(s) conhecidas até hoje e para o caso padrdo o termo
ndo linear é F(s) = s, conhecida como nao linearidade do tipo Kerr ou néo linearidade
ctibica. Desta forma, a ENLS padrdo para o campo (z,t), reescalada para coordenadas

adimensionais e livre de potenciais de aprisionamento, é dada por

i+ Gt + [0 = 0. (1.2
Esta equacdo é completamente integravel pelo método da transformada do espalhamento
inverso. Uma caracteristica das solu¢des obtidas por este método é a existéncia de sélitons
contendo infinitas leis de conservagdo. De maneira geral, para a ENLS apresentada na Eq.
(1.1), somente trés dessas quantidades conservadas possuem significado fisico e podem ser

escritas como

P = /Oo | ?du, (1.3)
M=i [ @i (1.4
>~ ]‘ 2 2 2
B [ (Gl VIt = ful)) ds 15)

conhecidas como norma (ou poténcia), momento linear e energia, respectivamente, onde a
funcdo f é definida por f(|¢|*) = O‘W F(s)d(s) [15,16].

No entanto a maioria dos sistemas fisicos sdo nado integraveis e revelam que a di-
namica das solugdes em tais sistemas podem ser muito mais ricas e muito mais complexas.
A quebra da integrabilidade pode ocorrer com a inclusdo de coeficientes ndo homogéneos,
diferentes formas de ndo linearidades, e/ou termos de altas ordens na Eq. (1.1). Coeficientes
ndo homogéneos na ENLS podem ser experimentalmente implementados em condensados
de Bose-Einstein usando a ressonancia de Feschbach [17, 18], para controlar as ndo lineari-

dades, além dos potenciais magnético pticos externos controlando os termos lineares. Em
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tibras Opticas, este controle pode ser feito por mudancas em sua geometria e/ou sua ndo
homogeneidade devido a diferencas nos elementos de fabricacdo [19]. Desta forma, a ENLS

ctbica pode ser representada por

-+ S0+ V0 + gl OIS =0, (1.6
no qual V(z,t) e g(z,t) sdo os coeficientes linear e ndo linear, respectivamente, dependen-
tes tanto das coordenadas temporais quanto das espaciais. Solugdes explicitas ndo triviais
construidas através de transformagdes de similaridade para a Eq. (1.6) foi apresentada na
Ref. [20]. Em um contexto semelhante, nas Refs. [21-25] foi considerado um cenario de
interacdo entre s6litons ndo auténomos para modelos de ENLS generalizada com dispersao,
ndo linearidade, dissipa¢do ou ganhos variaveis.

A presenca de solugdes solitonicas analiticas com dependéncia espago-temporal nos
coeficientes linear (potencial) e ndo linear em ENLSs com diferentes ndo linearidades vem
sendo bastante estudada nos tltimos anos tendo em vista sua potencial aplicabilidade na
modulacdo de solugdes localizadas. Dentre essas ENLSs, solucdes analiticas também foram
estudadas considerando alguns casos como o ctibico [26-34], quadrético-ctbico [35], ctbica-
quintica [36—45], quintica [46,47], generalizada [48-51], acoplada [52-57] e de altas ordens
[58].

No presente trabalho estudamos conjuntos de solu¢des da ENLS para trés tipos de
ndo linearidades e diferentes configura¢des para o potencial de modulacgdo do sistema. In-
cluimos inomogeneidades nos coeficientes lineares e ndo lineares e através de um ansatz
apropriado onde utilizaremos uma transformacédo de similaridade para converter as equa-
¢des ndo autdnomas (dependéncia explicita das coordenadas espaciais e/ou temporais) em
autonomas, que resolveremos analiticamente. Esse método nos permite escrever os coefi-
cientes linear e ndo linear, além das varidveis que descrevem a propagacdo e o perfil das
solugdes em fungdo dos mesmos parametros. Esses parametros sdo definidos de tal forma

que conseguimos construir em todos os casos solu¢des moduladas com um potencial nulo,



1. Introducao 5

um potencial linear na coordenada espacial e com comportamento oscilatério na coorde-
nada temporal e um potencial quadratico no espago e oscilatério no tempo. Além disso,
em alguns casos, iremos utilizar uma modula¢do com potencial misto, que seria a jungdo do
caso linear e o quadratico. Serdo calculadas algumas das quantidades conservadas como a
norma e a energia para demonstrar a estabilidade das solugdes.

Inicialmente no Capitulo 2, apresentaremos a Equacdo Logaritmica Nao Linear de
Schrodinger (ELNLS) com coeficientes dependentes das varidreis espacotemporais e investi-
garemos a presenga e a estabilidade de solug¢des analiticas localizadas. No Capitulo 3, iremos
abordar o caso de um meio néo linear e ndo homogéneo, onde apresentaremos uma Equagdo
Nao Linear de Schrodinger com néo linearidade saturada ou simplesmente “Equacdo Nao
Linear de Schrodinger Saturada” (ENLSS) com coeficientes varidveis onde construiremos
solugdes localizadas da equacdo autdnoma através de uma aproximacgdo variacional. J4 no
Capitulo 4, iremos estudar a influéncia do espalhamento Raman sobre o ganho da Instabili-
dade Modulacional (IM) em um meio nédo linear inomogéneo. Para isso consideramos uma
ENLS com efeitos de altas ordens e confirmamos nossos resultados analiticos exibindo os
padrdes de instabilidade modulacional calculados por simula¢des numéricas. No Capitulo

5 apresentamos nossos comentarios finais, conclusdes e perspectivas.



Capitulo 2

Modulacao de soluc¢oes localizadas:
Equacao Logaritmica de Schrodinger

Um sistema fisico formado por dois subsistemas ndo interagentes, pode ser repre-
sentado por

Y(r,t) = Pi(r1,t) +a(ra, t), (2.1)

com r = r; + ry. O regime estritamente linear da Equagdo de Schrodinger (F([¢]?) = 0), ad-
mite como solugdo para essa equagao de onda, além de ¢ (r,t), o produto das solugdes dos
subsistemas 11 (r1, t)12(r2, t). Em 1976, Bialynicki-Birula e Mycielsk, propuseram uma equa-
¢do ndo linear que poderia ser utilizada para quantificar desvios desse regime estritamente
linear e que preservaria, em qualquer nimero de dimensdes, alguns aspectos fundamentais
da mecanica quantica como separabilidade e aditividade da energia total desses subsiste-
mas nao interagentes. Em resumo, eles procuravam uma equagdo nao linear que também
admitisse como solucdo o produto de duas solucdes arbitrarias para equacdes nao lineares
dos subsistemas. Considerando v; = 11 (71,t), ¥ = 1a(r2, 1), (1, t) = b = Y119 e aplicando

na Eq.(1.1), temos

) h o2
iha(%) = {—%@4—‘/14-}71(“/11‘2)} U1, (22)
) h 0
in (1) = [—%@ T+ F2<|w2|2>] o, 23)
) (0?07
1 2
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Podemos multiplicar a Eq. (2.2) por ¢, e a Eq. (2.3) por v, somar esses dois termos e entdo

comparar com a Eq. (2.4) . Considerando Vi3 = Vi + V5, chegamos a seguinte condigao:

Fu(Jtn]?) 4+ Fa(|ih2f?) = Fra([enee]?) (2.5)

Dessa forma, verificaram que uma das fun¢des que satisfazem essa condigdo é do tipo lo-
garitmica. O termo n&o linear da equagéo é escrito como F(|¢|*) = gIn(|¢)|*), onde g é o
coeficiente ndo linear que para esse caso, deveria ser uma constante real com dimensao de
energia [59]. Essa equagdo ficou conhecida como Equagdo Logaritmica Nao Linear Schro-

dinger (ELNLS) e na auséncia de potenciais externos tem a forma

h2

e admite solugdes analiticas dadas por pacotes de onda gaussianas estdveis, conhecidas
como Gaussons, que serd demonstrado posteriormente.

A ELNLS tem sido empregada para modelar o comportamento néo linear em diver-
sos cendrios distintos na fisica e em outras dreas da ciéncia ndo linear. Além de aparecer
em Optica [60-62], a LSE aparece também, por exemplo, em sistemas dissipativos [63], em
tisica nuclear [64], fluidos capilares [65], e até mesmo em transporte de magma [66]. Nas
aplicacdes mencionadas acima, geralmente se concentram em uma ELNLS apresentando
coeficiente ndo linear constante. No entanto, em um cendrio mais interessante e realista, o
parametro ndo linear, que caracteriza os sistemas fisicos, pode depender do espaco e/ou
tempo, o que conduz a solugdes que estdo sujeitas a modulagdes espaciais e/ou temporais.
Foram apresentados estudos analiticos da dindmica de Gaussons com perturba¢des depen-
dentes do tempo nas Refs. [67-69], onde foi apresentado na Ref. [70] que em alguns casos, a
interacdo de Gaussons podem exibir fendmenos de dispersao fractal. A presenga da depen-
déncia espacial explicita no termo nao linear da ELNLS abre interessantes perspectivas ndo

s0 no ponto de vista tedrico, para investigacdo de equagdes nao lineares ndo uniformes, mas
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também do ponto de vista experimental, para o estudo das propriedades fisicas de sistemas.
Motivado por isso, no presente capitulo, investigaremos, solugdes solitdnicas explicitas para

a ELNLS nao uniforme.

2.1 Modelo Teoérico

O modelo que descreve o comportamento ndo linear de uma ELNLS, ja reduzida

para o caso unidimensional e reescaladas para coordenadas adimensionais, é representado
por,

ihy = —e + V{2, t)0 + g(t) In([0]?), (2.7)

em que ¢ = ¢(x,t) com ¢y = IY/Ot e Yy, = 0*p/0%x. V(z,t) e g(t) sdo os coeficientes linear
e ndo linear respectivamente. Nosso objetivo é transformar a Eq.(2.7) ndo autdbnoma para

uma ELNLS autdnoma dada por
iCI)T = _(I)CC + GO 111(|(I)|2), (28)

em que G é uma constante real. Deste modo, utilizamos uma transformacéo de similaridade,

aplicando o seguinte ansatz

Y = p(t) exp(in(x,t))@[{(w,t),T(t)L (2.9)

que leva em conta a separacdo em coordenadas polares da parte real e imagindria da solugao.

A partir de Eq. (2.9) obtemos as seguintes equagdes

Uy = pe”® + ipne® + pe’ (DeCy + o), (2.10)
wx - Z'pnxeincl) + peinq)Cny (211)
Yuw = 1 (P02 ® + 20, D) — pr2e® + pe (D CE + PeCan), (2.12)

In(¢b]2) = 2In p + In(|BJ2). (2.13)
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Substituindo as Egs. (2.9-2.13) na Eq. (2.7) temos

i0r® — pm® + ip(PeCy + Pr1i) = =i (PN ® + 201 Pe)

Foni® — p(Pec G + Pelon) + VP + gp [2Inp + In(|D[*)] ©. (2.14)

Note que o termo ¢ era comum a todos os termos e foi simplificado. Reorganizando os
termos, separando as partes reais e imagindrias e dividindo os dois lados da equacédo por

(p7i) temos

1 1 2 o
p T, Tt Tt

Tt t
1
= [+ 2+ V +2gInp] @ + g In(|[2)®,
t t

comparando cada termo com a Eq.(2.8) chegamos as seguintes equag¢des condicionais:

Pt

P
G+ 2n.Co = 0, (2.17)
Caw = 0, (2.18)
n+n2+V +2g9lnp =0, (2.19)
G =m, (2.20)
I _q. (2.21)
Tt

A partir da Eq.(2.18) podemos considerar que ¢ = a(t)x + b(t), com (, = a(t) e ¢ = ayx + by.
Esta forma de ¢ é interessante pois conseguimos determinar a largura das solugées loca-
lizadas por 1/a(t) e a posicao do centro de massa dado por —b(t)/a(t) e assim, a(t) # 0.

Substituindo estes termos na Eq. (2.17) temos

— QT — bt

222
) (222)

Nz =

derivando em relagdo a x, obtemos
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e a fase do ansatz como

n=——z°— —x+ct), (2.24)
onde c(t) foi introduzida ap6s a integracdo. Em seguida, substituimos a equacao Eq. (2.23)
na Eq. (2.16) e concluimos que

1
&:ﬁzﬂnp:—lna:p:\/ﬁ. (2.25)
P 2a 2

Consequentemente da Eq. (2.20) obtemos

r= / a2dt. (2.26)

Agora temos todos os detalhes requeridos para reescrever os coeficientes linear e ndo linear a

partir dos coeficientes a(t), b(t) e ¢(t). Desta forma as Egs. (2.19) e (2.21) podem ser reescritas

como
V = fi(t)z® + fo(t)x + f3(t) (2.27)
e
g = Gad?, (2.28)
em que
gt (2.29)
Y7 4a 242 '
b aiby
_ it 2.30
f2 2@ CL2 ) ( )
b2
fs = —c, — = — Ga*Ina. (2.31)
4a?

Observe que, desta forma, o coeficiente linear poderd ser no maximo quadrético na
coordenada z, enquanto que na coordenada de propagacdo ¢, poderd assumir um compor-
tamento mais geral definido pelo sistema fisico em questdo e diretamente relacionado as
formas dos coeficientes a(t), b(t) e c(t).

O préximo passo é escrever uma solugdo explicita para a Eq. (2.8). Consideramos

O = p(¢)el T, (2.32)
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com ¢(() e pu reais, de tal forma que

be¢ = —pd +2GoIn (),

(2.33)

que podemos resolver por integracdo direta. Para isso consideramos uma fungao arbitraria

K = K(¢), escolhida de tal forma que

dK

s = ¢

A partir da Eq.(2.33), a fun¢do K (¢) pode ser reescrita como

K= [ (o + 2600 (9) do.
_ (G1n¢ _ (’“;G)) .

Também a partir da Eq.(2.33) temos

dK _dKdC _ dK _dgpdK _ dK
6~ dCdp  dC  dde  dC

que pode ser reescrito como

d . 1d 2
N =3u (9c)”,
portanto
1
K=3 (¢0)*

Igualando as Egs.(2.35) e (2.38)

— =/2G¢?In ¢ — (u+ G) 62,

que pode ser reescrito como

do
V2GP 6 — (1t G) &P

d¢ =

integrando os dois lados da equacdo temos

= VWG (i1 0),

_do
- dC

— e,

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)
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elevando os dois lados da equagdo ao quadrado e isolando o termo In ¢, obtemos
1
In¢ = ﬁ(CQGQ + (p+ G)). (2.42)
Portanto a solugado ¢(¢) deve ser da forma

(2.43)

¢ = exp {M—'—G G—CZ}

—+
2G 2
Para obtermos uma solugao localizada com o perfil de uma gaussiana, devemos considerar

G <0,

2.2 Resultados Analiticos

Vamos estudar exemplos especificos da modulac¢do da solugdo localizada Eq. (2.9)
no modelo descrito acima. Para isso, consideramos diferentes valores de modulacgéo através
de uma escolha apropriada das fungdes a(t), que estd associada a largura e amplitude da
solugdo, b(t) que estd associada a posicao e ¢(t). Com o intuito de estudarmos somente os
potenciais quadratico e linear em x, em todos os casos a seguir, ¢(t) serd escolhido de tal

forma que f5 = 0. Ou seja, c(t) terd a forma

c(t) = /dt <—46—$ — Ga*ln a) : (2.44)

a2
2.2.1 Potencial Nulo

Inicialmente iremos apresentar o caso onde nao existe potencial de modulacgdo V (z,t) =
0. Neste caso, para obtermos f; = 0e f, = 0, consideramos a(t) = 1 e b(t) = 0. Considerando
uma ndo linearidade auto focante consideramos G = —1 e definimos ;1 = —G para zerar o
termo constante na fase da Eq. (2.43). O perfil desta solugao |¢|* é apresentado na Fig. 2.1,

onde verificamos o perfil estatico da solugéo.
2.2.2 Potencial Linear

Para gerar um potencial de modulagdo que assume um comportamento linear em

x, consideramos a(t) = 1 para obtermos f; = 0 e consideramos b(t) = —sin(wt), assim
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Figura 2.1: Solugao para o caso do potencial nulo. Consideramos G = —1e = —G.

fo= ‘“72 sin(wt) que gera uma modulacdo periédica em relacdo a coordenada ¢. Desta forma,
o coeficiente linear, dado pela Eq. (2.27), pode ser representado por
w2
V= 5 sin(wt)z, (2.45)
O comportamento deste potencial se assemelha a uma “gangorra”, como é mostrado na

Fig.2.2a. O coeficiente ndo linear, dado pela Eq. (2.28), assume um valor constante dado por
g = Ga®*. (2.46)

Note que neste caso ( = = — sin(wt) e 7 = t, onde consideramos a constante que surge da
integracdo da Eq. (2.26) igual a zero. Também a amplitude e a fase do ansatz (Eq. (2.9)) sdo
dadosporp=1e

n= —%[Qx — w cos(wt)] cos(wt), (2.47)

respectivamente. Apresentamos na Fig.2.2b a intensidade do campo [¢|?, considerando
G = —1 (ndo linearidade auto focante), 1 = —G, e w = v/2. O potencial assume um compor-

tamento de zigue-zague que modula a solu¢gdo com um padrao oscilatério.
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g

I IIII"""'I'I'I'|'|“

Figura 2.2: (a) Coeficiente linear (Potencial) e (b) Solugdo modulada para o potencial linear. Consi-
deramos G = —1, u = -G ew = V2.

2.2.3 Potencial Quadratico

Agora, consideramos um coeficiente ndo linear com uma amplitude oscilatéria. Como

exemplo, usamos a = [1 + cos?(wt)]/2 e b = 0. Neste caso, obtemos

¢ = 0.5[1 + cos *(wt)]x, (2.48)
__ [11 cos(wt) + 2 cos(wt)] sin(wt) + 19wt. (2.49)
32w
Adicionalmente temos
1 — 5cos®(wt) + 2 cos* (wt) o
_ 2.50
v M+ co(@hr W (2:50)
g= %[1 + cos 2 (wt)]?. (2.51)
Deste modo, a amplitude e a fase da solugdo sdo dadas por
1 2
p— +C+<wt> (2.52)
w cos(wt) sin(wt) ,
= 2.
o1 +cos2(wi)] © (2.59)
respectivamente, onde
1 ?(wt
v = —%lG[l + cos?(wt)]* In [—kc%(w)] . (2.54)
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Figura 2.3: Coeficiente linear (Potencial) e (b) Solu¢dao modulada para o potencial quadratico. Con-
sideramos G = -1, u = —-Gew = 1.

Isto nos permite encontrar uma nova solugdo analitica para ). Na Fig. 2.3a demonstramos
que o potencial que assume um comportamento quadrdtico na coordenada z e periédico
na coordenada ¢, modulando a solucdo com um padrdo do tipo “breather”. Breathers sdo
solugdes de equagdes ndo lineares localizadas no espago e peridédicas no tempo. O perfil de
|4|? é apresentado na Fig. 2.3b, ambos os casos considerando G = —1 (ndo linearidade auto

focante), y = —Gew = 1.

2.2.4 Potencial Misto

Outro exemplo pode ser introduzido considerando um potencial linear com uma

combinagdo de termos lineares e quadréticos em = e uma modulagdo periddica em ¢. Para

isso, consideramos a = [1 + cos*(w;t)]/2 e b = —2sin(wst). Estas escolhas nos permitem
escrever
¢ = 0.5[1 4 cos?(wit)]z — 2sin(wst), (2.55)
o [11 cos(wyt) + 2 cos® (w1 t)] sin(wyt) + 19(,<11t7 (2.56)
32wy
f - wi[1 — 5cos?(wit) + 2(zos4(w1t)]7 (2.57)

2[1 + cos?(wyt)]?
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Figura 2.4: Coeficiente linear (Potencial) e (b) Solugao modulada para o potencial misto. Considera-

mosG=—-1,u=—-Gews =2w; = 1.

J2= [1+ cos?(w;t)]?

Assim, obtemos a forma esperada V' = f12? + foz e

g= %[1 + cos? (w1 t)]?.

A amplitude e a fase podem ser escritas na forma

1 + cos?(wst)

p= 5 )
e
wq cos(wqt) sin(wqt 2ws cos(wot
= rcosnt)sinent) y | Zepcosat)
2[1 + cos?(wyt)] 1 + cos?(w;t)

respectivamente, onde

4w? cos? (wot)
[1+ cos?(wit)]?

v = —iG[l + cos®(wit)]* In[(1 + cos®(wit)) /2] —

 2wywa + cos®(wyt)] sin(wat) — 8wy cos(wit)wy cos(wat) sin(w;t)

(2.58)

(2.59)

(2.60)

(2.61)

A Fig. 2.4 mostra o coeficiente linear (potencial) e o perfil da solucdo (]¢|?), consi-

derando G = —1, p = —G, wy = 2w; = 1. Este tipo de modulagdo faz a solugdo oscilar
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na dire¢do x, com um comportamento do tipo “breather”. Temos também que solugdes com
oscilagdes quasiperiddicas em = e/ou ¢t podem ser encontradas com um ajuste apropriado

da razdo w; /wy como sendo um nimero irracional.

2.3 Analise de Estabilidade

O estudo numérico é baseado no método de split-step, cuja equacdo de evolugdo é
dividida em diversos pedagos (termos lineares e ndo lineares), que sdo integrados separa-
damente. Usamos etapas de tamanhos Az = 0.04 e At = 0.001 que proporcionam uma boa
precisdo no estado final [71]. Para garantir a estabilidade do processo também foi verificado

anorma (poténcia) e a energia da solugdo definida por P = [~ _|¢[*dz e

E= / del? + VISP + F(6P), (2.62)

respectivamente, onde a fungado f é definida por

[v]?
F(lP) = / F(lol?)d(o)

[v]?
_ / gen(|e)d(el?)
— glyP(n[yl? — 1),

Para estudar a estabilidade dos casos citados acima, nés atribuimos ao perfil de

entrada da solu¢do uma perturbagédo aleatéria em sua amplitude com a forma
W = o[l 4 0.05v(z)], (2.63)

onde ¢y = ¢ (z,0) é a solugdo analitica para os casos na presenca de modulagdo e v €
[—0.5,0.5] é um ndmero aleatério com média zero avaliada a cada ponto da grade de dis-
cretizacdo na coordenada .

Na Fig. 2.5 mostramos a propagac¢do numérica da equacdo de entrada dada pela
Eq.(2.63) com ¢ (x,0) como sendo a solu¢do do caso com potencial linear e a comparagao

entre os estados de entrada (¢ = 0) e saida (¢ = 1000). Note na Fig. 2.5a que restringimos o
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Figura 2.5: Perfil da solucado do caso do potencial linear (a) no plano = — ¢ e (b) comparagao entre a
solugdo de entrada (linha escura) e saida (linha cinza) na dire¢do x. O estado de entrada é tomado em
t = 0 enquanto o de saida é em ¢ = 1000. Note em (b) para este valor final de ¢ observado, a entrada e
a saida possuem o mesmo perfil com os picos em diferentes posigdes devido as oscilagdes na solugdo
modulada. Isto implica na estabilidade da solugdo, pelo menos até o valor observado de ¢.

perfil ao valor ¢t = 100 devido ao grande ntimero de oscilagdes quando ¢ > 100. Neste caso
anorma é mantida em P = 1.76911 com um desvio padrdo de 5 x 10~'? enquanto a energia
oscila em torno de £/ ~ 90 £ 14.

A simulacdo numérica do caso com potencial quadrético € mostrada na Fig. 2.6a.
Aqui, o padrao do tipo “breather” é preservado mesmo quando a equacdo de entrada sente
uma pequena perturbagdo do tipo mostrado em Eq. (2.63). Note que na Fig. 2.6b apre-
senta uma diferenca na amplitude nos estados de entrada (¢t = 0) e saida (¢t = 1000). Isto é
devido ao padrdo oscilatério da solugdo, mas ressaltamos que é estdvel. Deste modo, obti-
vemos P = 1.76911 com um desvio padrdo de ~ 107!* e com uma respectiva energia dada
aproximadamente por £ ~ 49 £ 12 (com um padrao oscilatério).

Na ultima simulagdo, checamos a instabilidade para o caso com potencial misto. Na
Fig. 2.7 podemos observar o comportamento instavel no decaimento da solucdo. A norma é

dada por P = 1.77096 com um desvio padrdo de (10~'*) e a energia E ~ 186 + 184 (com um

padrao aleatério devido a instabilidade).



2.3 Anaélise de Estabilidade 19

1.2
0.8
- 1.2 ———
1 0.6 -
8% 0‘9:_ /\ (b)-
0 So6f j .
03F J -
0 25 50 75 100 05250 25 3
t
X

Figura 2.6: Perfil da solugdo do caso do potencial quadratico (a) no plano = — t e (b) comparagdo
entre a solugdo de entrada (linha escura) e saida (linha cinza) na direcdo z. O estado de entrada é
tomado em ¢ = 0 enquanto o de saida é em ¢ = 1000. Note em (b) que a entrada e a saida possuem
diferentes picos de amplitude devido a oscila¢des na solu¢do modulada.
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Figura 2.7: Perfil da solugdo do caso com potencial misto (a) no plano = — ¢ e (b) comparagdo entre a
solucdo de entrada (linha escura) e saida (linha cinza) na dire¢do z. O estado de entrada é tomado em
t = 0 enquanto o de saida é em ¢t = 20. Note que neste caso a modulagdo induz a um comportamento
instavel.



Capitulo 3

Modulacao de Soluc¢oes Localizadas:
Equacao Nao Linear de Schrodinger
Saturada

Alguns tipos de fibras 6pticas, projetadas usando materiais com altos valores de in-
dices de refracdo (como fibras de silicato e calcogeneto [14]), sdo propensas a exibir efeitos
de saturacdo a um nivel de poténcia de pico mais baixo. Para este fim, a ndo linearidade na
Eq. (1.2) deve ser alterada para uma forma apropriada dependendo do tipo de material e,
consequentemente, ajustar a resposta de saturagdo. Isto também se aplica a fibras 6pticas
cujo ntcleo é dopado com materiais com altas ndo linearidades como os semicondutores
[72] e corantes organicos [73]. Aqui, propomos um meio saturdvel ndo linear e ndo homoge-
neo, de forma controlédvel, representada por uma ENLS saturada com coeficientes varidveis,
para o qual construimos solugdes analiticas localizadas usando o método de transformagao
de similaridade. Mudangcas nas ndo homogeneidades do sistema nos permitem a possibili-
dade de modular essas solugdes localizadas. Nesse sentido, estudamos alguns padrdes de
potenciais e ndo linearidades apresentando diferentes formas de modulagao.

O presente Capitulo estd organizado da seguinte forma: na Sec. 3.1 apresentamos
o modelo tedrico, usando uma abordagem variacional na Sec. 3.2 construimos uma solugdo
localizada aproximada para a ENLS autdnoma saturdvel; na Sec. 3.3 apresentamos nossos

resultados analiticos e numéricos.

20



3.1 Modelo Teérico 21

3.1 Modelo Teoérico

Consideramos um sistema descrito pela NLSE com efeito de satura¢do, ndo autd-

noma, dada por

gy
L+ y(t) )

em que ¢ = (z,t) é a amplitude do pulso, com ¢, = 9/t e 1., = 0*/0x>. V(z,t), g(t),

i = — St V(0 v, @)

e 7(t) representam os pardmetros lineares, ndo lineares e de saturagdo, respectivamente.
Esclarecemos que a forma atual para o termo ndo linear recupera o ajuste experimental de
Ref. [74] substituindo os coeficientes como constantes. Em seguida, usamos a transformagéao

de similaridade para mudar a Eq. (3.1) em uma auténoma, dada por

1 G|D?

o _ Ly . GOk
' 2 T T TP

D, (3.2)

no qual G e I" sdo constantes e & = ®(¢, 7), com ¢ = ((x,t), 7 = 7(t). Note que considerando
o termo de saturagdo v(t) = 0, a Eq. (3.1) assume um comportamento de uma ENLS ctibica,
apresentada no Cap. 1. Aqui, utilizaremos o mesmo procedimento adotado na Sec. 2.1.

Desta forma, a Eq. (3.2) é obtida substituindo o seguinte ansatz

b = p(t) exp(in(z, 1)) (C(x, 1), 7(1)), (3.3)

na Eq. (3.1). Deste modo, obtemos as formas especificas para os pardmetros linear, ndo

linear e de saturagdo, dados por

1

Vo= ue b @Y
G 2

g = % (3.5)
P
I

Y= (3.6)
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respectivamente, e devemos ter as seguintes equagdes condicionais

(P = —PTaas (3.7)
no= (38)
Gz = 0, 3.9)
= (. (3.10)

Das Egs. (3.9) e (3.10), obtemos ¢ = a(t)x + b(t) e 7 = [ a(t)*dt. Entdo, podemos integrar

apropriadamente a Eq. (3.8) para obter

n=——x"——x+ct), (3.11)

2a a
que descreve a fase da solucdo esperada (3.3). Agora, substituindo Eq. (3.11) na Eq. (3.7)

finalmente obtemos
p=a, (3.12)
que é associado com a amplitude da solugdo.

Tomando essas condi¢des, pode-se reescrever os parametros lineares, ndo lineares e

de saturagdo da seguinte forma

V(z,t) = fiz’ + fax + f3, (3.13a)
g(t) = Ga, (3.13b)
r
) = - (3.13¢)
com
fo e o (3.14)
T 2a @ :

b 2a:b

fo= 2 2 (3.15)
a a

bt

fs=—a— 22" (3.16)

Novamente, devemos fazer escolhas apropriadas para a(t), b(t), e ¢(t), nas equagdes anteri-
ores, para descrever adequadamente o comportamento fisico dos parametros varidveis da

Eq. 3.1).



3.2 Aproximacdo Variacional 23

3.2 Aproximacgao Variacional

Em seguida, usamos uma aproximacgdo variacional para obter uma solugdo aproxi-

mada da Eq. (3.2). Para isso, identificamos a Lagrangiana como

+oo
L= Ld¢, (3.17)

— 00

onde a densidade Lagrangiana £ é dada por

i 1 G
L = (9P} — *D,) + = | + =[P
5 (B2 )+ 51 + 12|
G
— ﬁ1n(1+r|c1>|2). (3.18)

Esta forma de £ é apropriada, uma vez que através da equagdo de Euler-Lagrange

o (LN & [OL\ OL
9 9 _oL _ 1
aC (acbg) o (aq») 96~V (3.19)

apresenta uma equacdo de movimento com a forma da Eq. (3.2).

Para uma investigacdo mais aprofundada, podemos considerar uma fungdo de ava-

liagdo dada por
® = Asech(B() exp(—iut), (3.20)
onde A, B, e u sdo constantes reais com p sendo a constante de propagacgdo. Este ansatz
foi pensado para recuperar a solugdo padrdo com I' — 0 e ndo linearidade auto focalizada

(G < 0), onde a Eq. (3.2) assume a forma de uma ENLS ctibica. A partir da Eq. (3.20) temos

b, — —ipAd, (3.21)

O, = —ABtanh(B()®, (3.22)

que aplicadas em Eq. (3.18), conseguimos escrever a Eq. (3.17) como

2 r [?

o0

I /+00 {AQSeChQ(BC) {Ban—}F(BO _|_§ — | - gln (1+FAQSeCh2(BC>)}dC, (323)

Para resolver esta integragdo, consideramos que I'A%sech?( B() < 1, e fizemos uma

expansédo em série de Taylor para o termo In (1 + I'A%sech?(B()) e assim, temos que

(T'A?sech?(B())? N (T'A%sech?(B())?

In (14 T'A%sech?(B()) = I'A’sech®(B(¢) — 5 3

+.... (3.24)
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Utilizamos a expansdo de terceira ordem para resolver a Eq. (3.18) e entdo obtemos

2

A
L=25 (24°G + B*> — 6p) . (3.25)

Como os parametros varidveis A e B sdo constantes, aplicando a Eq. (3.25) na Eq.

(3.19) temos que
oL 0L 0
0A 0B

e apo6s alguns calculos chegamos as seguintes relagdes,

1 [3(15G + q)
A=y /22T 2
5_ L [90G — 768+ 6g (327)

16 T :

onde ¢ = /225G? — 1280I'G . Estes parametros também foram calculados utilizando ex-
pansdes em séries de Taylor com ordens maiores que 3. Contudo, observamos que nao
causava uma alteracdo consideravel nos valores dos parametros, entdo decidimos manter a
expansdo até a terceira ordem para facilitar os cdlculos. Observe que, uma vez que B é um

parametro real, o valor de 4 é limitado na regido 5G/32I" < p1 < 0.

3.3 Resultados Analiticos e Numéricos

3.3.1 Considerac¢oes Analiticas

Neste ponto, podemos fornecer resultados analiticos para diferentes padrdes de mo-
dulagdo através de ajustes apropriados das fun¢des temporais a(t), b(t) e c(t).

Potencial Nulo - No primeiro caso, consideramos um potencial nulo (V' = 0) defi-
nindoa = 1 e b = ¢ = 0. Esta configuracdo leva a ( = z e 7 = t. Consequentemente, os
coeficientes no termo ndo linear serdo constantes e dados por g = G ey =I'. Além disso, a
amplitude e a fase da solugdo (3.3) sdo escritas como p = 1 e n = 0, respectivamente. Como
exemplo, na figura Fig. 3.1 mostramos a solugdo |¢)|*como fung¢do de coordenadas x e ¢ para

G =-1,1=0.1, e p = —1em um potencial nulo.
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Figura 3.1: Perfil da solugdo |1h|*como funcio das coordenadas x e t para o caso do potencial nulo.
Usamos os valores dos parametros G = —1,I' = 0.1e yp = —1.

Potencial Linear - Em seguida, examinamos o caso do potencial linear na coordenada
x e oscilante na coordenada ¢. Esse tipo de potencial foi apresentado na Sec. 2.2.2. Neste
caso, nds definimos a = 1, b = — sin(wt), e ¢(t) escolhido de tal maneira que temos f; = 0 na

Eq. (3.13a). Assim, o potencial linear pode ser escrito como
Vss = w?sin(wt)z, (3.28)

Enquanto os coeficientes no termo néo linear e a amplitude permanecem constantes, ou seja,

g=G,v=T,ep=1,respectivamente. A fase que aparece na Eq. (3.3) fica na forma
w .
n=-7 {[sin (wt) — 4x] cos (wt) + wt} .

Do mesmo modo, encontramos ( = = — sin(wt) e 7 = t. Assim, o comportamento
estatico da solugdo (|¢|?) visualizada na Fig. 3.1 é agora modulada pelo potencial linear,
criando um comportamento oscilatério, como demonstrado na Fig. 3.2. Note que na Eq.
(3.28) a redugdo no valor da frequéncia de modula¢do também ird diminuir o valor da am-
plitude do potencial. A influéncia na estabilidade da solugdo devido a mudanca no valor da
frequéncia de modulagédo serd o objetivo da préxima subsecao.

Potencial Quadrdtico - Assim como na Sec. 2.2.3, nds iremos estudar um potencial
quadrético na coordenada = com uma oscilagdo periédica em ¢ que muda o padréo atrativo
para um repulsivo e vice-versa. Para isto, ajustamos corretamente os valores dos coeficientes

paraa = 1+osin(wt), b =0, e c = 0. Deste modo, a amplitude e a fase na Eq. (3.3) se tornam

p =1+ osin(wt)
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Figura 3.2: Perfil da solugao |1h|*como funcdo das coordenadas z e ¢ para o caso do potencial linear

na coordenada z e oscilatério na coordenada t, paraG = -1, I' =01, w=1ep = —1.
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Figura 3.3: Perfil da solugio |¢/|*como funcdo das coordenadas z e t para o caso do potencial qua-

dratico na coordenada x e oscilatério na coordenada ¢, para G = —1,I' = 0.1, 0 = 025, w = 1 e
w=—1
e

_ —owa? cos (wt)
2+ 20sin (wt)’

n

respectivamente. O potencial e os coeficientes no termo ndo linear sdo escritos como

ow?a? [0 sin®(wt) — sin(wt) — 20|

Vip = , 3.29
e 2[1 + o sin(wt))? (3.29)
g=G[l+ osin(wt)],
e
B r
TTIT osin(wt)’
respectivamente. Na Fig. 3.3 mostramos o perfil da solugdo localizada |¢|* para G = —1,
I'=0.1,0 =0.25,w = 1e u = —1. Neste caso a modulagdo faz um padrao do tipo breathing

para o perfil da solucdo. Este comportamento é devido a mudanga no potencial de atrativo
para expulsivo (ou vice-versa). Além disso, na fra¢do atrativa do potencial, a ndo linearidade

auto focante apresentara seus maiores valores, corroborando com o potencial em si.
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Figura 3.4: Perfil da solucao |1h|*como funcdo das coordenadas z e ¢ para o caso do potencial misto
(quadraético e linear na coordenada x e oscilatério na coordenada t), para G = —1,I' = 0.1, o0 = 0.25,
w=lep=-1.

Potencial Misto - Novamente como foi feito na Sec. 2.2.4, iremos considerar a intera-
¢do das duas formas anteriores para o potencial, ou seja, um linear e quadrético na coorde-
nada x com um comportamento oscilatdrio e periédico na coordenada ¢. Para isto definimos
a =1+ osin(wt), b = —sin(wt) e ¢(t) de forma apropriada para que f3 = 0 na Eq. (3.13a).
Esta escolha para c¢(t) é para garantir que o termo linear ndo homogéneo em consideragao
apresente somente a interacdo dos dois potenciais anteriores. Dessa forma obtemos resulta-
dos para a amplitude e os coeficientes do termo ndo linear semelhantes ao caso do potencial
quadrético, enquanto a fase na Eq. (3.3) sofre algumas altera¢des. Finalmente, o potencial é
dado por

2z (ox — 2) [0 sin®(wt) — sin(wt) — 20]

Vir = 2[1 + o sin (wt)]? ' (3.30)

Na Fig. 3.4 n6s mostramos o perfil da solugdo localizada |¢)|* para a modulagdo
com potencial misto. Os valores dos pardmetros constantes sdo os mesmos usados nos casos
anteriores. Observe que o perfil da solugdo apresenta oscilagdes na coordenada = enquanto

a sua amplitude oscila em ¢.

3.3.2 Anélise da Estabilidade Linear

Nesta etapa, analisamos a estabilidade linear da nossa solugdo aproximada para a

SNLSE autonoma dada por Eq. (3.2). Para este fim, perturbamos a solu¢do com modos
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normais dado por

(¢, 7) = (¢) + [v(¢) + w()]e + [v*(¢) — w* ()] Te ™,

em que v(¢), w(¢) < 1 sdo as perturbacdes do modo normal, e ) é o autovalor deste modo
normal. Inserindo esta solucdo perturbada em Eq. (3.2) e executando um processo de linea-

rizagdo, obtemos o seguinte problema de autovalor:

LU =\, (3.31)
em que
L:i<%v20+J.L_2 %WO“TI), \If:(;’)) (3.32)
e
Fio= p- lfﬁz, (3.33)
F o= e G—Z‘ff’ If(pl;)‘gz), (3.34)

no qual assumimos ¢ real. Usamos o método da colocac¢do de Fourier para calcular os auto-
valores do operador linear L, no qual expande a autofuncdo ¥ em série de Fourier e trans-
forma a Eq. (3.31) em um problema de autovalor de matriz para os coeficientes de Fourier
da autofungdo V. Pode-se encontrar exemplos da aplicagdo deste método na Ref. [15]. Na
Fig. 3.5 mostramos o maximo da parte real de A em funcdo da constante de propagagao 1
obtido a partir do espectro de estabilidade para a onda solitaria dada pela Eq. (3.20), por
meio do problema da estabilidade linear do autovalor Eq. (3.31) para trés diferentes valores
dos parametros de saturagdo, I' = 0.05 em circulos (amarelo), I' = 0.1 em quadrados (ver-
melho) e I' = 0.15 em tridngulos (azul). Note que para um dado valor de I', existe um valor
critico para p, abaixo do qual obtemos solugdes estdveis, desde que a parte real de A nesta

regiao seja zero.
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Figura 3.5: Maximo da parte real do autovalor X (max[Re(\)]) em fun¢do da constante de propaga-
¢do p obtido a partir do espectro de estabilidade para a onda solitdria dada por Eq. (3.20) através do
problema da estabilidade linear do autovalor Eq. (3.31) da equacdo autéonoma Eq. (3.2) para trés di-
ferentes valores dos parametros de saturacdo, I' = 0.05 em circulos (amarelo), I' = 0.1 em quadrados
(vermelho) e I' = 0.15 em triangulos (azul). Aqui também consideramos G = —1 em todos 0s casos.

3.3.3 Simula¢des Numéricas Diretas

Agora iremos examinar a estabilidade das solu¢des moduladas através de simulag¢des
numéricas diretas da Eq. (3.1). Neste caso, utilizamos o mesmo procedimento admitido na
Sec. 2.3. O método numérico é baseado no algoritmo split-step onde definimos as discreti-
zagdes com tamanhos Az = 0.04 e At = 0.001 e fixamos a largura espacial em [—30, 30]. O

estado de entrada da Eq. (3.1) é dado por
Y = o1 + 0.050(x)], (3.35)

em que ¢y = (x,0) é a solugdo analitica obtida pelo ansatz (3.3) e v € [—0.5,0.5] é um
numero real aleatério com média zero avaliada a cada ponto da grade de discretizacdo na
coordenada x. Também, para garantir a estabilidade do método, novamente checamos a

conservagdo da norma (poténcia) e a energia da solugéo definidas por P = [ fooo [Y2dx e

o 1
B- | {gw + (v + %) Y~ S5 n(1 7|¢|2)} , (3:36)

[e.e]

respectivamente.

Primeiramente, vamos considerar o caso com o potencial linear dado pela Eq. (3.28),
mostrado acima nas nossas consideragdes analiticas. Mostramos na Fig. 3.6 os resultados
numéricos correspondentes para a amplitude méaxima (h,,,,) e a largura média ((z*)) em
fun¢do do tempo de evolugdo (até t = 5000) em unidades adimensionais, para trés diferen-

tes valores da frequéncia de modulag¢do w, ou seja, w = 0.5, w = 1.0 e w = 2.0. Note na Fig.
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Figura 3.6: (a) Amplitude méaxima (fmqz) € (b) largura média ({z?)) em funcéo do tempo de propa-
gacdo para o potencial linear dado pela Eq. (3.28). Usamos linhas pretas para w = 0.5, linhas verdes
para w = 1.0 e linhas laranjas para w = 2.0. Os outros parametros sio G = —1,I' = 0.1e u = —0.1.

3.5 que para o valor de ;1 = 0.1, utilizado nestas simula¢des esperamos uma solugdo esta-
vel na auséncia de modulagdo. Por outro lado, na Fig. 3.6a observa-se que as amplitudes
maximas das solu¢des na presenca destes trés valores distintos da frequéncia de modulagao
para o potencial linear sdo constantes e bem préximos um do outro (~ 0.206), que é um sinal
direto de estabilidade dessas solugdes. Além disso, na Fig. 3.6b pode se notar um comporta-
mento oscilatério na largura média de todas as solucdes, que esta de acordo com a previsao
analitica. Curiosamente, a modulagdo da solucdo pelo potencial preserva sua estabilidade.

Agora, usando o potencial quadratico, dado pela Eq. (3.29), nas simula¢des numé-
ricas observamos nas Figs. 3.7a e 3.7b o surgimento de solugdes instdveis. De fato, ao usar
a frequéncia de modulagdo w = 0.5 observamos um comportamento oscilatério estdvel para
0 hpmaz © ((22)) (até t = 5000), enquanto para w = 1.0 e w = 2.0 as solugdes se tornam insté-
veis, ou seja, sofrem uma diminui¢do na sua amplitude médxima ao mesmo tempo em que
aumentam abruptamente sua largura média. Assim, o padrdo mostrado na Fig. 3.3 sera
estavel apenas para valores pequenos da frequéncia de modulagdo (w < 0.5). Consequen-
temente, pode-se usar essa modulacdo com alta frequéncia para quebrar a estabilidade de
solugdes sem valor.

Nas Figs. 3.8a-b mostramos o mesmo que nas Figs. 3.7a-b, mas agora considerando
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Figura 3.7: (a) Amplitude maxima (Apqz) € (b) largura média ((z*)) em fungdo do tempo de pro-
pagacdo para o potencial quadratico, dado pela Eq. (3.29). Usamos linhas pretas para w = 0.5,
linhas verdes para w = 1.0 e linhas laranjas para w = 2.0. Os outros parametros sdo G = —1,
I'=010=025ep=—0.1.

o potencial misto (3.30). Em comparacdo com os resultados obtidos anteriormente, isto &,
quando se considera o potencial quadratico, verificamos que as solu¢des sdo mais sensiveis
as modulagdes e consequentemente mais propensas a serem instdveis. De fato, nas Figs.
3.8a-b usamos w = 0.1, 0.5 e 1.0, onde somente as solu¢des com w = 0.1 permaneceram

estaveis. Neste sistema, este tipo de modulacdo é mais til para destruir essas estruturas do

que para moldé-las.
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Figura 3.8: (a) Amplitude maxima (hsnqz) € (b) largura média ((2?)) em fungdo do tempo de propa-
gacdo para o potencial misto (3.30). Usamos linhas pretas para w = 0.5, linhas verdes paraw = 1.0 e
linhas laranjas para w = 2.0. Os outros parametros saio G = —1,I' = 0.1,0 = 0.25 e u = —0.1.



Capitulo 4

Modulacao de Soluc¢oes Localizadas:
Equacao Nao Linear de Schrodinger de
Altas Ordens (Efeito Raman)

O fendmeno da Instabilidade Modulacional (IM) esta relacionado a um crescimento
exponencial de uma onda continua devido a interacdo dos efeitos ndo lineares em fibras
Opticas e cristais ndo lineares. Este fenomeno foi inicialmente previsto por Hasegawa em
1984 [75] sendo verificado experimentalmente em 1986 [76]. Desde entdo, isto tem motivado
um emergente crescimento de trabalhos nesta drea [75,77]. Neste cendrio, a propagagdo
geral de pulsos 6pticos ultra curtos em cristais ndo lineares ou em fibras 6pticas ndo lineares
(incluindo efeitos dispersivos e ndo linear de altas ordens) é governada por uma NLSE com

a forma [14,78]

10,0 (x,2) = Z 6— (10,)"(x, z) —y(1 + wiar)
—~ 0

3

[e.9]

« [w(x,z) /_ T R — o, 2) Py @1)

onde J, representa a derivada parcial em relagdo a a, ¢(z, ) é a solu¢do complexa do pulso,
Bm € o coeficiente de dispersdo de ordem m, v é o coeficiente ndo linear efetivo, wy é a

frequéncia central do pulso. R(2’) é uma fungdo resposta comumente dada por [14]

R(x) = (1= f)o(x) + fh(z), (4.2)

32
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onde f é a contribuigdo fracional da resposta Ramam atrasada a polarizacdo nao linear e

h(x) é a funcado resposta de Raman dada (aproximadamente) por [79]:

hz) = 272 exp(—a/m) sin(z/m), 4.3)

com 7 e 7, sendo parametros ajustdveis. A forma dada pela Eq. (4.2) corresponde as contri-
buigdes eletronica (considerada instantanea) e vibracional (Raman).

No ponto de vista tedrico, a influéncia do espalhamento Raman na instabilidade mo-
dulacional em fibras 6pticas homogéneas foi estudado em [80] e também incluindo termos
dispersivos de altas ordens em [81-84]; Também ha varios estudos sobre IM considerando
efeitos de altas ordens na ENLS. Conforme ja demonstrado nos capitulos anteriores, a influ-
encia de inomogeneidades no sistema pode ser usada para modular as solug¢des localizadas,
bem como influenciar as regides de ganho (e perfis) da IM [85]. Na Ref. [86] os autores estu-
daram a IM de ondas eletromagnéticas em um meio com nao linearidade variavel e efeitos
de auto-inclinacdo. Na Ref. [87] foi relatado um estudo analitico, numérico e experimental
da IM em um meio 6ptico ndo linear, separado em camadas alternadas entre vidro e ar. A IM
em fibras 6pticas ndo lineares inomogeéneas acopladas por coeficientes varidreis na NLSE, foi
considerado na [88] e incluindo efeitos de altas ordens em Ref. [89].

O objetivo deste capitulo é estudar a instabilidade modulacional de uma onda con-
tinua em um meio ndo linear inomogéneo considerando o efeito do espalhamento Raman
estimulado. Diferentemente dos estudos anteriores apresentados [85-93], nés analisamos a
influéncia de uma modulag¢do “espago-temporal” nos termos linear (potencial) e ndo linear
usando o método da transformacdo de similaridade, o que nos permite estudar a regido de
ganho no caso autonomo. Na Secgdo 4.1 introduzimos o modelo teérico com as equagdes
basicas e aplicamos o método da transformacao de similaridade. Na Sec. 4.2 apresentamos
nossos resultados analiticos referentes a regido de ganho para o sistema auténomo. Os re-
sultados das simulagdes numéricas para alguns padrdes de modulacdo espagotemporais e a

influéncia destas modula¢des com e sem a presenga de espalhamento Raman no sistema sao
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discutidos na Sec. 4.3.

4.1 Modelo Teorico

No nosso caso, podemos simplificar a Eq. 4.1 que descreve a propagacdo de pulsos
Opticos ultracurtos em uma fibra ndo linear monomodo ou um cristal ndo linear com efeito

de espalhamento Raman para a seguinte equacao [14,78]:

1
i, = =5 Wae + VI + glUPY +igBY (Y1), (44

onde ¢ = ¢(x,z) é a amplitude do pulso (com ¢, = 9/0z, V., = ?Y/02* e (|¢¥]?). =
d|Y]?/0x ), B é o coeficiente de espalhamento Ramam, enquanto V = V(z,z) e g = g(z) re-
presentam os coeficientes linear e ndo linear, respectivamente. Note que se considerarmos
f = 0, sem o efeito do espalhamento Raman, a Eq. (4.4) corresponde a ENLS ctibica. As-
sim como fizemos nos Caps. 2 e 3, nosso objetivo principal é utilizar a transformacdo de

similidade através do ansatz
v = p(2)e" IO (x, 2),7(2)), (4.5)
e transformar a Eq. (4.4) em uma autdnoma, dada por
9. = e+ Gl + TR (B, (4.6)

onde G e B = GJ3 sdo constantes e ® = ®((, 7) é escrita em termos das novas variaveis in-
dependentes ( = ((z,z) e 7 = 7(z). O procedimento é semelhante ao realizado na Sec. 2.1,

assim, via (4.5) e (4.4) conseguimos chegar a Eq. (4.6) mais as seguintes equagdes condicio-

nais
p- = (47)
C
Ca

., = (2 (4.10)
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Deste modo, obtemos as formas especificas para os parametros linear e ndo linear, respecti-

vamente, dados por

1
V=—n,— 5775, (4.11)

GG
Resolvendo as Egs. (4.7-4.10) obtemos ¢ = a(z)z + b(z) e 7 = [ a(z)*dz. Entdo a fase e a

g (4.12)

amplitude do ansatz podem ser escritas como

_ G b
N=—goat - + ¢(2), (4.13)
e
p=a. (4.14)

Tomando essas condic¢oes, pode-se reescrever os coeficientes linear e ndo linear da Eq. (4.4)

da seguinte forma

V(z,z) = fiz’+ fox + f3, (4.15)
g9(z) = Ga(z), (4.16)
com
2
_ G G
fl - %2, aza
2
fo= e —“;bf, (4.17)
a a
b2
f3 = —C — 2—;2-

Novamente, podemos descrever o comportamento fisico dos parametros variaveis em Eq.

(4.4) ao fazer escolhas apropriadas para a(t), b(t) e ¢(t) nas equagdes anteriores.

4.2 Instabilidade Modulacional

Consideramos que a Eq. (4.6) admite como solugdo de estado estaciondrio

D = A iGAT (4.18)
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onde A é uma constante. Entdo, para verificar a estabilidade desta solugdo, perturbamos

este estado estaciondrio com uma func¢ao x(¢, 7), dada por

X(C,7) = x1exp[=i(K¢ — Q)] + xz expli( K¢ — Q7] (4.19)

com x; e X2 sendo coeficientes reais e constantes, K é o niumero de onda e (2 é a frequéncia
da solucdo de perturbacdo. Desta forma podemos reescrever a solucdo Eq. (4.18) na forma

perturbada como

D = [A 4 x]e G4, (4.20)
Aplicando a Eq. (4.20) em (4.6) e agrupando os termos em fungéo das exponenciais e~ (5¢~7)
e e'K¢=97) chegamos ao seguinte sistema
i (Q +E LAy KBA?) +x2 (GA? — KBA?) =0 o
v (GA? = KBA?) 4, (—0+ 57 + GA? — KBA?) =0 '
resolvendo o sistema, obtemos a seguinte relacdo de dispersdo
— 9 K4 —2
Q=-PAK £ T+GA2K2+5 AYK2 (4.22)

O ganho da IM é dado pela parte imagindria de (2. Como exemplo, a Fig. 4.1 mostra o ganho
da IM em fungdo do ntimero de onda K da perturbagdo para diferentes valores de 3. Note
na Fig. 4.1a, para # # 0 somente um valor especifico de K ndo apresenta IM (K = —2 for
G = —1). Note também que na Fig. 4.1b a regido de instabilidade modulacional (ou seja,

Im[Q2]) somente é obtida para G < 0.

4.3 Simula¢cdes Numéricas

Em seguida, estudaremos numericamente a influéncia da inomogeneidade do sis-
tema considerando o estado estacionario (4.20) e as relacdes (4.13)-(4.16). Usamos o método
de split-step com transformada de Fourier para resolver a Eq. (4.4), incluindo um algoritmo
preditor-corretor que melhora as aproximagdes usadas nos termos ndo lineares. Para uma

descrigdo detalhada destes algoritmos e/ou programas Fortran para a ENLS dependente do



4.3.1 Potencial Nulo 37

O = N W

Figura 4.1: Ganho da IM dada pela parte imagindria de 2. Em (a) apresentamos a parte Im|(]
considerando A = 1e G = —1 com 8 = 0 na linha sélida (verde), 5 = 0.3 na linha tracejada (cinza) e
f = 0.5 com trago ponto (preto). Em (b) é apresentado o perfil de Im[Q2]para diferentes valores de K
e G, considerando A =1e 5 =0.1.
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Figura 4.2: Evolugao dinamica de |¢|* para o potencial nulo e considerando o estado inicial de ®
dado pela Eq. (4.20) em z = 0. Os parametros usados sdo (a) 5 = 0 e (b) 3 = 0.3.

tempo, indicamos as Refs. [15,71]. Definimos as discretiza¢des com tamanho Az = 107% e
1204 pontos na coordenada z contida em [—30, 30, 0 que permite obtermos uma boa conver-
géncia numérica. Em todas as simulag¢des utilizamos A =1, g = —1, K = 0.17 (valor dentro

da regido de ganho), e e = x; = x2 = 0.02 na perturbacdo x apresentada na Sec. 4.2.
4.3.1 Potencial Nulo

Inicialmente estudamos o caso do potencial nulo, isto é, considerando f1 = fo = f5 =
0 na Eq. (4.16). Neste caso, temos duas possibilidades dadas por: (i)a = 1leb =c =0
ou(ii)a =1/(1+2)eb = ¢ = 0. Como queremos verificar solu¢des em tempos longos,

no caso (ii) as Eqgs. (4.14)-(4.15) tendem a zero, o que demonstra que a nao linearidade e
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consequentemente a amplitude da soluc¢do apresentam este mesmo comportamento. Deste
modo, iremos focar somente no caso (i).

Neste exemplo, os coeficientes linear e ndo linear da Eq. (4.4) sdo dadospor V' =0e
g = G, respectivamente. Além disso, obtemos p = 1,7 =0, 7 = 2, e ( = z. Entdo, podemos

reescrever a solucdo para Eq. (4.5) como
Y = Aexp (—iGA2Z> : (4.23)

A solugdo (4.23) em z = 0 é tomada como condigdo inicial para as simula¢des nu-
méricas da Eq. (4.4). Na Fig. 4.2 apresentamos a evolugdo deste estado inicial considerando
G=—-le(a)B =0e(b) S =0.3. Em todos os exemplos consideramos A = 1 para simplificar.
Note que o comportamento do tipo breather exibido na Fig. 4.2a é abruptamente alterado de-
vido a inclusao de um termo Raman nao nulo na NLSE. Também, na Fig. 4.2b observamos
que os primeiros sélitons a serem formados (com maior amplitude) apresentam um deslo-
camento para o lado esquerdo com uma velocidade quase constante. Entdo dois sélitons
vizinhos sdo formados e interagem com o primeiro apresentando um comportamento osci-
latério. Outros sdlitons sdo formados compondo um movimento como “cabelos ao vento”.
Este comportamento é semelhante ao efeito do desvio ao vermelho nas fibras 6pticas devido
ao espalhamento Raman estimulado [14]. Usamos as Figs. 4.2a e 4.2b como referéncia para

verificar os efeitos da inomogeneidade do meio nas subsec¢des seguintes.
4.3.2 Potencial Linear

Neste exemplo apresentamos um potencial linear em z. Em um cristal ndo linear
esperamos que isto pode ser feito depositando diferentes materiais ao longo deste eixo, com
um aumento linear na diferenga entre eles [14]. Aqui podemos considerar duas possibilida-
des: ) a=1eb= —sin(wz)/w?+ A \z+ X ou(ii)a=1eb=2%/2+ A3z + \y, ambos 0s casos
com ¢, = —b?/2a* e \; (j = 1, ..,4) constante. Entdo, obtemos V = sin(wz)z e V = z para os
casos (i) e (ii), respectivamente. No entanto, vamos nos concentrar no caso (i), pois o caso

(ii) pode ser entendido com uma rotagdo em um tnico eixo.
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Figura 4.3: Evolugao dinamica de |1h|* para o potencial linear V = sin(wz)z com w = 1. Os pardme-
tros usados sdo (a) 5 =0e (b) 3 = 0.3.
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Figura 4.4: Evolugao dinamica de [1|* para o potencial linear V = sin(wz)z com w = 2. Os pardme-
tros usados sdo (a) 5 =0e (b) 8 = 0.3.

Assim, a amplitude e a fase na Eq. (4.5) sdio dadasporp=1e
n = {[4dzw® — sin(wz)] cos(wz) — wz} /4w?,

respectivamente. Como no caso anterior, obtemos um coeficiente de nao linearidade cons-
tante ¢ = G. Além disso as coordenadas reescalonadas se comportam como 7 = z e
¢ =z — sin(wz) /w?.

Nas Figs. 4.3 e 4.4 exibimos os resultados das simulagdes numéricas diretas da Eq.
(4.4) para w = 1 e w = 2, respectivamente, com condi¢des iniciais dadas por ¢ (z,0) =
p(0)e@0d[¢(x,0),7(0)], onde, em z = 0, temos p(0) = 1, n(x,0) = z/w, ((x,0) = z e
7(0) = 0, e ®[((x,0),7(0)] é o estado estaciondrio dada por Eq.(4.20). Ajustamos 5 = 0 nas
Figs. 4.3a e 4.4a e 8 = 0.3 nas Figs. 4.3b e 4.4b. Observando essas figuras verificamos a in-
fluéncia do potencial linear, alterando os comportamentos obtidos anteriormente para o caso

do potencial nulo (Figs. 4.1 e 4.2). Em particular, observamos a modulacéo linear da solugdo

do tipo breather apresentada na Fig. 4.2a para o caso com o potencial nulo. Aumentando o
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Figura 4.5: Evolucao dindmica de || para o potencial quadratico dado pela Eq. (4.25) com w = 1,
oc=1/4e(@)B=0o0u(b) 5=0.3.

Figura 4.6: Evolucdo dinamica de || para o potencial quadrético dado pela Eq. (4.25) com w = 2,
oc=1/4e(a)f =00u(b) S =0.3.
valor da frequéncia de modulagédo, o padrdo oscilatério da solugdo aumentard. Vale a pena
mencionar que fizemos vdrias simula¢des alterando o valor de w no intervalo [0.01, 10]. Em
todos esses casos, a modulacdo das solugdes ndo foram suficientes para destruir a solugao.
Ao contrério disto, para grandes valores de w as soluc¢des se tornam inalteradas, isto é, com
padrao semelhante as sem modulagéo.

Enfatizamos que nas Refs. [28,34, 35,37,94-96] um potencial linear foi usado para
modular solugdes localizadas, mantendo-as estaveis ou instaveis dependendo das condigdes

especificas da modulagdo, como amplitude, frequéncia e/ou padrao.

4.3.3 Potencial Quadraitico

Agora, consideramos o caso do potencial quadratico em z e oscilatério sobre a co-
ordenada 2. Teoricamente, como dito na subsecdo anterior, pode-se construir este padrdo
de potencial em um cristal ndo linear depositando diferentes materiais ao longo deste eixo,

com um aumento parabélico da diferenga entre eles [14]. Exemplos de modula¢do quadra-
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Figura 4.7: Evolucdo dindmica de || para o potencial quadratico dado pela Eq. (4.25) com w = 1,
oc=1/8e(a)B=0o0u(b)5=0.3.
tica de solugoes localizadas foram investigados em Refs. [31,34,37,43,55,56,97-101]. Assim
como no caso do potencial linear, os potenciais quadraticos mostraram-se importantes para
estabilizar solugdes instdveis e/ou desestabilizar algumas estdveis, novamente dependendo
dos parametros e padrdes de modulagao.

Aqui, como exemplo, consideramos o potencial mudando ao londo da coordenada
de propagacao z equivalente a escolha apropriada dos pardmetros = 1+ osin(wz), b =0, e
¢ = 0. Isto implica um coeficiente ndo linear apresentando um padrao oscilatério dado por

g = G [l + osin(wz)]. Além disso, as novas coordenadas serdo

¢ =[1+osin(w2)]z, (4.24a)
1
T = %{wz(a2 +2) — o cos(wz) [4 + osin(wz)]}. (4.24b)
Obtemos também a amplitude e a fase da solugdo modulada como p = /1 + osin(wz) e
n = — [owz? cos(wz)] / [2 + 20 sin(wz)]. Finalmente podemos escrever o potencial quadratico

como
1 2%0w? [0 cos? (wz) + sin (wz) + o]

V=— )
21— 02 cos? (wz) + 20 sin (wz) + o2

(4.25)

Nas Figs. 4.5-4.7 exibimos a evolugdo do estado estaciondrio (4.20) obtido numerica-
mente sobre a modulagdo quadratica em z, com y = e cos({27) e e = 0.01 sendo uma pequena
perturbacdo. Consideramos na Fig. 4.5a § = 0 e na Fig. 4.5b § = 0.3, e os parametros de
modulagdo w = 1 e 0 = 0.25, correspondendo a frequéncia e amplitude da modulagéo, res-

pectivamente. Note que na Fig. 4.5a a solugdo no centro da armadilha se torna inalterada,
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mas enquanto ela se divide deixando o centro do potencial ela muda seu perfil natural (sem
modulagdo). Entdo, a modulagdo quadratica é propensa a desestabilizar a solu¢do, uma vez
que atua com mais intensidade quanto maior for a sua distancia do centro da armadilha.
Nesse sentido, na Fig. 4.5b observamos que o efeito Raman, que atua desviando a solugao
para a esquerda, juntamente com o potencial quadratico ird alterar o perfil da solucéo.

Para investigar a influéncia da frequéncia de modulacéao, utilizamos simula¢des nu-
méricas com w € [0.01, 10]. Verificamos que as mudancas efetivas na soluc¢do ocorrem para
maiores valores da frequéncia de modulagdo. Neste sentido, nas Figs. 4.6a e 4.6b mostramos
o mesmos que na Fig. 4.5, mas agora considerando w = 2.

Finalmente, consideramos alterar o valor da amplitude da modulacdo do potencial
quadrético. Na Fig. 4.7 apresentamos o resultado para o = 0.125 e w = 1. Ao comparar este
resultado com o apresentado na Fig. 4.5, observamos que quanto menor o valor da ampli-
tude de modulacdo, menos alterada sera a solugdo. Assim, por uma mudanca apropriada
dos parametros de modulagdo, pode-se obter o controle da solugao estavel ou desestabiliza-

la. Isso dependera do que se espera da modulagao.



Capitulo 5

Consideragoes Finais e Perspectivas

Neste trabalho apresentamos um estudo da modulagdo de solugdes solitonicas em
meios ndo lineares e ndo homogéneos descritos por equagdes ndo lineares de Schrodinger.
Com a escolha de um ansatz apropriado, utilizamos a técnica de transformagdo de simila-
ridade para transformar as equagdes ndo autdbnomas em equagdes autonomas. As solugdes
foram moduladas com potenciais lineares e/ou quadraticos na coordenada espacial e com
padrédo oscilatério na coordenada temporal. Conforme apresentado anteriormente, os coefi-
cientes ndo homogeéneos do potencial de modulacdo e da ndo linearidade podem ser intro-
duzidos experimentalmente em condensados de Bose-Einstein e em fibras épticas com uma
configuracdo adequada para permitir a modulacdo de solugdes solitonicas que podem ser
controlaveis.

No Capitulo 02 investigamos a presenca de solugdes analiticas para a ELNLS. As
inomogeneidades nos permitiram modular o padrado das solugdes localizadas apresentando
formas do tipo oscilatério, “breather” e uma forma mista. A estabilidade das solugdes foi
checada numericamente e mostramos algumas solugdes estaveis para o modelo investigado.

No Capitulo 03 apresentamos a modulacdo de solugdes localizadas por um meio
ndo linear saturavel ndo homogéneo. Apods realizarmos a transformagdo de similaridade,
utilizamos uma abordagem variacional para construir solucgdes localizadas, as quais foram
verificadas como linearmente estaveis para a constante de propagacdo em y. < 1 < 0, onde

ft. € um valor critico de y que depende do parametro de saturacdo I' e da nédo linearidade G.

43
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Nesse sentido, n6és concentramos em trés valores para o pardmetro de saturagdo I' = 0.05,
0.1 e 0.15 bem como valores especificos para a frequéncia de modulagdo 0.1 < w < 2.0.
Realizando simulag¢des diretas do modelo completo (isto é, Eq. (3.1)), encontramos regides
onde as solu¢des moduladas sdo estdveis. A modulagado de solugdes localizadas produzidas
por sistemas com inomogeneidades controladas nos permite a possibilidade de manipular
essas solucdes, tornando-as estdveis ou instdveis. O primeiro caso é interessante por causa
da longa duracdo de tais solu¢des com aplica¢des em sistemas de comunicagdo e sensores,
enquanto o dltimo caso é relevante quando a solugdo localizada precisa ser destruida. Final-
mente, no ponto de vista experimental, os panoramas de ndo linearidades correspondentes
podem ser realizadas para ondas de luz em cristais fotonicos ndo-lineares ou em meios 6p-
ticos dopados de forma ndo homogénea (como por exemplo, [14,72,73,102,103]).

No Capitulo 04 estudamos analiticamente e numericamente a instabilidade modula-
cional de uma onda continua em um meio néo linear ndo homogéneo, considerando o efeito
do espalhamento Raman estimulado. A influéncia de uma modulacdo "espago-temporal”
nos termos linear (potencial) e ndo linear de uma ENLS estendida (4.4) foi analisada usando
um método de transformacao de similaridade. Para a faixa de pardmetros considerada aqui,
observamos a modulacdo do trem de sélitons gerados pela IM de uma onda continua por
um potencial linear e quadratico na coordenada z e periédico na coordenada z. Quando
na presenca de um potencial linear, as solugdes apresentam um padrao estdvel oscilatério,
enquanto em alguns casos, para o potencial quadréatico, a solugdo central oscila, enquanto
as das bordas sofrem uma grande compressdo, levando-as a um padrdo caético. Em ambos
0s casos, conjecturamos que a modulacdo poderia ser usada para controlar, de forma estével
ou instével, as solu¢des emergentes da instabilidade modulacional no sistema.

Entre as perspectivas de trabalhos futuros, o uso das técnicas aqui apresentadas, nos
permite estudar a solugdo modulada de ondas solitdrias em outros meios nao lineares. Entre
as ndo linearidades apresentadas aqui, ha o interesse de estudar equagdes logaritmicas de

Schrodinger acopladas.
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