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Resumo

Este trabalho apresenta o estudo de soluções de ondas solitárias, conhecidas como

sólitons, em meios não lineares e não homogêneos por meio de equações não lineares de

Schrödinger. São estudados três casos: primeiro considerando um termo não linear do

tipo logarítmico; segundo com efeito de saturação e por último incluindo efeitos de altas

ordens (espalhamento Raman). As soluções são moduladas por três tipos diferentes de po-

tencial. O primeiro, linear na coordenada espacial e oscilatório na coordenada temporal. O

segundo, quadrático na coordenada espacial e oscilatório na temporal. Por fim, modula-se

também utilizando um potencial misto, que é a junção dos dois potenciais apresentados an-

teriormente. Depois de incluir heterogeneidades nos coeficientes lineares e não lineares, é

utilizada a técnica da transformação de similaridade para converter a equação não linear,

não autônoma em uma autônoma que será resolvida analiticamente. Esse campo de estudo

tem potenciais aplicações em cristais, fibras ópticas e em condensados de Bose-Einstein, ser-

vindo também para o entendimento dos fundamentos relacionados a esse estado da matéria.

A estabilidade das soluções são checadas por meio de simulações numéricas.
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Abstract

This work presents the study of solitary wave solutions, known as solitons, in non-

linear and non-homogeneous media using non-linear Schrödinger equations. Three cases

are studied: first considering a logarithmic nonlinear term; second with saturation effect

and finally including effects of high orders (Raman scattering). Solutions are modulated by

three different types of potential. First, linear in the spatial and oscillatory coordinate in the

temporal coordinate. The second, quadratic in the spatial and oscillatory in the temporal

coordinates. Finally, it is also modulated using a mixed potential, which is the junction of

the two potentials presented above. After including inomogeneities in linear and nonlinear

coefficients, the similarity transformation technique is used to convert the non-linear, non-

autonomous equation into an autonomous one that will be solved analytically. This field of

study has potential applications in crystals, optical fibers and in Bose-Einstein condensates,

also serving to understand the fundamentals related to this state of matter. The stability of

the solutions are checked by numerical simulations.
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Capítulo 1

Introdução

As ondas solitárias foram inicialmente observados pelo engenheiro escocês James

Scott Russell em 1834, no Canal da União em Edimburgo, Escócia. Russell realizava expe-

rimentos com o objetivo de determinar o design mais eficiente para barcos e em uma de

suas observações constatou que o movimento de um destes barcos, ao ser puxado por ca-

valos e freado abruptamente, gerou uma onda que continuava seu movimento mantendo

sua forma e velocidade por um longo trecho. Esse fenômeno, chamado por Russell de Onda

de Translação, foi reproduzido em uma série de experimentos utilizando um tanque com

água e sua descrição foi publicada em 1844 [1]. Contudo, o conhecimento científico sobre as

ondas lineares na água não conseguia explicar esta observação o que acabou intrigando os

cientistas na época. Realizando analises teóricas detalhadas em 1895, Diederik Korteweg e

Gustav de Vries conseguiram explicar os experimentos de Russell por meio de uma equação

diferencial parcial e não linear. Esta equação, que descreve soluções de ondas solitárias na

água, ficou conhecida como equação de Korteweg-de-Vries (KdV). Desta forma, verificaram

que quando há um perfeito balanço entre os efeitos de dispersão e os efeitos não lineares,

pode se formar uma onda solitária, que se move sem se alterar [2].

O termo sóliton foi criado em 1965 por Zabusky e Krushal para descrever uma classe

de soluções localizadas de equações de onda, com domínio espacial ou temporal (ou ambos),

que se propagam sem mudar a sua forma e velocidade devido a um perfeito equilíbrio entre

os efeitos não lineares e dispersivos no sistema. Em suas palavras, sólitons “passam” um

1



1. Introdução 2

pelo outro sem perder sua identidade [3]. Desta forma, eles podem interagir com outros

sólitons e emergir de uma colisão sem sofrer qualquer mudança, exceto em alguns casos por

uma mudança de fase. Existem diversos tipos de sólitons mas geralmente são classificados

em brilhantes, cinzas e escuros [4].

Desde a primeira observação feita por Russel, diversos outros sistemas mostraram-

se propensos a desenvolver esse mesmo fenômeno e permitir a formação de sólitons. Na

década de 70, estudos em sistemas moleculares descreveram excitações coletivas, corres-

pondentes a excitações intramoleculares, em cadeias unidimensionais de moléculas com li-

gações fracas. Foi apresentado na Ref. [5] que essas excitações se comportam como sólitons

propagando-se junto com a deformação local ao longo da cadeia e que a velocidade limite

dos sólitons, neste caso, é a velocidade das ondas sonoras correspondentes às vibrações lon-

gitudinais das moléculas. Nesse mesmo contexto, foi apresentado na Ref. [6] que os sólitons

se comportam como excelentes portadores da energia de hidrólise das moléculas de ATP

(adenosina trifosfato), responsável por diversos processos celulares.

Além disso, a formação de sólitons já foi verificada em fibras de cristais fotônicos

[7], em fibras de vidro não lineares [8], em um Condensado de Bose-Einstein [9], em siste-

mas magnéticos [10], em cadeias de DNA [11], em guias de ondas de semicondutores [12],

dentre outros. Como exemplo, na Ref. [13] foi demonstrado teórica e experimentalmente a

formação de sólitons em um circuito LC não linear agrupado.

A presença de sólitons nesses meios não lineares podem ser descritos através de

uma equação diferencial característica para cada meio. Por exemplo, a propagação de um

pulso óptico em uma fibra de vidro não linear pode ser descrita através das equações de

Maxwell cujo desenvolvimento é apresentado na Ref. [14]. Essas equações diferenciais são

do tipo Equação Não Linear de Schrödinger (ENLS). Uma ENLS generalizada, em sua forma

unidimensional e simplificada na presença de um potencial de modulação, pode ser repre-

sentada por

i~ψt +
~2

2m
ψxx + V (x, t)ψ + F (|ψ|2)ψ = 0, (1.1)
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em que ψ = ψ(x, t), com ψt sendo a forma compacta da derivada parcial ∂ψ/∂t e de maneira

análoga temos que ψxx ≡ ∂2ψ/∂2x. A função V (x, t) representa o potencial de modulação

(coeficiente linear) do sistema e a função F (|ψ|2) representa o comportamento não linear da

equação e depende das características do meio onde o sóliton será formado. Existem vários

tipos de não linearidades da função F (s) conhecidas até hoje e para o caso padrão o termo

não linear é F (s) = s, conhecida como não linearidade do tipo Kerr ou não linearidade

cúbica. Desta forma, a ENLS padrão para o campo ψ(x, t), reescalada para coordenadas

adimensionais e livre de potenciais de aprisionamento, é dada por

iψt +
1

2
ψxx + |ψ|2ψ = 0. (1.2)

Esta equação é completamente integrável pelo método da transformada do espalhamento

inverso. Uma característica das soluções obtidas por este método é a existência de sólitons

contendo infinitas leis de conservação. De maneira geral, para a ENLS apresentada na Eq.

(1.1), somente três dessas quantidades conservadas possuem significado físico e podem ser

escritas como

P =

� ∞

−∞
|ψ|2dx, (1.3)

M = i

� ∞

−∞
(ψ∗ψx − ψψ∗

x) dx, (1.4)

E =

� ∞

−∞

(
1

2
|ψx|2 + V |ψ|2 − f(|ψ|2)

)
dx, (1.5)

conhecidas como norma (ou potência), momento linear e energia, respectivamente, onde a

função f é definida por f(|ψ|2) =
� |ψ|2
0

F (s)d(s) [15, 16].

No entanto a maioria dos sistemas físicos são não integráveis e revelam que a di-

nâmica das soluções em tais sistemas podem ser muito mais ricas e muito mais complexas.

A quebra da integrabilidade pode ocorrer com a inclusão de coeficientes não homogêneos,

diferentes formas de não linearidades, e/ou termos de altas ordens na Eq. (1.1). Coeficientes

não homogêneos na ENLS podem ser experimentalmente implementados em condensados

de Bose-Einstein usando a ressonância de Feschbach [17, 18], para controlar as não lineari-

dades, além dos potenciais magnético ópticos externos controlando os termos lineares. Em
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fibras ópticas, este controle pode ser feito por mudanças em sua geometria e/ou sua não

homogeneidade devido a diferenças nos elementos de fabricação [19]. Desta forma, a ENLS

cúbica pode ser representada por

iψt +
1

2
ψxx + V (x, t)ψ + g(x, t)|ψ|2ψ = 0, (1.6)

no qual V (x, t) e g(x, t) são os coeficientes linear e não linear, respectivamente, dependen-

tes tanto das coordenadas temporais quanto das espaciais. Soluções explícitas não triviais

construídas através de transformações de similaridade para a Eq. (1.6) foi apresentada na

Ref. [20]. Em um contexto semelhante, nas Refs. [21–25] foi considerado um cenário de

interação entre sólitons não autônomos para modelos de ENLS generalizada com dispersão,

não linearidade, dissipação ou ganhos variáveis.

A presença de soluções solitônicas analíticas com dependência espaço-temporal nos

coeficientes linear (potencial) e não linear em ENLSs com diferentes não linearidades vem

sendo bastante estudada nos últimos anos tendo em vista sua potencial aplicabilidade na

modulação de soluções localizadas. Dentre essas ENLSs, soluções analíticas também foram

estudadas considerando alguns casos como o cúbico [26–34], quadrático-cúbico [35], cúbica-

quíntica [36–45], quíntica [46, 47], generalizada [48–51], acoplada [52–57] e de altas ordens

[58].

No presente trabalho estudamos conjuntos de soluções da ENLS para três tipos de

não linearidades e diferentes configurações para o potencial de modulação do sistema. In-

cluímos inomogeneidades nos coeficientes lineares e não lineares e através de um ansatz

apropriado onde utilizaremos uma transformação de similaridade para converter as equa-

ções não autônomas (dependência explícita das coordenadas espaciais e/ou temporais) em

autônomas, que resolveremos analiticamente. Esse método nos permite escrever os coefi-

cientes linear e não linear, além das variáveis que descrevem a propagação e o perfil das

soluções em função dos mesmos parâmetros. Esses parâmetros são definidos de tal forma

que conseguimos construir em todos os casos soluções moduladas com um potencial nulo,
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um potencial linear na coordenada espacial e com comportamento oscilatório na coorde-

nada temporal e um potencial quadrático no espaço e oscilatório no tempo. Além disso,

em alguns casos, iremos utilizar uma modulação com potencial misto, que seria a junção do

caso linear e o quadrático. Serão calculadas algumas das quantidades conservadas como a

norma e a energia para demonstrar a estabilidade das soluções.

Inicialmente no Capítulo 2, apresentaremos a Equação Logarítmica Não Linear de

Schrödinger (ELNLS) com coeficientes dependentes das variáreis espaçotemporais e investi-

garemos a presença e a estabilidade de soluções analíticas localizadas. No Capítulo 3, iremos

abordar o caso de um meio não linear e não homogêneo, onde apresentaremos uma Equação

Não Linear de Schrödinger com não linearidade saturada ou simplesmente “Equação Não

Linear de Schrödinger Saturada” (ENLSS) com coeficientes variáveis onde construiremos

soluções localizadas da equação autônoma através de uma aproximação variacional. Já no

Capítulo 4, iremos estudar a influência do espalhamento Raman sobre o ganho da Instabili-

dade Modulacional (IM) em um meio não linear inomogêneo. Para isso consideramos uma

ENLS com efeitos de altas ordens e confirmamos nossos resultados analíticos exibindo os

padrões de instabilidade modulacional calculados por simulações numéricas. No Capítulo

5 apresentamos nossos comentários finais, conclusões e perspectivas.



Capítulo 2

Modulação de soluções localizadas:
Equação Logarítmica de Schrödinger

Um sistema físico formado por dois subsistemas não interagentes, pode ser repre-

sentado por

ψ(r, t) = ψ1(r1, t) + ψ2(r2, t), (2.1)

com r = r1 + r2. O regime estritamente linear da Equação de Schrödinger (F (|ψ|2) = 0), ad-

mite como solução para essa equação de onda, além de ψ(r, t), o produto das soluções dos

subsistemas ψ1(r1, t)ψ2(r2, t). Em 1976, Bialynicki-Birula e Mycielsk, propuseram uma equa-

ção não linear que poderia ser utilizada para quantificar desvios desse regime estritamente

linear e que preservaria, em qualquer número de dimensões, alguns aspectos fundamentais

da mecânica quântica como separabilidade e aditividade da energia total desses subsiste-

mas não interagentes. Em resumo, eles procuravam uma equação não linear que também

admitisse como solução o produto de duas soluções arbitrárias para equações não lineares

dos subsistemas. Considerando ψ1 = ψ1(r1, t), ψ2 = ψ2(r2, t), ψ(r, t) = ψ = ψ1ψ2 e aplicando

na Eq.(1.1), temos

i~
∂

∂t
(ψ1) =

[
− ~2

2m

∂2

∂x2
+ V1 + F1(|ψ1|2)

]
ψ1, (2.2)

i~
∂

∂t
(ψ2) =

[
− ~2

2m

∂2

∂x2
+ V2 + F2(|ψ2|2)

]
ψ2, (2.3)

i~
∂

∂t
(ψ1ψ2) =

[
− ~2

2m

(
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22

)
+ V12 + F12(|ψ1ψ2|2)

]
ψ1ψ2. (2.4)

6
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Podemos multiplicar a Eq. (2.2) por ψ2 e a Eq. (2.3) por ψ1, somar esses dois termos e então

comparar com a Eq. (2.4) . Considerando V12 = V1 + V2, chegamos à seguinte condição:

F1(|ψ1|2) + F2(|ψ2|2) = F12(|ψ1ψ2|2) (2.5)

Dessa forma, verificaram que uma das funções que satisfazem essa condição é do tipo lo-

garítmica. O termo não linear da equação é escrito como F (|ψ|2) = g ln(|ψ|2), onde g é o

coeficiente não linear que para esse caso, deveria ser uma constante real com dimensão de

energia [59]. Essa equação ficou conhecida como Equação Logarítmica Não Linear Schrö-

dinger (ELNLS) e na ausência de potenciais externos tem a forma

i~ψt = − ~2

2m
ψxx + gψ ln(|ψ|2), (2.6)

e admite soluções analíticas dadas por pacotes de onda gaussianas estáveis, conhecidas

como Gaussons, que será demonstrado posteriormente.

A ELNLS tem sido empregada para modelar o comportamento não linear em diver-

sos cenários distintos na física e em outras áreas da ciência não linear. Além de aparecer

em óptica [60–62], a LSE aparece também, por exemplo, em sistemas dissipativos [63], em

física nuclear [64], fluidos capilares [65], e até mesmo em transporte de magma [66]. Nas

aplicações mencionadas acima, geralmente se concentram em uma ELNLS apresentando

coeficiente não linear constante. No entanto, em um cenário mais interessante e realista, o

parâmetro não linear, que caracteriza os sistemas físicos, pode depender do espaço e/ou

tempo, o que conduz a soluções que estão sujeitas a modulações espaciais e/ou temporais.

Foram apresentados estudos analíticos da dinâmica de Gaussons com perturbações depen-

dentes do tempo nas Refs. [67–69], onde foi apresentado na Ref. [70] que em alguns casos, a

interação de Gaussons podem exibir fenômenos de dispersão fractal. A presença da depen-

dência espacial explicita no termo não linear da ELNLS abre interessantes perspectivas não

só no ponto de vista teórico, para investigação de equações não lineares não uniformes, mas
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também do ponto de vista experimental, para o estudo das propriedades físicas de sistemas.

Motivado por isso, no presente capítulo, investigaremos, soluções solitônicas explícitas para

a ELNLS não uniforme.

2.1 Modelo Teórico

O modelo que descreve o comportamento não linear de uma ELNLS, já reduzida

para o caso unidimensional e reescaladas para coordenadas adimensionais, é representado

por,

iψt = −ψxx + V (x, t)ψ + g(t)ψ ln(|ψ|2), (2.7)

em que ψ = ψ(x, t) com ψt ≡ ∂ψ/∂t e ψxx ≡ ∂2ψ/∂2x. V (x, t) e g(t) são os coeficientes linear

e não linear respectivamente. Nosso objetivo é transformar a Eq.(2.7) não autônoma para

uma ELNLS autônoma dada por

iΦτ = −Φζζ +GΦ ln(|Φ|2), (2.8)

em que G é uma constante real. Deste modo, utilizamos uma transformação de similaridade,

aplicando o seguinte ansatz

ψ = ρ(t) exp(iη(x, t))Φ[ζ(x, t), τ(t)], (2.9)

que leva em conta a separação em coordenadas polares da parte real e imaginária da solução.

A partir de Eq. (2.9) obtemos as seguintes equações

ψt = ρte
iηΦ + iρηte

iηΦ + ρeiη(Φζζt + Φττt), (2.10)

ψx = iρηxe
iηΦ + ρeiηΦζζx, (2.11)

ψxx = i
(
ρηxxe

iηΦ + 2ρηxe
iηΦζζx

)
− ρη2xe

iηΦ + ρeiη(Φζζζ
2
x + Φζζxx), (2.12)

ln(|ψ|2) = 2 ln ρ+ ln(|Φ|2). (2.13)
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Substituindo as Eqs. (2.9-2.13) na Eq. (2.7) temos

iρtΦ− ρηtΦ + iρ(Φζζt + Φττt) = −i (ρηxxΦ + 2ρηxζxΦζ)

+ρη2xΦ− ρ(Φζζζ
2
x + Φζζxx) + V ρΦ + gρ

[
2 ln ρ+ ln(|Φ|2)

]
Φ. (2.14)

Note que o termo eiη era comum a todos os termos e foi simplificado. Reorganizando os

termos, separando as partes reais e imaginárias e dividindo os dois lados da equação por

(ρτt) temos

i

[
1

τt

(
ρt
ρ
+ ηxx

)
Φ +

1

τt
(ζt + 2ηxζx) Φζ + Φτ

]
= −ζ

2
x

τt
Φζζ −

ζxx
τt

Φζ (2.15)

+
1

τt

[
ηt + η2x + V + 2g ln ρ

]
Φ +

g

τt
ln(|Φ|2)Φ,

comparando cada termo com a Eq.(2.8) chegamos às seguintes equações condicionais:

ρt
ρ
+ ηxx = 0, (2.16)

ζt + 2ηxζx = 0, (2.17)

ζxx = 0, (2.18)

ηt + η2x + V + 2g ln ρ = 0, (2.19)

ζ2x = τt, (2.20)

g

τt
= G. (2.21)

A partir da Eq.(2.18) podemos considerar que ζ = a(t)x+ b(t), com ζx = a(t) e ζt = atx+ bt.

Esta forma de ζ é interessante pois conseguimos determinar a largura das soluções loca-

lizadas por 1/a(t) e a posição do centro de massa dado por −b(t)/a(t) e assim, a(t) 6= 0.

Substituindo estes termos na Eq. (2.17) temos

ηx =
−atx− bt

2a
, (2.22)

derivando em relação a x, obtemos

ηxx = − at
2a
, (2.23)
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e a fase do ansatz como

η = − at
4a
x2 − bt

2a
x+ c(t), (2.24)

onde c(t) foi introduzida após a integração. Em seguida, substituímos a equação Eq. (2.23)

na Eq. (2.16) e concluímos que

ρt
ρ

=
at
2a

⇒ ln ρ =
1

2
ln a⇒ ρ =

√
a. (2.25)

Consequentemente da Eq. (2.20) obtemos

τ =

�
a2dt. (2.26)

Agora temos todos os detalhes requeridos para reescrever os coeficientes linear e não linear a

partir dos coeficientes a(t), b(t) e c(t). Desta forma as Eqs. (2.19) e (2.21) podem ser reescritas

como

V = f1(t)x
2 + f2(t)x+ f3(t) (2.27)

e

g = Ga2, (2.28)

em que

f1 =
att
4a

− a2t
2a2

, (2.29)

f2 =
btt
2a

− atbt
a2

, (2.30)

f3 = −ct −
b2t
4a2

−Ga2 ln a. (2.31)

Observe que, desta forma, o coeficiente linear poderá ser no máximo quadrático na

coordenada x, enquanto que na coordenada de propagação t, poderá assumir um compor-

tamento mais geral definido pelo sistema físico em questão e diretamente relacionado às

formas dos coeficientes a(t), b(t) e c(t).

O próximo passo é escrever uma solução explicita para a Eq. (2.8). Consideramos

Φ = φ(ζ)e(−iµτ), (2.32)
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com φ(ζ) e µ reais, de tal forma que

φζζ = −µφ+ 2Gφ ln (φ) , (2.33)

que podemos resolver por integração direta. Para isso consideramos uma função arbitrária

K = K(φ), escolhida de tal forma que

dK

dφ
= φζζ. (2.34)

A partir da Eq.(2.33), a função K(φ) pode ser reescrita como

K =

�
(−µφ+ 2Gφ ln (φ)) dφ,

=

(
G lnφ− (µ+G)

2

)
φ2. (2.35)

Também a partir da Eq.(2.33) temos

dK

dφ
=
dK

dζ

dζ

dφ
⇒ dK

dζ
=
dφ

dζ

dK

dφ
⇒ dK

dζ
=
dφ

dζ
φζζ , (2.36)

que pode ser reescrito como
d

dζ
K =

1

2

d

dζ
(φζ)

2 , (2.37)

portanto

K =
1

2
(φζ)

2 . (2.38)

Igualando as Eqs.(2.35) e (2.38)

dφ

dζ
=

√
2Gφ2 lnφ− (µ+G)φ2, (2.39)

que pode ser reescrito como

dζ =
dφ√

2Gφ2 lnφ− (µ+G)φ2
, (2.40)

integrando os dois lados da equação temos

ζ =
1

G

√
2G lnφ− (µ+G), (2.41)
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elevando os dois lados da equação ao quadrado e isolando o termo lnφ, obtemos

lnφ =
1

2G
(ζ2G2 + (µ+G)). (2.42)

Portanto a solução φ(ζ) deve ser da forma

φ = exp

[
µ+G

2G
+
Gζ2

2

]
. (2.43)

Para obtermos uma solução localizada com o perfil de uma gaussiana, devemos considerar

G < 0,

2.2 Resultados Analíticos

Vamos estudar exemplos específicos da modulação da solução localizada Eq. (2.9)

no modelo descrito acima. Para isso, consideramos diferentes valores de modulação através

de uma escolha apropriada das funções a(t), que está associada à largura e amplitude da

solução, b(t) que está associada à posição e c(t). Com o intuito de estudarmos somente os

potenciais quadrático e linear em x, em todos os casos a seguir, c(t) será escolhido de tal

forma que f3 = 0. Ou seja, c(t) terá a forma

c(t) =

�
dt

(
− b2t
4a2

−Ga2 ln a

)
. (2.44)

2.2.1 Potencial Nulo

Inicialmente iremos apresentar o caso onde não existe potencial de modulação V (x, t) =

0. Neste caso, para obtermos f1 = 0 e f2 = 0, consideramos a(t) = 1 e b(t) = 0. Considerando

uma não linearidade auto focante consideramos G = −1 e definimos µ = −G para zerar o

termo constante na fase da Eq. (2.43). O perfil desta solução |ψ|2 é apresentado na Fig. 2.1,

onde verificamos o perfil estático da solução.

2.2.2 Potencial Linear

Para gerar um potencial de modulação que assume um comportamento linear em

x, consideramos a(t) = 1 para obtermos f1 = 0 e consideramos b(t) = − sin(ωt), assim



2.2.2 Potencial Linear 13

Figura 2.1: Solução para o caso do potencial nulo. Consideramos G = −1 e µ = −G.

f2 =
ω2

2
sin(ωt) que gera uma modulação periódica em relação a coordenada t. Desta forma,

o coeficiente linear, dado pela Eq. (2.27), pode ser representado por

V =
ω2

2
sin(ωt)x, (2.45)

O comportamento deste potencial se assemelha a uma “gangorra”, como é mostrado na

Fig.2.2a. O coeficiente não linear, dado pela Eq. (2.28), assume um valor constante dado por

g = Ga2. (2.46)

Note que neste caso ζ = x − sin(ωt) e τ = t, onde consideramos a constante que surge da

integração da Eq. (2.26) igual a zero. Também a amplitude e a fase do ansatz (Eq. (2.9)) são

dados por ρ = 1 e

η = −ω
4
[2x− ω cos(ωt)] cos(ωt), (2.47)

respectivamente. Apresentamos na Fig.2.2b a intensidade do campo |ψ|2, considerando

G = −1 (não linearidade auto focante), µ = −G, e ω =
√
2. O potencial assume um compor-

tamento de zigue-zague que modula a solução com um padrão oscilatório.
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Figura 2.2: (a) Coeficiente linear (Potencial) e (b) Solução modulada para o potencial linear. Consi-
deramos G = −1, µ = −G e ω =

√
2.

2.2.3 Potencial Quadrático

Agora, consideramos um coeficiente não linear com uma amplitude oscilatória. Como

exemplo, usamos a = [1 + cos 2(ωt)]/2 e b = 0. Neste caso, obtemos

ζ = 0.5[1 + cos 2(ωt)]x, (2.48)

τ =
[11 cos(ωt) + 2 cos(ωt)] sin(ωt) + 19ωt

32ω
. (2.49)

Adicionalmente temos

V =
1− 5 cos2(ωt) + 2 cos4(ωt)

2[1 + cos2(ωt)]²
ω2x2, (2.50)

g =
G

4
[1 + cos 2(ωt)]2. (2.51)

Deste modo, a amplitude e a fase da solução são dadas por

ρ =

√
1 + cos2(ωt)

2
, (2.52)

η =
ω cos(ωt) sin(ωt)

2[1 + cos ²(ωt)]
x2 + γ (2.53)

respectivamente, onde

γ = −1

4
G[1 + cos 2(ωt)]2 ln

[
1 + cos2(ωt)

2

]
. (2.54)
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Figura 2.3: Coeficiente linear (Potencial) e (b) Solução modulada para o potencial quadrático. Con-
sideramos G = −1, µ = −G e ω = 1.

Isto nos permite encontrar uma nova solução analítica para ψ. Na Fig. 2.3a demonstramos

que o potencial que assume um comportamento quadrático na coordenada x e periódico

na coordenada t, modulando a solução com um padrão do tipo “breather”. Breathers são

soluções de equações não lineares localizadas no espaço e periódicas no tempo. O perfil de

|ψ|2 é apresentado na Fig. 2.3b, ambos os casos considerando G = −1 (não linearidade auto

focante), µ = −G e ω = 1.

2.2.4 Potencial Misto

Outro exemplo pode ser introduzido considerando um potencial linear com uma

combinação de termos lineares e quadráticos em x e uma modulação periódica em t. Para

isso, consideramos a = [1 + cos2(ω1t)]/2 e b = −2 sin(ω2t). Estas escolhas nos permitem

escrever

ζ = 0.5[1 + cos2(ω1t)]x− 2 sin(ω2t), (2.55)

τ =
[11 cos(ω1t) + 2 cos3(ω1t)] sin(ω1t) + 19ω1t

32ω1

, (2.56)

f1 =
ω2
1[1− 5 cos2(ω1t) + 2 cos4(ω1t)]

2[1 + cos2(ω1t)]²
, (2.57)
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Figura 2.4: Coeficiente linear (Potencial) e (b) Solução modulada para o potencial misto. Considera-
mos G = −1, µ = −G e ω2 = 2ω1 = 1.

e

f2 =
2ω2[ω2 + cos2(ω1t)] sin(ω2t)− 8ω2 cos(ω1t)ω1 cos(ω2t) sin(ω1t)

[1 + cos2(ω1t)]²
. (2.58)

Assim, obtemos a forma esperada V = f1x
2 + f2x e

g =
G

4
[1 + cos2(ω1t)]

2. (2.59)

A amplitude e a fase podem ser escritas na forma

ρ =

√
1 + cos2(ω1t)

2
, (2.60)

e

η =
ω1 cos(ω1t) sin(ω1t)

2[1 + cos2(ω1t)]
x2 +

2ω2 cos(ω2t)

1 + cos2(ω1t)
x+ γ, (2.61)

respectivamente, onde

γ = −1

4
G[1 + cos2(ω1t)]

2 ln[(1 + cos2(ω1t))/2]−
4ω2

2 cos
2(ω2t)

[1 + cos2(ω1t)]2
.

A Fig. 2.4 mostra o coeficiente linear (potencial) e o perfil da solução (|ψ|2), consi-

derando G = −1, µ = −G, ω2 = 2ω1 = 1. Este tipo de modulação faz a solução oscilar
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na direção x, com um comportamento do tipo “breather”. Temos também que soluções com

oscilações quasiperiódicas em x e/ou t podem ser encontradas com um ajuste apropriado

da razão ω1/ω2 como sendo um número irracional.

2.3 Análise de Estabilidade

O estudo numérico é baseado no método de split-step, cuja equação de evolução é

dividida em diversos pedaços (termos lineares e não lineares), que são integrados separa-

damente. Usamos etapas de tamanhos ∆x = 0.04 e ∆t = 0.001 que proporcionam uma boa

precisão no estado final [71]. Para garantir a estabilidade do processo também foi verificado

a norma (potência) e a energia da solução definida por P =
�∞
−∞ |ψ|2dx e

E =

� ∞

−∞
dx|ψx|2 + V |ψ|2 + f(|ψ|2), (2.62)

respectivamente, onde a função f é definida por

f(|ψ|2) =
� |ψ|2

0

F (|ϕ|2)d(|ϕ|2)

=

� |ψ|2

0

gϕ ln(|ϕ|2)d(|ϕ|2)

= g|ψ|2(ln |ψ|2 − 1).

Para estudar a estabilidade dos casos citados acima, nós atribuímos ao perfil de

entrada da solução uma perturbação aleatória em sua amplitude com a forma

ψ = ψ0[1 + 0.05v(x)], (2.63)

onde ψ0 = ψ(x, 0) é a solução analítica para os casos na presença de modulação e v ∈

[−0.5, 0.5] é um número aleatório com média zero avaliada a cada ponto da grade de dis-

cretização na coordenada x.

Na Fig. 2.5 mostramos a propagação numérica da equação de entrada dada pela

Eq.(2.63) com ψ(x, 0) como sendo a solução do caso com potencial linear e a comparação

entre os estados de entrada (t = 0) e saída (t = 1000). Note na Fig. 2.5a que restringimos o
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Figura 2.5: Perfil da solução do caso do potencial linear (a) no plano x− t e (b) comparação entre a
solução de entrada (linha escura) e saída (linha cinza) na direção x. O estado de entrada é tomado em
t = 0 enquanto o de saída é em t = 1000. Note em (b) para este valor final de t observado, a entrada e
a saída possuem o mesmo perfil com os picos em diferentes posições devido às oscilações na solução
modulada. Isto implica na estabilidade da solução, pelo menos até o valor observado de t.

perfil ao valor t = 100 devido ao grande número de oscilações quando t � 100. Neste caso

a norma é mantida em P = 1.76911 com um desvio padrão de 5× 10−13 enquanto a energia

oscila em torno de E ' 90± 14.

A simulação numérica do caso com potencial quadrático é mostrada na Fig. 2.6a.

Aqui, o padrão do tipo “breather” é preservado mesmo quando a equação de entrada sente

uma pequena perturbação do tipo mostrado em Eq. (2.63). Note que na Fig. 2.6b apre-

senta uma diferença na amplitude nos estados de entrada (t = 0) e saída (t = 1000). Isto é

devido ao padrão oscilatório da solução, mas ressaltamos que é estável. Deste modo, obti-

vemos P = 1.76911 com um desvio padrão de ' 10−13 e com uma respectiva energia dada

aproximadamente por E ' 49± 12 (com um padrão oscilatório).

Na última simulação, checamos a instabilidade para o caso com potencial misto. Na

Fig. 2.7 podemos observar o comportamento instável no decaimento da solução. A norma é

dada por P = 1.77096 com um desvio padrão de (10−14) e a energia E ' 186± 184 (com um

padrão aleatório devido a instabilidade).
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Figura 2.6: Perfil da solução do caso do potencial quadrático (a) no plano x − t e (b) comparação
entre a solução de entrada (linha escura) e saída (linha cinza) na direção x. O estado de entrada é
tomado em t = 0 enquanto o de saída é em t = 1000. Note em (b) que a entrada e a saída possuem
diferentes picos de amplitude devido a oscilações na solução modulada.

Figura 2.7: Perfil da solução do caso com potencial misto (a) no plano x− t e (b) comparação entre a
solução de entrada (linha escura) e saída (linha cinza) na direção x. O estado de entrada é tomado em
t = 0 enquanto o de saída é em t = 20. Note que neste caso a modulação induz a um comportamento
instável.



Capítulo 3

Modulação de Soluções Localizadas:
Equação Não Linear de Schrödinger
Saturada

Alguns tipos de fibras ópticas, projetadas usando materiais com altos valores de ín-

dices de refração (como fibras de silicato e calcogeneto [14]), são propensas a exibir efeitos

de saturação a um nível de potência de pico mais baixo. Para este fim, a não linearidade na

Eq. (1.2) deve ser alterada para uma forma apropriada dependendo do tipo de material e,

consequentemente, ajustar a resposta de saturação. Isto também se aplica a fibras ópticas

cujo núcleo é dopado com materiais com altas não linearidades como os semicondutores

[72] e corantes orgânicos [73]. Aqui, propomos um meio saturável não linear e não homogê-

neo, de forma controlável, representada por uma ENLS saturada com coeficientes variáveis,

para o qual construímos soluções analíticas localizadas usando o método de transformação

de similaridade. Mudanças nas não homogeneidades do sistema nos permitem a possibili-

dade de modular essas soluções localizadas. Nesse sentido, estudamos alguns padrões de

potenciais e não linearidades apresentando diferentes formas de modulação.

O presente Capítulo está organizado da seguinte forma: na Sec. 3.1 apresentamos

o modelo teórico, usando uma abordagem variacional na Sec. 3.2 construímos uma solução

localizada aproximada para a ENLS autônoma saturável; na Sec. 3.3 apresentamos nossos

resultados analíticos e numéricos.

20
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3.1 Modelo Teórico

Consideramos um sistema descrito pela NLSE com efeito de saturação, não autô-

noma, dada por

iψt = −1

2
ψxx + V (x, t)ψ +

g(t)|ψ|2

1 + γ(t)|ψ|2
ψ, (3.1)

em que ψ = ψ(x, t) é a amplitude do pulso, com ψt ≡ ∂ψ/∂t e ψxx ≡ ∂2ψ/∂x2. V (x, t), g(t),

e γ(t) representam os parâmetros lineares, não lineares e de saturação, respectivamente.

Esclarecemos que a forma atual para o termo não linear recupera o ajuste experimental de

Ref. [74] substituindo os coeficientes como constantes. Em seguida, usamos a transformação

de similaridade para mudar a Eq. (3.1) em uma autônoma, dada por

iΦτ = −1

2
Φζζ +

G|Φ|2

1 + Γ|Φ|2
Φ, (3.2)

no qual G e Γ são constantes e Φ = Φ(ζ, τ), com ζ = ζ(x, t), τ = τ(t). Note que considerando

o termo de saturação γ(t) = 0, a Eq. (3.1) assume um comportamento de uma ENLS cúbica,

apresentada no Cap. 1. Aqui, utilizaremos o mesmo procedimento adotado na Sec. 2.1.

Desta forma, a Eq. (3.2) é obtida substituindo o seguinte ansatz

ψ = ρ(t) exp(iη(x, t))Φ(ζ(x, t), τ(t)), (3.3)

na Eq. (3.1). Deste modo, obtemos as formas específicas para os parâmetros linear, não

linear e de saturação, dados por

V = −ηt −
1

2
η2x, (3.4)

g =
Gζ2x
ρ2

, (3.5)

γ =
Γ

ρ2
, (3.6)



3.1 Modelo Teórico 22

respectivamente, e devemos ter as seguintes equações condicionais

(ρ2)t = −ρ2ηxx, (3.7)

ηx = − ζt
ζx
, (3.8)

ζxx = 0, (3.9)

τt = ζ2x. (3.10)

Das Eqs. (3.9) e (3.10), obtemos ζ = a(t)x + b(t) e τ =
�
a(t)2dt. Então, podemos integrar

apropriadamente a Eq. (3.8) para obter

η = − at
2a
x2 − bt

a
x+ c(t), (3.11)

que descreve a fase da solução esperada (3.3). Agora, substituindo Eq. (3.11) na Eq. (3.7)

finalmente obtemos

ρ =
√
a, (3.12)

que é associado com a amplitude da solução.

Tomando essas condições, pode-se reescrever os parâmetros lineares, não lineares e

de saturação da seguinte forma

V (x, t) = f1x
2 + f2x+ f3, (3.13a)

g(t) = Ga, (3.13b)

γ(t) =
Γ

a
, (3.13c)

com

f1 =
att
2a

− a2t
a2
, (3.14)

f2 =
btt
a

− 2atbt
a2

, (3.15)

f3 = −ct −
b2t
2a2

. (3.16)

Novamente, devemos fazer escolhas apropriadas para a(t), b(t), e c(t), nas equações anteri-

ores, para descrever adequadamente o comportamento físico dos parâmetros variáveis da

Eq. (3.1).
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3.2 Aproximação Variacional

Em seguida, usamos uma aproximação variacional para obter uma solução aproxi-

mada da Eq. (3.2). Para isso, identificamos a Lagrangiana como

L =

� +∞

−∞
Ldζ, (3.17)

onde a densidade Lagrangiana L é dada por

L =
i

2
(ΦΦ∗

τ − Φ∗Φτ ) +
1

2
|Φζ |2 +

G

Γ
|Φ|2

− G

Γ2
ln
(
1 + Γ|Φ|2

)
. (3.18)

Esta forma de L é apropriada, uma vez que através da equação de Euler-Lagrange

∂

∂ζ

(
∂L
∂Φζ

)
+

∂

∂τ

(
∂L
∂Φτ

)
− ∂L
∂Φ

= 0, (3.19)

apresenta uma equação de movimento com a forma da Eq. (3.2).

Para uma investigação mais aprofundada, podemos considerar uma função de ava-

liação dada por

Φ = Asech(Bζ) exp(−iµτ), (3.20)

onde A, B, e µ são constantes reais com µ sendo a constante de propagação. Este ansatz

foi pensado para recuperar a solução padrão com Γ → 0 e não linearidade auto focalizada

(G < 0), onde a Eq. (3.2) assume a forma de uma ENLS cúbica. A partir da Eq. (3.20) temos

Φτ = −iµAΦ, (3.21)

Φζ = −AB tanh(Bζ)Φ, (3.22)

que aplicadas em Eq. (3.18), conseguimos escrever a Eq. (3.17) como

L =

� +∞

−∞

{
A2sech2(Bζ)

[
B2 tanh2(Bζ)

2
+
G

Γ
− µ

]
− G

Γ2
ln
(
1 + ΓA2sech2(Bζ)

)}
dζ. (3.23)

Para resolver esta integração, consideramos que ΓA2sech2(Bζ) � 1, e fizemos uma

expansão em série de Taylor para o termo ln (1 + ΓA2sech2(Bζ)) e assim, temos que

ln
(
1 + ΓA2sech2(Bζ)

) ∼= ΓA2sech2(Bζ)− (ΓA2sech2(Bζ))2

2
+

(ΓA2sech2(Bζ))3

3
+ . . . . (3.24)
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Utilizamos a expansão de terceira ordem para resolver a Eq. (3.18) e então obtemos

L =
A2

3B

(
2A2G+B2 − 6µ

)
. (3.25)

Como os parâmetros variáveis A e B são constantes, aplicando a Eq. (3.25) na Eq.

(3.19) temos que
∂L

∂A
=
∂L

∂B
= 0,

e após alguns cálculos chegamos às seguintes relações,

A =
1

8

√
3 (15G+ q)

ΓG
, (3.26)

B =
1

16

√
90G− 768Γµ+ 6q

Γ
, (3.27)

onde q ≡
√

225G2 − 1280ΓGµ. Estes parâmetros também foram calculados utilizando ex-

pansões em séries de Taylor com ordens maiores que 3. Contudo, observamos que não

causava uma alteração considerável nos valores dos parâmetros, então decidimos manter a

expansão até a terceira ordem para facilitar os cálculos. Observe que, uma vez que B é um

parâmetro real, o valor de µ é limitado na região 5G/32Γ < µ < 0.

3.3 Resultados Analíticos e Numéricos

3.3.1 Considerações Analíticas

Neste ponto, podemos fornecer resultados analíticos para diferentes padrões de mo-

dulação através de ajustes apropriados das funções temporais a(t), b(t) e c(t).

Potencial Nulo - No primeiro caso, consideramos um potencial nulo (V = 0) defi-

nindo a = 1 e b = c = 0. Esta configuração leva a ζ = x e τ = t. Consequentemente, os

coeficientes no termo não linear serão constantes e dados por g = G e γ = Γ. Além disso, a

amplitude e a fase da solução (3.3) são escritas como ρ = 1 e η = 0, respectivamente. Como

exemplo, na figura Fig. 3.1 mostramos a solução |ψ|2como função de coordenadas x e t para

G = −1, Γ = 0.1, e µ = −1 em um potencial nulo.
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Figura 3.1: Perfil da solução |ψ|2como função das coordenadas x e t para o caso do potencial nulo.
Usamos os valores dos parâmetros G = −1, Γ = 0.1 e µ = −1.

Potencial Linear - Em seguida, examinamos o caso do potencial linear na coordenada

x e oscilante na coordenada t. Esse tipo de potencial foi apresentado na Sec. 2.2.2. Neste

caso, nós definimos a = 1, b = − sin(ωt), e c(t) escolhido de tal maneira que temos f3 = 0 na

Eq. (3.13a). Assim, o potencial linear pode ser escrito como

VSS = ω2 sin(ωt)x, (3.28)

Enquanto os coeficientes no termo não linear e a amplitude permanecem constantes, ou seja,

g = G, γ = Γ, e ρ = 1, respectivamente. A fase que aparece na Eq. (3.3) fica na forma

η = −ω
4
{[sin (ωt)− 4x] cos (ωt) + ωt} .

Do mesmo modo, encontramos ζ = x − sin(ωt) e τ = t. Assim, o comportamento

estático da solução (|ψ|2) visualizada na Fig. 3.1 é agora modulada pelo potencial linear,

criando um comportamento oscilatório, como demonstrado na Fig. 3.2. Note que na Eq.

(3.28) a redução no valor da frequência de modulação também irá diminuir o valor da am-

plitude do potencial. A influência na estabilidade da solução devido à mudança no valor da

frequência de modulação será o objetivo da próxima subseção.

Potencial Quadrático - Assim como na Sec. 2.2.3, nós iremos estudar um potencial

quadrático na coordenada x com uma oscilação periódica em t que muda o padrão atrativo

para um repulsivo e vice-versa. Para isto, ajustamos corretamente os valores dos coeficientes

para a = 1+σ sin(ωt), b = 0, e c = 0. Deste modo, a amplitude e a fase na Eq. (3.3) se tornam

ρ =
√
1 + σ sin(ωt)
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Figura 3.2: Perfil da solução |ψ|2como função das coordenadas x e t para o caso do potencial linear
na coordenada x e oscilatório na coordenada t, para G = −1, Γ = 0.1, ω = 1 e µ = −1.

Figura 3.3: Perfil da solução |ψ|2como função das coordenadas x e t para o caso do potencial qua-
drático na coordenada x e oscilatório na coordenada t, para G = −1, Γ = 0.1, σ = 0.25, ω = 1 e
µ = −1.

e

η =
−σωx2 cos (ωt)
2 + 2σ sin (ωt)

,

respectivamente. O potencial e os coeficientes no termo não linear são escritos como

VFB =
σω2x2

[
σ sin2(ωt)− sin(ωt)− 2σ

]
2 [1 + σ sin(ωt)]2

, (3.29)

g = G [1 + σ sin(ωt)] ,

e

γ =
Γ

1 + σ sin(ωt)
,

respectivamente. Na Fig. 3.3 mostramos o perfil da solução localizada |ψ|2 para G = −1,

Γ = 0.1, σ = 0.25, ω = 1 e µ = −1. Neste caso a modulação faz um padrão do tipo breathing

para o perfil da solução. Este comportamento é devido a mudança no potencial de atrativo

para expulsivo (ou vice-versa). Além disso, na fração atrativa do potencial, a não linearidade

auto focante apresentará seus maiores valores, corroborando com o potencial em si.
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Figura 3.4: Perfil da solução |ψ|2como função das coordenadas x e t para o caso do potencial misto
(quadrático e linear na coordenada x e oscilatório na coordenada t), para G = −1, Γ = 0.1, σ = 0.25,

ω = 1 e µ = −1.

Potencial Misto - Novamente como foi feito na Sec. 2.2.4, iremos considerar a intera-

ção das duas formas anteriores para o potencial, ou seja, um linear e quadrático na coorde-

nada x com um comportamento oscilatório e periódico na coordenada t. Para isto definimos

a = 1 + σ sin(ωt), b = − sin(ωt) e c(t) de forma apropriada para que f3 = 0 na Eq. (3.13a).

Esta escolha para c(t) é para garantir que o termo linear não homogêneo em consideração

apresente somente a interação dos dois potenciais anteriores. Dessa forma obtemos resulta-

dos para a amplitude e os coeficientes do termo não linear semelhantes ao caso do potencial

quadrático, enquanto a fase na Eq. (3.3) sofre algumas alterações. Finalmente, o potencial é

dado por

VM =
ω2x (σx− 2)

[
σ sin2(ωt)− sin(ωt)− 2σ

]
2 [1 + σ sin (ωt)]2

. (3.30)

Na Fig. 3.4 nós mostramos o perfil da solução localizada |ψ|2 para a modulação

com potencial misto. Os valores dos parâmetros constantes são os mesmos usados nos casos

anteriores. Observe que o perfil da solução apresenta oscilações na coordenada x enquanto

a sua amplitude oscila em t.

3.3.2 Análise da Estabilidade Linear

Nesta etapa, analisamos a estabilidade linear da nossa solução aproximada para a

SNLSE autônoma dada por Eq. (3.2). Para este fim, perturbamos a solução com modos
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normais dado por

Φ(ζ, τ) = ϕ(ζ) + [v(ζ) + w(ζ)]eλτ + [v∗(ζ)− w∗(ζ)]eλ
∗τe−iµτ ,

em que v(ζ), w(ζ) � 1 são as perturbações do modo normal, e λ é o autovalor deste modo

normal. Inserindo esta solução perturbada em Eq. (3.2) e executando um processo de linea-

rização, obtemos o seguinte problema de autovalor:

LΨ = λΨ, (3.31)

em que

L = i

(
0 1

2
∇2 + F1

1
2
∇2 + F2 0

)
, Ψ =

(
v
w

)
, (3.32)

e

F1 = µ− Gϕ2

1 + Γϕ2
, (3.33)

F2 = µ− Gϕ2(3 + Γϕ2)

(1 + Γϕ2)2
, (3.34)

no qual assumimos ϕ real. Usamos o método da colocação de Fourier para calcular os auto-

valores do operador linear L, no qual expande a autofunção Ψ em série de Fourier e trans-

forma a Eq. (3.31) em um problema de autovalor de matriz para os coeficientes de Fourier

da autofunção Ψ. Pode-se encontrar exemplos da aplicação deste método na Ref. [15]. Na

Fig. 3.5 mostramos o máximo da parte real de λ em função da constante de propagação µ

obtido a partir do espectro de estabilidade para a onda solitária dada pela Eq. (3.20), por

meio do problema da estabilidade linear do autovalor Eq. (3.31) para três diferentes valores

dos parâmetros de saturação, Γ = 0.05 em círculos (amarelo), Γ = 0.1 em quadrados (ver-

melho) e Γ = 0.15 em triângulos (azul). Note que para um dado valor de Γ, existe um valor

crítico para µ, abaixo do qual obtemos soluções estáveis, desde que a parte real de λ nesta

região seja zero.
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Figura 3.5: Máximo da parte real do autovalor λ (max[Re(λ)]) em função da constante de propaga-
ção µ obtido a partir do espectro de estabilidade para a onda solitária dada por Eq. (3.20) através do
problema da estabilidade linear do autovalor Eq. (3.31) da equação autônoma Eq. (3.2) para três di-
ferentes valores dos parâmetros de saturação, Γ = 0.05 em círculos (amarelo), Γ = 0.1 em quadrados
(vermelho) e Γ = 0.15 em triângulos (azul). Aqui também consideramos G = −1 em todos os casos.

3.3.3 Simulações Numéricas Diretas

Agora iremos examinar a estabilidade das soluções moduladas através de simulações

numéricas diretas da Eq. (3.1). Neste caso, utilizamos o mesmo procedimento admitido na

Sec. 2.3. O método numérico é baseado no algoritmo split-step onde definimos as discreti-

zações com tamanhos ∆x = 0.04 e ∆t = 0.001 e fixamos a largura espacial em [−30, 30]. O

estado de entrada da Eq. (3.1) é dado por

ψ = ψ0[1 + 0.05v(x)], (3.35)

em que ψ0 = ψ(x, 0) é a solução analítica obtida pelo ansatz (3.3) e v ∈ [−0.5, 0.5] é um

número real aleatório com média zero avaliada a cada ponto da grade de discretização na

coordenada x. Também, para garantir a estabilidade do método, novamente checamos a

conservação da norma (potência) e a energia da solução definidas por P =
�∞
−∞ |ψ|2dx e

E =

� ∞

−∞
dx

{
1

2
|ψx|2 +

(
V +

g

γ

)
|ψ|2 − g

γ2
ln(1 + γ|ψ|2)

}
, (3.36)

respectivamente.

Primeiramente, vamos considerar o caso com o potencial linear dado pela Eq. (3.28),

mostrado acima nas nossas considerações analíticas. Mostramos na Fig. 3.6 os resultados

numéricos correspondentes para a amplitude máxima (hmax) e a largura média (〈x2〉) em

função do tempo de evolução (até t = 5000) em unidades adimensionais, para três diferen-

tes valores da frequência de modulação ω, ou seja, ω = 0.5, ω = 1.0 e ω = 2.0. Note na Fig.
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Figura 3.6: (a) Amplitude máxima (hmax) e (b) largura média (
〈
x2

〉
) em função do tempo de propa-

gação para o potencial linear dado pela Eq. (3.28). Usamos linhas pretas para ω = 0.5, linhas verdes
para ω = 1.0 e linhas laranjas para ω = 2.0. Os outros parâmetros são G = −1, Γ = 0.1 e µ = −0.1.

3.5 que para o valor de µ = 0.1, utilizado nestas simulações esperamos uma solução está-

vel na ausência de modulação. Por outro lado, na Fig. 3.6a observa-se que as amplitudes

máximas das soluções na presença destes três valores distintos da frequência de modulação

para o potencial linear são constantes e bem próximos um do outro (∼ 0.206), que é um sinal

direto de estabilidade dessas soluções. Além disso, na Fig. 3.6b pode se notar um comporta-

mento oscilatório na largura média de todas as soluções, que está de acordo com a previsão

analítica. Curiosamente, a modulação da solução pelo potencial preserva sua estabilidade.

Agora, usando o potencial quadrático, dado pela Eq. (3.29), nas simulações numé-

ricas observamos nas Figs. 3.7a e 3.7b o surgimento de soluções instáveis. De fato, ao usar

a frequência de modulação ω = 0.5 observamos um comportamento oscilatório estável para

o hmax e (〈x2〉) (até t = 5000), enquanto para ω = 1.0 e ω = 2.0 as soluções se tornam instá-

veis, ou seja, sofrem uma diminuição na sua amplitude máxima ao mesmo tempo em que

aumentam abruptamente sua largura média. Assim, o padrão mostrado na Fig. 3.3 será

estável apenas para valores pequenos da frequência de modulação (ω . 0.5). Consequen-

temente, pode-se usar essa modulação com alta frequência para quebrar a estabilidade de

soluções sem valor.

Nas Figs. 3.8a-b mostramos o mesmo que nas Figs. 3.7a-b, mas agora considerando
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Figura 3.7: (a) Amplitude máxima (hmax) e (b) largura média (
〈
x2

〉
) em função do tempo de pro-

pagação para o potencial quadrático, dado pela Eq. (3.29). Usamos linhas pretas para ω = 0.5,
linhas verdes para ω = 1.0 e linhas laranjas para ω = 2.0. Os outros parâmetros são G = −1,
Γ = 0.1,σ = 0.25 e µ = −0.1.

o potencial misto (3.30). Em comparação com os resultados obtidos anteriormente, isto é,

quando se considera o potencial quadrático, verificamos que as soluções são mais sensíveis

às modulações e consequentemente mais propensas a serem instáveis. De fato, nas Figs.

3.8a-b usamos ω = 0.1, 0.5 e 1.0, onde somente as soluções com ω = 0.1 permaneceram

estáveis. Neste sistema, este tipo de modulação é mais útil para destruir essas estruturas do

que para moldá-las.

Figura 3.8: (a) Amplitude máxima (hmax) e (b) largura média (
〈
x2

〉
) em função do tempo de propa-

gação para o potencial misto (3.30). Usamos linhas pretas para ω = 0.5, linhas verdes para ω = 1.0 e
linhas laranjas para ω = 2.0. Os outros parâmetros são G = −1, Γ = 0.1,σ = 0.25 e µ = −0.1.



Capítulo 4

Modulação de Soluções Localizadas:
Equação Não Linear de Schrödinger de
Altas Ordens (Efeito Raman)

O fenômeno da Instabilidade Modulacional (IM) está relacionado a um crescimento

exponencial de uma onda contínua devido a interação dos efeitos não lineares em fibras

ópticas e cristais não lineares. Este fenômeno foi inicialmente previsto por Hasegawa em

1984 [75] sendo verificado experimentalmente em 1986 [76]. Desde então, isto tem motivado

um emergente crescimento de trabalhos nesta área [75, 77]. Neste cenário, a propagação

geral de pulsos ópticos ultra curtos em cristais não lineares ou em fibras ópticas não lineares

(incluindo efeitos dispersivos e não linear de altas ordens) é governada por uma NLSE com

a forma [14, 78]

i∂zψ(x, z) = −
∞∑
m=2

βm
m!

(i∂x)
mψ(x, z)− γ(1 +

i

ω0

∂x)

×
[
ψ(x, z)

� ∞

−∞
R(x′)|ψ(x− x′, z)|2dx′

]
, (4.1)

onde ∂α representa a derivada parcial em relação a α, ψ(x, z) é a solução complexa do pulso,

βm é o coeficiente de dispersão de ordem m, γ é o coeficiente não linear efetivo, ω0 é a

frequência central do pulso. R(x′) é uma função resposta comumente dada por [14]

R(x) = (1− f)δ(x) + fh(x), (4.2)

32
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onde f é a contribuição fracional da resposta Ramam atrasada à polarização não linear e

h(x) é a função resposta de Raman dada (aproximadamente) por [79]:

h(x) =
τ 21 + τ 22
τ1τ 22

exp(−x/τ2) sin(x/τ1), (4.3)

com τ1 e τ2 sendo parâmetros ajustáveis. A forma dada pela Eq. (4.2) corresponde às contri-

buições eletrônica (considerada instantânea) e vibracional (Raman).

No ponto de vista teórico, a influência do espalhamento Raman na instabilidade mo-

dulacional em fibras ópticas homogêneas foi estudado em [80] e também incluindo termos

dispersivos de altas ordens em [81–84]; Também há vários estudos sobre IM considerando

efeitos de altas ordens na ENLS. Conforme já demonstrado nos capítulos anteriores, a influ-

encia de inomogeneidades no sistema pode ser usada para modular as soluções localizadas,

bem como influenciar as regiões de ganho (e perfis) da IM [85]. Na Ref. [86] os autores estu-

daram a IM de ondas eletromagnéticas em um meio com não linearidade variável e efeitos

de auto-inclinação. Na Ref. [87] foi relatado um estudo analítico, numérico e experimental

da IM em um meio óptico não linear, separado em camadas alternadas entre vidro e ar. A IM

em fibras ópticas não lineares inomogêneas acopladas por coeficientes variáreis na NLSE, foi

considerado na [88] e incluindo efeitos de altas ordens em Ref. [89].

O objetivo deste capítulo é estudar a instabilidade modulacional de uma onda con-

tínua em um meio não linear inomogêneo considerando o efeito do espalhamento Raman

estimulado. Diferentemente dos estudos anteriores apresentados [85–93], nós analisamos a

influência de uma modulação “espaço-temporal” nos termos linear (potencial) e não linear

usando o método da transformação de similaridade, o que nos permite estudar a região de

ganho no caso autônomo. Na Seção 4.1 introduzimos o modelo teórico com as equações

básicas e aplicamos o método da transformação de similaridade. Na Sec. 4.2 apresentamos

nossos resultados analíticos referentes à região de ganho para o sistema autônomo. Os re-

sultados das simulações numéricas para alguns padrões de modulação espaçotemporais e a

influência destas modulações com e sem a presença de espalhamento Raman no sistema são
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discutidos na Sec. 4.3.

4.1 Modelo Teórico

No nosso caso, podemos simplificar a Eq. 4.1 que descreve a propagação de pulsos

ópticos ultracurtos em uma fibra não linear monomodo ou um cristal não linear com efeito

de espalhamento Raman para a seguinte equação [14, 78]:

iψz = −1

2
ψxx + V ψ + g|ψ|2ψ + igβψ(|ψ|2)x, (4.4)

onde ψ = ψ(x, z) é a amplitude do pulso (com ψz ≡ ∂ψ/∂z, ψxx ≡ ∂2ψ/∂x2 e (|ψ|2)x ≡

∂|ψ|2/∂x ), β é o coeficiente de espalhamento Ramam, enquanto V = V (x, z) e g = g(z) re-

presentam os coeficientes linear e não linear, respectivamente. Note que se considerarmos

β = 0, sem o efeito do espalhamento Raman, a Eq. (4.4) corresponde a ENLS cúbica. As-

sim como fizemos nos Caps. 2 e 3, nosso objetivo principal é utilizar a transformação de

similidade através do ansatz

ψ = ρ(z)eiη(x,z)Φ(z(x, z), τ(z)), (4.5)

e transformar a Eq. (4.4) em uma autônoma, dada por

iΦτ = −1

2
Φζζ +G|Φ|2Φ + iβΦ(|Φ|2)ζ , (4.6)

onde G e β = Gβ são constantes e Φ = Φ(ζ, τ) é escrita em termos das novas variáveis in-

dependentes ζ = ζ(x, z) e τ = τ(z). O procedimento é semelhante ao realizado na Sec. 2.1,

assim, via (4.5) e (4.4) conseguimos chegar à Eq. (4.6) mais as seguintes equações condicio-

nais

ρz = −ρηxx
2
, (4.7)

ηx = −ζz
ζx
, (4.8)

ζxx = 0, (4.9)

τz = ζ2x. (4.10)
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Deste modo, obtemos as formas específicas para os parâmetros linear e não linear, respecti-

vamente, dados por

V = −ηz −
1

2
η2x, (4.11)

g =
Gζ2x
ρ2

. (4.12)

Resolvendo as Eqs. (4.7-4.10) obtemos ζ = a(z)x + b(z) e τ =
�
a(z)2dz. Então a fase e a

amplitude do ansatz podem ser escritas como

η = −az
2a
x2 − bz

a
x+ c(z), (4.13)

e

ρ =
√
a. (4.14)

Tomando essas condições, pode-se reescrever os coeficientes linear e não linear da Eq. (4.4)

da seguinte forma

V (x, z) = f1x
2 + f2x+ f3, (4.15)

g(z) = Ga(z), (4.16)

com

f1 =
att
2a

− a2t
a2
,

f2 =
btt
a

− 2atbt
a2

, (4.17)

f3 = −ct −
b2t
2a2

.

Novamente, podemos descrever o comportamento físico dos parâmetros variáveis em Eq.

(4.4) ao fazer escolhas apropriadas para a(t), b(t) e c(t) nas equações anteriores.

4.2 Instabilidade Modulacional

Consideramos que a Eq. (4.6) admite como solução de estado estacionário

Φ = Ae−iGA
2τ , (4.18)
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onde A é uma constante. Então, para verificar a estabilidade desta solução, perturbamos

este estado estacionário com uma função χ(ζ, τ), dada por

χ(ζ, τ) = χ1 exp[−i(Kζ − Ωτ)] + χ2 exp[i(Kζ − Ωτ)], (4.19)

com χ1 e χ2 sendo coeficientes reais e constantes, K é o número de onda e Ω é a frequência

da solução de perturbação. Desta forma podemos reescrever a solução Eq. (4.18) na forma

perturbada como

Φ = [A+ χ]e−iGA2τ . (4.20)

Aplicando a Eq. (4.20) em (4.6) e agrupando os termos em função das exponenciais e−i(Kζ−Ωτ)

e ei(Kζ−Ωτ) chegamos ao seguinte sistemaχ1

(
Ω + K2

2
+GA2 +KβA2

)
+ χ2

(
GA2 −KβA2

)
= 0

χ1

(
GA2 −KβA2

)
+ χ2

(
−Ω + K2

2
+GA2 −KβA2

)
= 0

(4.21)

resolvendo o sistema, obtemos a seguinte relação de dispersão

Ω = −βA2K ±
√
K4

4
+GA2K2 + β

2
A4K2. (4.22)

O ganho da IM é dado pela parte imaginária de Ω. Como exemplo, a Fig. 4.1 mostra o ganho

da IM em função do número de onda K da perturbação para diferentes valores de β. Note

na Fig. 4.1a , para β 6= 0 somente um valor específico de K não apresenta IM (K = −2 for

G = −1). Note também que na Fig. 4.1b a região de instabilidade modulacional (ou seja,

Im[Ω]) somente é obtida para G < 0.

4.3 Simulações Numéricas

Em seguida, estudaremos numericamente a influência da inomogeneidade do sis-

tema considerando o estado estacionário (4.20) e as relações (4.13)-(4.16). Usamos o método

de split-step com transformada de Fourier para resolver a Eq. (4.4), incluindo um algoritmo

preditor-corretor que melhora as aproximações usadas nos termos não lineares. Para uma

descrição detalhada destes algoritmos e/ou programas Fortran para a ENLS dependente do
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Figura 4.1: Ganho da IM dada pela parte imaginária de Ω. Em (a) apresentamos a parte Im[Ω]

considerando A = 1 e G = −1 com β = 0 na linha sólida (verde), β = 0.3 na linha tracejada (cinza) e
β = 0.5 com traço ponto (preto). Em (b) é apresentado o perfil de Im[Ω]para diferentes valores de K
e G, considerando A = 1 e β = 0.1.

Figura 4.2: Evolução dinâmica de |ψ|2 para o potencial nulo e considerando o estado inicial de Φ

dado pela Eq. (4.20) em z = 0. Os parâmetros usados são (a) β = 0 e (b) β = 0.3.

tempo, indicamos as Refs. [15, 71]. Definimos as discretizações com tamanho ∆z = 10−4 e

1204 pontos na coordenada x contida em [−30, 30], o que permite obtermos uma boa conver-

gência numérica. Em todas as simulações utilizamos A = 1, g = −1, K = 0.1π (valor dentro

da região de ganho), e ε = χ1 = χ2 = 0.02 na perturbação χ apresentada na Sec. 4.2.

4.3.1 Potencial Nulo

Inicialmente estudamos o caso do potencial nulo, isto é, considerando f1 = f2 = f3 =

0 na Eq. (4.16). Neste caso, temos duas possibilidades dadas por: (i) a = 1 e b = c = 0

ou (ii) a = 1/(1 + z) e b = c = 0. Como queremos verificar soluções em tempos longos,

no caso (ii) as Eqs. (4.14)-(4.15) tendem a zero, o que demonstra que a não linearidade e
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consequentemente a amplitude da solução apresentam este mesmo comportamento. Deste

modo, iremos focar somente no caso (i).

Neste exemplo, os coeficientes linear e não linear da Eq. (4.4) são dados por V = 0 e

g = G, respectivamente. Além disso, obtemos ρ = 1, η = 0, τ = z, e ζ = x. Então, podemos

reescrever a solução para Eq. (4.5) como

ψ = A exp
(
−iGA2z

)
. (4.23)

A solução (4.23) em z = 0 é tomada como condição inicial para as simulações nu-

méricas da Eq. (4.4). Na Fig. 4.2 apresentamos a evolução deste estado inicial considerando

G = −1 e (a) β = 0 e (b) β = 0.3. Em todos os exemplos consideramosA = 1 para simplificar.

Note que o comportamento do tipo breather exibido na Fig. 4.2a é abruptamente alterado de-

vido à inclusão de um termo Raman não nulo na NLSE. Também, na Fig. 4.2b observamos

que os primeiros sólitons a serem formados (com maior amplitude) apresentam um deslo-

camento para o lado esquerdo com uma velocidade quase constante. Então dois sólitons

vizinhos são formados e interagem com o primeiro apresentando um comportamento osci-

latório. Outros sólitons são formados compondo um movimento como “cabelos ao vento”.

Este comportamento é semelhante ao efeito do desvio ao vermelho nas fibras ópticas devido

ao espalhamento Raman estimulado [14]. Usamos as Figs. 4.2a e 4.2b como referência para

verificar os efeitos da inomogeneidade do meio nas subseções seguintes.

4.3.2 Potencial Linear

Neste exemplo apresentamos um potencial linear em x. Em um cristal não linear

esperamos que isto pode ser feito depositando diferentes materiais ao longo deste eixo, com

um aumento linear na diferença entre eles [14]. Aqui podemos considerar duas possibilida-

des: (i) a = 1 e b = − sin(ωz)/ω2 + λ1z+ λ2 ou (ii) a = 1 e b = z2/2+ λ3z+ λ4, ambos os casos

com cz = −b2z/2a2 e λj (j = 1, .., 4) constante. Então, obtemos V = sin(ωz)x e V = x para os

casos (i) e (ii), respectivamente. No entanto, vamos nos concentrar no caso (i), pois o caso

(ii) pode ser entendido com uma rotação em um único eixo.



4.3.2 Potencial Linear 39

Figura 4.3: Evolução dinâmica de |ψ|2 para o potencial linear V = sin(ωz)x com ω = 1. Os parâme-
tros usados são (a) β = 0 e (b) β = 0.3.

Figura 4.4: Evolução dinâmica de |ψ|2 para o potencial linear V = sin(ωz)x com ω = 2. Os parâme-
tros usados são (a) β = 0 e (b) β = 0.3.

Assim, a amplitude e a fase na Eq. (4.5) são dadas por ρ = 1 e

η =
{[

4xω2 − sin(ωz)
]
cos(ωz)− ωz

}
/4ω3,

respectivamente. Como no caso anterior, obtemos um coeficiente de não linearidade cons-

tante g = G. Além disso as coordenadas reescalonadas se comportam como τ = z e

ζ = x− sin(ωz)/ω2.

Nas Figs. 4.3 e 4.4 exibimos os resultados das simulações numéricas diretas da Eq.

(4.4) para ω = 1 e ω = 2, respectivamente, com condições iniciais dadas por ψ(x, 0) =

ρ(0)eiη(x,0)Φ[ζ(x, 0), τ(0)], onde, em z = 0, temos ρ(0) = 1, η(x, 0) = x/ω, ζ(x, 0) = x e

τ(0) = 0, e Φ[ζ(x, 0), τ(0)] é o estado estacionário dada por Eq.(4.20). Ajustamos β = 0 nas

Figs. 4.3a e 4.4a e β = 0.3 nas Figs. 4.3b e 4.4b. Observando essas figuras verificamos a in-

fluência do potencial linear, alterando os comportamentos obtidos anteriormente para o caso

do potencial nulo (Figs. 4.1 e 4.2). Em particular, observamos a modulação linear da solução

do tipo breather apresentada na Fig. 4.2a para o caso com o potencial nulo. Aumentando o
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Figura 4.5: Evolução dinâmica de |ψ|2 para o potencial quadrático dado pela Eq. (4.25) com ω = 1,
σ = 1/4 e (a) β = 0 ou (b) β = 0.3.

Figura 4.6: Evolução dinâmica de |ψ|2 para o potencial quadrático dado pela Eq. (4.25) com ω = 2,
σ = 1/4 e (a) β = 0 ou (b) β = 0.3.

valor da frequência de modulação, o padrão oscilatório da solução aumentará. Vale a pena

mencionar que fizemos várias simulações alterando o valor de ω no intervalo [0.01, 10]. Em

todos esses casos, a modulação das soluções não foram suficientes para destruir a solução.

Ao contrário disto, para grandes valores de ω as soluções se tornam inalteradas, isto é, com

padrão semelhante às sem modulação.

Enfatizamos que nas Refs. [28, 34, 35, 37, 94–96] um potencial linear foi usado para

modular soluções localizadas, mantendo-as estáveis ou instáveis dependendo das condições

específicas da modulação, como amplitude, frequência e/ou padrão.

4.3.3 Potencial Quadrático

Agora, consideramos o caso do potencial quadrático em x e oscilatório sobre a co-

ordenada z. Teoricamente, como dito na subseção anterior, pode-se construir este padrão

de potencial em um cristal não linear depositando diferentes materiais ao longo deste eixo,

com um aumento parabólico da diferença entre eles [14]. Exemplos de modulação quadrá-
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Figura 4.7: Evolução dinâmica de |ψ|2 para o potencial quadrático dado pela Eq. (4.25) com ω = 1,
σ = 1/8 e (a) β = 0 ou (b) β = 0.3.

tica de soluções localizadas foram investigados em Refs. [31,34,37,43,55,56,97–101]. Assim

como no caso do potencial linear, os potenciais quadráticos mostraram-se importantes para

estabilizar soluções instáveis e/ou desestabilizar algumas estáveis, novamente dependendo

dos parâmetros e padrões de modulação.

Aqui, como exemplo, consideramos o potencial mudando ao londo da coordenada

de propagação z equivalente à escolha apropriada dos parâmetros a = 1+ σ sin(ωz), b = 0, e

c = 0. Isto implica um coeficiente não linear apresentando um padrão oscilatório dado por

g = G [1 + σ sin(ωz)]. Além disso, as novas coordenadas serão

ζ = [1 + σ sin(ωz)]x, (4.24a)

τ =
1

2ω
{ωz(σ2 + 2)− σ cos(ωz) [4 + σ sin(ωz)]}. (4.24b)

Obtemos também a amplitude e a fase da solução modulada como ρ =
√

1 + σ sin(ωz) e

η = − [σωx2 cos(ωz)] / [2 + 2σ sin(ωz)]. Finalmente podemos escrever o potencial quadrático

como

V = −1

2

x2σω2 [σ cos2 (ωz) + sin (ωz) + σ]

1− σ2 cos2 (ωz) + 2σ sin (ωz) + σ2
. (4.25)

Nas Figs. 4.5-4.7 exibimos a evolução do estado estacionário (4.20) obtido numerica-

mente sobre a modulação quadrática em x, com χ = ε cos(Ωτ) e ε = 0.01 sendo uma pequena

perturbação. Consideramos na Fig. 4.5a β = 0 e na Fig. 4.5b β = 0.3, e os parâmetros de

modulação ω = 1 e σ = 0.25, correspondendo à frequência e amplitude da modulação, res-

pectivamente. Note que na Fig. 4.5a a solução no centro da armadilha se torna inalterada,
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mas enquanto ela se divide deixando o centro do potencial ela muda seu perfil natural (sem

modulação). Então, a modulação quadrática é propensa a desestabilizar a solução, uma vez

que atua com mais intensidade quanto maior for a sua distância do centro da armadilha.

Nesse sentido, na Fig. 4.5b observamos que o efeito Raman, que atua desviando a solução

para a esquerda, juntamente com o potencial quadrático irá alterar o perfil da solução.

Para investigar a influência da frequência de modulação, utilizamos simulações nu-

méricas com ω ∈ [0.01, 10]. Verificamos que as mudanças efetivas na solução ocorrem para

maiores valores da frequência de modulação. Neste sentido, nas Figs. 4.6a e 4.6b mostramos

o mesmos que na Fig. 4.5, mas agora considerando ω = 2.

Finalmente, consideramos alterar o valor da amplitude da modulação do potencial

quadrático. Na Fig. 4.7 apresentamos o resultado para σ = 0.125 e ω = 1. Ao comparar este

resultado com o apresentado na Fig. 4.5, observamos que quanto menor o valor da ampli-

tude de modulação, menos alterada será a solução. Assim, por uma mudança apropriada

dos parâmetros de modulação, pode-se obter o controle da solução estável ou desestabilizá-

la. Isso dependerá do que se espera da modulação.



Capítulo 5

Considerações Finais e Perspectivas

Neste trabalho apresentamos um estudo da modulação de soluções solitônicas em

meios não lineares e não homogêneos descritos por equações não lineares de Schrödinger.

Com a escolha de um ansatz apropriado, utilizamos a técnica de transformação de simila-

ridade para transformar as equações não autônomas em equações autônomas. As soluções

foram moduladas com potenciais lineares e/ou quadráticos na coordenada espacial e com

padrão oscilatório na coordenada temporal. Conforme apresentado anteriormente, os coefi-

cientes não homogêneos do potencial de modulação e da não linearidade podem ser intro-

duzidos experimentalmente em condensados de Bose-Einstein e em fibras ópticas com uma

configuração adequada para permitir a modulação de soluções solitônicas que podem ser

controláveis.

No Capítulo 02 investigamos a presença de soluções analíticas para a ELNLS. As

inomogeneidades nos permitiram modular o padrão das soluções localizadas apresentando

formas do tipo oscilatório, “breather” e uma forma mista. A estabilidade das soluções foi

checada numericamente e mostramos algumas soluções estáveis para o modelo investigado.

No Capítulo 03 apresentamos a modulação de soluções localizadas por um meio

não linear saturável não homogêneo. Após realizarmos a transformação de similaridade,

utilizamos uma abordagem variacional para construir soluções localizadas, as quais foram

verificadas como linearmente estáveis para a constante de propagação em µc < µ < 0, onde

µc é um valor crítico de µ que depende do parâmetro de saturação Γ e da não linearidade G.

43



5. Considerações Finais e Perspectivas 44

Nesse sentido, nós concentramos em três valores para o parâmetro de saturação Γ = 0.05,

0.1 e 0.15 bem como valores específicos para a frequência de modulação 0.1 ≤ ω ≤ 2.0.

Realizando simulações diretas do modelo completo (isto é, Eq. (3.1)), encontramos regiões

onde as soluções moduladas são estáveis. A modulação de soluções localizadas produzidas

por sistemas com inomogeneidades controladas nos permite a possibilidade de manipular

essas soluções, tornando-as estáveis ou instáveis. O primeiro caso é interessante por causa

da longa duração de tais soluções com aplicações em sistemas de comunicação e sensores,

enquanto o último caso é relevante quando a solução localizada precisa ser destruída. Final-

mente, no ponto de vista experimental, os panoramas de não linearidades correspondentes

podem ser realizadas para ondas de luz em cristais fotônicos não-lineares ou em meios óp-

ticos dopados de forma não homogênea (como por exemplo, [14, 72, 73, 102, 103]).

No Capítulo 04 estudamos analiticamente e numericamente a instabilidade modula-

cional de uma onda contínua em um meio não linear não homogêneo, considerando o efeito

do espalhamento Raman estimulado. A influência de uma modulação "espaço-temporal"

nos termos linear (potencial) e não linear de uma ENLS estendida (4.4) foi analisada usando

um método de transformação de similaridade. Para a faixa de parâmetros considerada aqui,

observamos a modulação do trem de sólitons gerados pela IM de uma onda contínua por

um potencial linear e quadrático na coordenada x e periódico na coordenada z. Quando

na presença de um potencial linear, as soluções apresentam um padrão estável oscilatório,

enquanto em alguns casos, para o potencial quadrático, a solução central oscila, enquanto

as das bordas sofrem uma grande compressão, levando-as a um padrão caótico. Em ambos

os casos, conjecturamos que a modulação poderia ser usada para controlar, de forma estável

ou instável, as soluções emergentes da instabilidade modulacional no sistema.

Entre as perspectivas de trabalhos futuros, o uso das técnicas aqui apresentadas, nos

permite estudar a solução modulada de ondas solitárias em outros meios não lineares. Entre

as não linearidades apresentadas aqui, há o interesse de estudar equações logarítmicas de

Schrödinger acopladas.
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