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RESUMO

Os livros desempenham um papel fundamental como instrumentos de ensino, o que faz com
que eles se tornem importantes objetos de estudo para pesquisadores que buscam compreender
as dificuldades de aprendizagem, especialmente no que se refere a Matematica do ensino
superior, tema em que esse tipo de investigacdo ainda ¢ escasso. Com o foco em ensino, este
trabalho bibliografico, de natureza explicativa e de cunho qualitativo, tem como objetivo
investigar a forma com que os livros de Célculo Diferencial e Integral de autoria de Louis
Leithold (1994), Hamilton Luiz Guidorizzi (2001) e James Stewart (2013) abordam a defini¢ado
de limite de fun¢des de uma variavel. Para alcancar tal objetivo, o referencial metodologico de
pesquisa da Hermenéutica da Profundidade — HP, proposto por Jonh B. Thompson, foi
mobilizado com a intencdo de responder as seguintes questdes: quais os tipos de registros de
representacao semiotica € possivel identificar nessas obras e como eles podem influenciar no
ensino de limites de fungdes? quais aspectos socio-historicos de produgdo desses livros
influenciaram o autor na escolha por determinada abordagem? Concebendo o livro como forma
simbolica, foram articuladas as fases que constituem a HP: a andlise socio-historica, onde
considerou-se informagdes levantadas sobre a biografia dos autores, a apreciacao do prefacio e
de mudancas nas demais edi¢des, agdes referenciadas pela Analise Histoérica de Livros de
Matematica de Gert Schubring e o estudo dos Paratextos Editoriais de Gerrard Genette; a
analise formal, em que foram identificados os tipos de representagdes de limites e de fungdes
que aparecem nos livros, bem como suas transformacodes, por meio das atividades de
codificacdo, categorizacdo e a construcao de inventarios, sob a luz da Teoria dos Registros de
Representagdo Semiodtica - TRRS de Raymond Duval; e a interpretacao/reinterpretacao em que
foi construida uma sintese criativa de significados sobre as obras estudadas. Os resultados
mostraram que, nos trés livros, ha uma predominancia do registro algébrico sobre os demais e
a auséncia de exercicios que propdem conversoes entre registros, o que, segundo a TRRS, pode
dificultar o ensino do conceito de limite. Individualmente, foram identificadas influéncias do
Movimento da Matematica Moderna, da escola bourbakista e da Reforma do Calculo na escrita
desses livros.

Palavras-chave: Calculo; Hermenéutica; Analise; Forma Simbolica.



ABSTRACT

Books play a fundamental role as teaching instruments, which makes them important objects
of study for researchers seeking to understand learning difficulties, especially with regard to
Mathematics in higher education, a topic in which this type of research learning is still scarce.
With a focus on teaching, this bibliographical work, of an explanatory and qualitative nature,
aims to investigate the way in which the Differential and Integral Calculus books authored by
Louis Leithold (1994), Hamilton Luiz Guidorizzi (2001) and James Stewart (2013) addresses
the definition of the limit of functions of a variable. To achieve this objective, the
methodological research framework of Depth Hermeneutics — HP, proposed by Jonh B.
Thompson, was mobilized with the intention of answering the following questions: what types
of semiotic representation records are it possible to identify these works and how Can they
influence the teaching of function limits? What socio-historical aspects of the production of
these books influenced the author in choosing a certain approach? Conceiving the book as a
symbolic form, the phases that represent the HP were articulated: the socio-historical analysis,
where this information was collected about the authors' biography, the evaluation of the preface
and changes in the other editions, actions referenced by the Historical Analysis of Mathematics
Books by Gert Schubring and the study of Editorial Paratexts by Gerrard Genette; formal
analysis, in which the types of representations of limits and functions that appear in books were
identified, as well as their transformations, through event activities, categorization and the
construction of inventories, in the light of the Theory of Representation Records Semiotics -
TRRS by Raymond Duval; and the interpretation/reinterpretation in which a creative synthesis
of meanings on the works studied was constructed. The results demonstrated that, in the three
books, there is a predominance of the algebraic register over the others and the absence of
exercises proposed between registers, which, according to the TRRS, can make teaching the
concept of limit difficult. Individually, influences from the Modern Mathematics Movement,
the Bourbakist school and the Calculus Reforms were identified in the writing of these books.

Keywords: Calculus; Hermeneutics; Analysis; Symbolic Form.
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1. INTRODUCAO

“Contra o positivismo, que para perante o0s
fenomenos e diz: ‘Hé apenas fatos’. eu digo:
‘Ao contrario, fatos ¢ o que nao ha; ha apenas

interpretacdes”.

Nietzsche'

Ao se matricular na disciplina de Célculo® Diferencial e Integral® é praticamente
inevitavel que surjam, na cabeca do estudante universitario atual, preocupagdes com relagdo a
continuidade de seus estudos: serd que vou conseguir acompanhar o curso? sera que vou
compreender esses conceitos complicados? Sera que serei aprovado na disciplina?

Tais preocupagdes sdo justificadas, pois essa componente curricular ¢ conhecida como
uma das que tem as maiores taxas de evasdo e reprovagdo nos cursos de ciéncias exatas das
universidades do Brasil e do Mundo (Rezende, 2003).

Na Universidade Estadual de Campinas — UNICAMP, por exemplo, a reprovagdo ¢ a
evasao desta disciplina chegaram a taxa de 77,5% em doze anos de levantamento, entre 1997 e
2009 (Garzella, 2013).

Em seus estudos sobre o desempenho dos alunos das disciplinas de Calculo ministradas
no semestre 2015-1 da Universidade Federal de Goias - UFG, Alvarenga et al (2017) constatam
que “[...] aproximadamente, 39% dos estudantes que ficam até o final do curso sdo reprovados”
(p-50).

Um levantamento feito na Universidade Federal do Rural do Semi-Arido (UFERSA) do
Rio Grande do Norte mostrou que os indices de reprovagao e trancamento nas disciplinas de
Célculo I, somados, no periodo entre 2016 e 2017 variou na faixa dos 59% a 71% nos turno do
diurno. No noturno, a variagao ficou entre 74% e 80% (Pereira, 2018).

E importante ressaltar que a pandemia de Covid-19 trouxe um periodo de

excepcionalidade que abalou todos os processos de ensino e aprendizagem com a adog¢do do

In: ALVES, Rubens. Filosofia da Ciéncia: Introducio ao Jogo e Suas Regras. Brasilia: Editora Brasiliense.
1981. p. 104.

2 Quando o termo “Calculo” se referir a dominio do saber, curso ou disciplina, utilizaremos letra inicial
maiuscula.

3 Como o nome da disciplina varia de instituigio para institui¢do (Calculo Diferencial e Integral, Calculo 1,
Calculo A etc.), quando ndo nos referirmos a uma disciplina especificamente nomeado por uma instituigao,
utilizaremos o termo “Célculo Diferencial e Integral”.
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ensino remoto. Por conta disso, acreditamos que os dados mais adequados de se ter como
referéncia de comparag@o com a realidade atual sdo os indices de reprovagao anteriores a 2020.

Novos estudos estdo sendo realizados para entender as consequéncias do periodo
pandémico com relagdo ao desempenho dos estudantes na disciplina de Célculo Diferencial e
Integral. Embora seja um tema importante, e que traz consequéncias para o futuro do ensino de
Célculo, o aprofundamento dessa discussdo foge aos objetivos do presente trabalho.

De qualquer modo, os indices alarmantes citados acima evidenciam uma falta de
eficacia tdo grande no processo de ensino, no que diz respeito aos conceitos da disciplina de
Calculo Diferencial e Integral, que ela ¢ discutida a algum tempo no meio académico como um
verdadeiro “fracasso no ensino de Calculo” (Rezende, 2003; Neves, 2016).

Reis (2001) faz uma analogia pertinente ao questionar as causas da evasdo em tal
disciplina:

Comparando, ainda que de forma simplista, a situagdo com uma encenagao teatral
vemos, de um lado, os atores (professores) atuando em uma pecga mal ensaiada e mal
dirigida, fazendo com que o publico (alunos), de outro lado, ndo capte sua mensagem
e se retire antes do ultimo ato. De quem € a culpa no palco da sala de aula? Dos atores

e sua ma performance ou do publico e sua insensibilidade? Ou seria do diretor? (p.
21).

Ainda segundo Reis (2001) ¢ comum entre os professores da disciplina de Calculo
Diferencial e Integral a visao de que a principal causa dos problemas relacionados ao ensino e
a aprendizagem ¢ a ma formacgdo escolar dos alunos, enquanto, por outro lado, os estudantes
destacam o ensino deficitario da disciplina como o principal fator responsavel pelo referido
“fracasso”. Para os discentes, o argumento dos professores de Célculo tropeca, ja que os
proprios docentes universitarios sao responsaveis pela formagdo dos professores do ensino
fundamental e médio, que por sua vez sdao responsaveis pela formagdo dos alunos mal
preparados que eles recebem na faculdade.

O que se pode extrair dessa discussdo € que os problemas sobre o ensino e a
aprendizagem evidenciados, transformam o ensino de Calculo num importante objeto de estudo
por parte dos pesquisadores em Educacao Matematica.

Os investigadores que se propde a tal desafio, buscam compreender como acontece a
aprendizagem dos principais conceitos da disciplina de Célculo Diferencial e Integral e quais
barreiras precisam ser superadas no processo de ensino para que a aprendizagem aconteca
efetivamente. Assim, muitos aspectos podem ser explorados na investigacao deste problema
como: a formacgao do professor, os obstaculos didaticos e epistemoldgicos enfrentados pelos

alunos, além do uso de novas tecnologias no ensino de Calculo. Porém, um instrumento tem
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importancia central nesse processo e nio pode ser ignorado em tais pesquisas: o livro didatico*
(Choppin, 2004).

Para Carvalho e Lima (2010), do ponto de vista do aluno, o livro didatico favorece a
aquisicdo de saberes socialmente relevantes, além de consolidar, ampliar, aprofundar e integrar
seus conhecimentos propiciando o desenvolvimento de competéncias e habilidades, bem como
contribui para a formagao social, cultural e exercicio da cidadania.

Ja do ponto de vista do professor, o livro didatico auxilia no planejamento, favorece sua
formacgao didatico-pedagogica, auxilia na avaliacdo da aprendizagem e favorece a aquisicao de
saberes profissionais pertinentes (Carvalho; Lima, 2010; Cury, 2019).

No ensino superior o livro-texto ganha ainda mais relevancia se levarmos em
consideragdao que nao ha um programa nacional, como acontece na Educagao Basica. Assim, o
autor do texto voltado para o ensino superior ganha mais autonomia para produzir seu material
e influenciar a confeccdo das ementas de cursos, ja que ndo existem requisitos oficiais a serem
obedecidos.

Para Choppin (2004) os livros didaticos tém quatro fungdes essenciais:

e A funcao referencial, pois constitui um suporte de conhecimentos que um grupo
social julga necessario transmitir para futuras geragdes.

e Fung¢do instrumental, por propor exercicios e atividades que visam favorecer a
aquisicdo de competéncias e a apropriacdo de habilidades.

e Fungao Ideoldgica ou Cultural, ja que € um vetor da lingua, cultura e dos valores
das classes dirigentes, aculturando jovens geragdes.

e Fung¢do Documental, pois fornece um conjunto de documentos cuja observagao ou
confrontagdo podem desenvolver o espirito critico do estudante.

Dessa forma, percebemos que, apesar da coexisténcia de instrumentos que estabelecem
com ele relagdes de concorréncia ou de complementaridade, o livro-texto desempenha um papel
crucial nas atividades de ensino e aprendizagem de qualquer disciplina (Choppin, 2004).

Mesmo reconhecendo a grande importancia como instrumento de ensino e das multiplas
funcdes pedagogicas que o livro-texto assume, notamos que até¢ pouco tempo havia uma certa
caréncia de estudos sobre livros usados na educagao superior (Rozentalski, 2013). Hoje temos

a percepcao de que esse cenario nao mudou.

40O termo “livro didatico” ¢ utilizado com frequéncia para se referir a livros destinados ao ensino fundamental e
médio. Com relagdo a livros utilizados no ensino superior, ¢ preferivel a nomenclatura “livro-texto”. No presente
trabalho, utilizamos com mais frequéncia os termos “livro de Célculo” e “livro-texto”. Nas vezes em que
utilizamos a nomenclatura “livro didatico”, fazemos por conta de citagcdes de autores que se referem dessa forma
a esse instrumento de ensino.
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Dessa forma, concordamos com Gomes (2008) quando afirma que o livro-texto também
pode ser encarado como um importante objeto de investigacdes.
[...] os livros didaticos constituem-se em importantes fontes de pesquisa, e todo o tipo
de investigagdo que analisar a qualidade deste material e as ideologias por ele
veiculadas estara analisando, de alguma forma, a qualidade e as ideologias que sdo

mobilizadas no contexto institucional escolar. Em particular, o livro didatico de
matematica sempre divulga ideologias, principalmente as de seus autores (p. 11).

Portanto, levando em conta os problemas relativos ao ensino dos conceitos do Célculo
Diferencial e Integral evidenciados pelos altos indices de reprovagao registrados, bem como o
papel central do livro-texto no processo de ensino e sua importancia como fonte de pesquisa,
apresentamos a seguir um trabalho centrado na analise das abordagens de livros de Calculo

Diferencial e Integral a respeito do conceito de limite de fun¢des de uma variavel real.

1.1TRAJETORIA DO AUTOR

Venho de uma pequena cidade no interior da Bahia chamada Santa Rita de Cassia, de
aproximadamente 30 mil habitantes, onde cursei o ensino fundamental numa pequena escola
particular. Apesar de familia humilde, o ensino privado foi resultado de um acordo firmado
pelos meus pais por conta do divércio. Mesmo com praticamente os mesmos professores da
rede publica de ensino, este colégio tinha um atrativo que faria papel decisivo em minha
formacao: a qualidade do livro didatico.

Desde cedo gostava de ler e conheci em minhas leituras das apostilas escolares as areas
de conhecimento que mais me atrairam: Ciéncias Naturais, Histoéria e Geografia. Reza a lenda,
que no meu sexto ano discutia com colegas do nono sobre o contetido deles de Historia Geral
ou de Geografia. Apesar de estudioso eu tinha um calcanhar de Aquiles: a Matematica. Tinha
muita dificuldade e ndo gostava de estudar a ciéncia dos numeros. Talvez porque era a parte
dos livros que havia menos textos. Todo o capitulo era repleto de simbolos e notagdes que eu
considerava dificeis de entender.

Assim, em 2000, no ultimo ano do ensino fundamental me vi numa encruzilhada:
precisava tirar boas notas nas ultimas provas de Matematica para ser aprovado e poder cursar o
ensino médio. Seria um vexame um estudante tdo bom em outras disciplinas ser reprovado em
Matematica. Nao havia alternativa sendo encarar tal matéria. Entdo ao pegar meu livro percebi
que ndo entedia muita coisa, mesmo lendo diversas vezes o contetido. Logo descobri que me

faltavam pré-requisitos para compreender aquele assunto.
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Para aprender sobre func¢des polinomiais do segundo grau, conteido do nono ano, seria
interessante saber um pouco sobre Polindmios, assunto do oitavo. Para compreender
polindmios seria necessario conhecer produtos notaveis que esta no curriculo do sétimo ano. E
assim por diante, numa regressao que parecia infinita.

Diante de tal cendrio, resolvi fazer uma revisdo completa. Peguei todos os livros de
Matematica, do sexto ao nono ano, € comecei a estudar um por um, em ordem, selecionando
alguns exercicios j& que nao havia tempo para responder todos.

O resultado dessa revisao foi a tranquila aprovagdo e uma nova paixao. A Matematica
se tornou minha disciplina favorita. No ensino médio, feito em uma escola ptblica, gostei tanto
dessa matéria que sai de 14 com a certeza de que seria um professor de Matematica.

Assim, o livro didatico foi um instrumento muito importante para a minha formagao na
medida em que eu aprendia mais sobre os contetidos das aulas lendo em casa. Além disso, o
habito de estudar e revisar esses materiais foi algo decisivo para a escolha de minha profissao.

J4 morando na cidade de Barreiras, que tem por volta de 150 mil habitantes, ingressei
no curso de licenciatura em Matematica pela Universidade do Estado da Bahia (UNEB) em
2007. Durante o curso fiquei fascinado pela disciplina de Célculo I, mais especificamente pelo
conceito de limite. O que mais me impressionou foi a maneira com que aquela complexa
definicdo traduz com eficiéncia o conceito dinamico de “aproxima¢dao”. Em meus estudos
procurava entender todos os detalhes das demonstracdes e exercicios resolvidos dos livros de
Calculo para depois reproduzi-los com propriedade. Assim, procurava resolver as questdes que
envolviam a definicao de limites e, por meio dela, respondia até itens que a dispensava.

Na ocasido tive 0 mesmo encantamento de quando, como membro de uma banda de
coreto, ouvi no radio pela primeira vez uma can¢do que eu executava em meu saxofone apenas
lendo partituras musicais, sem nunca ter ouvido a peca antes. Era incrivel perceber que aquela
melodia poderia ser traduzida para uma linguagem escrita em seus minimos detalhes.

No final da graduagdo, em 2012, fiz um curso de Andlise Real em Salvador na escola
de verdo da Universidade Federal da Bahia (UFBA). Apesar de ja ter cursado a disciplina (de
forma um tanto precdria) na graduagdo, foi uma das experiéncias mais impactantes de minha
formacdo e onde pude aprofundar meus estudos de Calculo. Lembro que fiquei assustado
quando o professor afirmou que uma fungao discreta era continua em todos os seus pontos. Foi
nesse momento que percebi que “defini¢des” que eu tinha estudado na disciplina de Célculo I
durante a graduacao, na verdade eram teoremas na disciplina de Analise, como por exemplo a
no¢ao de continuidade em um ponto que eu definia com a igualdade entre a fung¢dao naquele

ponto e o limite quando a abcissa tende a ele, quando na verdade se define por épsilons e deltas.
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Ao término do curso de verdo ingressei no Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional (PROFMAT), na Universidade Federal do Tocantins (UFT) de Palmas - TO.
Neste curso tive contato com uma abordagem diferente do que eu ja tinha visto até entdo em
matéria de limites de fungdo. O livro-texto utilizado no programa definia esse conceito por meio
do limite de sequéncias. Assim, todos teoremas que eu j4 tinha estudado antes, eram agora
demonstrados de forma completamente diferente do que eu estava habituado. Essa diferenca de
abordagem, de certa forma, despertou minha curiosidade a respeito de como os demais livros
trabalhavam o conceito de limite.

Junto com o mestrado veio a oportunidade de lecionar na educagdo superior.
Primeiramente como professor substituto na Universidade Federal do Oeste da Bahia (UFOB),
na Universidade do Estado da Bahia (UNEB) e, posteriormente com o titulo de mestre, como
efetivo da UFOB. Durante minha passagem pela UNEB tive a experiéncia de participar de
bancas de monografias e de eventos de Educacdo Matematica. Foi nesse momento que, dentre
varias teorias didaticas, tive o primeiro contato com a Teoria dos Registros de Representacao
Semiodtica de Raymund Duval.

Apesar de ndo ter me aprofundado muito naquele momento sobre representagdes
semidticas, essa teoria me despertava interesse na medida em que discutia a linguagem e, de
certa forma, a natureza do conhecimento matematico, temas que me atraem desde que comecei
a estudar Matematica.

Mais tarde, ja como professor assistente efetivo da UFOB, vi a necessidade realizar um
doutoramento. Elaborei um projeto de pesquisa sobre a analise dos livros de Célculo Diferencial
e Integral e obtive éxito. Tive entdo o privilégio de ter como orientadora a Professora Doutora
Karly Barbosa Alvarenga que me convidou para ingressar no Grupo de Estudos em Educagao
Matematica (GEEM) e me apresentou ao Professor Geci José Pereira da Silva.

Foi durante os debates e as apresentacdes do GEEM que fui apresentado pela professora
aos referenciais da Hermenéutica da Profundidade de John B. Thompson, da Anélise Historica
dos Livros de Matematica de Gert Schubring e dos Estudos dos Paratextos Editoriais de Gerrard

Genette. Estes referenciais modelaram e encorparam a presente pesquisa.
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1.2 DELIMITANDO O CONTEXTO DA PESQUISA

Ao olhar com mais aten¢do essa disciplina, percebemos facilmente que o conceito de
limite ¢ considerado fundamento central para o estudo de Calculo. O argumento utilizado para
sustentar tal afirmacdo ¢ que os demais conceitos estudados nessa componente curricular, a
derivada e a integral, sdo definidos como limites especificos, como discute Rezende (2003).

Ainda segundo Rezende (2003) essa centralidade que o conceito de limite adquire,
evidencia uma énfase ao aspecto formal do Célculo. Para Reis (2001) essa primazia ocorre por
influéncia do trabalho de Augustin-Louis Cauchy (1789 — 1857) que refinou a teoria dos limites
e que criou uma “tradicao” que ¢ “indiscutivelmente a tendéncia predominante no ensino de
Calculo atual” (Reis, 2001, p.62).

Por conta disso, normalmente esse ¢ o conceito de Calculo em que o aluno tem o
primeiro contato, € o que normalmente aparece primeiro nos livros. O raciocinio ¢ simples:
como a derivacdo e a integracdo podem ser definidas por meio do conceito de limites,
primeiramente se estuda os limites para depois se estudar as derivadas e as integrais.

Essa ordem de contetidos que ¢ seguida nos estudos de Calculo ¢ confirmada por

Rezende (2003):

Por geralmente, a realizagdo didatica do ensino de Célculo e seus livros-texto seguem
basicamente o mesmo principio padrdo de sistematizagdo proposto por Cauchy-
Weierstrass (limite — continuidade — derivada — diferencial — Integral). Em ambos os
niveis, por exemplo, os conceitos sdo definidos formalmente e os resultados sdo
demonstrados passo a passo segundo um modelo axiomatico que parte da definicao
formal de limite e de alguns “postulados fundamentais” oriundos da Algebra Moderna
e da Analise Matematica, tais como: o conjunto de numeros reais ser um corpo
ordenado, propriedades relativas a ordem de R, o postulado da continuidade de
Dedekind-Cantor e etc. (p. 390-391. 2003).

E interessante observar que a ordem dos conteudos referida por Rezende (2003) como
predominante no estudo de Célculo (limite — continuidade — derivada — diferencial — Integral)
¢ contraria a ordem do desenvolvimento histérico dos conceitos. Ou seja, do ponto de vista
cronoldgico, primeiro surge o célculo integral, em seguida o célculo diferencial e muito tempo
depois ¢ que se formaliza o conceito de limite (Eves, 2011).

Outro ponto importante a ser discutido sobre a constatagdo de Rezende (2003) ¢ que
essa disposicao de conteudos favorece a apresentacdo da definicdo formal dos conceitos € o
desenvolvimento de resultados seguindo um modelo axiomdtico. Ou seja, para ele, isso
evidencia mais uma vez uma énfase que o ensino de Calculo da ao aspecto formal dos conceitos.

Além disso, o conceito de limites, normalmente o primeiro conceito a ser estudado num

curso de Célculo, ¢ por muitos considerado um dos que tem a definicdo mais complexa.
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Tal complexidade ¢ evidenciada em um dos questionamentos que Reis (2001) se fez
enquanto estudante de graduacdo em Matematica e que expde em sua Tese:

[...] do que realmente se tratava a “complexa” definicdo de limite envolvendo

elementos tdo “estranhos”, entdo chamados de épsilons e deltas? E mais: como eu e

meus colegas manejavamos tao bem as técnicas de calculo de limites e ninguém sabia,

com um minimo grau de profundidade, o que realmente significava uma
indeterminacao do tipo [0/ 0] ou [o0 / 0]? (p.12).

Percebemos nesse relato que o autor e seus colegas ndo conseguiam relacionar a

definicao formal de limites com o manejo das técnicas de calculo do mesmo contetido. Ou seja,

. . . 3—4t .
eles conseguiam manipular e resolver os problemas propostos, como: lm; ~ (Thomas; Weir;
t—

Hass, 2002, p.106), mas tinha muita dificuldade em entender o que essa manipulacdo tinha a

ver com a defini¢do: lim f(x) =L & (Ve > 0,36 > 0|0 < |x —a| <5 = |f(x) — L| <€)
x—a

(Iezzi, p.25, 1983)°.

Ao observarmos a definicdo de limite, como a descrita acima, percebemos que além da
dificuldade apresentada em relaciona-la com os procedimentos realizados na resolucao dos
problemas, a propria definigdo apresenta dificuldades no que tange a sua compreensao.

Corroboramos a complexidade relatada por Reis (2001) quando, numa analise
superficial, percebemos que a defini¢do formal de limite apresenta em sua notagdo varios
simbolos pertencentes a diversos assuntos da Matematica. Assim, encontramos nessa defini¢ao
conceitos ou simbolos oriundos da Logica Matematica (Quantificador universal, quantificador
existencial e implicag¢do), inequacdes, mddulos, e valores arbitrarios para numeros reais
maiores que zero (épsilon e delta). Essa diversidade de simbolos e conceitos exige um
conhecimento matematico apurado do estudante no desafio de compreender o significado dessa
definicao.

Consequentemente percebemos que a rigidez, o formalismo e o detalhismo de tal
definicdo reforca nela um aspecto “estatico” que contrasta com a “dinamica” da ideia intuitiva
do conceito de limite. Cornu (1983) identifica nesse contraste uma lacuna entre o conceito € a
defini¢do de limite, a0 mesmo tempo em que concorda com a complexidade desse ultimo:

Para a nogdo de limite, ha uma lacuna entre o proprio conceito de limite e a forma
como a defini¢do ¢ dada. O aspecto "dinamico" (tudo o que esta ligado ao fato de
"tender a", ou "aproximar de") ndo ¢ traduzido pela defini¢do, que ¢ estatica. A

defini¢do transformou uma nogao extremamente complexa onde o infinito, a ideia de
aproximagao, a ideia de se aproximar de algo, sem alcangéa-lo ou ao alcanga-lo, se

5> Alguns autores consideram um erro sintetizar a definigdo de limites dessa forma por misturar simbolos logicos
(como <) com simbolos matematicos.
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misturam em um objeto de outra natureza, onde quantificadores e desigualdades sdo
misturados (p. 23, tradugio nossa)®.

Dessa forma, podemos afirmar que tanto a importancia do conceito de limite para estudo
de Calculo, quanto a dificuldade dos estudantes em compreender tal conceito e relaciona-lo
com sua defini¢ao, sdo indiscutiveis.

Diante desse quadro, surge naturalmente a necessidade de entendermos melhor essa
dificuldade de compreensao do conceito de limite que tanto aflige professores e estudantes de
Célculo. Assim, n3o podemos perder de vista que o conhecimento matemdtico tem
caracteristicas distintas das demais areas do saber.

Segundo Duval (2016):

Ha duas questdes cruciais nas pesquisas sobre o ensino e a aprendizagem matematica:
a primeira refere-se ao que caracteriza uma atividade matematica em relagdo aos
outros tipos de atividades cientificas ou intelectuais; e a segunda trata do que ¢
compreender matematica e, desse modo, versa sobre os critérios que permitem saber
se foi compreendida. [...] As respostas nao sdo somente matematicas, mas cognitivas
uma vez que os alunos, em sua grande maioria, esbarram em dificuldades de
compreensao que ndo conseguem superar € que ndo existem em outros dominios do
saber. Tais dificuldades t€ém origem no fato de que as condigdes epistemologicas e
cognitivas de acesso a objetos estudados em matematica sdo radicalmente diferentes
das condi¢des de acesso aos objetos estudados em outras disciplinas (p.1).

No que diz respeito a primeira questdo, Duval (2012) nos chama a atencdo para o fato
de que “os objetos matematicos ndo estdo diretamente acessiveis a percep¢ao ou a experiéncia
intuitiva imediata, como sdo os objetos comumente ditos “reais” ou “fisicos”. E preciso,
portanto, dar representantes” (p.268).

Assim, s6 podemos ter contato com os objetos matematicos por meio de suas
representacdes, sejam elas mentais ou semidticas. De fato, objetos como circunferéncias ou
triangulos, por exemplo, ndo existem na realidade. Sao abstragdes. O que existem sdo objetos
com esses formatos.

Outro exemplo interessante € o ponto geométrico: existe algo no mundo real que nao
tenha dimensdes (comprimento, altura e largura)? O ponto ¢ algo adimensional e, portanto, nao
existe como objeto real. Sobre isso D’amore, Pinilla e Iori (2015) concluem:

O fato ¢ que os objetos da matematica [...], ndo sdo coisas (por exemplo, ndo sio
percebidas pelos sentidos: ninguém os pode ver, tocar, saborear, ouvir, sentir, pesar,

¢ Pour la notion de limite, il y a um écart do au conept méme de limite et a la fagon dont on em donne la définition.
L’aspect “dynamique” (tout ce qui est lié au fait de “tendre vers”, au fait de “se rapprocher de”) n’est pas restitué
par la définition, qui est statique. La définition a transformé une notion extrément complexe ou se mélent l’infini,
l’idée d’approximation, l’idée de se rapprocher de quelque chose, sans [’atteindre ou em I’atteignant, em um objet
d’une autre nature, au se mélent des quantificateurs et des inégalités.
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colorir, quebrar). Nao existem, na realidade, coisas chamadas pontos matematicos,
figuras, retas, igualdade; nenhum objeto matematico ¢ uma coisa real (p.131).

Portanto, a natureza abstrata dos objetos matematicos faz com que a inica maneira
possivel de entrar em contato com eles seja por meio das representacdes. Dessa forma, o estudo
das representacdes semidticas proposto por Duval (2016) nos parece imprescindivel para
entender como se da a aprendizagem matematica. Assim, atacamos a segunda questdo crucial
levantada por ele: o que ¢ compreender Matematica?

Para entendermos a concepg¢ado de aprendizagem da teoria de Duval, devemos levar em
consideracdo que um objeto matematico pode ser representado semioticamente de diversas
maneiras. Assim, uma funcdo quadratica, por exemplo, pode ser representada de forma
algébrica, por meio de graficos, tabelas ou ainda descrita em linguagem natural.

Essas formas sistematicas de representar o mesmo objeto matematico sao chamadas de
registros de representacdo. Sao, portanto um sistema de signos utilizados para identificar uma
representacao de um objeto de saber (Henriques; Almouloud, 2016).

Cada um desses registros possui caracteristicas proprias, vantagens e limitagdes. Por
isso, como a Unica maneira de entrar em contato com objetos matematicos ¢ por meio de suas
representacoes, “‘a atividade matematica requer, sempre, a mobilizagdo sinérgica de dois, as vezes
de trés registros de representagao (..), dependendo dos dominios matematicos (aritmética, algebra,
geometria, analise, etc.)” (Duval, 2016, p.28).

Para a Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica a compreensdo de um objeto
matematico estd diretamente relacionada a capacidade de coordenacdo dos registros de
representacdo. Segundo Duval: “A questdo da coordenacao dos registros e os fatores suscetiveis
de favorecer esta coordenacdo aparecem como questdes centrais para aprendizagens
intelectuais” (2009, p. 39).

Assim, segundo essa teoria, aprender um conceito matematico, como € o caso de limite
de func¢des de uma variavel, implica reconhecer tal conceito nos mais diversos registros, efetuar
plenamente os tratamentos dentro de cada registro e converter eficientemente as representagoes
de um registro para outro.

Diante de tal teoria e da importancia do livro-texto para o processo de ensino, ja
ressaltada anteriormente, cabe-nos questionar sobre se os livros de Calculo atendem as
preocupacoes levantadas por Duval com relagdo as representagdes semiodticas.

Dessa forma, naturalmente surgem inquietacdes sobre como os autores dos livros de
Célculo trabalham os registros de representacdo semiodtica. Questionamentos quanto a

diversidade de registros trabalhados, sobre como tratam as representacdes dentro de cada
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registro ou como as convertem de um registro para outro, ou ainda, se eles propdem exercicios
que sinalizam para atividades cognitivas que levem em conta a diversidade dos registros de
representacao, nos parecem bem pertinentes nesse contexto.

Na busca por respostas a esses questionamentos, devemos ter em mente que, a escolha
de abordagem feita pelo autor do livro, seja por optar trabalhar com a diversificagdo de registros
ou por tratar prioritariamente com um registro apenas, por exemplo, foi feita dentro de um
contexto socio-historico em que ele estava inserido no momento da producado de sua obra.

Assim, para melhor compreender a forma como o autor de um livro aborda determinado
conteudo, no nosso caso o conceito de limite, se faz necessario conhecer minimamente o
contexto de sua publicacio.

Schubring (2018a), ao defender que a analise de livros didaticos, chamados por ele de
livros-textos, leve em consideragdo os aspectos socio-historicos de sua produg¢dao nos aponta
para caminhos metodoldgicos de pesquisa mais amplos. Ele ainda defende que “Essa
abordagem ¢ melhor, visto que “0” autor de um livro-texto usualmente consiste em um grupo
muito maior que o indicado pelos nomes na folha de rosto; o autor mencionado representa uma
“coletividade” ampliada de colaboradores” (Schubring, 2018, local. 340).

Essa “coletividade” se refere ndo s6 a pessoas que contribuiram para a produ¢ao da obra,
como também ao contexto institucional em que ela esta inserida, pelas restricdes e demandas
sociais, pelos programas oficiais, tipologias de conhecimento e tradi¢cdes que o autor atende.

Segundo Alvarenga e Paixao (2017): “[..] para realizar um estudo abrangente do livro
didatico, deve-se focar a sua problematica sobre diferentes Opticas, dentre elas: a interna, a
politica, a econdmica, a psicopedagogica etc.” (p.159)

Assim, encontramos no arcabougo tedrico de John B. Thompson, conhecido como
Hermenéutica da Profundidade, uma metodologia de investigacao bastante interessante no que
compreende a busca pelo entendimento de uma obra em seus aspectos formais e sécio-
historicos. Dessa maneira, ao chamar de forma simbdlica tudo que pode ser interpretado, como
o livro-texto por exemplo, Thompson (2011, p. 366) afirma: “Formas simbolicas ndo subsistem
num vacuo, elas sdo produzidas, transmitidas e recebidas em condigdes sociais e historicas
especificas”.

Assim como as ideias de Schubring e Thompson, outro aporte tedrico importante para
o estudo do contexto dos livros didaticos diz respeito a proposta metodologica de pesquisa de
Gerard Genette sobre os paratextos editoriais. Para ele “[..] o paratexto ¢ aquilo por meio de
que um texto se torna livro e se propde como tal a seus leitores, € de maneira mais geral ao

publico” (Genette, 2009, p.9). Ou seja, além do texto de um livro existem elementos como a
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capa, o sumadrio, o prefacio, as dedicatérias, as ilustragdes etc. que nos fornecem dados
importantes sobre a conjuntura em que a obra foi produzida.

Diante deste cenario, onde a relevancia de se estudar a forma com que os livros de
Calculo trabalham o conceito de limite parece inquestionavel e os caminhos metodoldgicos de
pesquisa se mostram frutiferos, buscamos responder os seguintes questionamentos:

Quais os tipos de registros de representacdo semidtica € possivel identificar nessas obras
e como eles podem influenciar no ensino de limites de fungdes? e quais aspectos socio-
histéricos de producdo desses livros influenciaram o autor na escolha por determinada
abordagem?

Levando em conta tais questdes, definimos como objetivo geral de pesquisa: investigar
a forma com que os livros de Calculo Diferencial e Integral abordam a defini¢ao de limite de
fun¢des de uma variavel.

Tendo em vista as teorias € 0os caminhos metodologicos de investigagcdo considerados e
com o intuito de alcancarmos o objetivo geral exposto acima, elaboramos os seguintes
objetivos:

e analisar como os livros mobilizam os registros de representacdo semiotica usados para
abordar a defini¢ao de limites;

e conhecer os contextos socio-historicos de producao desses livros com o intuito de
identificar quais destes aspectos influenciaram o autor na escolha por determinada
abordagem.

Assim, apresentamos a seguir a estrutura deste trabalho.

1.3 ESTRUTURA DA TESE

Além deste capitulo introdutdrio, onde expomos as justificativas para a realizagdo da
pesquisa, a delimitagdo do contexto investigativo, o questionamento norteador e os objetivos,
esta tese esta organizada em 7 capitulos, além das consideragdes.

No capitulo 2 apresentamos uma revisao de literatura sobre pesquisas que envolvem o
estudo do conceito de limites de fun¢des de uma varidvel, destacando artigos, dissertacdes e
teses, que julgamos dialogar com a proposta aqui apresentada, demarcando sempre seus
objetivos, marcos teoricos, metodologias de pesquisa e resultados.

Fazemos no capitulo 3 uma incursdo pela historia do conceito de limites, desde os
problemas que originaram seu uso na Grécia antiga at¢ a formalizag¢ao de sua defini¢ao no final

do século XIX, situando tal conteudo como parte da evolugao do Célculo Diferencial e Integral
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ao longo do tempo e destacando-o como o ultimo grande conceito a ser definido formalmente
nesta area da Matematica.

Ja no capitulo 4, detalhamos a fundamentacgdo teodrica que subsidia o presente trabalho
ao destacar o arcabouco metodologico de pesquisa da HP como a teoria organizacional desta
investigagdo, a Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica, que guiara a analise formal
das obras objetos de estudo, assim como os elementos da Analise Historica dos Livros de
Matematica e dos Estudos dos Paratextos Editoriais que ajudaram a fundamentar a analise
Sécio-historica dos livros.

A metodologia de pesquisa utilizada ¢ detalhada no capitulo 5, onde descrevemos os
critérios utilizados para a escolha dos livros analisados e a definicdo do corpus. Explicamos
como foi feita analise formal semidtica que consistiu na coleta de dados, na producao de
inventarios, no processo de categorizagcdo e na produgdo de inferéncias; e explicitamos como
foi realizada a andlise sdcio-histdrica.

Nos Capitulos 6, 7 e 8 apresentamos as andlises dos livros “Célculo com Geometria
Analitica” do autor estadunidense Louis Leithold, “Um Curso de Calculo” de autoria do
brasileiro Hamilton Luiz Guidorizzi e “Célculo” do canadense James Drewry Stewart, enquanto

no Capitulo 9 estdo nossas consideragdes.
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2. REVISAO DE LITERATURA

“- Eu oferego algo inestimavel.
- Minha liberdade?
- Nao. A liberdade pode ser tirada, como vocé bem

sabe. Ofereco conhecimento.”

O Conde de Monte Cristo’

A revisdo de literatura ¢ uma etapa fundamental para a producdo cientifica, pois, ela da
ao pesquisador a oportunidade de conhecer a perspectiva histérica dos trabalhos que foram (e
estdo sendo) desenvolvidos acerca de seu objeto de estudo, o que lhe proporciona o
conhecimento de novos métodos, ideias e questionamentos, enriquecendo, dessa forma, seu
processo investigativo.
Segundo Trivifios (1987):
O processo de avaliagdo do material bibliografico que o pesquisador encontra lhe
ensinara até onde outros investigadores tém chegado em seus esforgos, os métodos
empregados, as dificuldades que tiveram de enfrentar, o que pode ser ainda
investigado etc. Ao mesmo tempo, ird avaliando seus recursos humanos e materiais,

as possibilidades de realizacdo de seu trabalho, a utilidade que os resultados
alcangados podem emprestar a determinada area do saber e da acdo (p. 100).

Assim, um pesquisador precisa se situar historicamente a respeito do seu tema, ou seja,
conhecer o que a comunidade académica est4 produzindo a respeito de seu objeto investigativo,
quais aspectos ja foram abordados, que ainda ndo foram, que métodos foram empregados nas
investigacoes realizadas até entdo e quais teorias sdo utilizadas para embasar suas conclusdes.

Tendo em vista essa importancia, apresentamos nesta se¢do uma revisao de literatura
produzida por meio de um levantamento feito no site do Catalogo de Teses e Dissertagdes e no
Portal de Periddicos da CAPES, onde foram selecionados trabalhos publicados entre 2008 e
2021, que tinham caracteristicas (metodoldgicas de pesquisa, tematicas ou teoricas)
semelhantes ao presente trabalho.

Escolhemos o ano de 2008 por ter sido o momento da publicacdo do primeiro trabalho
académico a citar claramente a HP como aporte tedrico em potencial para estudos na area da

Educagao Matematica no Brasil (Souza; Dassie; Andrade, 2018). Nao encontramos, em nossos

7O CONDE DE MONTE CRISTO. Diregdo: Kevin Reynolds. Produgio de Touchstone Pictures. Estados
Unidos: Buena Vista Pictures, 2002. 1 DVD.
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levantamentos, trabalhos que utilizaram Hermenéutica da Profundidade e Teoria dos Registros
de Representagao Semiodtica, concomitantemente, para analisar livros didaticos, principalmente
de Calculo.

Dessa forma, descrevemos a seguir nossa revisao bibliografica dividida em duas partes:
primeiramente exibimos algumas pesquisas que se utilizaram do arcabougo teérico da HP para
analisar livros didaticos e, entre eles, trabalhos que lancaram mao de estudos de Paratextos
Editoriais com o mesmo fim. Em seguida, mostramos trabalhos que estudam o ensino de limites
por meio da analise de livros didaticos, bem como publicagdes que se utilizaram do referencial

da TRRS para estudar o ensino do conceito de limites.

2.1 HERMENEUTICA DA PROFUNDIDADE E PARATEXTOS EDITORIAIS

Nosso levantamento de trabalhos que utilizaram a HP como referencial metodologico
de investigacdo, nos sites da CAPES, foi feito utilizando-se dos descritores: Hermenéutica da
Profundidade, Educacdo Matematica e Livros Didaticos. Foram considerados artigos,
dissertacdes e teses publicados a partir de 2008, pois, embora a tese de Rolkouski (2006) seja
considerada o primeiro trabalho em Educacdo Matemadtica a citar a metodologia de pesquisa
proposta por John B. Thompson, foi a dissertagdo de Oliveira (2008) quem primeiro detalhou
e, de fato, propos a HP como arcabougo tedrico metodologico para a analise de textos didaticos
(Souza; Dassie; Andrade, 2018; Netto; Pulcinelli; Andrade, 2017). Assim, tomamos o ano de
publicacao desse trabalho como um marco para balizar nossas buscas.

Apo6s o levantamento, lemos os resumos a fim de destacar as pesquisas que tivessem
maior relacdo com a nossa proposta de trabalho. Demos preferéncia a trabalhos que
mobilizaram a HP para a analise de livros ou documentos especificos, descartando do rol,
pesquisas que utilizaram uma gama muito grande de livros e documentos, as que ndo deixam
claro os procedimentos realizados ou aquelas que tentaram apenas discutir o uso da HP como
arcabouc¢o metodoldgico de investigacao.

No Quadro 1 elencamos os trabalhos sobre os quais discorreremos com mais detalhes a

seguir, destacando contribuigdes e distingdes com relagdo a nossa pesquisa.
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Quadro 1 - Trabalhos sobre Hermenéutica da Profundidade.

Virginia Cardia 2009 Tese A Cigarra e a Formiga: uma reflex@o
Cardoso sobre a Educacdo Matematica

brasileira da primeira década do século

XXI
Mirian Maria 2012 Tese Ensaios sobre o Ensino em geral e o de
Andrade Matematica em Particular, de Lacroix:

Analise de uma Forma Simbdlica a luz
do Referencial Metodologico da
Hermenéutica de Profundidade.
Tatiane Tais Pereira 2013 Dissertacao Os movimentos modernos:
da Silva. compreensdes €
perspectivas a partir da analise da obra
“Matematica-Curso  Ginasial” do
SMSG”.
Carlos Souza Pardim 2013 Dissertagao Orientagdes Pedagogicas nas Escolas
Normais de Campo Grande: Um olhar
sobre o manual metodologia do ensino

primario, de Theobaldo Miranda

Santos.
Danilo Pires de 2019 Artigo Livros didaticos de Matematica da
Azevedo e Maria EJA: uma analise com Hermenéutica
Ednéia Martins de Profundidade
Saladim
Fernando Guedes 2019 Artigo Anadlise de um Livro Didatico de
Cury

Geometria  Plana  Apoiada na
Hermenéutica de Profundidade

Fonte: Elaborado pelo autor.

E importante ressaltar que destes trabalhos que utilizaram o referencial metodologico
de pesquisa da HP, apenas o trabalho de Cury (2019) se ocupa de analisar um livro didatico do
ensino superior. Além disso, das 6 pesquisas, 4 também langaram mao dos estudos dos
paratextos editoriais de Genette (2009): Andrade (2012), Silva (2013), Pardim (2013) e
Azevedo e Saladim (2019). Estes pesquisadores afirmam que realizaram o estudo dos
paratextos editoriais, principalmente no momento da andlise formal de seus livros ou
documentos, embora admitam que paratextos, como o prefacio, auxiliam bastante para a

producao da analise sdcio-historica.
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O primeiro trabalho que destacamos ¢ a tese de Cardoso (2009). Nela, a autora analisa
as propostas para o ensino da Matematica registradas nos textos produzidos pelo governo
federal para servirem de parametros para o Ensino Médio apds a LDB/96, mais especificamente
os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio-PCNEM/99, os Parametros
Curriculares Nacionais do Ensino Médio plus— PCNEM+/02 e as Orientagdes Curriculares para
o Ensino Médio— Orientagdes Curriculares/06.

O referencial tedrico metodologico de pesquisa utilizado por Cardoso (2009) se baseia
no Paradigma Indiciario de Carlo Ginzburg e na HP. Ginzburg se baseou nos métodos de
investigagdo da medicina, por meio da interpretagao de indicios ou sintomas, para elaborar sua
proposta para o estudo das ciéncias humanas, mais especificamente no estudo da historia. Esse
referencial ¢ defendido por Garnica (2007) no estudo da Educagao Matematica.

Sobre o uso desses dois referenciais metodologicos de investigacdo a autora ainda
afirma:

Estamos estabelecendo didlogo entre dois referenciais: o Paradigma Indiciario de
Ginzburg e a Hermenéutica de Profundidade de Thompson. Ambos convergem em
varios pontos: aplicam-se as pesquisas qualitativas; tomam como fontes os materiais
ja existentes, praticos e cotidianos; propdem-se aos campos das Ciéncias Humanas;
utilizam-se de ferramentas semidticas. Julgamos adequado ao nosso problema de
pesquisa e aos nossos objetivos nos ancorarmos nos dois referenciais, uma vez que
eles ndo sdo excludentes, nem conflitantes. Nosso trabalho, ao longo do processo de
seu desenvolvimento, segue a HP. Porém, podemos dizer que seguimos indicios ao

rastrearmos fontes, ao levantarmos conjecturas de trabalho e procurarmos por pistas
que indiquem tendéncias em cada uma das fases da HP (Cardoso, 2009, p. 32).

Cardoso (2009) comeca sua tese realizando uma leitura inicial dos documentos para
levantar indicios de alguma tendéncia. Ela considera esse primeiro passo como interpretagao
da Doxa ou, como ela denominou, “Hermenéutica do Cotidiano”. No caso do nosso trabalho
essa fase pré-eliminar foi realizada por meio de busca de informagdes sobre os livros objetos
de estudo em publicagdes anteriores.

Para a analise socio historica ela estuda os textos que antecederam ou motivaram a
publicacao dos parametros e orientagcdes para identificar e descrever as situacdes espagos-
temporais. Ou seja, a autora se ocupa apenas de um dos niveis da andlise sdcio-historica
sugeridos por Thompson para a realizacdo desta fase metodologica da pesquisa, deixando de
focar nos outros quatro niveis (campos de interagdo, instituigdes sociais, estrutura social e meios
técnicos de transmissao), embora apresente em seu trabalho aspectos importantes de tais etapas.

Sobre este aspecto, concordamos com Cardoso (2009) no sentido de que ndo se faz

necessario realizar cada um dos niveis de andlise sugerido por Thompson, seja para analise
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socio-historica, seja para analise formal. Tudo vai depender dos objetivos da pesquisa e da
viabilidade de realizagdo destes niveis.

Para Thompson (2011) o mais importante ¢ que ndo se realize apenas uma das
dimensodes de sua pesquisa, pois, podemos cair na falacia do reducionismo socio-historico ou
na faldcia do internalismo da andlise formal.

Cabe destacar aqui o que Cardoso (2009) considera em seu trabalho quando estuda as
relagdes de poder: “Nao tivemos a preocupacdo de considerar as relagdes de poder que se referem
a classe social, etnia, sexo [...], mas relagdes que podem colocar um ponto de vista como o
dominante no ambito do ensino de Matematica” (p.33).

Esse destaque ¢ relevante, pois devemos levar em consideracdo que Thompson ¢ um
socidlogo que desenvolveu sua metodologia de investigacdo para estudar a ideologia e a cultura
propagada nos meios de comunicacdo em massa e¢ que, portanto, as pesquisas em Educagdo
Matematica, que langam mao de seu arcabougo tedrico, precisam de algumas adaptagdes.

Para a analise formal, Cardoso (2009) mais uma vez foca apenas em um dos aspectos
sugeridos por Thompson e se restringe a fazer o estudo argumentativo do texto, deixando de
lado as analises semidticas, de conversagao, sintaticas ¢ narrativas.

Durante a fase de interpretagdo/reinterpretacdo a autora se ocupou em reunir “pistas”
encontradas nas outras andalises para apontar para uma possivel ideologia. Dessa forma ela
identifica a presenca de uma Tendéncia Utilitarista, como ela chama, inserida numa ideologia
de racionalidade técnica, modo de pensar que valoriza aquilo que tem utilidade, que por sua vez
¢ aliada a vertente politica, economica e social do neoliberalismo. A Tendéncia Utilitarista se
caracteriza pela concepg¢ao da disciplina como uma ferramenta que se justifica no curriculo pela
utilidade para as outras ciéncias, carecendo, por tanto, de discursdo do aspecto epistemologico
(Cardoso, 2009).

A tese de Andrade (2012), também utiliza sistematicamente as fases da HP, agora
aliadas aos Paradigmas Editoriais de Gérad Genette. Essa pesquisa se propde a analisar a obra
Essais sur [’enseignement em général, et sur celui des mathématiques em particulier, de autoria
de Lacroix a partir do referencial da HP.

Como ndo foi encontrada por Andrade (2012) uma versdo em portugués da obra que
seria analisada, o primeiro procedimento foi traduzir a texto, que originalmente esta escrito em
francés. Esse primeiro momento ela classificou, guiada pelo trabalho de Cardoso (2009), como
“hermencéutica do cotidiano”, a0 mesmo tempo em que também considera o inicio da andlise

formal ou discursiva.
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Assim, Andrade (2012) utilizou as ideias de Genette como guia para a analise formal.
Dessa forma, ela examina o nome do autor, o formato, a capa das edi¢des, o titulo, o sumaério,
as dedicatorias, as epigrafes, o prefacio, as notas do autor e a estrutura do texto.
Sobre essa decisao a autora explica:
Havia um texto para analisar e optamos, entdo, por um procedimento: trabalhar com
os fragmentos do livro de Lacroix na tentativa de (re)constitui-lo. Visdvamos —
experimentando — a um exercicio de fragmentagdo que pudesse produzir uma
unificagdo do discurso: estudar os fragmentos e fazé-los “dialogar” nos parecia um

procedimento viavel para produzir um discurso sobre o Essais.... Isso nos levou a
realizar uma analise argumentativa da obra de Lacroix (Andrade, 2012, p. 269).

A pesquisadora afirma que o estudo dos Paratextos foi muito 1til, ndo s6 para a analise
formal, como também para a andlise socio historica. Apesar disso, ela reconhece uma pequena
dissonancia entre os conceitos que fundamentam os estudos Genette (2009) e Thompson
(2011). Isso porque, para Thompson o conceito de forma simbdlica ¢ amplo e abrange tudo que
¢ passivel de interpretacao: textos, imagens, conversas etc. Ja Genette distingue um texto de um
paratexto, defendendo o primeiro como apenas o “miolo” da obra. Mesmo assim Andrade
defende a utilizagdo do estudo dos paratextos devido a potencialidade técnica dessas ideias
como complementagdo para a HP, o que naturalmente concordamos.

Sobre a andlise socio-historica Andrade (2012) procura seguir todas as fases da HP,
descrevendo minuciosamente as situagdes espacotemporais da época em que o livro foi
produzido, reportando-se a revolugao francesa, ao iluminismo e a educagao na Franga do final
século XVIII e inicio do século XIX.

Em sua Interpretacdo/Reinterpretacdo, Andrade (2012) destaca a influéncia do
pensamento Iluminista refletida na obra de Lacroix, que defendia a Matematica com lugar de
destaque entre as demais ciéncias, a universalizacdo de seu ensino € uma ruptura ao modelo
educacional vigente em sua época.

Outro trabalho que também utiliza os estudos dos Paratextos Editoriais, aliado ao
Referencial Metodoldgico da HP para sua investigacao ¢ a dissertacdo de Tatiane Tais Pereira
da Silva (2013). Essa pesquisa teve como objetivo apresentar um olhar para o Movimento
Matematica Moderna a partir da andlise da obra didatica Matemadtica: Curso Ginasial,
publicada pelo School Mathematics Study Group (SMSG), em 1967.

As obras didaticas do SMSG voltadas para o ensino colegial (equivalente ao atual ensino
médio) se caracterizaram pela influéncia do Movimento da Mateméatica Moderna no Brasil,

embora os livros voltados para o ginasio (anos finais ensino fundamental, atualmente) tenham
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feito pouco sucesso por aqui (Oliveira, 2009). A pesquisa de Silva (2013) apresenta uma
interpretacao/reinterpretagdo caracterizada por ela como surpreendente:
Assim, por meio das observagdes ¢ aspectos que levantamos, percebemos que a obra
“Matematica — curso Ginasial” se distancia, em varios pontos, das obras que
marcaram o ensino de Matematica Moderna e, de certa forma, afasta-se delas em
termos de como os contetidos sao abordados e de como os recursos graficos sio

mobilizados, podendo, por isso, ser considerada uma obra atual, quase meio século
apos a sua publicagdo (Silva, 2013, p.128).

A respeito da metodologia de investigacdo, a pesquisadora segue os passos da HP
proposta por Thompson (ao invés de etapas ela chama as fases da metodologia de
“movimento”), porém nao realiza a etapa de intepretacao da Doxa.

Para realizar analise socio-historica ela se utiliza de documentos produzidos na época
(e sobre a época) em que a obra foi produzida, cartas, fotografias, regulamentos educacionais,
depoimentos e entrevistas de alunos, professores e diretores que utilizaram os manuais, bem
como, dos tradutores dos livros pesquisados que estavam disponiveis em bancos de dados.

Ja na analise formal, assim como Andrade (2012), ela utiliza os estudos dos Paratextos
Editorias de Genette como guia de sua investigagdo, estudando principalmente: a capa, os
autores, sumario, prologo e prefécios. Este ultimo elemento também a auxiliou na analise sdcio-
historica.

Continuando com pesquisas que usam os aportes teoricos dos Paratextos Editoriais e da
HP, Pardim (2013) se propds a analisar o texto de orientacdo pedagogica chamado
“Metodologia do Ensino Primdrio”, escrito por Theobaldo Miranda Santos em 1952.

A HP foi mobilizada nesse estudo, primeiramente na dimensdo socio-historica, com a
realizagdo de investigagdes a respeito das escolas normais e dos manuais pedagogicos. Foi
investigado também o cenario politico e educacional no Brasil e, em particular, no estado de
Mato Grosso na época em que o manual, objeto de estudo, foi utilizado. Além disso, realizou-
se levantamentos a respeito da vida e das producdes do autor da obra. A andlise socio historica
incluiu também uma consulta aos didrios oficiais publicados no estado de Mato Grosso na
década de 1950 (Pardim, 2013).

Na analise formal o autor realiza um trabalho descritivo, identificando a estrutura da
obra, os principais temas e como eles sdo abordados. Para isso também mobilizou as ideias de
Genette (2009), seguindo o modelo de Andrade (2012).

Em sua interpretacdo/reinterpretacdo, Pardim afirma que este manual serviu como

instrumento de divulgacdo do pensamento catolico:
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Ao analisar o manual Metodologia do Ensino Primario em seus aspectos socio-
histérico e interno, chega-se a conclusdo de que este manual foi um instrumento de
divulgagdo daquilo que Sgarbi (1997) denominou como sendo “escolanovismo
catolico”. Theobaldo Miranda Santos como catolico se engajou no movimento de
modernizagdo da Igreja Catdlica assimilando, das novas ideias educacionais, aquilo
que ndo era contrario aos principios do cristianismo (Pardim, 2013, p.116).

Assim, Pardim (2013) mostra que professor Theobaldo Miranda Santos tentou aderir ao
movimento de renovacao do ensino da época chamado escola nova, na medida em que seus
preceitos ndo confrontavam principios catélicos.

O artigo de Azevedo e Saladim (2019) apresenta parte de uma pesquisa que tem como
objetivo analisar como a cole¢do de livros didaticos “EJA- Mundo e Trabalho™, adotada pela
secretaria estadual de educagao de Sao Paulo em 2013, que mobiliza a Matematica para abordar
a concepcao de trabalho na Educacdo de Jovens e Adultos - EJA. O texto apresenta apenas a
analise formal das obras, porém os autores deixam bem claro que a andlise discursiva e a andlise
socio-historica foram feitas concomitantemente e que uma influenciou decisivamente na outra.

Para a realizacao desta etapa de pesquisa os investigadores também langaram mao dos
estudos dos paratextos editorias. Os paratextos considerados para a andlise foram: titulo,
subtitulos, sumario, prefacio, capa, carta de abertura dirigida aos alunos e aos professores, caixas
de texto e paginas da internet que tratam do Programa “EJA-Mundo do Trabalho” e um
questionario, respondido pelo professor Antonio José Lopes (Bigode), autor dos livros de
Matematica da colegao.

Para a realizacdo da andlise, os autores elaboraram um roteiro inicial com alguns
aspectos que deveriam observar durante o estudo de cada unidade das obras, realizando
descrigdes para perceber regularidades e diferencas entre as unidades e os livros. Entre esses
aspectos estavam: a linguagem utilizada, a forma de apresentacao de contetidos, a utilizacao de
imagens e contextos especificos, relacdes entre o cotidiano e o mundo do trabalho e as
diferengas e semelhancgas entre os materiais do aluno e o professor.

Em suas interpretacdes/reinterpretacdes, os autores afirmam que na colec¢do de livros

analisada:

[...] a Matematica é mobilizada muito mais relacionada a contetidos voltados ao
mundo da pratica e da agdo, do que de um exercicio mais desinteressado, livre, ndo
apenas pragmatico e que também deve participar de todas as modalidades
educacionais (Azevedo; Saladim, 2019, p. 13).

Assim, os autores concluem que os livros priorizam a associa¢do dos contetidos a

realidade das profissdes e, por conta disso, apresentam um curriculo minimo de Matematica.
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O ultimo trabalho que destacamos utiliza a HP para analisar um livro de ensino superior
e estd descrito no artigo de Cury (2019). Essa investigagdo teve como objetivo analisar o livro
intitulado “Elementos de Geometria Plana” de autoria de Jodo Lucas Barbosa, no sentido de
elucidar como este livro € organizado/estruturado e que tipo de tarefa propde a seus leitores.

Cury (2019) esclarece que, para escolher o livro objeto de seu estudo, realizou um
levantamento entre os Projetos Pedagdgicos dos Cursos (PPCs) de Licenciatura em Matematica
disponiveis na internet de cursos com nota superior a trés no Exame Nacional de Desempenho
de Estudantes (ENADE) do ano de 2011 e constatou que o livro de Jodo Lucas Barbosa (1985)
foi o mais citado nas ementas da disciplina de Geometria Euclidiana: dentre 180 PPCs ele
apareceu 96 vezes.

E importante ressaltar que realizamos um levantamento similar ao de Cury (2019) para
escolher os livros que foram objeto de nosso estudo.

Com relagdo a analise sdcio-historica ele conta que realizou um estudo historico do
livro. Ao ler o artigo percebemos que ele investigou a respeito do ensino de geometria no Brasil
nos anos 1980, a biografia de Barbosa, bem como, sobre a Sociedade Brasileira de Matematica,
institui¢ao responsavel pela publicagdo da coleg¢do do qual o livro de Barbosa faz parte.

Quanto a analise formal, além de descrever a estrutura da obra, o pesquisador se ocupa
de classificar os exercicios/problemas, adaptando a tipologia de Borasi. Assim, ele classificou
as questoes em: exercicios, problemas, puzzles, prova de conjectura, situagcdes e construcao.

Mais uma vez apontamos semelhancas entre o trabalho de Cury (2019) e o nosso.
Também classificamos os exercicios propostos pelos livros que foram analisados, porém,
fizemos isso usando como referéncia os verbos utilizados nos enunciados dos exercicios.

Em sua interpretagao/reinterpretagdo, Cury (2019) aponta que Barbosa se utiliza de um
excesso de formalismo que reflete ensino brasileiro nas décadas de 1960 e 1970:

Na apresentagdo do livro, feita pela SBM, chama o abandono da Geometria de nas
escolas de “falha” e aponta o livro analisado como “um esfor¢o muito promissor e
muito oportuno no sentido de contribuir para corrigir a referida falha no ensino de
Matematica em nosso pais”. Entretanto, em Barbosa (1995), a sequenciag¢do axioma-
definigao-teorema-demonstragdo-exercicios, que s6 era interrompida por pequenas
inser¢des com informagdes historicas ao final de cada capitulo, apontam a um carater
formativo exclusivamente formalista, sem permitir que os futuros estabelecessem

relacdes e problematizagdes com a matematica escolar numa perspectiva didatico-
pedagogica (p.19).

Portanto, o pesquisador percebe fortes lacos da obra com o Movimento da Matematica
Moderna, como, por exemplo, o ensino pautado em construcdes logico-dedutivas e a grande

proposi¢ao de exercicios voltados para as demonstragoes.
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Resumidamente, podemos afirmar que as pesquisas aqui relatadas conseguiram
identificar algumas tendéncias educacionais na forma como os documentos tratados abordaram
a Matematica e seu ensino. Cardoso (2009) identificou nos Parametros Curriculares uma
tendéncia utilitarista da Matematica, Andrade (2012) encontrou no texto de Lacroix influéncias
iluministas e tendéncias de ruptura com sistema de ensino vigente em sua €poca, Silva (2013)
se surpreendeu ao encontrar na obra analisada certo distanciamento com o Movimento da
Matematica Moderna, Pardim (2013) percebeu no manual de metodologia do ensino primario
influéncias do pensamento catdlico de seu autor, enquanto Azevedo e Saladim (2019)
concluiram que os livros do EJA pesquisados difundem uma percep¢do pragmatica de uma
matematica voltada para o trabalho e por fim, Cury (2019) constata fortes lagos da obra de
Geometria Plana analisada com o Movimento da Matematica Moderna.

Assim, percebemos que a mobilizagao da HP, e dos estudos dos Paratextos Editoriais,
ajudou os pesquisadores a identificar pontos de vistas dominantes com relacdo ao ensino da

Matematica.

2.2 ESTUDOS SOBRE O ENSINO DE LIMITES: TEORIA DOS REGISTROS
DE REPRESENTACAO SEMIOTICA.

Nesta secdo apresentamos o levantamento feito por meio de buscas no Catalogo de
Teses ¢ Dissertagdes e no Portal de Periodicos da CAPES, onde foram selecionados trabalhos
publicados de 2008 a 2021, por meio dos descritores: limite, calculo, ensino e aprendizagem.

Dentre as teses, dissertacdes e artigos encontrados, foram selecionados por meio da
leitura dos titulos e resumos, trabalhos que tinham efetivamente relagdo com o ensino e
aprendizagem do conceito de limites de fungdes de uma varavel e com o uso da TRRS como
referencial tedrico/metodologico de pesquisa. Assim, mostramos a seguir os objetivos, aportes
tedricos, as metodologias de investigagdo, e os resultados das pesquisas expostas em 4

trabalhos, (vide Quadro 2).



Quadro 2 - Trabalhos sobre o conceito de limites e a TRRS.

Maria Betania

Sardeiro dos Santos

Daniela Alves da

Silveira Moura

Raquel Tais Breunig

Okan Kuzu

O primeiro trabalho que destacamos

2013

2014

2015

2020

Tese

Dissertacdo

Dissertacdo

Artigo

Um olhar para o conceito de Limite:
constitui¢ao, apresentagao ®
percepgdo de professores e alunos
sobre seu ensino e aprendizado
Perspectivas no Estudo de Limite:
Aspecto figural e conceitual - foco em
objetos de aprendizagem
Coordenagdo de  Registro de
Representacdo e o Processo de
mediagdo docente: Conceito de Limite
em Cursos de Engenharia

Preservice Mathematcs Teachers’
Representation Transformation
Competence Levels in the Processo of

Solving Limit Problems

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Tese apresentada por Santos (2013) cuja

investigagdo objetivou trazer novas reflexdes relacionadas ao conceito de limite de uma fungao.

Trabalhando com a Teoria de Bakhtin de andlise da estrutura do discurso e Psicologia

Cognitiva, bem como a Teoria Antropologica do Didatico e a Teoria de Registros de

Representagdo Semiotica, a pesquisa buscou responder os seguintes questionamentos:

De onde vem a dificuldade de aprendizagem desse conceito? Como os livros o
apresentam? E as tarefas? Como sdo propostas? Em que os professores universitarios
se apoiam para ensinar esse conceito? Que elementos utilizam para motivar o
aprendizado? Com quais definigdes trabalham? Como veem as dificuldades dos
alunos? E os alunos? Que testemunho nos trazem com relagdo aos seus aprendizados
de limite de uma fungdo? (Santos, 2013, P.9).

A pesquisadora aborda essas questdes por meio da analise de livros didaticos a respeito

dos conceitos de limites, a aplicacao de questionarios e entrevistas com professores e alunos de

Calculo do curso de Licenciatura em Matematica da UFG.

Ela se utiliza da Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica para analisar os

exercicios propostos nos livros. De cada obra, Santos (2013) escolhe alguns exercicios que

considera importantes para analisar minunciosamente e posteriormente produz sinteses sobre a

abordagem do livro.
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Para a escolha dos livros a autora utiliza como critério a sua familiaridade e por
constituirem a referéncia para o ensino de Calculo no Brasil. Assim, foram analisadas as obras:
Introducdo ao Cdlculo (Avila, 1998), Cdlculo Diferencial e Integral (Boulos, 1999), Cdlculo
Diferencial e Integral de Mauro Rogério e outros (Rogério; Silva; Badan, 1992) e Curso de
Cdalculo (Guidorizzi, 2001).

Para a analise da abordagem sobre limites, os critérios utilizados por Santos (2013)
foram: a ordem dos conteudos, a disposi¢ao deles relacionados a limites, a quantidade de
exemplos e exercicios, bem como o percentual de questdes por temas. Esses critérios tiveram
influéncia no nosso trabalho, principalmente os que se relacionam com a ordem dos contetidos.

Santos (2013) também procurou responder sobre a quem se dirige o livro e qual o
direcionamento do discurso, além das referéncias historicas presentes na obra.

Em suas consideragdes ela constatou que, de maneira geral o texto ¢ dirigido a
especialistas e que se supde que o aluno alcancara o sentido pretendido pelo autor, fato
evidenciado pelo uso de expressdes como: “¢ facil perceber” ou “¢ intuitivo”. O uso desses
termos, segundo Santos (2013), gera desanimo no leitor, pois o escritor da obra nao apresenta
certo contetido por considera-lo simples.

Ela constata que a utilizagdo da Historia da Matematica em sala de aula ¢ quase nula, o
que fortalece a visdo equivocada de que a Matematica ja nasceu pronta e sem falhas ou que sua
evolucdo se deu de forma linear. As referéncias historicas sdao infimas e quando o fazem se
referem a um personagem histoérico especifico, contribuindo dessa maneira para a constru¢ao
de uma concepc¢ao matematica atemporal e desumanizada (Santos, 2013).

E identificada também uma diversidade de abordagens nos livros. Ela destaca que a
no¢ao intuitiva ¢ trabalhada nos textos analisados, mas que a defini¢do formal ndo esta presente,
o que pode representar uma dificuldade pela auséncia de atividades que incentivem a transicao
algébrica-grafica.

Na andlise dos exercicios Santos (2013) busca identificar como eles podem contribuir
para a apreensdo do conceito de limites por parte do aluno e, mais especificamente, analisa os
verbos presentes no enunciado para ajudar a identificar o tipo de tarefa tedrico-cognitiva o aluno
¢ levado a realizar.

Santos (2013) destaca que:

E interessante perceber que os verbos presentes nas tarefas ja indicam procedimentos
que podem ser mais ou menos abrangentes. Se a tarefa se inicia com calcule, por
exemplo, esse verbo indica explicitamente que temos que realizar um procedimento
de céalculo. Por outro lado, quando nos deparamos com verbos, tais como estude,
encontre, destaque etc., ha o rompimento da ideia de um “procedimento” padrdo, ha
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maior liberdade por parte de quem realiza a tarefa com relacdo a maneira de iniciar,
desenvolver e conclui-la. Ha também aqueles verbos que indicam tarefas mais
complexas, tais como prove, mostre que, demonstre (p.214).

Nos também utilizamos os verbos presentes nos enunciados para classificar os tipos de
exercicios propostos nos livros analisados.

Ainda com relagdo as tarefas, a autora afirma que ha pouca explora¢cdo de mudangas de
registros numa mesma tarefa. Critica também o fato de os exercicios apresentarem
prioritariamente procedimentos algébricos, gerando uma visao limitada do conceito, e identifica
que os alunos entendem a indeterminag@o como algo “sem solu¢do” e que ndo compreendem o
“levantamento da indeterminagao”.

Tanto estudantes quanto professores destacaram que a definicao formal de limite ¢ a
parte mais dificil. Estes Gltimos foram unanimes em afirmar que os discentes ndo t€ém a menor
compreensdo da definicdo formal do limite e nem mesmo dos elementos que a compde (Santos,
2013).

No trabalho chamado Perspectivas no Estudo de Limite: Aspecto figural e conceitual -
foco em objetos de aprendizagem, Moura (2014) estuda o tratamento didatico de livros textos
de Calculo, elabora objetos de aprendizagem e analisa atividades desenvolvidas por alunos de
um curso de licenciatura de uma faculdade da cidade de Par4d de Minas, por meio de recursos
computacionais. O objetivo deste estudo foi verificar de que forma um conjunto de atividades
didaticas planejadas, subsidiadas pelas tecnologias de informagdo e comunicagdo, podem
contribuir para o processo de ensino e aprendizagem de limite e continuidade.

Assim, nesse estudo a autora reuniu em seu referencial tedrico as ideias de Imagem
Conceitual e Definicdo Conceitual (Tall; Vinner, 1981), a Teoria dos Registros de
Representagdao Semiotica (Duval, 2009), os conceitos do Pensamento Matematico Avangado
(Tall, 2002), as Tecnologias de Informacdo e Comunicagdo, a Pratica investigativa (Ponte;
Brocado, 1999), Objeto de Aprendizagem e a Andlise de Erros (Cury, 2007).

Sobre os livros de Calculo, a autora se restringiu a verificar se havia nesses livros
abordagens aritmética, algébrica e geométrica, se sugerem o uso de tecnologia, resolucao de
problemas e se apresentam linguagem e defini¢ao formal. Os livros escolhidos foram: Calculo
com aplica¢des (Larson, 2003), Calculo (Thomas; Weir; Hass, 2009) e o Calculo (Stewart,
2013). Ela afirma que os livros foram escolhidos por serem os mais citados nos planos de cursos
das areas de exatas, mas ndo apresenta nenhum levantamento ou citagdo que justifique a escolha

dos trés livros.
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Em suas conclusdes sobre os livros-textos a pesquisadora afirma que os autores tentam
tratar os conteiidos de limites e continuidade numa abordagem mais préoxima do aluno,
apresentando contextualizagdo ao abordar o conceito de limite, fazem uma analise de fungdes
e seus graficos, favorecem o desenvolvimento dos conceitos e definigdes, valorizam e sugerem
o uso de recursos tecnoldgicos, mas ndo atendem todas as categorias investigadas.

Ela conclui seu trabalho afirmando que os objetos de Aprendizagem disponibilizados
para os estudantes, assim como os elaborados por eles, lhes permitiram desenvolver o conceito
de limite, havendo assim um avango significativo no processo de compreensao do conteudo.

J& a dissertacdo intitulada Coordenacao de Registro de Representacdo e o Processo de
mediacdo docente: Conceito de Limite em Cursos de Engenharia (Breunig, 2015) apresenta
uma pesquisa que buscou identificar quais Registros de Representagdo do conceito de Limite
sao trabalhados no processo de mediacao de um docente, bem como quais sdo as coordenagdes
articuladas pelos discentes de cursos de Engenharia. Para responder esse questionamento a
autora fez um acompanhamento das aulas de uma turma da disciplina de Calculo I, componente
curricular que faz parte do nticleo comum dos cursos de engenharia, da Universidade
Comunitaria do Interior do Estado do Rio Grande do Sul. Decidiu-se pelo nao envolvimento
por parte da pesquisadora que gravou as aulas em video, as transcreveu e as analisou.

Subsidiada pela Teoria da Mediacdo de Vygotsky e pela Teoria dos Registros de
Representagdo Semiotica de Duval, a autora verificou que o professor explicita os diferentes
registros de representagdo e busca formalizar o conceito de limite utilizando as palavras
“tendéncia” e “aproximacao”. Verificou uma maior énfase dada a transformacao do registro
numérico para o registro grafico. Observou também que houve uma predominéancia do uso do
registro numérico nas atividades discentes, enfatizando as transformacdes entre os registros
numéricos e graficos. Apesar disso verificou que os discentes tiveram dificuldades quanto a
mobilizacao do Registro Grafico para o Registro Algébrico.

No trabalho Preservice Mathematcs Teachers®™ Representation Transformation
Competence Levels in the Processo of Solving Limit Problems (Kuzu, 2020), a investigacao
descrita se propde a responder as seguintes questdes: Que niveis de habilidades de
transformagao de inter-representacdo os professores de Matematica de formacgao inicial
empregam no processo de resolugdo de problemas de limite? Existem relagdes significativas
entre os niveis de habilidades de transformacdo inter-representagdo dos professores de
Matematica de formacao inicial?

Delice e Sevimli (2010) definem representacdes como ferramentas necessarias e usadas

para processar realidades matematicas na mente e transferi-las para outra pessoa. Essas
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representacdes podem ser classificadas como internas (imagens mentais) ou externas (como
representacdes verbais, graficas, algébricas e numéricas). O processo de transformagdo de
representacdo pode ser chamado de inter-representacdo, quando a transicao ¢ feita entre
diferentes tipos de representacao, ou transi¢cao dentro da representacao, quando envolve apenas
um tipo de representagdo (Delice; Sevimli, 2010).

Percebe-se muitas semelhangas entre a Teoria das Multiplas Representacdes proposta
por Delice e Sevimli (2010) com a Teoria dos Registros de Representagdes Semidticas de Duval
(2009).

Depois do pesquisador ter trabalhado o conceito de limites em aula com professores de
Matematica em formagdo inicial de uma universidade regional no centro da Turquia, foi
aplicado a esses estudantes o que foi chamado de Teste de Transformacao de Representacao de
Limite. Os dados colhidos nesses testes foram analisados de forma quantitativa, aplicando-se o
coeficiente alfa de Krippendorffe, utilizando-se de um modelo descritivo.

Como resultados, o autor afirma que os sujeitos da pesquisa tiveram maior dificuldade
em resolver problemas que tinham entradas de representacao verbal, especialmente na
transformagao da representacao verbal para a numérica. Porém, tiveram alto desempenho nos
outros tipos de problemas, principalmente nas transformagdes de representacdes algébricas para
uma representa¢ao verbal. Além disso, identificou-se correlagdes positivas entre os niveis de

competéncia de transformagdes de representacao.
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3. HISTORIA DO CALCULO E DO CONCEITO DE LIMITES

“A matematica ¢ pensada como um bem cultural de
interesse geral, que ninguém pode ignorar

completamente sem efeitos colaterais indesejaveis”.

Nilson José Machado®

Ao definir a Matematica como um bem cultural Machado (2009) deixa claro que essa
area de conhecimento foi construida pela humanidade ao longo do tempo. Assim, conhecer um
pouco da Historia da Matematica ajuda a compreender as motivacdes, o contexto social e as
contribui¢cdes dos teodricos para surgimento e desenvolvimento dessa matéria, ajudando a
constituir uma visdo mais critica sobre a ciéncia dos nimeros.

Assim, descrevemos nesta secdo um pouco do contexto historico do surgimento do
Calculo Diferencial e Integral, principalmente no que se refere ao conceito de limite de funcdes

de uma variavel.

3.1 AIDADE ANTIGA

Apesar da definicdo formal do conceito de limite ter sido estabelecida apenas
recentemente, no final do século XIX e inicio do século XX, os problemas relacionados ao uso
deste objeto matematico remontam o periodo classico grego.

E sabido que, por conta de um contexto social e cultural distinto das civilizagdes que
lhe antecederam, a Matematica grega se difere bastante daquela praticada pelos demais povos
da antiguidade. Fatores como o aumento das atividades comerciais, a expansdo territorial e o
crescimento demografico, exigiram de sua populagdao uma maior organiza¢cdo administrativa,
politica, militar e religiosa. Tal situacao trouxe para o cidadao, classe privilegiada na sociedade
grega, um grande apreco pela discussao e pelo debate, em detrimento da valorizagdo do trabalho
manual, o que impactou diretamente na forma de Matematica praticada pelos gregos (Assis,

2017).

8 MACHADO, N. J. Matematica e Realidade. Sao Paulo: Editora Cortez, 2009.
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Segundo Assis (2017, p.3):

Alguns livros tradicionais de historia da matematica relatam que houve uma transicao
da Matematica pragmatica e intuitiva realizada pelos babilonicos e egipcios, que era
profundamente marcada por calculos e algoritmos, para a Matematica tedrica de
raciocinio hipotético-dedutivo praticada pelos gregos, fundada em argumentacdes
consistentes e demonstragdes [...]

Essa caracteristica da sociedade grega impactou decisivamente para que 14 surgisse a
filosofia. Os primeiros filosofos se perguntavam sobre possibilidade do universo ser regido ou
explicado por um unico principio ou qual tudo se reduz. Uma das respostas mais intrigantes a
esse questionamento foi dada por uma seita de objetivos misticos e cientificos, fundada,
provavelmente, por Pitdgoras de Samos (c. 570 a. C. —c. 495 a. C.) (Assis, 2017).

Para os pitagéricos o universo tem sua origem nos niumeros. Segundo eles, a matéria
seria formada pelas monadas, pequenos corpusculos cosmicos de extensdo nao nula, associada
a unidade numérica e ao ponto na geometria, que reunidos em determinada quantidade e ordem,
compunham os corpos. Dessa maneira, para os pitagdricos, um segmento de reta ndo poderia
ser infinitamente divisivel, pois, ela s6 pode ser dividida até a sua menor parte: o ponto (Assis,
2017).

Com esse paradigma vigente dificilmente o conceito de limite seria construido, pois,
quantidades infinitesimais (que tendem a zero) ou aproximagdes “tdo proximas quanto se
queira” seriam inviaveis. O argumento pitagdrico foi derrubado quando se descobriu a

existéncia de segmentos de reta incomensuraveis.

3.1.1 A descoberta dos Incomensuraveis

A palavra incomensuravel vem do latim incommensurabilis, cujo prefixo in esta
associado a negacdo, mensurabilis significa “o que pode ser medido” e a silaba com pode ser
entendida como “junto com” (Donald, 1874). Logo, segmentos incomensuraveis sao segmentos
que ndo podem ser medidos mediante uma mesma unidade. A seguir, mostramos exemplos
para elucidar melhor o conceito.

Na figura 1, mostramos que o segmento de reta AB pode ser medido e seu comprimento
¢ igual a 3, com relagdo a unidade u (ou seja, o segmento de comprimento u cabe 3 vezes em
AB). Mas se o segmento CD for medido com relagdo a mesma unidade u, ndo sera encontrado
um numero natural (ou seja, ndo havera uma quantidade inteira positiva em que o segmento u

cabe no segmento CD) (Lima, 2014).
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Figura 1- Segmentos incomensuraveis com relagdo a u.

Fonte: Lima, 2014, p.5

Assim, os segmentos da figura 1, ndo sdo mensuraveis com relagdo a unidade u, ou seja,
ndo se pode medir esses segmentos usando a unidade u estabelecida.
Porém, se a unidade u for dividida na metade, se verifica que ela cabe 6 vezes em AB e

5 vezes no segmento CD, (vide figura 2).

Figura 2 - Segmentos comensuraveis.

Fonte: Lima, 2014, p.5

Logo os segmentos AB e CD sdo comensuraveis, ou seja, existe um segmento de reta u
que cabe um numero inteiro de vezes nos dois segmentos. Caso ndo existisse este segmento
unitario, as retas AB e CD seriam chamadas de incomensuraveis (Lima, 2014).

Dessa forma uma pergunta se fez pertinente: dados dois segmentos quaisquer, sera
sempre possivel encontrar uma unidade comum, ou seja, um segmento u que caiba um nimero
inteiro de vezes em ambos os segmentos? Erroneamente os pitagéricos acreditavam que sim
(Lima, 2014).

Uma prova de que a diagonal do quadrado e o seu lado sdo incomensuraveis ¢ referida
por Aristételes (384 a.C - 322 a.C) na obra Analiticos Anteriores como um exemplo de
demonstragdo por absurdo: “Prova-se, por exemplo, a incomensurabilidade da diagonal, pela
razao de que os nimeros impares se tornariam iguais aos numeros pares, se a diagonal fosse
aduzida como comensuravel” (Aristoteles, 1986).

A prova consiste em: Seja d a diagonal do quadrado de lado [ (Figura 3).
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Figura 3 - Diagonal do Quadrado.

Fonte: Elaborado pelo autor.

. L. d . .o d p
Supondo que d e | sejam comensuraveis, temos n racional. Ou seja: T4 onde p e q

sdo inteiros sem fator comum. Pode-se pensar em p € g como a quantidade de vezes que a

unidade u cabe nos segmentos de reta d e . Assim, pelo Teorema de Pitagoras: d? = 12 + [? =

2

2
21%. Logo: % =L =2 o p? = 2¢? (Assis, 2017).

==

Mas essa tltima igualdade é absurda, pois na decomposi¢do em fatores primos de p o
expoente de fator 2 é par enquanto em 2q* é impar. Logo a hipotese de d e [ serem
comensuraveis ¢ falsa (Assis, 2017).

Com tal resultado a doutrina pitagérica encontrou um problema para a crenga dos
indivisiveis. Além disso, escolas filosoficas rivais cresciam e difundiam ideias que refutavam
as crencas dos discipulos de Pitdgoras. Uma das de maior destaque foi a Escola Eledtica,
formada pelos seguidores de Parménides (por volta de 530 a.c. - 460 a.c.) que acreditavam que
o principio que regia o mundo era a imutabilidade, visdo que divergia da ideia de multiplicidade

e mudanca defendida pelos pitagdricos (Boyer, 2012).

3.1.2. Os paradoxos de Zenao

Um dos discipulos mais famosos de Parménides foi Zendo (por volta de 590 a.c.- 520
a.c.) que, antecipando o método dialético usado, posteriormente, por Soécrates (470 — 399),
desenvolveu importantes paradoxos que refutavam o movimento, fundamentando sua filosofia
em bases ndo empiricas (Roque, 2012).

Um desses paradoxos € o que se refere a Aquiles e a tartaruga: Suponha que Aquiles
dispute uma corrida com uma tartaruga. Por ser mais lenta, a tartaruga ¢ autorizada a comecar
na frente, num ponto a certa distdncia. Para Zendo, Aquiles nunca alcancaria a tartaruga, pois,
para isso ele precisaria chegar ao ponto de partida da tartaruga, que por sua vez ja teria se
deslocado para um certo ponto a frente. E quando Aquiles alcangar esse novo ponto, a tartaruga
ja teria se deslocado mais um pouquinho a frente. E quando Aquiles alcangar esse novo ponto,

a tartaruga ja teria se deslocado mais uma vez, e assim por diante. Assim, segundo Zendo, essa
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série ¢ intermindvel. Dessa forma, se o percurso puder ser dividido infinitamente, Aquiles
jamais alcancard a tartaruga (Assis, 2017).

Zendo queria provar por absurdo que o espaco nao pode ser infinitamente divisivel.
Porém, esse paradoxo apenas indica a dificuldade de se somar uma infinidade de quantidades
cada vez menores e de aceitar que o resultado dessa adicdo possa ser uma grandeza finita. Essa
dificuldade ainda se faz presente na Matematica atual e impacta diretamente na compreensao
do conceito de limite: percebe-se, por exemplo, uma grande dificuldade de se aceitar que
0,9999..=1 (Roque, 2012).

Tanto os argumentos de Zendo, como a descoberta dos incomensuraveis influenciaram
profundamente a Matematica grega. Segundo Assis (2017):

As grandezas deixam de estar associadas aos numeros e passam a estar associadas aos
segmentos de reta. E a passagem da ideia do discreto (medida pontual) para o continuo

(medida linear); ao menos em parte, o reino dos nimeros continuava a ser discreto,
mas o das grandezas passava a ser continuo (p.7).

Dessa forma, a concepg¢do atomista (calcada na existéncia dos indivisiveis) foi adotada
para numeros e a concepgdo continuista (que pensa o espaco, o tempo e a matéria como
divisiveis infinitamente) para grandezas (Bongiovanni, 2005). Surge a ideia do “infinitamente
pequeno”, ou seja, uma grandeza pode ser subdividida infinitamente por estar relacionada o
conceito de continuidade (Assis, 2017).

Assim os gregos pareciam valorizar mais a geometria do que os nimeros, por
entenderem que estes sdo incapazes de resolver o problema da incomensurabilidade. “Parece

ter sido a geometria, em vez dos nimeros, que governava o mundo” (Boyer, 2012, p. 73).

3.1.3. Método da Exaustdo

Os gregos sabiam transformar qualquer poligono em um quadrado de area equivalente.
Essa operagdo era conhecida como quadratura. Eles também sabiam fazer quadraturas de certos
tipos de lunulas, figura limitada por dois arcos circulares de raios diferentes, mas nao conheciam
um método para comparar figuras quaisquer, curvilineas ou nao.
Eudoxo se valeu da antifairese para sugerir um método de comparar figuras curvas com
figuras poligonais (Bongiovanni, 2005).
O método de exaustdo nao ¢ um método de descoberta. Por exemplo, para comparar
a area A de um seguimento parabolico com uma outra area B precisamos inicialmente
descobrir uma superficie equivalente ao segmento parabolico. Em seguida provamos

que as duas superficies A e B tém areas iguais procedendo da seguinte maneira: supde-
se que A > B, obtém-se a diferenca A — B e aplicando o principio da exaustdo deve-



54

se chegar a um absurdo. Em seguida procede-se da mesma maneira supondo que A <
B, obtendo a diferenga B — A que deve levar a uma segunda contradi¢cao. Conclui-se
finalmente que A = B (Bongiovanni, 2005, p.103).

Esse método de demonstragio por absurdo duplo’ foi utilizado com frequéncia até o
século XVI e foi o embrido da nog¢ao da operagao de limite, mesmo sem invocar o conceito de
infinito (Assis, 2017).

E importante observar que os primeiros problemas que motivaram de alguma forma o
emprego do conceito de limite surge do célculo de areas, que hoje esta relacionado ao conceito
de integral.

Eves (2011, p.11) considera que:

E curioso que o desenvolvimento historico do calculo seguiu a ordem contraria a
daquela dos textos e cursos basicos atuais sobre o assunto: ou seja, primeiro surgiu o
célculo integral e s6 muito tempo depois o calculo diferencial. A ideia de integracao
teve origem em processos somatdrios ligados ao calculo de certas areas e certos
volumes e comprimentos. A diferencia¢do, criada bem mais tarde, resultou de
problemas sobre tangentes a curvas e de questdes sobre maximos e minimos. Mais

tarde ainda, verificou-se que a integragdo e a diferenciagdo estdo relacionadas entre
si, sendo cada uma delas operagao inversa da outra.

A teoria de integragcdo baseada no processo de quadratura, apesar de negar o infinito,
era promissora no sentido de indicar uma direcao de onde poderia surgir o conceito de limite.

Porém o advento da idade média causou uma atrasada em tais estudos.

3.2 IDADE MEDIA E RENASCIMENTO

A descentralizagdo de poder causada com a queda do Império Romano no século V
trouxe consequéncias econdmicas, politicas e sociais drasticas para toda a Europa. O declinio
do comércio e a producdo artesanal, bem como a incapacidade de garantir a integridade
territorial, causaram o esvaziamento das cidades. As atividades econdOmicas passaram ser
basicamente agricola e o regime de trabalho escravagista, que sustentava a sociedade romana,
deu lugar ao regime de servidao (Eves, 2011).

Além desse contexto, a influéncia dominante da Igreja Catolica na civilizagao ocidental
durante toda a idade média contribuiu para que a producao e divulgagdo do conhecimento
matematico na Europa ndo acompanhasse o desenvolvimento desta ciéncia por outros povos,
como os arabes. Tal situacdo fez com que a teoria da integracdo ficasse desativada por alguns

séculos (Eves, 2011).

% Apresentamos o método da exaustdo na quadratura do circulo feita por Arquimedes (287 a. C.-212 a.C) no
apéndice 1,
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Com o passar do tempo, o crescimento da atividade comercial e industrial provocaram
a ascensdo de uma nova classe social: a burguesia. A chegada gradual dos burgueses ao poder,
junto com uma série de fatos relevantes, provocou transformacdes profundas na sociedade
europeia entre os séculos XI e XV. As cidades voltaram a ser povoadas, uma nova divisao do
trabalho exigiu a capacitagcdo da mao de obra, a administra¢do publica ganha mais importancia
e o desenvolvimento intelectual e cultural ¢ marcada pela ascensdo do humanismo (Assis,
2017).
Ainda segundo Assis:
As transformacdes econdmicas e sociais causadas pelo desenvolvimento de uma
cultura urbana, fizeram surgir oficinas, nas quais técnicos colaboravam entre si para
desenvolver uma tecnologia que atendesse as novas demandas. Assim, o homem
aproximou-se da esfera pratica sem separar-se completamente da atividade
intelectual. Nos Séculos XIV e XV, invengdes, como o relégio mecanico, a bussola,
a artilharia, as lunetas entre outros, ajudaram a transformar o papel da ciéncia. Outra
ferramenta importante que se desenvolveu foi a imprensa, que possibilitou a
circulacdo e a divulgacao dos saberes. A geometria ainda era o principal dominio da
matematica e qualquer pessoa que quisesse aprender ciéncia precisava comegar pelos
Elementos de Euclides. No entanto, aos poucos, foi crescendo a consciéncia de que
grande parte do conhecimento geométrico deveria servir a aplicagdes, desde as mais

praticas, como as técnicas para construir mapas, até as mais abstratas, como a teoria
da perspectiva na pintura, e a astronomia (2017, p. 15).

Nessa conjuntura, as ideias da antiguidade classica foram retomadas. O discipulo de
Galileu Galilei (1564-1642), Bonaventura Cavalieri (1598-1647), por exemplo, retomou o
conceito de partes atomicas indivisiveis para construir um principio muito util para o calculo

de areas e volumes (Assis, 2017).

3.2.1 O Método de Cavalieri

O método de Cavalieri consistia numa técnica baseada na decomposi¢ao de figuras em
tiras indivisiveis. Cavalieri acreditava que uma linha ¢ composta de pontos, da mesma forma
que um cordao ¢ formado por contas; que um plano ¢ feito de linhas, assim como uma roupa ¢
feita de fios; e que um soélido ¢ feito de planos, analogamente a um livro de paginas. Assim, a
area de uma figura seria dada pela soma de um nimero indefinido de segmentos de retas
paralelas e o volume de um solido seria a soma de um nimero indefinido de areas paralelas,

(vide Figura 4) (Roque, 2012).
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Figura 4 - Volume de uma piramide.

Fonte: Roque, 2012, p.277

A grande diferenca entre esse método e o da exaustdo € que aqui nao se usa prova
indireta para se chegar ao resultado. O célculo da area de regides, como a determinada entre a
parabola y = x? o eixo das abcissas e entre os pontos O e B (Figura 5), se assemelha muito com

o que conhecemos hoje como a soma de Riemann (Roque; Pitombeira, 2012).

Figura 5 - Area de uma regido entre uma curva e o eixo das abcissas.

/
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Fonte: Roque, 2012, p.278

O fato de o niimero de retangulos crescer indefinidamente ¢ o mesmo que se fala hoje
em tender a infinito. Na pratica se toma o limite da soma quando n tende a infinito, porém isso
ndo podia ser explicitado por falta conceitos matematicos adequados (Roque; Pitombeira,
2012).

O principio formulado por Cavalieri fez Galileu concluir que infinito e divisibilidade
sdo ideias incompreensiveis, além de afirmar que classificagdes como “maior”, “menor” ou
“igual” ndo fazem sentido quando comparamos quantidades infinitas (Assis, 2017).

E importante ressaltar que as coordenadas cartesianas estavam sendo introduzidos nesse
periodo historico e que evitamos usar a palavra “funcao” porque esse conceito ainda ndo havia

sido formalizado.
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3.2.2 O Problema das Tangentes

Ao introduzirem as coordenas cartesianas, Descartes (1596 - 1650) e Fermat (1601 -
1665) transformaram problemas geométricos em algébricos, o que resultou na elaboracao de
métodos para se encontrar tangentes de curvas (Roque, 2012, p. 271).

O método desenvolvido por Descartes consistia em encontrar o centro de um circulo
sobre o eixo x que interceptasse a curva dada em apenas um ponto (Roque, 2012). Uma vez
encontrada a circunferéncia e o ponto que esta intercepta a curva, bastava calcular a tangente

da circunferéncia neste ponto especifico, (vide Figura 6).

Figura 6 - Método de Descartes.

0 \ \0.5 1 15 2 2.5} 3

Fonte: Elaborado pelo autor.

Esse método se tornaria dificil para curvas cuja expressao algébrica envolvesse
polindmios com graus maiores do que dois e demais formulas. Logo ¢ um método pouco util
para curvas que tenham equagdes mais complexas (Roque, 2012).

Tendo isso em vista, Fermat apresentou outro método para encontrar o coeficiente
angular da reta tangente. Este método consiste em determinar a subtangente, ou seja, a projecao
no eixo x da parte da tangente que vai do ponto de tangencia P na curva até o ponto de interse¢ao

com o eixo X, no caso o ponto T (vide Figura 7).

Figura 7 - Método de Fermat.

Fonte: Roque, 2012, p. 271
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Assim, a subtangente seria o segmento de reta TQ.

Diferentemente do procedimento de Descartes, esse método pode funcionar para
qualquer curva desde que seja justificado pelo Calculo Infinitesimal que seria desenvolvido
mais tarde (Roque, 2012).

Fermat usou seus métodos para determinar pontos de maximos e minimos das curvas.
Partindo da observagdo de Kepler (1571 — 1630) de que os incrementos das curvas nas
proximidades dos pontos de maximos € minimos se tornam muito pequenas. Fermat procedeu
da seguinte forma para curvas polinomiais da forma y = f(x): ele comparou os valores de f (x)
num ponto, com o de f(x + E) um ponto vizinho. Normalmente esses valores sdao muito
parecidos nas proximidades de um ponto de maximo ou de minimo. Assim, ele igualava esses
valores e dividia tudo por E. Dessa forma quanto menor o valor de E, mais sentido fazia a
equacdo. Logo ele fazia E = 0 e o resultado lhe dava os valores das abscissas dos pontos de

maximos e minimos do polindmio. Esse procedimento equivale ao que fazemos atualmente

para calcular Ilsin% M = 0 (Boyer, 2012).

3.2.3 O Calculo de Leibniz

Inspirado na obra Traité des sinus du quart de cercle (Tratado dos senos do quarto de
circulo), Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) utiliza o método usado por Blaise Pascal
(1623 - 1662) na demonstragdo de resultados sobre quadratura para elaborar suas ideias em
torno do conceito de triangulo caracteristico. Tal conceito ¢ utilizado, de maneira abrangente e
com muita frequéncia, nos trabalhos de Leibniz no intuito de conceber sua teoria do Célculo
Diferencial e integral (Boyer, 2012).

Vamos a um exemplo especifico de como utilizar o método de Leibniz para encontrar a

derivada de uma curva. Seja uma curva de equagio y = x2, (vide Figura 8).

Figura 8 - Tangente a Curva y=x>.

A
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Fonte: Faria, 2018, p. 69.
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. d
Temos que a razdo —i

%. Substituindo (x + dx,y + dy) na expressdo analitica temos
y+dy = (x + dx)? = x? + 2xdx + (dx)>.

dy

Substituindo y = x* temos que dy = 2xdx + (dx)?. Dividindo todo por dx temos que:
dx

= 2x + dx. Logo 2x + dx = % Desprezando dx por considerd-lo muito pequeno, temos
que 2x = 2 Dait =2
t 2

y—0 — y — y — 2xy
x—(x-t) t %

Como a reta tangente passa pelos pontos (x,y) ¢ (x —t,0) = (x—%,O) sua
inclinagdo ¢ dada por m; =

2x (Faria, 2018).

O tridngulo retangulo em que dy e dx seriam os “catetos” ¢ chamado de triangulo
caracteristico.

Quanto ao problema das areas, Leibniz chamou de z a drea sob uma curva, de 0 até um

valor x, e de dz o incremento dessa area resultante do acréscimo dx em x (vide Figura 9).

Figura 9 - A area sob a Curva.

/dy

—>

Fonte: Faria, 2018, p.72

Se desprezarmos a area do triangulo de base dx e altura dy vemos que dz = ydx.

Leibniz imaginava a éarea total z como a soma de varias diferencas dz. Assim o simbolo da
integral surge como uma variagao da letra “S” de soma (Faria, 2018).

zzfydx

Se dividirmos a expressao dz = ydx dos dois lados por dx, ficara muito clara a relagao

entre o problema da tangente ¢ o problema da area encontrada por Leibniz que remete ao
Teorema Fundamental do Célculo.



60

dz
dx
Leibniz recebeu compreensiveis criticas a respeito de seu Calculo Infinitesimal. Isso,
porque era incompreensivel que durante a aplicacdo do método, em algumas ocasides, se
desprezasse alguns termos infinitesimais como se fossem iguais a zero € que, em outras, se

operasse com eles como se fossem nimeros positivos. Muitos criticos relacionaram a expressao

Z—z com a razdo indeterminada g (Roque, 2012).

Apesar dessas criticas, Leibniz deu uma importante contribui¢do na constru¢ao do
. ~ .y day .
conceito de funcdo, ja que um dos argumentos para seus fundamentos era que —_ hao

correspondia a uma razao entre quantidades fixas, mas sim uma relagcdo entre quantidades em
que uma varia em fun¢@o da outra. Ou seja, sempre se faz necessario determinar a variavel a

qual se deve derivar (Roque, 2012).
3.2.4 O Calculo de Newton

Ao contrario de Leibniz que atacou o problema de encontrar a 4rea sob uma curva, Isaac
Newton (1642 — 1727) fez o caminho inverso, ou seja, conhecida uma area z sob uma curva
que vai de 0 a x, ele queria encontrar uma expressao da curva C(x) que correspondesse a essa
area (Faria, 2018).

Vamos supor que a area z sob uma curva determinada, que vai de 0 a x, seja dada pela

. ~ 2 3 . 4
seguinte expressdo: z = - x2. Elevando os dois membros ao quadrado vemos que z% = ;x3

(Faria, 2018). Consideramos os acréscimos h na coordenada x e um retangulo de base h e altura

v, com o valor de v representando a ordenada da imagem de x + h ( Figura 10).

Figura 10 - Area sob uma curva 2.

A

Fonte: Faria, 2018, p.67.
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A 4rea desse retangulo e a area sob a curva que esta dentro desse retdngulo se aproximam

quanto menor h for considerado. Podemos assim, considerar:

2 3
z+hv=§(x+h)2

Ou

(z+hv)* = g(x + h)3

4
z%2 + 2zhv + h?v? = a(x3 + 3x%h + 3xh? + h3).

4
Como z% = ;x3, temos que

4 4 4
2,,2 _ A2 _ 2 _h3
2zhv + h“v —3x h+3xh +9h.

X X .

Desprezando os termos multiplicados por h, por considerar h um valor cada vez menor

e, por isso, considerando v = y, obtemos

2 _te
zy =zx°.

. . o 2 2
Finalmente, isolando y e substituindo z = 3 X2, temos

N

2x? B 2x?

~ 3z .2
3§x

N|

y =X

§=
2

Vol %

Dessa forma, percebe-se que a taxa de variagdo da area sob uma curva, de 0 a x, ¢
exatamente a tangente da curva que descrevia a area inicial. Esse resultado hoje ¢ conhecido
como Teorema Fundamental do Calculo (Faria, 2018).

A motivagao para o método das tangentes de Newton vem de seus estudos de fisica. Ele
imaginava um ponto (x,y) sobre uma curva como um objeto em movimento, onde a curva
representava sua trajetoria. Nessa perspectiva a tangente representa a dire¢do em que uma
particula se desloca num instante de tempo t (Roque; Pitombeira, 2012, p.288).

Ele chamava as varidveis v,x,y e z de quantidades fluentes, enquanto as taxas de
variagdo dessas quantidades com relagdo ao tempo eram chamados de fluxdes e foram

representados por v, x, y, e Z. Para ele, o grande problema do Célculo consistia em, dada uma
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relacdo entre fluentes, encontrar uma relagdo entre seus fluxdes e vice-versa. Dessa forma,
. o . N ~ y
dados dois fluentes x e y, o objetivo ndo seria encontrar seus fluxdes, mas a razao entre eles o

que determinaria a inclinagdo da tangente a curva descrita nas varidveis x ¢ y (Roque;
Pitombeira, 2012, p.288).
Assim, a inclinagdo seria o resultado do quociente da velocidade da particula na dire¢ao

do eixo y com a velocidade da particula na direcdo do eixo x, (vide Figura 11).

Figura 11 - Fluentes e Fluxdes.

i (x+h,y+hQ/P)

X x+h
Fonte: Faria, 2018, p.65.

Se considerarmos um intervalo de tempo infinitamente pequeno, entdo xo e yo sao,
respectivamente, incrementos infinitamente pequenos de x e y. Dessa forma, as coordenadas
do ponto que representa a particula em x + xo, sdo dadas por (x + x0,y + yo). Assim, Newton

substituia essas coordenadas na equacao da curva e fazia analises parecidas com as de Fermat
(Faria, 2018). Na, Figura 11, Xo = he yo = h%.

Newton e Leibniz travaram uma grande rivalidade sobre quem seria o pai do Calculo.

Segundo Faria (2018):

O consenso entre os historiadores hoje é que de fato Newton desenvolveu o Calculo
primeiro, mesmo tendo sido Leibniz o primeiro a publica-lo. E consenso também, que
Newton utilizou uma notacgéo pesada e confusa que dificilmente alguém mais, além
dele mesmo, pudesse ter dominio sobre aquilo naquele momento. Somando a isso, o
isolamento da Inglaterra e a maneira como cada um chegou nos conceitos de derivada
e integral, chega-se no consenso de que Leibniz de fato desenvolveu seu calculo
sozinho. Independente de Newton ter a ideia primeiro, ¢ Leibniz copiado ou nao, ¢
mérito de Leibniz ter publicado seus trabalhos e ter desenvolvido uma notagao clara
para representar os conceitos de derivada e integral. Isso ajudou na difusdo do Célculo
ao ponto que usamos suas notagdes até hoje (p.76).
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Hoje sabe-se que os dois desenvolveram seus trabalhos de modo independente, mas
atribuir a apenas os dois a criagdo do Calculo ndo seria justo com os diversos matematicos que
contribuiram para o desenvolvimento dos conceitos de tal disciplina. (Faria, 2018).

Apesar da eficacia em resolver problemas e das descobertas de Newton de Leibniz, o
Célculo ainda carecia de conceitos fundamentais para se consolidar como disciplina. Esses
conceitos ainda seriam definidos entre os séculos XIII e XIX, gracgas as discussdes a respeito

dos infinitesimais, dos numeros reais, das fungdes e limites (Faria, 2018).

3.3 A IDADE CONTEMPORANEA E A DEFINICAO DE LIMITES

O Marqués Guillaume de L'Hospital (1661-1704) e Colin Maclaurin (1698-1746)
tentaram resolver de maneiras diferentes as controvérsias geradas pelos infinitesimais. O
primeiro tentou postular o uso dos infinitesimais e o segundo resolveu resgatar as
demonstragdes de dupla contradi¢do utilizadas por Arquimedes (287 a.c. — 212 a.c.) (Assis,
2017).

Jean le Rond D" Alambert (1717-1783), ao buscar maior rigor nas demonstragoes, atribui
a “metafisica” do Calculo ao conceito de limite. Assim, ele ndo define mais a derivada como a
relagdo entre duas quantidades infinitesimais, mas sim como o limite de uma relagdo de
quantidade nao nula (Assis, 2017).

Segundo Boyer:

No artigo sobre “Limite” que ele escreveu para a Encyclopédie, ele chamou uma
quantidade o limite de uma segunda quantidade (variavel) se a segunda pode se
aproximar da primeira mais perto que por qualquer quantidade dada (sem coincidir

com ela). A imprecisao nessa defini¢do foi removida nas obras de matematicos do
século dezenove (2012, p.316).

Como a definicao dada por D*Alambert nao foi considerada logicamente precisa, a
elaboragdo do conceito de limite passou a fazer parte dos desafios dos matematicos da época.
A Academia de Ciéncias de Berlim chegou a oferecer um prémio para quem conseguisse tal
feito de modo satisfatorio em 1784 (Assis, 2017).

O movimento conhecido como Aritmetizacdo da Andlise, que buscava fundamentar o
Calculo Diferencial e Integral algebricamente, em detrimento da forma geométrica, contribuiu
bastante para a formulagdo do conceito de limite. Um representante desse movimento,
Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), depois de se desiludir com a tentativa frustrada de
consolidar o Calculo novamente a partir dos infinitésimos, elaborou uma defini¢do

relativamente proxima da que conhecemos atualmente: “Quando valores sucessivos atribuidos
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a uma variavel se aproximam indefinidamente de um valor fixo de modo a acabar diferindo
dele por tdo pouco quanto se queira, este tltimo chama-se o limite dos outros todos” (Boyer,
2012, p.335).

Cauchy, diferentemente dos matematicos anteriores que viam o infinitésimo como um
nimero fixo muito pequeno, definiu-o em termos de varidvel dependente: “Diz-se que uma
quantidade varidvel se torna infinitamente pequena quando seu valor numérico diminui
indefinidamente de modo a convergir ao limite zero” (Boyer, 2012, p.335).

A partir de sua defini¢ao de limite, Cauchy construiu os conceitos de continuidade,
derivadas e integrais, cujas defini¢des sdo parecidas com as usadas hoje em dia. O conceito de
fun¢do ja estava ganhando uma forma consistente.

Para definir a derivada de y = f(x) com relacdo a variavel x, ele adicionava a x um

acréscimo Ax = i e formava a razao

Ay fx+)-f@)
Ax i

Entdo ele definia a derivada f'(x) como o limite deste cociente quando i se aproxima
de zero. Também definiu a diferencial dy de y = f(x) e dy = f'(x)dx, sendo dx uma
quantidade finita (Boyer, 2012).

Quanto a continuidade, afirmou que uma fungdo f(x) é continua se um acréscimo
infinitamente pequeno na variavel x produz um acréscimo infinitamente pequeno, f(x + i) —
f (x) da prépria fungao.

Com relacao a integral, ele o definiu como o limite de uma soma. Dada a particdo P de
[a, b] definida pelos pontos a = xy < x; < *- < x,, = b, a integral definida da fun¢do f(x) no
intervalo x, até x,, ¢ dada pelo limite da soma S,, = (x; — x0)f (xg) + (x3 — x1) f(xq) + -+ +
(xn, — xn—1) f (xn—1) quando os tamanhos dos intervalos x; — x;_; decrescem indefinidamente.
A definicdo de integral que usamos hoje, baseada nas somas superiores e inferiores, ¢ conhecida
como integral de Riemann porque Bernard Riemann foi quem determinou as condi¢des
necessarias para que uma funcao limitada seja considerada integravel alguns anos mais tarde
(Boyer, 2012, p. 391).

Como Cauchy definiu a integral e a derivada de forma independente ele precisava
demonstrar a relagdo entre esses conceitos, ou seja, demonstrar que dado f:[a,b] — R,

continua, derivavel e com derivada continua, entdo
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b
f F1Gdx = F(b) - f(a).

a

Para isso ele usou o Teorema do Valor Médio: “Se f (x) € continua no intervalo fechado
[a, b] e derivavel no intervalo aberto (a, b), entdo existira algum valor x, talque a < xo < b e
f(b) — f(a) = (b —a)f'(xy)” (Boyer, 2012, p.336).

Considerando a particio P do intervalo [a,b]. Verifica-se que f(b) — f(a) =

h=1lf (xx) — f(xk—1)]. Usando o Teorema do Valor Intermediario em cada um dos
subintervalos da particdo, temos que f(b)— f(a) = Xr=1[f (xx) — f(xp_1)] (e —
Xx—1)f'(x.). Considerando o limite quando max(x;, —x,_,) = 0, obtemos
[7 f'(x)dx = f(b) — f(a) (Medeiros, 2008).

Pode-se perceber que as defini¢des e os resultados encontrados por Cauchy sdo muito
semelhantes ao que trabalhamos hoje em dia. Porém, essa Teoria de Limites se baseava na
no¢ao intuitiva de nimeros reais que ainda ndo tinha sido desenvolvida com o rigor necessario
(Assis, 2017).

Muitos dos problemas oriundos das definicdes de Cauchy foram sanados por Karl
Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897). Adepto do movimento da Aritmetizacao da
Analise, ele ¢ considerado o criador da defini¢do rigorosa de limites por meio dos épsilons e
deltas (Assis, 2017, p.22).

Weierstrass defendeu a necessidade de se construir de forma rigorosa o conjunto de
numeros reais. Gragas aos trabalhos de Richard Dedekind (1831-1916) e Giuseppe Peano
(1858-1932) ¢ que se conseguiu mostrar que o sistema de nimeros reais poderia ser deduzido
a partir de um conjunto de postulados chamados de “Axiomas de Peano” e “Cortes de
Dedekind”. Esses postulados permitiram a demonstracao rigorosa e algébrica dos teoremas de
limites (Assis, 2017, p.22).

Coube a Heine (1821-1881), aluno de Weierstrass formular em 1872 a defini¢cao formal
de limite de fungdes de uma varidvel que ¢ utilizada até hoje:

“Sejam I € R um intervalo, x, € I ¢ I\{x,} = R uma funcdo dada. Dizemos que f(x)

tem limite L quando x tende a x, e denotamos lim f(x) = L, se para cada € > 0 dado, existir
X—Xg

umd >0talque xg €Ele0 < |x—x5| <6 =|f(x)—L| <€’ (ASSIS, 2017, p. 22).
A partir desse momento, estavam definidos os principais conceitos do Calculo.
Ao conhecer a trajetoria percorrida pelos matematicos ao longo do tempo para conceber

os conceitos do Célculo, percebemos que, além da inversdao da ordem em que os conceitos
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surgiram, as abordagens dos livros e cursos de Célculo, geralmente, também invertem a ordem
historica do aparecimento do conceito de limites. Como vimos, o célculo de limites ja era
realizado por Cavalieri, Descartes, Fermat, Leibniz e Newton, antes mesmo de surgir a famosa
defini¢do por épsilons e deltas, o que s6 aconteceria no final do século XIX.

Diante disso surgem os seguintes questionamentos: porque os estudantes de Célculo
precisam conhecer a defini¢do epslonica de limites antes de aprender a calcula-los ja que os
antigos matematicos os resolviam antes mesmo do surgimento da definigdo? sera que algum
livro de Célculo trabalha com o calculo de limites antes de defini-los?

Vemos adiante.
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4. FUNDAMENTACAO TEORICA

“Teorias sdo redes; somente aqueles que as

lancam pescardo alguma coisa.”

Novalis'®

A analogia de que as teorias cientificas sdo como redes de pescadores, resgatada por
Popper (1968) e explorada por Alves (1981), ¢ muito bem-vinda para que possamos entender
um pouco da importancia da fundamentagao teorica para o trabalho cientifico.

Assim como a rede ¢ um artefato pelo qual o pescador se serve para capturar peixes da
imensiddo do mar, a teoria € o instrumento de trabalho do pesquisador. Este tem como objetivo
utiliza-lo para “pescar” conhecimentos na complexa realidade em que vive.

Cabe ressaltar que tanto as redes quanto as teorias nao surgem do nada, elas precisam
ser construidas. Para construir seu instrumento o pescador usa fios enquanto o cientista usa

palavras.

Segundo Alves (1981):

Teorias sdo enunciados acerca do comportamento dos objetos do interesse do
cientista. Dai termos teorias relativas ao universo, aos atomos, as combinag¢des entre
os clementos, a vida, a sociedade, as emogdes, a educacdo: cada uma delas ¢ um
conjunto de conhecimentos acerca dos habitos comportamentais das entidades a serem
cacadas, sem o que o cientista nao podera preparar-lhes armadilhas. Um cientista ¢
uma pessoa que sabe usar as redes tedricas para apanhar as entidades que lhe
interessam (p.77).

Dessa forma, quando um pescador deseja peixes grandes ndo faz sentido ele usar uma
rede que traz tudo. Assim como hé redes adequadas para determinado tipo de pesca, também
ha teorias adequadas para o tipo de conhecimento que se extrair da realidade.

Enquanto a psicologia tradicional, por exemplo, ignorava lapsos, sonhos e
comportamentos psicoticos, Freud elaborou uma nova teoria para estuda-los, pois o arcabougo
tedrico existente ndo dava mais conta de extrair esse tipo de conhecimento, ja que ndo foi
concebida para isso (Alves, 1981).

Dessa forma, ¢ de suma importdncia para o pesquisador langar mao de uma
fundamentagdo tedrica consistente e que esteja em consonancia com os objetivos de sua

investigacao.

In: POPPER, Karl. The Logic of Scientific Discovery. Nova York, Harper & Row, 1968.p.22.



68

Para este trabalho, langcamos mao do referencial metodologico de pesquisa da
Hermenéutica da Profundidade proposto por Jonh B. Thompson em seu livro “Ideologia e
Cultura Moderna” de 1981, pois ele trabalha com aspectos que transcendem a analise formal
do contetdo dos livros didaticos, incorporando também aspectos socio-historicos de sua
produgdo.

Para Schubring (2018a) ignorar os aspectos socio-histéricos que envolvem uma obra se
constitui num sério problema para quem deseja estuda-la. Sobre a analise de livros-textos de
Matematica, especificamente, ele afirma:

Reconhecidamente, pode ser considerado suficiente, em geral, analisar um livro-texto
isolado, de uma maneira simplesmente interna, isto ¢, avaliar sua estrutura interna.
Nenhum historiador sério, contudo, ficara satisfeito com tais dados descritos; ao
contrario, estara resolvido a julgar essa estrutura e as conexdes internas estabelecidas,

e a situar o autor e sua obra no contexto do desenvolvimento da matematica
(Schubring, 2018a, local. 312-319).

Assim, a HP, nos pareceu uma abordagem viavel, consistente e que apresenta uma
grande preocupacao com o estudo do contexto da obra, que ¢ aspecto fundamental para o
alcance dos objetivos dessa investigacao.

Tal abordagem foi utilizada como suporte tedrico para outros métodos que foram
aplicados nessa pesquisa. O proprio Thompson (1981) abre espaco para que se trabalhe a HP
em conjunto com outras metodologias de investigagao:

Dentro de cada fase do enfoque da HP, uma variedade de métodos de pesquisa podem
estar a disposi¢do, e alguns métodos podem ser mais adequados que outros,

dependendo do objetivo especifico de analise e das circunstancias especificas da
investigagdo (p.366).

Dessa forma, utilizamos, dentro da HP, alguns referenciais tedricos especificos para
subsidiar a analise em cada etapa. A HP ¢ uma metodologia de pesquisa que abrange diversos
aspectos do objeto de investigacdo, e por isso compreende trés fases: a analise socio-historica,
a andlise formal e a interpretacao/reinterpretacao.

Para a analise socio-historica dos livros analisados neste trabalho, buscamos
fundamentagao na Analise Historica dos Livros de Matematica proposta por Gert Schumbring
e nos Estudos dos Paratextos Editoriais elaborados por Gérard Genette. J4 para a anélise formal
lancamos mao da Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica de Raymond Duval.

A maneira como estas teorias se relacionam neste trabalho esta representada na Figura

12:
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Figura 12 - Estratégia Metodologica de pesquisa.
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FORMAL
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DOS LIVROS DE
MATEMATICA

Fonte: Elaborado pelo autor.

A seguir apresentamos uma breve explanagdo sobre cada um desses aportes teoricos.
Iniciamos a apresentacdo por uma breve revisao histdrica sobre a Hermenéutica, os principais

conceitos da HP e como ela se articulard com os demais métodos utilizados nesse estudo.

4.1. HERMENEUTICA DA PROFUNDIDADE

Iniciamos a apresentagao sobre a HP fazendo uma breve revisdo histérica do conceito
de Hermenéutica, da origem do termo a apresentagdo dos pensadores que mais contribuiram
para o desenvolvimento desta filosofia/metodologia de pesquisa, € em seguida expomos os

principais conceitos da Hermenéutica de John B. Thompson.

4.1.1. Historia da Hermenéutica

“Hermenéutica” ¢ uma palavra de origem grega referente ao deus mitoldogico Hermes
que tinha como principal funcao transmitir mensagens dos deuses gregos aos homens. Essa
palavra adquiriu novo significado com o passar do tempo: a arte da interpretacao de textos
sagrados. Ao interpretar textos sagrados, o tradutor estaria cumprindo exatamente a mesma
funcao de Hermes.

Sobre a origem da palavra, Palmer (1996) afirma que:

A palavra grega hermeios referia-se ao sacerdote do oraculo de Delfos. Esta palavra,
o verbo hermeneuein e o substantivo hermeneia, mais comum, remetem para o deus-

mensageiro-alado Hermes, de cujo nome as palavras aparentemente derivaram (ou
vice-versa?). E é muito significativo que Hermes se associe a uma fun¢do de
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transmuta¢do — transformar tudo aquilo que ultrapassa a compreensdo humana em
algo que essa inteligéncia consiga compreender. As varias formas da palavra sugerem
o processo de trazer uma situagdo ou uma coisa, da inteligibilidade a compreensao.
Os Gregos atribuiam a Hermes a descoberta da linguagem e da escrita — as ferramentas
que a compreensdo humana utiliza para chegar ao significado das coisas ¢ para o
transmitir aos outros (p.23).

Ainda segundo Palmer (1996), a palavra “Hermenéutica” tinha trés significados
diferentes: exprimir em voz alta (dizer), explicar uma situacdo ou de traduzir de uma lingua
estrangeira. Em lingua portuguesa essas orientagcdes podem ser expressas semanticamente ao
verbo “interpretar”.

A principio a arte de interpretar se destacou em trés areas especificas: a hermenéutica
religiosa, que interpreta textos sagrados; a juridica, que interpreta leis, € a de textos antigos
(muito utilizado durante a renascenga para resgatar os textos classicos da antiguidade). Com o
passar do tempo a Hermenéutica passou, aos poucos, a ser aplicada em textos de diversas areas
do conhecimento, o que contribuiu para o surgimento de varias teorias e técnicas associadas a
arte de interpretar (Ferraz; Lopes; Back, 2017).

Houve, com o passar dos anos, uma grande mudanga de perspectiva com relagdo aos
objetivos da Hermenéutica. O objetivo inicial era conceber a forma correta de interpretar as
escrituras sagradas ou as leis, ou seja, partia-se do principio de que havia apenas uma maneira
de interpretar e que outras formas seriam incorretas. Historicamente, paradigmas foram
quebrados e, aos poucos, passou-se a aceitar outros pontos de vista no que se refere a
interpretacdo. Essa ruptura de perspectiva da Hermenéutica ¢ destacada por Oliveira, Andrade

e Silva (2013):

A tradigdo hermenéutica remonta as primeiras tentativas, ainda na Antiguidade, de
interpretar textos sagrados e leis. Aquela época, e ainda por muito tempo, a intengio
das chamadas teorias ou abordagens hermenéuticas era eliminar a duplicidade de
interpretacdes. Assim, criam-se regras de leitura e elaboracdo textual que
supostamente fixavam uma forma correta, Unica, univoca de interpretacao. [...] essa
tentativa fracassou de forma tal que as hermenéuticas contemporaneas nao apenas
abandonaram essa busca a interpretagdo univoca como se ocupam, agora, de defender
a potencialidade da multiplicidade de interpretacdes para compreendermos textos,
“criando mundos” com as interpretagdes (p. 121).

Assim, se estabeleceu duas formas de abordar a Hermenéutica historicamente. A
primeira esta relacionada a um aspecto normativo ou metddico, enquanto a outra diz respeito a
uma hermenéutica filoséfica, onde a interpretacdo faz parte da esséncia humana (Mondini,
2016).

Friedrich Schleiermacher (1768-1834) e Wilhelm Dilthey (1833-1911) foram dois
pensadores que se destacaram no intuido de estabelecer a Hermenéutica como uma metodologia

de investigagao.
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Com o proposito de se estabelecer uma teoria geral da interpretacdo, Schleiermacher
parte da premissa de que a compreensdo segue o processo inverso da composi¢cdo. Para ele,
compreender significa voltar a experimentar os processos mentais do autor do texto, partindo
da expressdo acabada e retornando ao pensamento de quem produziu. Dessa maneira, a
interpretacao ¢ dividida em dois momentos: a Hermenéutica Gramatical, que esta relacionada
a linguagem e significados explicitos do texto, e a Hermenéutica Psicoldgica, que busca a
maneira que o autor pensa o texto, ou seja, inclui a vida psiquica do autor (Palmer, 1996).

Dilthey, por sua vez, vé na Hermenéutica o fundamento para todas as ciéncias humanas,
caracterizada por ele como disciplina que interpreta a vida interior do homem. Dessa forma o
conceito de objeto de estudo da Hermenéutica ¢ expandido para quaisquer expressdes que
possam ser compreendidas como, gestos, obras de arte etc. O objetivo era fugir da tentacao
positivista de utilizar métodos das ci€ncias naturais nas ciéncias humanas e, para isso, Dilthey
precisava apresentar métodos para alcangar uma interpretagdo objetivamente valida das
expressoes da vida interior, determinando a experiéncia concreta como o Unico ponto de partida
das ciéncias humanas (Palmer, 1996).

Sobre a Hermenéutica Filoséfica, Hans-Georg Gadamer (1900-2002) e Martin
Heidegger (1989-1976) contestaram a concepcdo de hermenéutica como método de
investigagdo. Sobre os trabalhos de Heidegger e Gadamer, Mondini (2016) afirma que eles: “[...]
expdem a hermenéutica como abertura mundana, portanto histdrica, social e cultural, na qual o
ato de compreender ¢ entendido como constitutivo dos seres humanos, uma vez que ao existir
compreende-se a si e a sua obra cultural” (p. 2).

Assim, Heidegger concebeu em sua Hermenéutica Fenomenoldgica que a compreensao
¢ o principio da existéncia humana. Dessa forma, a arte de interpretar passa a fazer parte de
uma discussao ontologica, cujo debate filosofico passa a abordar as condigdes que tornam a
compreensao possivel.

Apesar de ndo negar a importancia do método como rigor de investigacdo, Gadamer,
partindo dos trabalhos de Heidegger, desconstréi a ideia de busca da verdade por meio de um
unico método. Segundo ele a verdade nao ¢ alcancada metodicamente, mas estruturada
dialeticamente numa fusdo de horizontes em que estd presente toda uma tradicao historica
contida na producdo humana, num movimento que ndo ¢ nem objetivo, nem subjetivo, mas
intersubjetivo (Mondini, 2016).

Assim, ao defender a Hermenéutica como uma experiéncia universal, Gadamer atribui
essa universalidade a linguagem, pois, ¢ a linguagem que permite ao individuo a compreensao.

Dessa forma, o pré-requisito universal para a interpretacdo ¢ o dominio de alguma linguagem.
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Jirgen Habermas (1929- atualmente) contesta fortemente essa universalidade
linguistica. Ele apresenta dois aspectos ignorados por Gadamer: que a linguagem ¢ uma forma
de dominagao social e que ela pode ser afetada por fatores subconscientes que podem distorcé-
la profundamente. No primeiro caso, ele sugere que, ao invés de hermenéutica, deveria se falar
em criticas de ideologias; ja no segundo caso deveriamos substituir a Hermenéutica por uma
Hermenéutica da Profundidade (Negru, 2014).

Dessa forma, para Habermas dominar uma linguagem nao seria um pré-requisito para
compreensdo, pois esta pode ser distorcida, seja por psicopatologias, seja sistematicamente
pelas ideologias e processos sociais de dominagdo e poder. Assim, Habermas ndo nega a
Hermenéutica Filosofica, mas a critica por entender que ela ndo abre espago para reflexdes
sobre as distor¢des ocorridas na comunicac¢ao em decorréncia de uma estrutura social vigente.

Para Habermas, a psicanalise estd para a compreensao das neuroses que se manifestam
pela linguagem, assim como a HP estd para as distor¢des da comunicagdo provocadas
ideologicamente.

Paul Ricoeur (1913 — 2005) tenta conciliar as ideias de Gadamer e Habermas,
trabalhando a concepg¢do de que a Hermenéutica pode oferecer tanto uma reflexdo metodolédgica
quanto uma reflexdo filosofica sobre o ser. Dessa forma, ele associa a Hermenéutica da
Profundidade ao aspecto metodoldgico de pesquisa (Ferraz; Lopes; Back, 2017).

Por sua vez, John B. Thompson (1951- presente), influenciado por Ricoeur, sistematiza
sua HP, aliando o aspecto metodologico de um estudo formal do objeto de pesquisa, com uma
preocupacdo com o contexto historico e social em que este objeto ¢ produzido, transmitido e
apropriado, aproximando, dessa maneira, uma metodologia de investigacdo de predominancia
fenomenoldgica de uma concepgao histdrico-critica. Na uma representagdo da linha do tempo
dos autores responsaveis pelo desenvolvimento das concepgdes de hermenéutica e suas

principais obras.



Figura 13 - Linha do tempo da Hermenéutica.
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Fonte: Elaborado pelo autor!!

A seguir apresentamos os principais conceitos da Hermenéutica da Profundidade,
metodologia defendida por Thompson, que servira de arcabougo tedrico para o presente

trabalho.

4.1.2. Hermenéutica da Profundidade

O conceito mais importante da HP ¢ o de formas simbolicas. Estas sdo “construgdes
significativas que exigem interpretacao. Sao acdes, falas, textos que, por serem, construgdes
significativas, podem ser compreendidas” (Thompson, 2011, p. 357). Devem ser entendidas
como tudo que pode ser interpretado e compreendido, e sdo, portanto, os objetos de estudo da

HP, no caso dessa pesquisa, sdo os livros de Calculo.

! Fonte da fotografia de Friedrich Schleiermacher: https:/pt.wikipedia.org/wiki/Friedrich Schleiermacher.
Fonte da fotografia de Wilhelm Dilthey: https://pt.wikipedia.org/wiki/Hermen%C3%A Autica

Fonte da fotografia de Martin Heidegger https://www.todamateria.com.br/martin-heidegger/;

Fonte da fotografia de Hans-Georg Gadamer http://frasesdofilosofo.blogspot.com/2013/03/frases-do-filosofo-
hans-georg-gadamer.html;

Fonte da fotografia de Jiirgen Habermas:
https://brasil.elpais.com/brasil/2018/04/25/eps/1524679056_056165.html;

Fonte da fotografia de Paul Ricoeur: https://gaia-nefelibata.webnode.com/o-si-mesmo/;

Fonte da fotografia de John B. Thompson: https://veja.abril.com.br/tecnologia/futuro-do-livro-ainda-esta-por-
ser-escrito-diz-john-b-thompson/.

Fonte da fotografia do pé alado: https://pt.vector.me/browse/sports. Todas as fontes visitadas em 22/11/2021.
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Assim, as formas simbolicas apresentam caracteristicas de grande importancia para uma
investigacdo socio-histérica. Primeiramente elas ja sdo pré-interpretadas. Isso se deve a
concepcdo de que a interpretacdo ¢ algo inerente ao ser humano e, por isso, os sujeitos que
compde o campo sujeito-objeto sdo capazes de refletir e agir de acordo com essa compreensao,
atribuindo a Hermenéutica um carater potencial transformador da sociedade, ja que o produto
dessa andlise sera interpretado novamente por sujeitos que compreendem e agem no mundo
social.

Outro aspecto relevante das formas simbolicas ¢ que os sujeitos que as produzem e as
recebem estdo inseridos em tradigdes historicas, ou seja, envoltos em um conjunto de costumes,
valores e visdes de mundo construidos historicamente. Por isso a importancia de estudar as
condigdes sociais e historicas da producdo da forma simbolica para uma compreensao mais
completa sobre ela.

Assim, o estudo das formas simbolicas proposto por Thompson (2011) ¢ dividido em
trés fases (a andlise soOcio histérica, a andlise formal ou discursiva e a
interpretagdo/reinterpretagao) que sao precedidas por uma etapa preliminar chamada de

interpretagdo da Doxa. As etapas da HP, que estdo representadas na Figura 14.

Figura 14 - Etapas da Hermenéutica da Profundidade.
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12 Fonte da fotografia de Hermes: https://www.tudodesenhos.com/mitologia-grega; site visitado em 22/11/2021.
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A seguir descrevemos cada uma das fases que compde o referencial da HP proposta por

Thompson, comegando pela fase preliminar.

4.1.2.1. A Interpretagao da Doxa

“Doxa” ¢ uma palavra grega que significa opinido ou crencga de um grupo social (Silva,
2016), e consiste no estudo sobre o impacto da forma simbolica no cotidiano das pessoas
(Thompson, 2011). Ela se refere a Hermenéutica do cotidiano e tem como objetivo investigar
a maneira como a forma simboélica ¢ compreendida e interpretada pelas pessoas que as
produzem e as recebem em seu dia a dia. Segundo Thompson este ¢ “Um ponto de partida

primordial e inevitavel do enfoque da HP” (2011, p.363).

4.1.2.2. A Analise Socio Historica

A primeira etapa de fato da HP ¢ analise socio-historica, que tem como grande objetivo
“reconstruir as condigdes sociais e historicas de producao, circulagcdo e recepcao das formas
simbdlicas” (Thompson, 2011, p.366). Para que isso aconteca, se faz necessario identificar e
descrever as situagdes espagos-temporais em que as formas simbolicas foram produzidas e
recebidas. Se faz relevante também analisar os campos de interacdo, que devem ser
interpretados como um conjunto de posicdes e trajetdrias que determinam as relagdes entre
pessoas e as oportunidades acessiveis a elas.

Outro estudo que pode ser feito nessa etapa € a analise do conjunto de institui¢cdes sociais
envolvidas na producdo e recep¢ao da forma simbolica. Tais instituicdes possuem suas regras
e recursos que influenciam ou determinam os campos de interagdao. Além disso, a estrutura da
sociedade em que a forma simbdlica estéd inserida também ¢ estudada pela HP. Este estudo se
refere as assimetrias e diferencas relativamente estaveis que caracterizam as institui¢des sociais
e os campos de interacdo, ou seja, analisa as manifestacdes das desigualdades sociais (sejam
elas de género, renda, poder etc.) e como elas influenciam o acesso a oportunidades. Assim,
busca-se estabelecer critérios, categorias e principios que estabelecem os aspectos durdveis das
diferengas sociais. Por fim, um ultimo aspecto que pode ser analisado nesta etapa se refere aos
meios técnicos de construgdo e transmissdo de mensagens (Thompson, 2011).

Sobre a analise do contexto de uma obra Schubring (2018a) afirma: “Essa abordagem ¢

melhor, visto que “o0” autor de um livro-texto usualmente consiste em um grupo muito maior
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que o indicado pelos nomes na folha de rosto; o autor mencionado representa uma
“coletividade” ampliada de colaboradores” (local. 338).

Especificamente, sobre os livros didaticos de Matematica, Schubring (2018a) assinala
que a falta de padrao a respeito da Matematica ensinada impede a avaliacdo apenas interna dos
livros-textos. Segundo ele: “[...] ja que ndo existe qualquer acesso direto a uma interpretacao
interna imediata de um textbook, ¢ imperioso analisd-lo como parte de um contexto social mais
amplo, como o da produ¢do de conhecimento pela comunidade cientifica em geral” (Schubring,
2018a, local. 338).

Assim, a andlise socio-historica se mostra imprescindivel na medida em que percebemos
um livro como produto histdrico, de carater coletivo, concebido por diversas institui¢des,
resultado de demandas sociais e que existe dentro de um amplo contexto que nao pode ser

ignorado.

4.1.2.3. A Analise Formal

A segunda etapa ¢ a andlise formal. Ela estuda os aspectos internos das formas
simbolicas, sua organizacao, estrutura, padrdes e relacdes. Nessa etapa o pesquisador realiza o
estudo de importantes elementos estruturais das formas simbolicas.

A analise semidtica ¢ um exemplo de um desses estudos. Nesse tipo de investigacao se
estuda os elementos que compde a forma simbodlica, ou o signo, as relagdes entre esses
elementos e o sistema mais amplo do qual ela faz parte. Pode ser feita também uma analise
sintatica, que se ocupa das regras praticas da comunicacdo e dos aspectos individuais
identificados na andlise semidtica, bem como uma andlise de conversacdo, que estuda as
instancias de interacdo linguisticas nas situagdes em que elas ocorrem. Além desses
procedimentos, faz parte do arcabouco tedrico da analise formal, a analise narrativa, em que o
pesquisador se preocupa com a forma como a historia ¢ contada, e a analise argumentativa, que
diz respeito a coeréncia interna do texto e a estrutura argumentativa da obra (Thompson, 2001).

A analise formal compreende elementos internos dos mais variados, incluindo também
os paratextos editoriais. Segundo Alvarenga e Paixao (2017):

Quando nos referimos a apreciacdo de um livro didatico, durante a analise formal,
podemos considerar, além da sequéncia e do modo com que os contetidos sdo
apresentados, a metodologia utilizada pelo autor, o nivel de ensino para o qual o livro

foi produzido e, sempre que possivel, os elementos adicionais, ou seja, 0s paratextos
que compdem a obra (p.159).
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No presente trabalho, a andlise formal ¢ realizada principalmente por meio do estudo
das defini¢des de fungdes e limites apresentadas nas obras, pela analise narrativa e pelo estudo
dos registros de representacdo semiotica presentes no texto € nos exercicios propostos nos

livros.

4.1.2.4. A Interpretagdo/reinterpretagcdo

A ultima etapa da HP ¢ a interpretacao/reinterpretacdo que corresponde a construcao
criativa de significado, ou seja, uma interpretacdo do que ¢ dito. Essa fase se relaciona com o
aspecto referencial da forma simbolica, ou seja, a atribuicdo de sentido. Ela consiste na
producdo de uma sintese interpretativa e, por isso, transcende a analise sdcio historica e formal
do objeto de investigacao.

E um movimento de pensamento que complementa a analise formal e a analise socio-
historica, pois enquanto nessas fases o objeto de estudo ¢ quebrado, dividido e desconstruido,
a interpretagdo/reinterpretagao procede a um movimento de sintese. O termo “reinterpretagdo”
diz respeito ao fato de que as formas simbdlicas ja sdo pré-interpretadas pelos sujeitos que
compde o mundo socio historico (Thompson, 2001).

Na Figura 15 apresentamos etapas e métodos que englobam a HP.

Figura 15 - Formas de Investigagdo da Hermenéutica da Profundidade.
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Fonte: Thompson, 2001, p. 365.
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Assim, a HP ¢ um referencial metodoldgico de pesquisa que inclui uma gama de
procedimentos, constituido em etapas que ndo necessariamente devem ser seguidas na ordem
em que aparece na . Os métodos sugeridos podem ser adaptados, e até suprimidos, de modo a
atender aos objetivos pretendidos pelo pesquisador.

Na investigacdo aqui apresentada, a HP sera utilizada como um referencial tedrico
organizador, que serd combinado a outros métodos e teorias, como a Andlise Historica de Livros
de Matematica, o estudo de Paratextos Editorias e a TRRS. A seguir mostramos um resumo

dessas teorias.

4.2. ANALISE HISTORICA DOS LIVROS DE MATEMATICA

O matematico e pesquisador em Historia da Matematica alemao Gert Schubring ¢ um
dos grandes defensores do estudo do contexto socio-historico na andlise de livros didaticos de
Matematica. Para ele o texto s6 pode ser interpretado adequadamente junto com seu contexto
(Schubring, 2018a).

Assim, para ele o conhecimento do contexto da producdo da obra pode alargar a
interpretacdo do texto e reconstruir seu significado. Por isso sua andalise hermenéutica comporta
interpretagdes e analises socioculturais.

A analise proposta por ele ¢ composta por trés dimensdes. A primeira compreende a
analise das mudangas ocorridas nas varias edi¢oes de um livro escolhido, caso este tenha sido
reeditado.

Sobre essa primeira dimensdo Silva (2015) relata:

Livros didaticos que tiveram variadas reedi¢gdes nem sempre mantiveram-se fiéis a
primeira edi¢@o. O contrario ¢ a regra. As edi¢des modificam e alteram o texto, quer
seja mediante corregdes (ortograficos, de contetidos), supressdo ou atualizacdo de

conteudos, de edigdes de texto, insercao de imagens, mudancas na apresentagdo ou na
orientagdo metodolégica etc. (p. 385).

Muitas vezes essas modificacdes sdo tdo profundas que ¢ possivel constatar
transformagdes nas concepgdes didatico-pedagogicas do autor, como concluiu o proprio
Schubring em seu estudo sobre uma série de livros de Silvestre-Francois Lacroix (1765 — 1843)
(Silva, 2015).

Ainda sobre essa dimensao, Choppin (2004) chama a atencdo sobre a grande dificuldade
do pesquisador em ter acesso aos arquivos das editoras de livros didaticos, pois estas
dificilmente abrem seus arquivos para o publico. Ele também aponta para uma grande melhoria

futura nesse aspecto se a tendéncia dos editores em disponibilizarem seus arquivos ao publico
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se confirmar e se a constituicdo de instrumentos de pesquisas prosseguir no ritmo atual,
permitindo andlises quantitativas e comparativas.

A segunda dimensao compreendida pela metodologia de pesquisa de Schubring consiste
em estudar mudangas em outras obras pertencentes ao mesmo tema do livro escolhido
(Schubring, 2018b).

Essa dimensdo permite ao pesquisador fazer comparagdes sobre diferentes livros de um
mesmo tema. Provavelmente foi por meio dessa dimensdo que Schubring identificou que
muitos conhecimentos de Etienne Bezout (1730 — 1783) foram apropriados nos livros de
Sylvestre Lacroix (1765 — 1843). A experiéncia de Schubring fez com que ele percebesse que
era uma pratica comum da época copiar textos de outros autores sem dar o devido crédito (Silva,
2015). Acreditamos que nosso trabalho cumpre o objetivo dessa etapa, tendo em vista que
estudamos a abordagem de limites em trés livros diferentes.

A terceira dimensao esta relacionada a alteracdes nos livros didaticos provocados pelas
mudangas de contexto: varia¢des curriculares, na legislacdo, debates pedagdgicos, evolucao na
Matematica, transformagdes epistemologicas etc. (Schubring, 2018b).

Schumbring chama a atengdo para o fato de as mudancas ocorridas nas edi¢cdes dos
livros podem ser provocadas por fatores externos a mente do autor. Sobre isso ele exemplifica:

Um tultimo exemplo da influéncia do contexto na producgdo de livros-texto € que
alteracdes do texto em edicdes sucessivas ndo sdo necessariamente devidas ao
discernimento de seu autor oficial, que nos mostram sinais de seu proprio
desenvolvimento cognitivo, mas podem igualmente ter sido provocadas por pressdes
sociais (ver por exemplo as mudangas abruptas nos livros didaticos depois dos

protestos dos pais contra a teoria dos conjuntos para alunos da escola primaria)
(Schubring, 2018a, local. 351).

No que se refere ao nosso trabalho, estudamos o contexto a que se refere a analise sdcio-
histérica por meio da investigacdo da biografia dos autores dos livros pesquisados, bem como,
da andlise do prefacio dessas obras.

E importante ressaltar que ha claramente uma diferenca entre a concepg¢io hermenéutica
de Schubring e de Thompson. O primeiro segue uma linha mais tradicional sobre a ciéncia da
interpretagdo, tendo como mentor o filésofo alemao Friedrich August Wolf (1759 — 1824).
Schubring afirma claramente que o objetivo da hermenéutica ¢ “reconstruir o pensamento do
outro, € ndo se restringir a uma interpretacao pessoal” (Schubring, 2018b, p. 200). Ou seja, para
ele s6 ha uma interpretacao possivel que ¢ a intencao do autor da obra. Dessa forma a missao
do hermeneuta ¢ reconstruir pensamento do autor do livro.

Esse posicionamento vai, evidentemente, de encontro ao posicionamento de Thompson

que define a fase de interpretacdo/reinterpretacdo como uma “construcdo criativa de
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significado” (Thompson, 2011). Assim, para Thompson a interpretacdo de uma obra segue a
ideia de Gadamer de fusdo de horizontes, onde o significado surge da interagdo entre as
vivéncias do leitor e do autor.

Assim, embora esses autores tenham posicionamentos divergentes com relagdo ao
objetivo da hermenéutica, optamos por seguir as indica¢des de Schubring como subsidio da
analise socio-historica dos livros, etapa do arcabougo tedrico construido por Thompson, por
acreditarmos que este conhecimento complementa de maneira eficaz as demais analises

realizadas nesse trabalho.

4.3.ESTUDOS DOS PARATEXTOS EDITORIAIS

Um importante subsidio que foi utilizado nesse trabalho, diz respeito ao arcabougo
teorico construido pelo critico e tedrico de literatura francés Gérard Genette, conhecido como
estudo dos paratextos editoriais.

Comecamos a entender o que ¢ um paratexto editorial quando Genette (2009) define o
que ¢ um livro. Resumidamente, para ele uma obra literdria seria essencialmente um texto.
Porém:

[...] Esse texto nunca se apresenta em estado nu, sem o refor¢o e o acompanhamento
de certo nimero de produgdes, verbais ou ndo, como nome de autor, um titulo, um
prefacio, ilustragdes, que nunca sabemos se devemos ou nao considerar parte dele,
mas que em todo caso o cercam e o prolongam, exatamente para apresenta-lo, no
sentido habitual do verbo, mas também em seu sentido mais forte: para torna-lo

presente, para garantir sua presenga no mundo, sua “recep¢do” e seu consumo, sob a
forma, pelo menos hoje, de um livro (Genette, 2009, p.09).

Assim, poderiamos dizer que estes elementos que fazem parte da obra, mas que estao
além do texto propriamente dito, como: titulo, capa, contracapa, ilustragdes etc. seriam
paratextos editoriais. Em outras palavras: “[...] € por meio do paratexto que o texto deixa de ser
um texto bruto e passa a ser um livro” (Andrade, 2012, p. 46).

Os paratextos “dizem” muito sobre o livro. Informacgdes sobre o autor, época da
produgdo e apropriagdo estdo presentes nos elementos paratextuais e podem ser muito uteis para
compreender intengdes dos responsaveis pela obra. Por isso o objetivo da analise paratextual ¢
compreender a razdo dos autores, ou editores, de mobilizar esses elementos que estdo ao redor
do “texto” (Andrade, 2012).

Na nossa pesquisa analisamos com mais cuidado o prefacio dos livros de Calculo.
Andrade (2012) entende o prefacio como um texto preliminar, inicial, que pode ser escrito pelo

autor ou por outra pessoa. Essa concepgao € mais restrita que a de Genette (2009) que define o
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prefacio como “toda espécie de texto limiar (preliminar ou poés-liminar), autoral ou alégrafo,
que consiste num discurso produzido a propdsito do texto que segue ou antecede. Assim, o
‘posfacio’ serd considerado uma variedade de prefacio” (p. 145).

Como as obras analisadas nesse trabalho somente apresentam prefacios no sentido
restrito da palavra, ndo havera problemas em adotarmos uma ou outra concepgdo. O mais
relevante aqui ¢ discutir a fun¢do do preféacio original. Sobre isso, Genette (2009) afirma: “As
fungdes prefaciais diferem conforme os tipos de prefacio. Esses tipos funcionais parecem-me
no essencial determinados, ao mesmo tempo, por consideracdes de lugar, de momento e de
natureza do destinador” (p. 175).

Assim, levamos em consideragdo principalmente trés aspectos fundamentais:
informacdes sobre as circunstancias de origem da obra; sobre o seu publico-alvo; bem como,
sobre as intengdes do autor, ou seja, o que ele promete ser encontrado pelo leitor em seu texto.

Com relagdo ao primeiro aspecto, Genette (2009) nos chama atengdo para o potencial
que o texto preliminar tem de esclarecer sobre o contexto de elaboragdo do livro: “O prefacio
original pode informar o leitor sobre a origem da obra, as circunstancias de sua escrita, nas fases
da sua génese” (p. 187).

Num livro-texto do ensino superior, por exemplo, ¢ comum o autor explicar no prefacio
se a ideia de publicar o livro partiu de reunir as notas de aulas de alguma disciplina ministrada,
em alguma institui¢do, para algum curso especifico, ou se foi procurado por alguma editora, ou
ainda se a ideia da publicagdo surgiu de alguma insatisfacdo com relagdo ao material didatico
existente até entdo.

No que diz respeito a defini¢do do publico-alvo, Genette (2009) explica que o prefacio
também tem a fungao de:

Guiar o leitor também e antes de tudo significa situa-lo e, portanto, determina-lo. Nem
sempre ¢ seguro lancar uma rede muito ampla e os autores geralmente tém uma ideia

bastante clara do tipo de leitor que desejam, ou sabem que podem tocar; mas também
daquele que desejam evitar (p. 189).

E interessante que o autor de livro-texto destinado ao ensino superior deixe claro no
prefacio a quem o texto se destina. Isso evita, por exemplo, que um estudante que pretende ter
um primeiro contato com a disciplina se depare com um texto denso sobre a matéria, ou ainda
que um académico em estdgio avancado se enfadonhe com um material de leitura muito bésico.

Com relagdo ao ultimo aspecto Genette (2009) pontua: “Talvez a mais importante das
fungdes do prefacio original consista em uma interpretacao do texto do autor ou, se preferir,

uma declaragdo de intencgdes” (p. 196).



82

Uma das principais utilidades de um prefacio ¢ deixar claro ao leitor o que ele vai
encontrar no texto. Assim, ¢ comum que o autor de um livro-texto explique de que maneira vai
abordar o conteudo, de que forma foram elaborados os exercicios e em que quantidade, quais
pré-requisitos sao necessarios para que o estudante consiga acompanhar o texto, e até em que

ordem os capitulos podem ser lidos.

4.4 TEORIA DOS REGISTROS DE REPRESENTACAO SEMIOTICA

Para realizar a andlise formal, lagamos mao do referencial de Raymond Duval que
investiga a aprendizagem matematica e o papel dos registros de representacdo semiotica.

Nesta se¢ao apresentamos inicialmente um breve panorama historico sobre a semiotica
e, em seguida, os principais preceitos da Teoria dos Registros das Representagdes Semioticas

(TRRS) proposta por Duval.

4.4.1. Um Breve Panorama Historico da Semiotica

A origem etimolégica da palavra “semiodtica” vem do termo grego onueIwWTIKA
(semeiotiké) que € a jun¢do dos termos “semeion’” com “tecne”. A palavra “semeion”, na Grécia
antiga, dizia respeito a um “sinal natural”, ou seja, um fendmeno acessivel aos sentidos que
fazia lembrar de outro fendmeno nao acessivel, numa relagcdo de causa e efeito. A fumaca para
o fogo ou os sintomas de uma doenca, por exemplo. Ja o termo “tecne” estd relacionada a arte
ou saber fazer. “Semeiotiké”, por fim, se referia a um ramo da medicina que tem como objeto
de estudo os sintomas das enfermidades (D’amore; Pinilla; lori, 2015).

Platao (428 a.C — 347 a.C) discute o papel dos signos linguisticos, que ele chama de
“nome”, para representar coisas. Segundo ele, tudo que ¢ acessivel aos nossos sentidos esta no
mundo sensivel e o ser humano s6 pode conhecer parcialmente as coisas presentes no mundo
das ideias. A concepc¢ao de aprendizagem de Platao estd relacionada a capacidade, muitas vezes
inata, de recordar as ideias que a alma conheceu antes da se reencarnar em outro corpo. Assim,
o modelo platonico do signo tem uma estrutura triddica (nome, ideia e coisa) (D’amore; Pinilla;
Iori, 2015).

Ainda segundo D’amore, Pinilla e lori:

Um circulo, por exemplo, ¢ uma forma que ninguém jamais viu e que ninguém podera
ver, tocar ou cheirar..., ou seja, ndo faz parte dos objetos reais que estdo submetidos

aos sentidos. O que vemos, na realidade, sdo algumas aproximagdes do circulo ideal,
do circulo propriamente dito. A “circularidade” ¢ um conceito inato, mais real do que
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0s objetos circulares que percebemos com os sentidos, uma vez que € o modelo
perfeito deles. Um objeto que existe no mundo da experiéncia sensivel pode ser
chamado de “circulo” somente porque se assemelha a forma perfeita de
“circularidade” (2015, p. 30).

Dessa forma, os objetos matematicos existem no mundo das ideias independente das
atividades humanas e sdo inalcangaveis. O que se pode fazer ¢ apenas nos aproximar desses
objetos por processos complexos de conceituagdo (D’amore; Pinilla; Tori, 2015).

Aristoteles chamou o signo linguistico de “simbolo” e o definiu como sintoma das
afeicoes da alma. O modelo do signo aristotélico também ¢ triddico (palavras, conceitos,
coisas). Mas, ao contrario de Platdo, Aristoteles nega que os entes matematicos possam existir
num mundo separado e independente da experiéncia sensivel. Ele admite a existéncia de
conceitos universais, mas os considera como esséncia do mundo sensivel e que o ser humano
os conhece por meio de uma operagao de abstracao. Ele também distinguiu o signo linguistico
(symbolon) do simbolo nao linguistico (semeion) (Noth, 2008).

A semiotica antiga atinge seu apogeu com Aurélio Agostinho de Hipona (345 — 430)
que estende os estudos semiodticos aos simbolos ndo verbais e reconhece o signo como algo
sensorial que representa algo que ndo € perceptivel no momento, a0 mesmo tempo em que
define o intérprete como pressuposto necessario para qualquer processo de significagdao. Dessa
forma, ele propde um modelo diddico em que se concentra no vinculo entre o signo e o referente,
excluindo dessa forma o significado. Também estabelece que ¢ necessario conhecer o objeto
para poder dizer que ele ¢ determinado por um signo. Sem esse conhecimento prévio, o signo
ndo ensina nada ao interprete (D’amore; Pinilla; Tori, 2015).

A escolastica medieval desenvolveu a teoria agostiniana da suposi¢do. “Supor”
significava colocar uma coisa no lugar de outra coisa e era a palavra utilizada para indicar a
propriedade de um termo substituir o objeto ao qual se refere. A suposi¢do se contrapde ao
processo de significagdo. Além disso, uma das questdes fundamentais que impactavam na
concepcao de signo na Idade Média dizia respeito aos conceitos universais e individuais. Os
conceitos universais se referiam a ideias de natureza geral que podem ser atribuidos a individuos
ou coisas, enquanto os objetos empiricos sao chamados de individuais. Assim, um cachorro que
vemos na rua ¢ uma entidade individual, enquanto a ideia “cachorro” ¢ universal (D’amore;
Pinilla; Iori, 2015).

Nos séculos XVII e XVIII trés grandes escolas filosoficas ditavam os rumos do
conhecimento sobre a semiotica: o racionalismo, € empirismo ¢ o iluminismo (Noth, 2008).

O racionalismo de Ren¢ Descartes (1596 — 1650), pregava que a razao humana ¢, por si

s0, uma fonte da verdade superior a percep¢do e independente dela. A consequéncia de seu



84

pensamento para a semiotica ¢ que ele excluiu da teoria dos signos o aspecto referencial
(D’amore; Pinilla; Iori, 2015).
D’ Amore, Pinilla e lori (2015) sintetizam bem o pensamento de Descartes a respeito das
representacdes:
Nos, seres humanos, para Descartes, ndo conhecemos diretamente as coisas, apenas
nossas ideias sobre as coisas. Lembremos que por “ideia”, Descartes, diferentemente
de Platdo, entende um objeto do pensamento, um contetido da mente. Os signos das
coisas sdo, portanto, as ideias que estdo em nds; tais signos sdo unicamente
representagdes, imagens, ndo copias das coisas que estdo fora de nos. O sujeito,
consequentemente, conhece as ideias e ndo as coisas; daqui a ruptura entre
pensamento e realidade. Em outras palavras, para Descartes, ndo existe relacao direta
entre sujeito e objeto (entendido como ente real, fora do sujeito), uma vez que o sujeito

pode alcancar diretamente apenas as representacdes (ideias) do objeto, ndo o objeto
em si (p. 52).

Em contraponto aos racionalistas, os empiristas acreditavam que todo o conhecimento
humano ¢ adquirido apenas pela experiéncia sensorial. Hobbes elaborou uma defini¢do diédica
materialista em que os signos sdo representacdes de nossas concepgdes € ndao das coisas
mesmas, sendo a semiose viavel por meio de uma rede de tramas mentais. Segundo Hobbes, na
associagdo de um acontecimento antecedente com um evento consequente, um € signo do outro
(Noth, 2008).

Durante o iluminismo do século XVIII os grandes temas discutidos pela semidtica
adentraram ao campo da epistemologia, da hermenéutica e da estética. Enquanto a epstemologia
discutia os processos de percepcao e géneses dos signos, a hermenéutica estudava o papel dos
signos no processo de compreensdo dos textos, e a estética a atuacdo dos signos na percepgao
do belo (Noth, 2008).

Na tentativa de conciliar os pensamentos racionalista e empirista, o filosofo prussiano
Immanuel Kant (1724 -1804) estabeleceu que a nossa mente modela a realidade e ndo ao
contrario. Assim como a agua assume a forma do recipiente que a contém, as impressdes
sensoriais adotam as formas que as estruturas cognitivas do sujeito lhe impdem. Para que isso
acontega, deve existir na mente do sujeito um conceito que garanta a relagdo entre o elemento
conceitual e elemento sensivel do objeto. Esse conceito ¢ chamado de esquema e ¢
compreendido como uma regra para a aplicacio de outro conceito, que relacionaria
conhecimento e agdo (D’amore; Pinilla; Iori, 2015).

O pensamento de Kant influenciaria anos mais tarde o epistemologo sui¢o Jean William
Fritz Piaget (1896-1980). Piaget considera que o conhecimento esta relacionado com as agdes
do sujeito, porém, para ele nao ¢ apenas a mente que modela e regula a experiéncia, mas também

a experiéncia modifica as estruturas mentais (os esquemas). Piaget nega a existéncia das
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condi¢des a priori para o conhecimento e postula que o individuo constréi o seu proprio
conhecimento durante sua interagdo com o ambiente exterior a ele (D’amore; Pinilla; Iori,
2015).

A teoria de Piaget recebeu iniimeras criticas por deixar de lado o impacto do contexto
cultural no desenvolvimento cognitivo da crianca. Tal impacto ¢ contemplado nos estudos do
psicologo bielorrusso Lev Semionovitch Vigotski (896-1934) (D’amore; Pinilla; Iori, 2015).
Para ele o que caracteriza as fungdes mentais humanas ¢ a capacidade de usar signos naturais,
produzir signos artificiais e, principalmente, a capacidade da mente humana ser modificada pelo
uso de signos que sdo vistos como um instrumento mediador entre o individuo e o contexto, ou
seja, que permite a passagem dos objetos do plano social ao plano individual (D’amore; Pinilla;
Iori, 2015).

O estadunidense Charles Sanders Peirce (1839-1914) ¢ considerado o fundador da
semiodtica moderna. Para Peirce, signo ¢ alguma coisa que, para alguém, esta no lugar de outra
coisa, segundo algum aspecto. Assim, no processo de semiose estdo envolvidos o
representamen (a parte “material” do signo, o veiculo), o objeto (o que o representamen remete)
e um interpretante (signo equivalente ou mais desenvolvido que o representamen criado na
mente da pessoa que interpreta derivado da relacdo entre o representamen e o objeto). Além
desses elementos, a interpretacdo de um signo exige certo conhecimento colateral, ou seja, uma
certa familiaridade com o sistema de signos (D’amore; Pinilla; lori, 2015).

Peirce classifica trés tipos de signos: icone, indice e simbolo. O icone ¢ um signo
principalmente de primeiridade e que possui certa semelhanca com o objeto ao qual se refere.
O indice ¢ um signo principalmente de secundidade e tem como fung¢ao dirigir a atenc¢do para o
objeto. Ja o simbolo ¢ principalmente de terceridade e ¢ um signo cuja relagdo com o objeto ¢
definido por uma lei, geral e convencional. Peirce afirma ndo existir signos puros, pois em todos
eles (especialmente as representagdes semioOticas dos objetos matematicos) existem
componentes iconicos, indexicais e simbolicos (D’amore; Pinilla; Iori, 2015).

O filésofo suico Ferdinand de Saussure (1857-1913) ¢ considerado o fundador da
linguistica moderna. Teve como projeto construir uma ciéncia denominada semiologia, com o
objetivo de descrever os signos socialmente determinados, os sistemas formados por eles, as
regras que governam O seu uso € a sua evolucdo no tempo. A linguistica, que estudaria
especificamente signos linguisticos, seria uma parte dessa ciéncia geral e serviria de modelo de
estudo de toda a semiologia (D’amore; Pinilla; lori, 2015).

Dessa forma, Saussure defende um modelo diadico onde o signo seria o resultado da

combinagdo de significado e significante, excluindo completamente a ideia de referente. Para
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ele o signo €, portanto, um ente abstrato e que ndo apresenta nenhuma conexao com seu objeto
(o que ele chama de arbitrariedade), a menos de um sistema de convengdes (o que ele chama
de convencionalismo). Assim, dentro desse sistema linguistico, cada signo apresenta um valor,
numa relagdo de oposicdo ou diferenca com os demais signos, o que Saussure denomina de
estrutura (D’amore; Pinilla; Iori, 2015).

Por fim, Umberto Eco (1932-2016) procurou combinar as ideias de Saussure e de Peirce
deslocando a atengdo da semidtica do fendmeno da comunicagdo para o da significagao.
Segundo ele, € possivel haver comunicacao sem significagdo, mas a significagdo pressupoe a
comunicac¢do. Dessa forma, para ele seria possivel estabelecer uma comunicagdo com a mera
passagem de sinais (entre dois aparatos mecanicos, por exemplo), ou seja, processos que nao
exigem uma resposta interpretativa pelo destinatario por meio de um codigo. Um cédigo seria
um sistema de significacdo no qual uma coisa materialmente acessivel a percepcdo do

destinatario representa outra coisa, segundo presumidas regras.

4.4.2. Teoria dos Registros de Representacio Semiotica

Ao investigar o papel das representacdes na aprendizagem dos conceitos matematicos,
o psicologo francés Raymond Duval elaborou a sua Teoria dos Registros de Representagao
Semidtica (TRRS). Tal teoria tem encontrado um espago de bastante relevancia nas pesquisas
em Educacdo Matematica no Brasil (Henriques; Almouloud, 2016).
Para Duval, a atividade de representar faz parte da construcao de conhecimento humano.
Segundo ele:
Nao ¢ possivel estudar os fenomenos relativos ao conhecimento sem se recorrer a
nocao de representagdo. Desde Descartes e Kant, ela estd no centro de toda a reflexao
que se preocupa com as questdes da possibilidade e da constituigdo de um

conhecimento certo. Porque ndo hd conhecimento que ndo possa ser mobilizado por
um sujeito sem uma atividade de representacao (Duval, 2009, p. 29).

Se a atividade de representacdo ¢ algo indispensavel para a constru¢do do conhecimento
de qualquer ciéncia, na Matematica ela ¢ a unica forma do pesquisador entrar em contato com
seu objeto de estudo. Duval parte da premissa de que ndo € possivel estudar os objetos
matematicos a ndo ser por meio de suas representacoes: (...) 0s objetos matematicos ndo estao
diretamente acessiveis a percep¢do ou & experiéncia intuitiva imediata. E preciso, portanto, dar
representantes (Duval, 2005, p. 268).

Assim, ¢ importante perceber que os objetos matematicos sdo ideais, de modo que s6

podemos estuda-los por meio de suas representacdes. Diferentemente de um quimico que faz
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suas experiéncias em um laboratorio, de um bidlogo que observa um ser vivo, ou de qualquer
outro cientista que tem contato direto com o seu objeto de pesquisa, 0 matematico somente tem
contanto com os conceitos que estuda por meio de representacdes. Dessa maneira um numero,
uma reta ou uma circunferéncia ndo existem na realidade concreta, ao menos que sejam
construidos simbolicamente.

Duval classifica essas representagdes como mentais (noesis) € semioticas (semioses).
As representagdes mentais sao aquelas que permitem a visdo de um objeto na auséncia de todo
significante perceptivel, ou seja, estdo associadas a “imagens mentais”. Ja as representagdes
semidticas permitem a “visdo do objeto” por meio da percepcao de estimulos. Elas podem ser
graficos, figuras, expressoes linguisticas etc. (Duval, 2005).

Segundo ele, ha dois tipos de sistemas semidticos: os codigos e os registros. Os codigos
exercem apenas a funcdo de comunicagdo, enquanto os registos, além da comunicagdo,
desempenham também as func¢des de objetivacdo e tratamento (Silva, 2022).

A comunicag@o consiste em transmitir informagdes e mensagens entre individuos. A
objetivacao diz respeito a exteriorizagdo que permite tomada de consciéncia de algo que ainda
nao se tinha antes da representagdo, enquanto o tratamento esté relacionado a transformacgao de
representacdes dentro das possibilidades de funcionamento de um sistema de representacao
(Duval, 2016).

Assim percebemos que, diante das fungdes cognitivas contempladas, os registros sdo
mais adequados para a atividade matematica. Isso porque as representacdes matematicas
sugerem a comunicacao, a objetivacao (ja que trabalha com entes abstratos) e, principalmente,
o tratamento, pois, ¢ por meio de transformacdes de representacdes que o pensamento
matematico se desenvolve.

Sobre esse processo de representacdo dos objetos matematicos, Duval chama a atengao
para o que ele denomina de paradoxo cognitivo do pensamento matematico, que consiste,
basicamente em nao confundir o objeto matematico e sua representacao.

Segundo ele:

De um lado, a apreensdo dos objetos matematicos nao pode ser mais do que uma
apreensao conceitual e, de outro, ¢ somente por meio de representagdes semioticas
que a atividade sobre objetos matematicos se torna possivel. Este paradoxo pode
constituir-se num grande circulo para a aprendizagem. Como o0s sujeitos em
aprendizagem poderiam ndo confundir os objetos matematicos com as suas
representacdes semioticas, se eles podem tratar apenas com as representagdes
semioticas? A impossibilidade de um acesso direto aos objetos matematicos, fora de
toda representagdo semidtica, torna a confusdo quase inevitavel. E, de modo inverso,
como os sujeitos podem adquirir o dominio de tratamentos matematicos,

necessariamente ligados as representagdes semioticas, se eles nao tém uma apreensao
conceitual dos objetos representados? Este paradoxo ¢ tdo mais forte quando se
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identifica atividade matematica e atividade conceitual, e que se considera as
representagdes semioticas como secundarias ou extrinsecas (Duval, 2012, p. 268-
269).

Um estudante, por exemplo, pode acreditar que um plano ¢ limitado pelo fato de que
seu professor usou uma folha de cartolina para representa-lo. Assim, nio se pode confundir o
representante com o representado. Da mesma forma, ¢ importante perceber que cada
representacao possui limitagdes quanto a fidedignidade do seu representado.
Assim, D’ Amore, Pinilla e Iori (2015) afirmam que:
Nao podemos pensar que com uma Unica representagdo semiotica seja possivel
representar todas as componentes conceituais de um determinado objeto matematico.
Ao contrario, sabe-se hoje, que cada representacdo semidtica veicula somente alguns
dos aspectos conceituais que sdo componentes do objeto considerado, no sentido de

que um objeto matematico possui varias componentes conceituais ligadas, mescladas,
uma com as outras (p. 111-112).

Dessa maneira, existem varias formas de representar semioticamente um objeto
matematico: algebricamente, graficamente, numericamente etc. Cada tipo de representacao ¢
denominado de registro e pode ser definido como “um sistema dotado de signos que permitem
identificar uma representacdo de um objeto de saber” (Henriques; Almouloud, 2016, p.469).

No Quadro 3 estdo as representagdes de uma funcdo quadratica em quatro registros

diferentes.

Quadro 3 - Registros de Representagio.

Linguagem Registro Registro Registro
Natural Numérico Algébrico Grafico
“Uma funcgao Y U f[iR-R

que associa 1 | ! flx) =x*

cada numero 3 9

real ao seu 4 16|

quadrado” 2 =

Fonte: Elaborado pelo autor!>.

Assim, para representar um objeto matematico se faz necessario escolher um
determinado registro e, dentro desse registro, escolher a representacdo desse objeto, que, de
acordo com suas caracteristicas, o torne facilmente identificavel. Além disso, outra
caracteristica associada aos registros € a possibilidade de realizar transformagdes das
representacoes desse objeto.

Levando em conta as caracteristicas ¢ a forma com que as transformagdes de

representacdes podem ser realizadas dentro de cada sistema de representagdo, a TRRS divide

13 Fonte da fotografia das fungdes: < https://www.matematica.pt/util/resumos/definir-representar-funcao.php;>
site visitado em 22/11/2021.
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os registros em quatro grupos: discursivos, ndo discursivos, multifuncionais e monofuncionais.
Os discursivos contemplam principalmente as linguas (oral ou escrita) as representagdes
auxiliares (de carater provisorio) e as escritas simbolicas. Os nao discursivos compreendem o
grafico e o registro figural. Com relagdo aos tratamentos, os registros podem ser
multifuncionais, quando ndo algoritmizaveis (lingua natural e figuras geométricas), e
monofuncionais, quando algoritmizaveis (registros numérico e algébrico) (Neto, 2017).

Na figura 16 apresentamos a classificacao dos registros.

Figura 16 - Classificagdo dos Registros.

REPRESENTACAO REPRESENTACAO NAO
DISCURSIVA DISCURSIVA.
REGISTROS Lingua natural, associacdes Figuras geométricas planas
MULTIFUNCIONAIS: | verbais (conceituais). ou em perspectivas.
Os tratamentos nio sdo Forma de raciocinar: * Apreensio
algoritmizaveis e Argumentacdo a partir operatoria e néo
de observagdes, de somente perceptiva.
CIencas... e Construcdo com
¢ Deducéo valida a partir mnstrumentos.
de definicdo ou
teoremas.
REGISTROS Sistemas de escritas: Graficos cartesianos.
MONOFUNCIONALIS: e Numéricas (bindria, * Mudanga de sistema
Os tratamentos sdo decimal, fracionaria...) de coordenadas.
principalmente algoritmos. e Algébricas. e Interpolacfio,
¢ Simbolicas (linguas extrapolacdo.
formais)

Fonte: Duval, 2005, p. 14.

Podemos identificar na Figura 16 a lingua natural e o registro figural como registros
multifuncionais (discursivo e ndo discursivo, respectivamente). Da mesma forma podemos
classificar o registro algébrico e o grafico como registros monofuncionais (discursivo e nao
discursivo, respectivamente).

Duval (2009) estabelece que a compreensdo do objeto matemadtico estd ligada
inevitavelmente a semiose e esta, por sua vez, se dd por meio de trés atividades cognitivas
fundamentais: a formacao de uma representacao identificavel, o tratamento e a conversao.

Sobre isso, D’ Amore, Pinilla e Tori (2015) afirmam que:

Em diversas ocasides, dissemos e demonstramos que a constru¢do cognitiva dos
objetos matematicos ¢ profundamente dependente da capacidade de utilizar varios
registros de representacdo semiotica de tais objetos, a fim de:

. Representar os objetos em um dado registro;

. Tratar as representagdes dos objetos no interior de um mesmo registro;
. Converter tais representagdes de um dado registro para outro (p.155).



90

A primeira das atividades cognitivas fundamentais ligadas a semiose ¢ a formagao de
uma representacdo identificavel. Esta formagdo deve respeitar regras proprias do registro
escolhido (gramaticais para as linguas naturais, regras de formacao num sistema formal de
construgdo para as figuras...). Essas regras sao denominadas regras de conformidade e elas
servem, ndo apenas para assegurar as condi¢des de identificacdo e de reconhecimento da
representacdo, viabilizando dessa forma a comunica¢do, mas também para tornar possiveis as
transformagdes de tal representagao (Duval, 2012).

As transformacodes das representacdes podem ser divididas em dois tipos: tratamento e
conversdo. Duval chama de tratamento a transformagdo interna a um registro, ou seja, a
mudanga na representagdo do objeto sem sair do registro a qual pertence. O calculo ¢ um
exemplo de tratamento interno ao registro algébrico: ele substitui expressdes por outras, dadas
no mesmo registro. A pardfrase e a anamorfose sao exemplos de tratamento em linguagem
natural e registro figural, respectivamente (Duval, 2009).

J& converter seria “transformar a representagdo de um objeto, de uma situagdo ou de
uma informacao dada num registro em uma representacao desse mesmo objeto, dessa mesma
situagdo ou da mesma informac¢ao num outro registro” (Duval, 2009, p. 58). Ou seja, ¢ uma
transformagdo externa em relagdo ao registro inicial. Os termos “tradu¢do”, “ilustracdo”,
“transposicdo” etc. estdo associados a operagdo de conversao.

A mudanga de registros nem sempre ¢ feita de maneira imediata. Uma correspondéncia
entre unidades significantes de duas representagdes pertencentes a registros diferentes pode ser
estabelecida. Quando isso acontece, dizemos que as representagdes sao congruentes, o que
indica uma maior facilidade na realizagdo da operagdo de conversdo. Porém, por vezes ocorre
o fendmeno da ndo congruéncia e, nesses casos, a conversdo se mostra uma tarefa mais
complexa (Duval, 2009).

Por exemplo, quando num exercicio pede-se para que o estudante escreva a equagao da
seguinte sentenca: y € igual ao triplo de x mais oito. Em resposta, o aluno escreve: y = 3x + 8
(Silva, 2022).

Assim, cada palavra da sentenga corresponde a um Unico simbolo na equacdo. Palavras
e simbolos sdo, neste caso, as unidades significantes e essa correspondéncia entre eles
caracteriza o fendmeno da congruéncia.

Percebemos, portanto, que nesse exemplo de congruéncia ¢ facil realizar a conversao,

seja da lingua natural para o registro algébrico, seja do registro algébrico para a lingua natural.
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Porém, quando o custo cognitivo (dificuldade) para realizar uma conversdo muda, a
depender do sentido da transformagdo, acontece um fendémeno que Duval chama de
heterogeneidade (Silva, 2022).

Um exemplo comum de heterogeneidade acontece quando se pede para tragar um
grafico de uma fungdo afim a partir de sua equagdo. Basta para isso, calcular os resultados da
funcdo com relagdo a dois valores distintos de x, usar uma tabela como registro auxiliar,
localizar os pontos no grafico cartesiano e tracar a reta. No entanto, encontrar a equagdo da
func¢do afim a partir do grafico dado exige um pouco mais de trabalho (Silva, 2022).

Por conta desse tipo de problema, Duval demonstra uma preocupagdo especial com
relagdo a conversdes que envolvem as representacdes graficas. Segundo ele existem trés
possiveis abordagens para lidar com este registro.

A abordagem ponto a ponto ¢ geralmente utilizada em sala de aula para se introduzir o
conceito de grafico de fungdes. Consiste, basicamente em identificar pontos no sistema
cartesiano por meio dos pares ordenados correspondentes. Tal abordagem favorece a atividade
de tragar o grafico a partir da equacdo da fun¢do, porém nao favorece a conversao inversa, ou
seja, a identificacdo da formula algébrica por meio da leitura do grafico.

A abordagem da extensdao do tracado efetuado esta relacionada com as atividades de
interpolagdo e extrapolagdo, que partem da abordagem ponto a ponto, mas a estende
mentalmente para infinitos pontos.

Por fim, existe a abordagem de interpretagdo global que leva em conta que a curva
tracada no sistema cartesiano forma uma imagem que representa um objeto. Qualquer
modificagdo da imagem que acarreta mudanca na expressao algébrica determina uma variavel
visual da interpretacao grafica. Assim, por exemplo, ao invés de prestarmos aten¢do apenas nos
pontos e os valores dos pares ordenados, devemos nos ater ao sinal do coeficiente angular que
indica se a reta ¢ crescente ou decrescente, € ao sinal do coeficiente linear que indica se a fun¢ao
toca o eixo das ordenadas acima ou abaixo do eixo das abcissas.

Dessa forma, encontrar a equagdo da curva por meio de um grafico dado se torna mais
simples utilizando-se da abordagem global. Seja de uma fung¢ao afim, quadratica ou de qualquer
outro tipo.

Embora haja vantagens no uso dessa abordagem, geralmente ela ¢ preterida por
professores e livros didaticos que utilizam massivamente a abordagem ponto a ponto.

Segundo Duval:

A pratica sistematica da abordagem ponto a ponto ndo favorece a abordagem de
interpretacao global que ¢ em geral deixada de lado no ensino uma vez que depende
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de analise semiodtica visual e algébrica. Compreende-se porque a maioria dos alunos
fica aquém de uma utilizagao correta das representacdes graficas (2011, p. 99).

Para a TRRS, isso ndo significa que a abordagem ponto a ponto tenha que ser evitada.
Contudo, ndo deve ser usada com exclusividade, pois, seu uso excessivo privilegia a utilizagao
de outros registros com relacao ao grafico.

A diversidade de registros ¢ de grande importancia na teoria de Duval. Alguns registros
permitem realizar tratamentos de maneira mais economica e potencializada do que outros. A
resolu¢do de uma equacdo, por exemplo, seria muito dificil de ser realizada utilizando a
linguagem natural. Além disso, ¢ importante perceber que toda representagao ¢ cognitivamente
parcial com relagdo ao que ela representa. Assim, representagdo de um diagrama ou de uma
imagem nao apresenta as mesmas possibilidades de percep¢ao que uma descricdo em linguagem
natural.

Com isso, Duval ainda postula que “a compreensao de um conteudo conceitual repousa
sobre a coordenac¢ao de ao menos dois registros de representagdao” (Duval, 2012, p. 282). Assim,
a Figura 17 representa a estrutura da conceitualizagdo e a principal hipétese de aprendizagem

na teoria de Duval.

Figura 17 - A Semiética de Duval.

Conceito, objeto cognitivo

representado
4 AC \ 3
4
Representante Representante
no registro A <« 3 em outro registro
T | 2 T
Tratamento em Tratamento em

Fonte: Duval, 2012, p.282.

Os numeros 1 e 2 se referem as transformagdes internas aos registros, ou seja,
tratamentos. Os nimeros 3 e 4 dizem respeito as transformagdes externas aos registros, ou seja,
conversdes entre os registros. Ja a Flecha C corresponde a compreensdo integral do objeto de
representacao que supde a coordenagao de registros, enquanto as flechas pontilhadas marcam a
tradicional distingao entre representante e representado (Duval, 2012).

E importante lembrar que o esquema apresentado mostra o caso mais simples de

coordenacdo, pois envolvem dois registros, podendo haver, sem duvida, o envolvimento de



93

mais deles. Portanto, fica bastante evidente que a compreensdo de conceito pressupde a
coordenacdo de uma diversidade de representagdes.

A auséncia dessa coordenagdo pode explicar um fendmeno recorrente entre os alunos
dos mais variados niveis de ensino e que prejudica a aprendizagem: o isolamento dos registros
de representacdo. Assim, alguns alunos ndo reconhecem o mesmo objeto matematico
representado em sistemas semidticos diferentes (a expressdo algébrica com relacdo a sua
representacao grafica de reta ou plano, por exemplo).

Ainda de acordo com Duval (2009):

Um trabalho de aprendizagem especifico centrado sobre a diversidade de sistemas de
representacdo, sobre a utilizagdo de suas possibilidades proprias, sobre sua
comparagdo por colocar em correspondéncia e sobre as “tradu¢des” mutuas uma
dentro da outra parece necessario para favorecé-la (p.19).

Assim, para ele compreender um conceito matematico estd associado a transitar entre
diferentes registros e diferenciar o objeto matematico de suas representagdes. Portanto,
acreditamos que a diversidade de registros e transformacdes de representacdes pode favorecer
a aprendizagem de conceitos matematicos.

Dessa forma, concluimos a apresentacdo do referencial tedrico metodologico desta

pesquisa. Agora que temos a rede. Vamos ao mar!
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5. METODOLOGIA DE PESQUISA

“O rigor das ciéncias da natureza nao se deve, em
absoluto, a que elas sejam mais rigorosas € seus
métodos mais precisos. Acontece que o bicho com

que elas lidam € muito doméstico [...]”
Ruben Alves'*

Em busca de lidar com esse ser bravio que ¢ a realidade das ciéncias humanas ¢ que
descrevemos nesse capitulo, passo a passo, os procedimentos realizados durante o processo de
investigacao para atingirmos os objetivos de pesquisa.

Apresentamos a seguir os critérios definidos para a escolha dos livros e a delimitagao
do corpus de trabalho e, seguindo as etapas da Hermenéutica da Profundidade apresentada por
Thompson (2011), detalhamos as agdes que nortearam a interpretacdo da doxa, a analise socio-
histérica, os procedimentos realizados durante a analise formal das obras, além dos

fundamentos para a interpretacao/reinterpretacao.

5.1.CRITERIOS PARA A ESCOLHA DOS LIVROS

Para a selecdo das obras, realizamos um levantamento de bibliografias entre as ementas
das disciplinas do primeiro curso de Calculo, presentes em Projetos Pedagdgicos de Curso —
PPC de licenciaturas presenciais em Matemadtica disponiveis nos sites das universidades
publicas e institutos federais de 5 estados, um de cada regido geografica do pais.

Foram escolhidos, de forma subjetiva, estados que de alguma forma contribuiram para
a formagdo académica do pesquisador. Foram eles: Bahia (Nordeste), Goias (Centro-Oeste),
Tocantins (Norte), Minas Gerais (Sudeste) e Parana (Sul).

Assim, foi feita uma lista das universidades publicas e institutos federais de cada estado
e buscou-se nos sites respectivos, o PPC de algum curso de Licenciatura em Matematica para
representar cada instituicdo. Procurou-se entdo, nesses documentos, as bibliografias das
ementas da primeira disciplina de Célculo, j& que o nome da componente curricular varia de

acordo com a institui¢do (Calculo Diferencial I, Célculo A, Calculo I etc.).

4 ALVES, Rubens. Filosofia da Ciéncia: Introducfo ao Jogo e Suas Regras. Brasilia: Editora Brasiliense. 1981.
p. 79.
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As dificuldades encontradas durante a realizagdo deste procedimento estdo relacionadas
a localizag¢do dos PPCs nos sites das institui¢des e a auséncia do ementario das disciplinas em
alguns deles. De todo modo, foram consultadas as ementas das disciplinas de Calculo de 26
instituigdes. A lista destas instituicdes consultadas, suas cidades, ¢ os livros citados encontram-
se elencados no apéndice 2.

Os livros citados nas bibliografias foram listados, contabilizados e organizados de

acordo com o numero de citagdes. Alguns dos mais referenciados encontram-se no Quadro 4.

Quadro 4 - Livros mais citados

Célculo com LEITHOLD,
1° Geometria Analitica Louis. 1968 24
Um Curso de GUIDORIZZI,
2° Calculo — Volume 1 Hamilton L. 1985 23
Calculo — STEWART,
3° Volume 1 James D. 1987 19

Elaborado pelo autor.

Percebemos que poucas foram as instituicdes de ensino que ndo citaram o livro do
Leithold (1994), o livro do Guidorizzi (2001) ou o livro do Stewart (2013).

E importante ressaltar que no Brasil, o Ministério de Educagéo e Cultura (MEC) mantem
o Sistema Nacional de Avaliacdo da Educacdo Superior (SINAES) que ¢ responsavel pela
avaliagdo e credenciamento de instituigdes que pretendem ofertar cursos de graduacdo. No
instrumento de avaliagdo de cursos de graduacao hd indicadores que dizem respeito a
atualizagdo e adequacgdo da bibliografia com relagdo as unidades curriculares. Segundo esses
indicadores, cada unidade curricular deve possuir pelo menos trés titulos na bibliografia basica
e dois na bibliografia complementar (Brasil, 2017).

Mesmo com a presenga dos livros escolhidos para nosso estudo na maioria das ementas
de cursos de Calculo Diferencial e Integral, surgiu-nos uma duvida: sera que estes livros sao
realmente utilizados pelos professores? Ou estdo nas ementas apenas para cumprir um requisito

legal dos PPCs?
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Com o intuido de esclarecermos essas duvidas, elaboramos um questionario no Google
Forms e pedimos para alguns professores de Calculo responder sobre o uso desses livros em
suas aulas.

Elaboramos uma lista de livros e perguntamos: Qual (Quais) do(s) livro(s) relacionados
abaixo voce utiliza em suas aulas de Calculo Diferencial e Integral 1?

Ao todo 15 docentes nos atenderam e o resultado desse levantamento ¢ apresentado no

Grafico 1:

Grafico 1 - Preferéncia dos Professores quanto aos Livros de Célculo.

Um Curso de Calculo, vol 1, de Guidorizzi. || NNRMEEGEGEGENENEEEEEEEE
Cateuo,vol 1, de stewart. [ 1o

Calculo com Geometria Analitica, vol 1, de
Leithold. . -

Calculo, vol 1, de Thomas. 3

Calculo A de Flemming e Gongalves. [ 2
Calculo Diferencial e Integral de Courant. 0

Nenhum dos anteriores. | 1
Fonte: elaborado pelo autor com auxilio do Google Forms.

Na lista de livros dispostos na questdao do Grafico 1 estdo os mais citados das ementas
consultadas. Os trés livros mais utilizados pelos professores perguntados sdo respectivamente,
Um Curso de Calculo do Guidorizzi (13), Cdlculo do Stewart (10) e Calculo com Geometria
Analitica de Leithold (3).

No questionario também havia uma pergunta sobre se os professores solicitam que seus
alunos acompanhe a disciplina pelo livro utilizado. 10 docentes responderam afirmativamente.
Isso indica a representatividade dos livros analisados nessa pesquisa entre professores e alunos

de Calculo Diferencial e Integral.
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5.2.INTERPRETACAO DA DOXA

Esta etapa, considerada preliminar da HP, consiste em verificar a maneira como a forma
simbdlica ¢ interpretada pelos sujeitos que constituem o campo-sujeito-objeto. Assim, no
presente trabalho, realizamos essa etapa buscando informacdes sobre a maneira como a
comunidade académica enxerga os livros pesquisados em artigos, dissertacoes, teses, além de
consultar a opinido de professores de Calculo a respeito das obras por meio da aplicacao de um

questionario.

5.3.ANALISE SOCIO-HISTORICA

Para a realizacdo da analise socio-historica determinamos trés a¢des norteadoras:

- a andlise de dados biograficos dos autores;

- 0 estudo dos paratextos editoriais; e

- a verificacdo das mudangas ocorridas entre as edi¢des da obra.

O conhecimento de parte da biografia dos autores dos livros nos ajudou a realizar a etapa
que Thompson (2011) chama de analise das situagdes espacotemporais.

Dessa forma, ao mesmo tempo em que o conhecimento da trajetoria formativa do autor
nos permitiu identificar alguns tipos de influéncia ou tendéncia que nortearam a produgdo de
sua obra, essa etapa de pesquisa nos fez compreender melhor a historicidade do livro,
principalmente com relagdo ao cendrio em que ele foi produzido.

Assim, acreditamos que a investiga¢ao biografica dos autores dos livros selecionados
atende tanto a andlise de situagdes espagotemporais, como a analise dos campos de interagao
defendidos por Thompson.

Outra a¢do de grande relevancia em nossa investigacao socio-historica foi a andlise dos
paratextos editoriais, mais especificamente dos prefacios das obras. Embora o estudo de
paratextos seja utilizado com mais frequéncia na analise formal, acreditamos que elementos,
como o prefacio, nos fornecem informagdes importantissimas sobre a origem do livro, o publico
ao qual se destina, recomendagdes de uso, entre outras referéncias relevantes para o nosso
trabalho.

Por fim, analisamos as mudancas ocorridas entre as varias edicoes das obras. Esse
procedimento corresponde a uma das dimensdes trabalhadas por Schubring (2018b). Mesmo
ndo seguindo as demais dimensdes apontadas por esta metodologia de investigacdo,

acreditamos que conseguimos contemplé-las, tendo em vista que o presente trabalho envolve o
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estudo de mais de um livro-texto de Calculo Diferencial e Integral (segunda dimensao) e que
nosso estudo socio-histérico leva em conta as mudancgas contextuais relacionadas com as obras

pesquisadas (terceira dimensao).

5.4. ANALISE FORMAL

Depois de escolhidos os livros, partimos para o estudo formal das obras. Como afirma
Thompson (2011), a analise formal pode ser conduzida de diversas maneiras a depender do
objetivo e das circunstancias de investigagdo. Assim, levando em conta que o nosso objeto de
estudo ¢ o conceito de limites de fungdes de uma variavel real, delimitamos como corpus de
pesquisa os capitulos e se¢des dos livros que tratam do conceito de limites.

Particularmente, estamos interessados na forma com que o autor conduz a relagio entre
a ideia intuitiva de limite e sua defini¢do. Por isso, excluimos do material de andlise os capitulos
e as secoes dos livros que trabalham o calculo de limites por meio de suas propriedades
operatorias (como limite da soma de duas fung¢des, limite do produto de duas fungdes, teorema
do confronto etc.) por acreditarmos que, neste estagio, a defini¢do de limites e o conceito em
si, ja foram trabalhados durante as demonstragdes de tais propriedades.

Assim que definimos quais partes do material seriam analisados, nos chamou a atencao
o fato de que a ordem dos contetidos apresentados nos livros variava bastante. Dessa forma, foi
util a construgdo, para cada obra, de um diagrama que indicasse esta ordem. Tal construgao
compreende, mesmo que tangencialmente, a analise narrativa indicada por Thompson (2011).
Segundo ele: “Uma narrativa pode ser considerada, falando de maneira geral, como um discurso
que narra uma sequéncia de acontecimentos — ou, como dizemos comumente, que “conta uma
histéria” (Thompson, 2011, p. 373).

Dessa maneira, apresentamos diagramas que indicam a sequéncia de contetidos que os
autores julgaram ter sido as melhores para expor o conteudo de limites, ou seja, como eles
escolheram ““contar a historia” dos conceitos do Calculo Diferencial e Integral.

Uma vez explicitada a narrativa (a forma de contar a “histéria”) escolhida pelo autor,
concentramos nossa investigacdo formal na analise semidtica. A intenc¢do aqui foi atingirmos
nessa etapa o objetivo de analisar a maneira como os livros mobilizam os registros de
representacdo semidtica para abordar a definicdo de limites. Especificamente, queriamos
conhecer quais tipos de registros de representacdo foram utilizados, com que frequéncia
aparecem e quais transformacdes (tratamentos ou conversdes) foram efetuadas nessas

representagoes.
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Desta maneira, buscamos identificar nos livros as representacdes semidticas das fungdes
utilizadas para abordar a ideia de limite e as representacdes do proprio conceito. Assim,
iniciamos um processo de codificacao, que, como escreve Filho (2017), consiste em atribuir um
codigo para identificar cada elemento do material analisado.

Neste estudo usamos um cédigo de trés partes separadas por ponto para identificar as
representacdes. Na primeira parte desse codigo utilizamos duas letras maitisculas representando
o nome e o sobrenome do principal autor da obra. A segunda foi composta por uma dezena que
representou a ordem da secao, enquanto a terceira parte foi constituida por outra dezena que
representou a ordem em que a representacdo aparece dentro da segao.

Assim, o codigo HG.02.04 se refere a quarta representagdo semidtica que aparece na
segunda se¢do do livro do Hamilton Guidorizzi (2001). Dessa forma o cédigo escolhido
identifica o documento analisado (o livro), a ordem da secdo em que aparece (segunda) e a
ordem da representagdo (quarta). Dessa forma, em cada representacdo semidtica identificada,

etiquetamos com uma nota adesiva com codigo descrito acima (vide a Figura 18 ).

Figura 18 - Codificacao.

EXEMPLO 2. Utilizando a idéa intuitiva de limite, calcule l'mlI (x + 1)
X

Selugdo

fixy=x=+1

(K3 25 0% 1.9
1,1 1 0,99 | 1,99
Lo | xol 0,9%%| 1,99%
LO0L| 2001 + i

Leniedson Guedes

HG.02.04

lim (x+1)=2
=1

Fonte: Guidorizzi, 2001, p.55.

A atividade de etiquetagem foi bastante importante e impds algumas dificuldades, ja
que a identificag@o de cada representacdo exigiu a adog¢do de critérios subjetivos. Por exemplo,
so foram consideradas as fungdes utilizadas pelo autor para explicar o conceito de limites.
Qualquer outra fungdo que aparecesse no texto, mas que nao fosse utilizada para esse fim, ndo
seria etiquetada.

Assim, ao concluirmos o processo de etiquetagem, construimos um inventario com

todas as representacdes catalogadas, ou seja, um rol (vide Quadro 5).
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Quadro 5- Inventario.

HG.01.01 lmuilifamenlc. uma fzmg'i?a continua em um ponto p de seu dominio ¢ uma fungao cujo
HG.01.01° gréfico ndo apresenta “salto” em p.
HG.01.02 2

HG.01.03 ’

E@ p----
P x

A

Fonte: Adaptado de Guidorizzi, 2001, p.54.

O trecho do inventdrio do Quadro 5 indica as quatro primeiras representagdes da
primeira se¢do do livro de Hamilton Guidorizzi (2001), cada uma com seu respectivo codigo.
A primeira linha da tabela apresenta dois codigos, pois, consideramos duas representagoes.

Acatamos a ideia de que as frases “uma func¢ao continua em um ponto p de seu dominio”
e “uma funcdo cujo grafico ndo apresenta “salto” em p” como duas representacdes em
linguagem natural de uma funcao continua localmente.

Sobre a atividade de construcao do inventario, ainda nessa etapa iniciamos 0 processo
de categorizagdo. A categorizacdo, também conhecida como classificagdo e a agregacado, ¢

definida por Bardin (1977) da seguinte forma:

A categorizag@o ¢ uma operagdo de classificacdo de elementos constitutivos de um
conjunto, por diferenciacdo e, seguidamente, por reagrupamento segundo o género
(analogia), com critérios previamente definidos. As categorias, sdo rubricas ou
classes, as quais reunem um grupo de elementos (unidades de registro, no caso da
analise de contetdo) sob um titulo genérico, agrupamento esse efectuado em razao
dos caracteres comuns destes elementos (p.117).

Dessa forma, a categorizagdo consiste na classificacdo das representagdes com
caracteristicas comuns, de acordo com critérios definidos, em grupos ou categorias (Santos,
2016).

As categorias utilizadas nesse trabalho foram criadas com base na Teoria de Registros

de Representacdo Semidtica de Duval (2009) e estao especificadas no Quadro 6.



101

Quadro 6 - Categorizacao.

Registro de Representacio Com que frequéncia utilizam os registros algébricos,
geométricos, numeéricos etc.

Tratamentos Com que frequéncia utiliza tratamentos nos registros
algébricos, geométricos, numéricos etc.

Conversdes Com que frequéncia utiliza conversoes de um
registro ao outro registro
Fonte: Elaborado pelo autor.

As subcategorias aqui utilizadas para classificar os registros de representagdo foram
sugeridas por Henriques € Almouloud (2016) e por Salgueiro (2011), e estdo apresentadas no

Quadro 7.

Quadro 7 - Subcategorias.

A Algébrico Representado por férmulas matematicas
GR Grafico Se utiliza do plano cartesiano
LN Lingua Escrito em lingua corrente
Natural
N Numérico Representado por meio de valores numéricos apresentados em tabelas

ou ao longo do texto.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A categoria Registro de Representa¢do nos forneceu informagdes sobre a diversidade
de tipo de registros que os autores utilizaram para representar o conceito de limite e o registro
predominante.

E importante destacar que a atividade de classificar os registros também exigiu a adogao
de critérios subjetivos. Nesse sentido, a representagao em linguagem natural foi a que precisou
de maiores cuidados.

Segundo Kamphorst e Nehring (2016) “o registro em lingua natural do conceito de
limite consiste de toda forma de manifestacdo oral ou escrita da interpretagdo e/ou compreensao
acerca do tema”. Assim, poder-se-ia considerar cada proposi¢ao ldgica simples ou todo um
paragrafo como representacdo em linguagem natural.

Poderiamos considerar como representacdo de limite em lingua natural as palavras
“tende” e “aproxima”. Assim, toda vez que alguma dessas palavras aparecesse nos livros,

contabilizariamos uma representacdo. Porém utilizamos o critério de contabilizar apenas as
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proposi¢des condicionais. Por exemplo, a frase “f (x) se aproxima de L, quando x se aproxima
de a” corresponde, pelo nosso critério, apenas uma representagdo do conceito de limite,
enquanto pelo critério da palavra teriamos que considerar duas.

Além disso, a classificacdo da representacdo nesse tipo de registro pode ser difusa
quando se permeiam nelas algumas representagdes algébricas ou numéricas. Assim, a descrigao
de um grafico cartesiano por meio da lingua corrente, mesmo que se utilizem alguns simbolos
algébricos ou numéricos, foi considerada por nos representacdo em linguagem natural.
Utilizamos, dessa forma, o critério da predominancia.

Sobre as transformagdes das representagdes, ¢ importante lembrar que:

- ¢ chamada de “conversao” a transformacao de uma representacao de um registro para
a representagdo em outro,

- enquanto o “tratamento” ¢ a transformagdo de uma representacdo em outra de um
mesmo registro (Henriques e Almouloud, 2016).

Para identificar as conversdes e os tratamentos, utilizamos nos codigos abreviaturas

(vide Quadro 8).

Quadro 8 - Abreviaturas.

A>GR Algébrico para grafico
A>LN Algébrico para lingua natural
A>N Algébrico para numérico
GR>A Grafico para algébrico
GR>LN Grafico para lingua natural
GR>N Grafico para numérico
LN>A Lingua natural para algébrico
LN>GR Lingua natural para grafico
LN>N Lingua natural para numérico
N>A Numérico para algébrico
N>GR Numérico para grafico
N>LN Numérico para lingua natural

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para identificar as transformagdes foram utilizados esquemas de mapas conceituais
produzidos no software CmapTools. Esses esquemas nos ajudaram a retratar as relagdes entre
as representacdes por meio de setas que indicam a origem e o final da transformacao (vide

Quadro 19).
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Figura 19 - Esquemas.

Lm {x + 1)
x—=1
HG.02.01
18:A>N
C17;A>N
C19:A>GR
X x+1 - i
3 y T12: N>N il B
15 | 25 0.5 | 18
11 21 0.9 1.9
oL 2,00 0.99 | 199
Loor 2.0m 0,999 1.99%9
1 1 i | ¥
i 2 1|1 2
C ~
HG.02.02 iGiomao
fixy=x+ 1
C20:N>GR C21:N>GR
'

Fonte: Guidorizzi, 2001, p. 55.

Com este recurso conseguimos identificar as representagdes e as transformagdes por
meio das setas, todas codificadas. Assim, as transformagdes foram identificadas por meio de
uma letra inicial (C para Conversoes e T para tratamento) seguida de um numero que indica a
ordem e uma legenda que representa o tipo de transformagao.

Assim, o codigo T12:N>N representa o décimo segundo tratamento encontrado no
corpo do texto e ele se refere a uma transformagao de representagdes em registro numérico. Por
sua vez, o codigo C19: A>GR corresponde a décima nona conversao encontrada no livro, que
transforma uma representacao algébrica para outra em registro grafico.

Dessa forma, as categorias de transformacdo nos informaram sobre quais registros os
tratamentos foram mais frequentes e quais conversdes foram mais utilizadas. Todos os
esquemas dos dois livros utilizados nessa pesquisa se encontram no apéndice 3.

Por fim, depois de identificadas e categorizadas todas as representagdes e
transformagoes, acrescentamos estes dados no inventario (Quadro 9), e com a ajuda do Excel,

confeccionamos os graficos que sao discutidos no capitulo 5.
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Quadro 9 - Inventario 2

C11:A>N TIA A LLOLOl  jp-22tx=3
C12:A>N T4A
C30:A>GR T12A
T28A

Fonte: Leithold, 1994, p.56.

No Quadro 9, percebemos que na primeira coluna aparecem as conversdes que
envolvem a representacao (todas partem do registro algébrico “A” e se transformam em registro
numérico “N” ou grafico “GR”); na segunda, os tratamentos (todos em registro algébrico, por
180 0 “A”); na terceira, o registro ao qual pertence a representagao (no caso o registro algébrico,
também representado pela letra “A”); na quarta, o codigo e na ultima, a propria representagao.

Procedemos de modo parecido com relagdo aos exercicios, porém, nesse caso
consideramos separadamente as representagdes que aparecem no enunciado, as conversdes
propostas pelas questdes, além de classificarmos o tipo de questao mediante o verbo utilizado
no enunciado.

Percebemos que alguns enunciados sugerem dupla conversdo, ou seja, uma conversao
seguida de outra. H4 casos em que a dupla conversdo consiste apenas na inversao da conversao
original. Nesse tipo de situagdo consideramos duas conversdes distintas.

Em outros casos, a conversao ¢ realizada com o uso de um registro auxiliar, ou seja, ela
envolve trés registros. Por exemplo, muitas vezes, para se construir o grafico de uma fungao,
dada a sua expressdo algébrica, se faz necessaria a construcdo de uma tabela com valores
numéricos antes. Nessa situacdo, levando em conta, além do enunciado da questdo, a forma
como exemplos similares a tal exercicio foram resolvidos no texto, também consideramos duas
conversoes distintas.

Classificamos as tarefas pelos verbos:

- determinar,

- provar,

- justificar,

- construir, €

- inferir.

Caso aparecesse algum verbo diferente destes cinco, classificariamos por analogia.
Quando apareceu o verbo “demonstrar” no enunciado de alguns exercicios, por exemplo, este
foi catalogado na mesma sec¢do do verbo provar, por ser analogo a este.

No Quadro 10 apresentamos um exemplo do inventario feito para analisar os exercicios.
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Quadro 10 - Inventario dos exercicios.

Construir Algébrico| A>GR 1) Faga um esbogo do grafico da
Determinar funcdo; entdo, observando onde ha quebras
Provar no grafico, determine os valores da variavel

independente nos quais a funcdo ¢
descontinua e mostre que a defini¢do 2.6.1
ndo ¢ satisfeita em cada descontinuidade.

x> +x—6
x+ 3

fl) =

Fonte: Leithold, 1994, p.105.

Percebemos que o enunciado apresenta trés verbos (pede para construir um grafico,
determinar valores e provar que a fun¢do ndo ¢ continua num ponto). Identificamos também
que o enunciado apresenta a representacao algébrica de uma fungao, que sugere a transformacgao
de uma representacao algébrica para um grafico e que exige um tratamento algébrico em sua
resolugao.

Assim, com a execucgdo desses procedimentos conseguimos levantar dados bastante
relevantes sobre a forma com que os autores dos livros pesquisados trabalharam o conceito de

limites, o que tornou nossa andlise formal uma etapa decisiva para a presente pesquisa.

5.5.INTERPRETACAO/REINTERPRETACAO

A tltima fase da HP ¢ a interpretagao/reinterpretagdo e ela corresponde a uma sintese
do que foi estudado nas outras etapas. Dessa forma, além de destrinchar os dados durante as
analises, nosso trabalho também consistiu em construir uma sintese englobando esses
resultados.

No préximo capitulo apresentamos as analises dos livros “Calculo com Geometria
Analitica” de Louis Leithold. Primeiramente mostramos o estudo individual das obras,
seguindo as etapas ja descritas no capitulo anterior, e em seguida desenvolvemos um estudo

comparativo entre elas.



106

6. CALCULO COM GEOMETRIA ANALITICA

"A Matemadtica pura é, a sua maneira, a poesia das

ideias logicas."

Albert Einstein'?

Assim como Einstein associa Matematica e Arte, muitos sdo oS matematicos €
professores que estreitam a relagdo entre essas duas areas de conhecimento, aplicando
conhecimentos matematicos nas artes ou matematizando pegas artisticas. E o caso do autor do
livro que analisamos a seguir que se utilizava de técnicas teatrais para enriquecer suas aulas de
Célculo e incentivar seus alunos para o estudo de uma das disciplinas consideradas mais dificeis
do curriculo académico.

Neste capitulo estdo as analises do livro “Calculo com Geometria Analitica” de Louis
Leithold (1994), seguindo as etapas da Hermenéutica da Profundidade proposta por Thompson.
Primeiramente desenvolvemos a interpretacdo da doxa, seguida das andlises socio-historica e

formal.

6.1.A INTERPRETACAO DA DOXA

O fato de o livro do Leithold (1994) aparecer no nosso levantamento como o mais citado
nas ementas dos cursos de Calculo das universidades brasileiras, mais precisamente em 24 das
26 instituigdes pesquisadas, por si s, j& demonstra a importancia dada pela comunidade
académica local a essa obra estrangeira.

Essa importancia ¢ evidenciada nas palavras de Reis (2001):

Certamente, o livro de Leithold ¢ referéncia em quase todas as ementas dos cursos de
Calculo oferecidos para os cursos da area de exatas no Brasil. Nao s6 pelas quase 1000
paginas de seus Volumes 1 e 2, mas por se tratar, de fato, de um dos livros mais ricos

em exemplos e demonstra¢des de resultados, que normalmente sdo remetidas para os
livros de Analise (p.95).

Tal relevancia, relatada por Reis (2001) ndo se restringe apenas a comunidade
académica local. A obra de Leithold teve impacto mundial. Em seu obitudrio no Los Angeles

Times, Woo (2005) afirma que a primeira publicacdo de The Calculus with Analytic Geometry,

15 Fonte: MECTUTORNEME. Emmy Noether NY Times obituary. Disponivel em: <https://mathshistory.st-
andrews.ac.uk/Obituaries/Noether Emmy_Einstein >. Acesso em: 22/01/2023.
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feita em 1968 pela editora Harper and Row, rapidamente se tornou um best-seller em inglés e
em varios idiomas, como alemao, espanhol e chinés.

A Professora Shirley B. Gray, da Universidade Estadual da Califérnia, em entrevista
para o Los Angeles Times, afirma que a obra do Leithold chega a ser um marco historico no
ensino do Calculo Diferencial e Integral. Para ela, o livro do Leithold ¢ um dos primeiros a
incorporar no curriculo do curso de célculo conceitos da Teoria de Conjuntos, uma componente
muito valorizada no movimento da matematica moderna da década de 1960 (Woo, 2005).

Corroborando com a visao da Professora Gray com relacdo aos aspectos pedagogicos
da obra, Reis (2001) chega a declarar que o manual representa um “enfoque classico intuitivo”,
ou seja, tradicional, porém, com uma preocupagdo didatica de abordar a nog¢do intuitiva dos
conceitos matematicos.

Nesta mesma tese, ao ser perguntado se adotaria o livro do Leithold como primeira
bibliografia ou referéncia bibliografica, o Professor Roberto Ribeiro Baldino, mesmo
relativizando a importancia da escolha do manual didatico para a realizagdo de um bom curso
de Célculo, destaca que a obra ndo ¢ ruim e afirma que ele seria “adaptavel” ao ensino de
Calculo (Reis, 2001).

Apesar da relevancia apontada, Reis (2001) ndo exime o livro de criticas. Afirma que
no texto, a conceituacdo ¢ exacerbada e que a obra tem dificuldade em conquistar os alunos por
apresentar problemas com relagdo a coeréncia entre os exercicios propostos € o conteudo
desenvolvido.

Assim, podemos afirmar que o livro do Leithold ¢ visto pela comunidade académica
como uma obra importante, por romper com paradigmas dos livros adotados na época em que
foi escrito e que, apesar de algumas criticas recebidas, mantém grande influéncia na concepgao

pedagdgica dos cursos de Célculo do Brasil e do mundo.

6.2. ANALISE SOCIO-HISTORICA

Para a realizagao da analise socio-historica determinamos trés acdes norteadoras: a
analise de dados biograficos dos autores, o estudo dos paratextos editoriais e das mudangas

ocorridas entre as edi¢des da obra.
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6.2.1. Louis Leithold
Figura 20 - Louis C. Leithold.

Fonte: Disponivel em: http://archivo.elsalvador.com. Acesso em: 01 de Set de 2018.

Louis C. Leithold nasceu no Condado de Sdo Francisco, California nos Estados Unidos
em 16 de novembro de 1924 (Encyclopaedia Brithannica, 2005). Seu bom desempenho escolar
o habilitou a estudar na Lowell High School, escola que aceitava apenas os alunos mais
brilhantes da cidade de Sao Francisco, mediante aprovacdo em testes padronizados, em
histérico de notas e em atividades extracurriculares (Woo, 2005).

Ele obteve os titulos de Bacharel, Mestre ¢ Doutor na University of California em
Berkeley. Comecou a dar aulas em 1955 na faculdade Phoenix College (Arizona), e depois
lecionou na California State University, na faculdade na Open University de Milton Keynes, na
University of Southern California, na Pepperdine University e na Malibu High School (The
New York Times, 2005).

Com relagdo a sua vida pessoal, casou-se com Thyra Nichols, Bacharela e Mestra em
Critica Musical, em Phoenix em 1952 e se divorciou em 1962. Enquanto eram casados, em
1959, adotaram uma crianga chamada Gordon Marc Leithold que foi morar com a mae em
Dallas apos o divorcio (Justia Us Low, [2022]).

Ele nutria uma grande paixdo por cinema. Nos anos 50 dirigiu uma casa de cinema
vintage em Scottsdale, Arizona, frequentada pelo diretor Steven Spielberg quando crianca.
Acumulou uma extensa colec¢ao de posteres de filmes antigos que negociava no fim de sua vida
(Woo, 2005).

Ainda quando lecionava no Arizona, um editor se aproximou dele para escrever um
livro. O resultado foi um dos livros mais usados no mundo para o curso de Célculo (Woo, 2005).
The Calculus with Analytic Geometry publicado em 1968 pela Harper e Row, quando Leithold
jé trabalhava na Universidade do Estado da Califérnia (Palisadian-Post, 2005).

No inicio dos anos 1980, conheceu Jaime Escalante, um professor Boliviano-

Estadunidense que o teve como mentor sobre o ensino de limites e diferenciacao. O sucesso de
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Escalante com estudantes da periferia da cidade de Los Angeles foi contado no filme de 1988
Stand and Deliver, chamado aqui no Brasil de O preco do Desafio, que rendeu a Edward James

Olmos uma indicagao ao Oscar de melhor ator (Woo, 2005).

Figura 21 - Cartaz de O prego de um Desafio.

EDWARD JAMES OLMOS - LOU DIAMOND PHILLIPS

Fonte: Disponivel em: http://archivo.elsalvador.com. Acesso em: 01 de Set de 2018.

Leithold foi convidado por Escalante algumas vezes para dar palestras para suas classes
na Garfield High School (Woo, 2005).

Em 1987 compartilhou sua experiéncia em oficinas para professores e ajudou na
preparacdo de alunos para o Advanced Placement, exame utilizado para admissdo em
universidades, nos institutos de verao de Célculo do College Board na Pepperdine e na Fordham
University em Nova York (Palisadian-Post, 2005).

Em 1998, aos 76 anos, logo apds sua aposentadoria, aceitou um convite para dar aula
num programa de Célculo para o ensino médio na recém estabelecida Malibu High School. No
inicio se voluntariou como consultor e posteriormente foi convencido a receber um salario
(Woo, 2005).

Com relagao a sua forma de dar aulas, ele gostava de animé-las com um pouco de teatro.
Segundo sua colega Amelia Zimmerman: “Seu dia favorito do ano inteiro era o dia em que
apresentaria o Teorema Fundamental do Célculo. Formava uma contagem regressiva no quadro.
E entdo naquele dia em particular, ele usaria uma camisa cobrindo uma camiseta por baixo, que
teria o Teorema Fundamental do Calculo. E entdo, exatamente no momento em que ele
mostraria o teorema, ele diria: 'Esta ficando quente aqui?' Nesse momento, as pessoas iam abrir
as janelas, e entdo ele tirava a blusa e apresentava a camisa, que tinha o teorema” (Siegel, 2005).

Para debater com os alunos sobre quem teria inventado o Calculo diferencial e Integral

(se Newton ou Leibniz) ele “Trazia dois pratos de biscoitos, figura de Newtons em um e uma
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marca chamada Leibniz no outro. Depois, ele convidava os alunos a fazerem a sua escolha”
(Woo, 2005).

Ele também apostava em grandes quantidades de tarefas para promover a aprendizagem
de Calculo. Ainda segundo Amelia Zimmerman: “Passava uma grande quantidade de tarefas
que rendiam duas a trés horas por noite e, nem todos os alunos eram capazes de assumir esse
compromisso. Isso poderia incitar rebelido na maioria das outras salas de aula. O que nao
acontecia com ele” (Siegel, 2005).

Por meio de relatos de professores e alunos que trabalharam com Leithold, podemos
afirmar que, além de usar seu carisma para conseguir o comprometimento dos estudantes para
realizar a grande quantidade de exercicios, ele também calcava suas aulas em técnicas de
memorizagao: “Ele os fez memorizar e recitar regras complicadas de Célculo até que os
teoremas governassem seus cérebros. E ele os moveu com seu proprio mantra, que recitava
diariamente. "Vamos passo a passo", dizia ele, cobrindo todas as tabuas secas da sala de aula
com equacgdes” (Woo, 2005).

Com relagdo ao mantra “passo a passo” vemos mais a frente que esta ¢ uma
caracteristica também do seu texto. Mark Kelly, diretora do Malibu High School descreve
resumidamente a atuagdo de Leithold na sala de aula: “Ele tinha uma compreensao tao profunda
do conteudo. (...) Ele usou humor e histdrias motivadoras para os adolescentes, que as atrairam
para o assunto” (Woo, 2005).

Podemos afirmar que seu método de ensino era eficiente, pelo menos no que diz respeito
aos exames oficiais em que seus alunos eram submetidos. No Advanced Placement, que tem
como nota maxima 5 e cuja média nacional € de 3,01, os alunos que estudaram com Leithold
obtiveram nos ltimos 5 anos antes de sua morte uma média 4,6 (Siegel, 2005; Woo, 2005).

Leithold foi encontrado morto em sua casa, onde morava sozinho, em 29 de abril de
2005, por um pai de aluno preocupado pela sua rara auséncia em uma das aulas preparatérias
para o Advanced Placement que aconteceria no dia 4 de maio. Sua morte foi atribuida a causas

naturais. Ele tinha doencgas cardiacas e pulmonares (The New York Times, 2005).
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6.2.2. O livro Calculo com Geometria Analitica.

Figura 22 - Livro Célculo com Geometria Analitica, vol 1, 3 ed.

qLeithoId

Fonte: Disponivel em: https://www.amazon.com.br/C%C3%A 1lculo-com-Geometria-
Anal%C3%ADtica-1/dp/8529400941 Acesso em: 19/01/2023.

O prefacio da terceira edi¢do do livro Cdlculo com Geometria Analitica ndo explica
nada sobre a origem da obra. Nao hé informagdes sobre a motivacao para escrita, momento em
que o autor resolveu escrever ou onde trabalhava quando decidiu realizar o projeto.

Com relagdo ao publico-alvo, o autor se dirige a futuros matematicos e estudantes que
tenham interesse por Engenharia, Ciéncias Exatas, humanas ou areas ndo técnicas (Leithold,
1994). Dessa forma, Leithold deixa claro que escreve para estudantes, embora ainda seja um
publico amplo, pois, direciona a diversas areas de conhecimento.

Uma vez definido o consumidor preferencial de seu livro, o autor trata de dar o tom com
que seu livro serd conduzido:

Uma vez que um livro-texto deve ser escrito para o estuante, empenhei-me em manter
uma apresentagdo de acordo com a experiéncia e a maturidade de um principiante,
sem deixar que qualquer passagem fosse omitida ou ficasse sem explicagdo. Espero
que o leitor tome consciéncia de que as demonstragdes dos teoremas sdo necessarias;
procurei torna-las bastante motivadores e explica-las cuidadosamente, de forma que

sejam compreensiveis para o estudante que adquiriu um nivel razoavel de
conhecimentos das se¢oes que as precedem (Leithold, 1994, p. IX).

Embora o autor alerte ao leitor sobre a necessidade de expor as demonstragoes, ele
afirma que alguns teoremas foram enunciados sem sua devida prova. Ao invés de demonstra-
los, o autor explica que fard a discussdo a respeito do enunciado por meio de ilustragdes e
exemplos.

Também no prefacio, ele indica seguir uma abordagem de explanagdes passo-a-passo,

com exemplos e exercicios em grande quantidade e variedade (Leithold, 1994). Essas
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caracteristicas de escrita se casam perfeitamente com o perfil dele tragado por seus alunos e
colegas.

Sobre as edi¢des do livro Cdalculo com Geometria Analitica comparamos a terceira
edi¢ao estadosunidense de 1976 com a terceira edi¢do brasileira de 1994. Encontramos
mudangas com relagcdo a ordem dos contetdos: enquanto na edi¢do nacional todo o contetdo
de limites se concentra no capitulo 2, na edicdo dos Estados Unidos ele ¢ dividido entre o
segundo e o quarto capitulo, havendo entre eles um capitulo sobre derivadas.

Nao conhecemos o motivo para tal mudanca, mas temos indicios de que essa alteragao
ndo agradou o autor ou a editora. Isso porque o prefacio da edicao estadusunidense, ao se referir
a nova ordenacdo, descreve a sequéncia dos conteudos da edi¢do anterior como idéntica a
edicao brasileira. Como a terceira edi¢ao publicada no brasil ¢ uma traducado da sexta edi¢do do
original, significa que a ordem dos conteudos mudou, mas rapidamente voltou a sua
configuragdo original.

Também percebemos na edicdo norte americana, um nimero menor de exemplos
resolvidos e exercicios, porém com um nivel de dificuldade e rigor mais alto em alguns deles.
Na secdo 2.1, que apresenta o conceito de limites, por exemplo, identificamos na edi¢ao do
Brasil duas questdes do tipo “prove”, enquanto que na edi¢do norteamericana sdo 7 itens desse
tipo.

E importante registrar também que na edigdo estrangeira ha menos gréaficos do que a
edicao nacional. Verificamos que havia 43 graficos no capitulo que trata o conteudo de limtes
na versao brasileira, enquanto que na versao original, apenas 16. Também vale lembrar que as
demonstragdes de teoremas na edigdo original aparecem ao longo do texto, enquanto que na

edicdo nacional elas estdo concentradas nas se¢des 2.9 e 2.10, chamadas de suplementares.

6.3.ANALISE FORMAL

O livro Cdlculo com Geometria Analitica, volume 1, 32 edig¢do, possui 770 paginas,
divididas em 11 capitulos, além de prefacio, agradecimentos, uma pagina que fala sobre um
pouco de historia do Célculo, apéndice, listas de formulas, respostas dos exercicios de numero
impar e indice remissivo.

O Capitulo 1 da obra chama-se Numeros Reais, Fungdes e Graficos. Ele faz uma sintese
de conteudos que sdo pré-requisitos para o estudo do Calculo. Para um estudante que faz o
primeiro curso de Calculo, ele funciona como uma revisao dos assuntos vistos na educacao

basica necessarios para a compreensao dos conceitos de limite, derivada e integral.



113

6.3.1. Definicdo de Funcio

Sobre esse primeiro capitulo nos chamou a atengdo a concepc¢ao de um pré-requisito
indispensavel para o estudo do conceito de limites: a defini¢ao de funcao usada pelo autor.

Durante os estudos, no que diz respeito ao conceito de limites, foi observado que o livro
representa as func¢des utilizando apenas a formula que indica a relagdo entre dominio e o
contradominio, ndo explicitando dessa maneira os dois conjuntos.

Por conta desse aspecto, resolvemos consultar, no primeiro capitulo, a defini¢ao de
funcdo usada pelo autor. Embora este ndo seja o nosso foco, acreditamos que a forma com que
a fun¢do ¢ definida pode influenciar decisivamente na compreensao do conceito de limite.

Leithold (1994) define funcao da seguinte forma:

Defini¢do: Uma fungiio ¢ um conjunto de pares ordenados de niimeros (x, ), sendo
que dados dois pares ordenados distintos, nenhum deles terd o mesmo primeiro
numero. O conjunto de todos os valores admissiveis de x ¢ chamado de dominio de
fungdo e o conjunto de todos os valores resultantes de y ¢ chamado a imagem da
funcao (p.32).

Ao definir uma funcao por meio de pares ordenados, o autor expdoe uma preferéncia em
adotar a linguagem de conjuntos para representar objetos matematicos. Como, foi citado
anteriormente, o uso da Teoria de Conjuntos ¢ uma caracteristica do Movimento da Matematica
Moderna, que teve seu auge na década em que o livro do Leithold foi escrito.

Outro ponto importante a ser observado na definicdo acima ¢ que, apesar de destacar as

[3

palavras “dominio” e “imagem”, ele define o primeiro conjunto como “todos os valores
admissiveis de x”. Naturalmente surgem os questionamentos: quais valores sdo admissiveis?
Admissiveis com relagdo a qué? Seria da expressdo algébrica?
O trecho a seguir indica que a resposta para o Gltimo questionamento seria positiva:
Estabelecendo o conceito de uma fung¢ao de outra forma, consideramos intuitivamente
o numero real y no conjunto ¥ como uma fung¢éo do niimero real x no conjunto X se

houver uma regra pela qual um valor especifico de y seja atribuido a um valor de x.
Essa regra ¢ dada, muitas vezes, por uma equagao (Leithold, 1994, p.31).

Apesar de o autor deixar claro, nessa passagem, que se trata de uma ideia intuitiva de
funcdo, ele expode a regra de associacdo como o fator determinante para sua existéncia. Essa
ideia ¢ reforgcada pela presenca de exercicios que pedem explicitamente para determinar o

dominio de uma fun¢ao dada.
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Com relagdo a esse aspecto, Lima (2003) defende que uma fungdo ndo deve ser
determinada apenas pela regra ou lei de associacao.

Segundo ele:

Devemos lembrar que a defini¢do de funcdo ¢é estabelecida por trés elementos
fundamentais: dominio, contradominio ¢ lei de associagdo. Isso ¢, uma fungéo so6 fica
bem definida se sdo conhecidos esses trés elementos. Assim, y = x? ndo representa,
por si s6, uma fungdo - mas pode vir a expressar a lei de associagdo de uma fungao,
se sdo estabelecidos dominio e contradominio compativeis (Lima, 2003, [S.L]).

Assim, nao faz sentido propor um exercicio que pede para determinar o dominio de uma
funcdo especificada. Ora, se foi dada a fungao, o dominio também deveria ter sido explicitado,
j& que este faz parte da defini¢cdo de fungao.

Dessa forma, Junior (2007) chama a aten¢ao para o risco de o estudante de Matematica
restringir a ideia de funcao apenas por sua férmula:

Assim, por exemplo, a regra f(x) = x* é automaticamente associada & uma fungio
que ndo ¢ injetora, ndo é sobrejetora e seu grafico ¢ uma parabola. Ora, mas g: R* —
R*, com a mesma regra g(x) = x?, ¢ injetora, sobrejetora e seu grafico ndo parece
uma parabola no aspecto usual, enquanto que h:{0,1} - R, também com h(x) = x?,
¢ injetora, ndo ¢ sobrejetora e seu grafico ¢ constituido apenas pelos pontos (0,0) e
(1,1). A regra de todas as fungdes ¢ a mesma e, portanto, ndo ¢ surpresa quando os

estudantes afirmam que as trés fungdes, quando vistas apenas pelas suas regras, sao
iguais (p.60).

Desse modo, constatamos que o autor, ao definir func¢do, segue uma concepgao que da
a regra, geralmente uma formula algébrica, maior status do que aos outros elementos que a

constituem.

6.3.2. Analise narrativa e as defini¢coes de limite e continuidade

Como o foco do nosso trabalho é o contetido de limites, nos concentramos no estudo do
Capitulo 2 — Limite e Continuidade que contém 83 paginas (pagina 55 a pagina 137) e
representa 10,77 % da extensao do livro.

Por conta dos critérios adotados e explicitados no capitulo 4, fizeram parte do corpus
para as analises apenas as segdes: 2.1 — O Limite de uma funcao, 2.3 — Limites Laterais, 2.4 —
Limites Infinitos, 2.5 — Limites no infinito ¢ 2.6 — Continuidade de uma Fun¢ao em um Numero,
juntamente com os exercicios correspondentes.

No Quadro 11 estdo as segdes, € suas partes, que ficaram de fora de nossa analise por
trabalharem as propriedades operatdrias para o célculo de limites, o que foge aos nossos

objetivos.
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2.4

2.5

2.6
2.7

2.8

2.9

2.10
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Quadro 11 - Se¢des nao usadas na pesquisa.

Titulo
Teoremas sobre Limites de Fungdes
Limites infinitos

Limites no Infinito

Continuidade de uma fung¢do em um numero
Continuidade de uma Fungdo Composta e Continuidade
em um intervalo
Continuidade das Fung¢des Trigonométricas e o Teorema
do Confronto de Limites (ou Teorema do “Sanduiche”)
Provas de Alguns Teoremas sobre Limites de Fungdes
(Suplementar)

Teoremas Adicionais de Limites de Fungdes
(Suplementar),

Extensao \
Todo
do teorema 2.4.3 da pagina 80
até a o exemplo 4 da pagina 87
do teorema 2.5.2 da pagina 90
até a o exemplo 8 da pagina 97
ilustrac@o 9 na pagina 105
Todo

Todo
Todo

Todo

Fonte: Adaptagdo de Leithold, 1994, p. v.

Dessa forma, o corpus do trabalho compreendeu a um total de 38 paginas, o que

corresponde a cerca da metade do capitulo 2, além de aproximadamente 141 exercicios do livro.

Com relagdo ao conteudo, o autor opta por apresentar primeiramente o conceito de limite

de uma funcao (inclusive limites laterais, limites infinitos e limites no infinito), para em seguida

introduzir o conceito de continuidade, (vide Quadro 23).

Figura 23 - Analise narrativa do livro do Leithold.

Limite de uma Limites
fungdo Infinitos

Continuidade de
uma fungdo

Limites Limites no

Laterais Infinito

Fonte: Leithold, 1994, p.v.

A sequéncia narrativa escolhida pelo Leithold ¢ muito importante, pois alguns autores

seguem o caminho inverso: apresentam o conceito de continuidade primeiramente, para em

seguida trabalhar o conceito de limite.

A consequéncia dessa escolha se reflete nas defini¢des usada pelo autor, tanto para o

conceito de limite como para o conceito de continuidade de uma fun¢ao num ponto. A Figura

24 mostra como Leithold o define limite por meio épsilons e deltas.
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Figura 24 - Definigdo de limite no livro do Leithold.

DEFINICAO | Seja f uma fungéo definida para todo nimero em algum intervalo aberto con-
tendo a, exceto possivelmente no proprio nimero a@. O limite de f{x) quando
X tende a a sera L, escrito como

lim f(x) = L

X-—a

se a seguinte afirmativa for verdadeira:
Dado ¢ > 0 qualquer, existe um § > 0, tal que

se0 < |x —a|l <6entdo |f(x) - L| <e¢ )

Fonte: Leithold, 1994, p. 58.

E importante ressaltar que o autor introduz essa defini¢do por meio de um exemplo em
que ¢ explorado o problema da tangente a partir de uma fun¢do definida algebricamente. Por
meio de aproximagdes numéricas, o conceito ¢ explorado e refinado até se chegar ao rigor da
definicao algébrica.

Essa defini¢cdo ¢ explorada em exemplos e exercicios de prove, e, portanto, exige que o
estudante acompanhe as demonstracgdes realizadas pelo autor e que as reproduza nas respostas
as questdes propostas. Nenhum dos exercicios dessa primeira secdo pede para se calcular
limites. Apenas provar ou determinar um delta a partir de um épsilon dado. Somente depois de
apresentadas as demonstragdes das propriedades operatdrias, € que o livro ensina a efetuar os
calculos de limites.

Com vimos, isso inverte a ordem historica do desenvolvimento do conceito de limite
que ja era aceito bem antes de ser definido formalmente. Assim, o autor indica ao aluno que ele
so deve utilizar para a resolucdo de questdes, o que foi previamente justificado rigorosamente
e, portanto, algebricamente.

Com relagdo ao conceito de continuidade de uma fun¢do no ponto, a definigdo ¢ feita
pela definicdo de limite, sem utilizar as famosas letras gregas. Na Figura 25 expomos a
defini¢dao de continuidade num ponto utilizada pelo Leithold.

Figura 25 - Defini¢do de Continuidade.

DEFINICAO | Dizemos que a fungio f é continua no niimero a se e somente se as seguintes
condicdes forem satisfeitas:

(i) f(a) existe;
(ii) 112 f(x) existe;
(iii) )lrigr‘l, J) = fla).

Se uma ou mais de uma dessas condi¢des n@o forem verificadas em a, a funcdo
x f serd descontinua em a.

Fonte: Fonte: Leithold, 1994, p.99.
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Assim, o autor prefere trabalhar a defini¢ao de limites em termos de épsilon e delta e se
exime de manipular os épsilons quando trabalha o conceito de continuidade.

A definicdo usada pelo Leithold para o conceito de continuidade ¢ mais simples,
partindo do pressuposto de que o aluno saiba calcular limites pelas propriedades operatodrias,

porém mais restrito. Por exemplo, ela ¢ inadequada para resolver a questao abaixo.

x,sex € Q

—x,sex & Q

Mesmo nao utilizando a defini¢ao de continuidade em termos de épsilon e delta, o autor

“Prove que a fungéo f(x) = { ¢ continua em 0 (Guidorizzi, 2001, p. 70.).

precisa dela em algum momento para demonstrar algumas propriedades operatorias (como a
continuidade de uma fungao composta) e, por isso, a introduz e demonstra como um teorema,

cujo enunciado se encontra na sec¢ao 2.6 e € reproduzido na Figura 26.

Figura 26 - Teorema da continuidade de uma fungao.

TEOREMA | A funcdo fserd continua no nimero a se f estiver definida em algum intervalo
aberto contendo a e se para todo ¢ > O exitirum § > Otal quese |x — a| < &

entdo |f(x) — fla)] < e

Fonte: Leithold, 1994, p. 105.

Assim, Leithold trabalha muito pouco com a definicdo descrita na Figura 26 e ndo
propde exercicios que a abordem. A concep¢do em termos de épsilon e delta se concentra

exclusivamente na defini¢ao de limite.

6.3.3. Representacdes Semioticas

Com relagdo a andlise semidtica, foi identificado ao longo do texto das se¢des
estudadas!® um total de 250 representacdes de limites ou de fun¢des utilizadas para abordar o
conceito de limite. Estas representagdes foram classificadas de acordo o tipo de registro em que

foram construidas e sdo apresentadas no Grafico 2.

16 As partes do livro do Leithold consideradas nessa pesquisa estdo descritas na se¢do 6.3.2 intitulada “Anélise
narrativa e defini¢do de Limite e Continuidade” na pégina 115.
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Grafico 2 - Distribui¢do percentual das representacdes identificadas de
acordo com o tipo de registro no trecho do texto analisado do livro do

Leithold.
60%
25%
10%
| 5%
Algébrico Lingua Natural Gréfico Numérico

Fonte: elaborado pelo autor com ajuda do software Excel.

A primeira observagdo que podemos fazer com relagdo ao texto do livro do Leithold ¢
que ele utiliza os quatro registros aqui considerados: algébrico, lingua natural, grafico e
numérico. Ou seja, ndo hd negligéncia a nenhum registro, embora exista um claro desequilibrio
com relagdo a frequéncia de uso.

Outro ponto importante ¢ que a grande maioria das representacdes identificadas na parte
do livro analisado pertencem ao registro algébrico (60% do total). Isso ja era, de certa forma,
esperado. Um dos motivos para que isso acontega ¢ apontado por Condillac (1981 apud Duval,
2009) que afirma que este registro permite tratamentos de uma forma mais econdmica e agil. A
economia ¢ a agilidade que Condillac se refere, diz respeito a simplicidade das formas e a
rapidez na execug¢do, ou seja, “as relacdes entre objetos podem ser representadas de maneira
mais rapida e mais simples de compreender por formulas literais do que por frases” (Duval,
2012, p. 268).

Os dados encontrados, no que diz respeito a operacao de tratamento estao apresentados

no Grafico 3.
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Grafico 3 - Distribuigdo percentual dos tratamentos identificados no
trecho do texto analisado do livro do Leithold.

84%

7% 6%
i 3%
. I —
Algébrico Lingua Natural Grafico Numérico

Fonte: elaborado pelo autor com ajuda do software Excel.

Foi identificado um total de 173 operacdes de tratamento dentro da parte do texto
analisado no livro do Leithold.

E importante salientar que todos os registros foram identificados e que o registro
algébrico foi disparadamente o que mais apareceu quando o autor precisou manipular as
representacdes dentro de um mesmo registro (84% do total de tratamentos encontrados foi em
registro algébrico).

Com relagdo a esse predominio do registro algébrico, Moura (2014) enfatiza que “as
literaturas do Célculo valorizam o tratamento algébrico e ndo apresentam o tratamento
geométrico em todos os topicos” (p. 52).

Outro motivo para o expressivo uso do registro algébrico ¢ explicitado por Kamphorst
e Nehring (2016, n.p) quando justificam a grande quantidade de conversdes para o registro
algébrico encontrados nos exercicios realizados por estudantes: “Acreditamos que este fato
possa ser justificado pela énfase na representacao algébrica, ainda dada por parcela significativa
dos professores de matematica de todos os niveis escolares”.

Assim, podemos atribuir a preferéncia pelo registro algébrico a questdes praticas, com
relagdo as caracteristicas inerentes a esse tipo de representagdo, bem como por questdes
culturais, no que diz respeito ao costume escolar de se privilegiar esse registro.

Outro aspecto que chama ateng¢do ¢ o fato de que uma em cada quatro representagdes
identificadas na parte do texto analisada no livro do Leithold estd em lingua natural (25% do
total). Essa situagao transcorre do fato de o objeto em questao ser um texto didatico e indica a
grande preocupacao pedagodgica do autor em explicar os detalhes de cada exemplo nesse tipo

de registro.
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Essa preocupacao inclusive foi explicitada no prefacio do livro:

As explanagdes passo-a-passo, os inumeros exemplos descritos e a ampla variedade
de exercicios continuam a ser os aspectos mais relevantes do livro nessa edicdo. Uma
vez que um livro-texto deve ser escrito para o estudante, empenhei-me em manter
uma apresentagdo de acordo com a experiéncia e a maturidade de um principiante,
sem deixar que qualquer passagem fosse omitida ou ficasse sem explicagdo (Leithold,
1994, p. iv).

Assim, as representagdes em lingua natural possuem um papel muito importante para
que o livro do Leithold atinja seus objetivos didaticos, embora ele pouco as utilize para realizar
tratamentos (7% dos tratamentos identificados no trecho analisado no livro do Leithold estdo
em lingua natural).

Na Figura 27 apresentamos uma importante sequéncia desses tratamentos, relacionada

a descrigdo do limite lin} f(x) =5.
x—

Figura 27 - Tratamento em Lingua Natural no texto do Leithold.

Podemos tornar os valores de f(x) tdo
proximos de 5 quanto desejarmos, tomando x
suficientemente proximo de |

Trat'amento

Podemos tornar o valor absoluto da diferenca entre f(x) e 5

tdo pequeno quanto desejarmos, tornando o valor absoluto da
diferenca entre x e 1 suficientemente pequeno.

Tratanmnlo

|f(x) — 5] pode se tornar tio pequeno quanto
desejarmos, tomando |x — 1] suficientemente

pequeno.

Fonte: Adaptado de Leithold, 1994, p.54.

A sequéncia de tratamentos representada na Figura 27 nos parece relevante, pois, ela
mostra a transi¢do da ideia intuitiva do conceito de limites para a defini¢do formal. Percebemos
a mudanga de expressdes que o autor usa, passo a passo, para tornar a ideia de limite o mais
formal possivel. Ele inicia sua exposicdo com a expressao “valores proximos”, passando por
“moddulo da diferenga pequeno”, para em seguida apresentar a expressao algébrica do médulo.

O passo seguinte, que ndo estd representado na Figura 27, seria a introducao das letras
gregas €psilon e delta para representar as vizinhangas de 1 e de 5, respectivamente. Ou seja, a
consequéncia desses tratamentos ¢ uma conversao da lingua natural para o registro algébrico.
Assim, o autor parte da descrigdo do conceito para a sua defini¢ao formal algébrica.

Com relacdo ao registro grafico, o autor utiliza, nos trechos analisados no livro, uma

pequena quantidade (10% das representagdes e 6% dos tratamentos identificados). Sobre os
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tratamentos graficos, nos chamou a atencdo o fato de que eles s6 foram utilizados em duas
secdes: 2.1 — O Limite de uma fung¢@o e 2.4 — Limites Infinitos. Na primeira para comparar a
relacdo entre épsilons e deltas ao apresentar o conceito de limite e, na segunda, para comparar
os tipos de limites infinitos (pela esquerda, pela direita, infinito positivo e negativo).

A Figura 28 mostra um tratamento grafico utilizado no texto do Leithold.

Figura 28 - Tratamento Grafico no texto do Leithold.

y
y=f(x) y=f(x) Yy

y=f(x)

-~

e S

a
g
]
a
|
h-d
»
3
+
g

Fonte: Leithold, 1994, p.54.

A Figura 28 mostra que se quisermos um f (X) proximo do limite L, ou seja, que f(X)
entre L — ey e L + e; (ouainda, |f(x) — L| < e;), basta aproximarmos X suficientemente de a,
ou seja, que X fique entre a — §; € a + 6; (ou ainda, que |X¥ — a| < ;).

Essas aproximacoes sdo representadas pela comparacao entre os graficos, da esquerda
para a direita. No primeiro grafico ha marcacdo dos intervalos (L —eq,L+e;) e
(a — 8;,a + 8;). No segundo, o autor insere em (L — ey, L + e;) o valor f(k), e destaca que
para isso acontecer basta que X pertenca a (a — &y, a + 6;). Além disso, neste segundo grafico
ele introduz o intervalo (L — e, L + e,) que esta contido em (L — ey, L + e;). Ja no terceiro
grafico o autor indica que se quisermos que f(X) pertenca a esse novo intervalo
(L — ey, L + e;), basta que X estejaem (a — &5, L + 5,).

Sobre as representagdes numéricas, € importante salientar que esse registro foi pouco
utilizado pelo Leithold no trecho analisado do livro, tanto no que diz respeito a quantidade de
representacdes (5% do total) quanto a de tratamentos (3% do total). Deste pequeno numero de
utilizagdes, metade foram tabulares e a outra metade em registros numéricos encontrados no
meio do texto. Uma observagdo importante € que, tanto os registros tabulares, quanto os
tratamentos nesse registro se concentraram na primeira se¢ao 2.1, justamente a que apresenta o

conceito de limite.
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Assim, percebemos uma preocupacdao do autor em trabalhar os conceitos nos mais
diferentes tipos de registro logo na primeira se¢do, exatamente o de apresentacdo do conceito
de limite. Porém, percebemos que essa preocupacao se dilui ao longo do texto.

Sobre o total de 162 conversdes identificadas no trecho do texto analisado do livro do
Leithold, apresentamos no Grafico 4 um mapa de rede, construido com a ajuda do software
Gephi!”, que expde as transformagdes entre registros. Neste mapa, os nos (as circunferéncias)
representam os registros, enquanto as arestas'® (curvas que ligam os nds) representam as
conversoes entre os registros. A cor de cada aresta ¢ a mesma do registro (n6) de origem da
conversao e sua espessura ¢ proporcional ao numero total de conversodes identificadas daqueles
registros. Assim, cada aresta representa um tipo de conversao e os nimeros que aparecem nelas
indicam o percentual de cada tipo com relacdo ao total de conversdes identificadas. Ja o
tamanho de cada n6 ¢ proporcional ao numero de conversdes que partem dele somado ao

nimero de conversdes que ele recebe.

Grafico 4 - Distribuigdo percentual das conversdes identificadas no trecho do texto analisado
no livro do Leithold.

rtijo

1%
17%
0
9% 17% e
Lil'l ral 21%
1%
17%
7%
6% 1% Nun@rico

Fonte: elaborado pelo autor com a ajuda do software Gephi.

170 Gephi é um software de codigo aberto, gratuito e que pode ser encontrado em https:/gephi.org/.
18 As palavras “nds” e “arestas” fazem parte da terminologia propria do software Gephi, aqui utilizado para
construir os mapas de rede. Optamos por continuar a utilizar esses termos ao longo do texto.
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O primeiro ponto a destacar ¢ que o autor apresenta todos os tipos de conversdes
possiveis em seu texto. Nao ha nenhum tipo de conversdo com o percentual zerado no mapa
acima.

No que diz respeito as conversdes, Santos (2013) enfatiza a importancia dessa atividade
cognitiva para o processo de aprendizagem:

Mais uma vez defendemos que, sem as mudangas de quadros, sem o trabalho de
conversao de registro, o aluno corre o risco de “aprender” a teoria que envolve o
estudo de limite de uma fun¢@o de forma compartimentada e nada significativa. Ter o

dominio de um registro ndo implica no dominio de outro se ndo héa o trabalho com
essas mudangas (p. 203).

Compartilhamos da opinido de Santos (2013) e enfatizamos que a exposi¢ao dessas
transformagoes no texto pode facilitar a realizacdo delas por parte do estudante.

Percebemos também que 80% do total de conversdes identificadas na parte analisada do
livro do Leithold partem ou chegam ao registro algébrico, pois, essa ¢ a soma das porcentagens
das arestas que ligam o nd que representa o registro algébrico aos outros nds (por isso
“algébrico” ¢ a circunferéncia de maior area). A preferéncia pelo registro algébrico € salientado
por Kuzu (2020) que afirma: “Ao ensinar conceitos de matematica, hd predominancia do uso
de representagdes algébricas”(p.312).

O tipo de conversao mais frequente no texto do Leithold ¢ a que parte da lingua natural
para o registro algébrico (21% do total de conversdes identificadas) e um dos que mais
aparecem ¢ a que parte do registro algébrico para linguagem natural (17% do total de
conversoes identificadas). Segundo Breunig (2015) a coordenacao dos registros algébricos e da
lingua natural possibilita ao discente significar o conceito de limite.

Na Figura 29 estd um exemplo de conversdo da lingua natural para o registro algébrico

encontrado no livro do Leithold.

Figura 29 - Conversdo da Lingua Natural para o Registro Algébrico no
Texto do Leithold.

O limite de f(x) quando x tende a 1 é iguala 5.

Convers3o

Li_l)l}f(x) =5

Fonte: adaptado de Leithold, 1994, p. 58.
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Tal conversdo representa o desfecho da série tratamentos em lingua natural que aparece
na Figura 27. Nessa conversdo, presente no livro do Leithold, percebemos que hd uma
congruéncia semantica na medida em que cada palavra estd associada a um simbolo da
representacao algébrica. Essa congruéncia facilita a inversao da conversao.

Ao apresentar as contribui¢des das Neurociéncias para Educacdo Matematica,
Alvarenga (2019) ressalta a importancia de se realizar atividades que transitam entre a lingua
materna e a linguagem da Matematica:

Destacamos que a expressao do individuo pela oralidade matematica colabora
demasiadamente para o entendimento dessa e, além disso, essa ciéncia tem uma
linguagem propria, inclusive uma abordagem dela via a escrita informal e,
principalmente a formal promove uma melhor organizacdo das estruturas

cognitivas. Em varias atividades, € necessario traduzir da linguagem matematica
para a lingua materna e vice-versa (p.96).

Outras conversdes que aparecem com boa frequéncia no mapa sao as que relacionam o
registro grafico e a com o algébrico (17% do total de conversdes identificadas partem do
registro grafico para algébrico e 17% do registro algébrico para grafico). A transi¢cdo algébrico-
grafica aparece com frequéncia em vdarias pesquisas entre as que os alunos tém maior
dificuldade.

Finalmente ¢ importante registrar a pequena quantidade de conversdes que envolvem o
registro numérico. A soma dos percentuais de conversdes que partem do registro numérico e
chegam no mesmo registro representam apenas 18% do total.

Segundo Santos (2013):

Ha também aquelas atividades em que a mudanga de registro ¢ importante para que o
aluno entenda o que esta acontecendo. E o caso dos limites infinitos e limites no
infinito. Ao trabalharmos com os registros algébricos puramente ndo seremos capazes
de determinar o valor do limite — principalmente quando lidamos com o infinito. Faz-
se necessario, entdo, que o aluno construa tabelas para “enxergar” o que acontece nas

proximidades de determinado ponto, ou que procure visualizar a tendéncia a certos
valores através do grafico da funcdo (p. 216).

Apesar da importancia de se trabalhar com exercicios que propde esse tipo de conversao,

constatamos o pouco uso do registro numérico.
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6.3.4. Representacdes Semioticas nos Exercicios

Com relacdio aos exercicios considerados!®, cerca de 155, em seus enunciados foram
identificadas um total de 170 representacdes. Dos quatro registros, apenas os do tipo grafico

nao foram encontrados no enunciado das tarefas (vide o Grafico 5).

Grafico 5 - Distribuig@o percentual das representagdes presentes nos enunciados
dos exercicios analisados no livro do Leithold.

86%

11%

| | 3%
I

Algébrico Numérico Lingua Natural

Fonte: elaborado pelo autor com ajuda do software Excel.

Percebemos que a maioria absoluta das representacdes encontradas estd em registro
algébrico (86% do total). Com relagdo ao registro numérico (11% do total), nenhuma das
representacdes encontradas € tabulares, ou seja, abordadas por meio de tabelas. Além disso,
todas elas foram utilizadas para representar limites laterais, limites infinitos e limites no infinito.
J& as poucas representacdes em linguagem natural (3% do total) foram encontradas em
perguntas sobre limites laterais e continuidade.

Quanto as conversoes sugeridas nos enunciados, foram identificadas nos enunciados dos
exercicios considerados, um total de 115 delas. Dos 12 tipos de conversdes, o autor langou mao

de apenas 4 tipos, como mostra o Grafico 6.

19 As partes do livro do Leithold consideradas nessa pesquisa estdo descritas na se¢do 6.3.2 intitulada “Anélise
narrativa e defini¢do de Limite e Continuidade” na pagina 115.
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Grafico 6 - Distribuigdo percentual das conversdes propostas nos exercicios
analisados no livro do Leithold.
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Fonte: elaborado pelo autor com ajuda do software Gephi.

A maioria absoluta das conversdes identificadas nos exercicios analisados envolve o
registro algébrico (81% do total de conversdes) seguida das que envolvem o registro grafico
(62% do total). A conversdo mais proposta nos exercicios foi a que parte do registro algébrico
para o grafico (43% do total). As outras trés conversdes encontradas possuem 0 mesmo
percentual (19% do total).

E importante lembrar que embora haja conversdes que partem do registro grafico para
a lingua natural, ndo identificamos graficos nos enunciados (vide Gréfico 5). Encontramos
questdes que propde sua construcdo para em seguida questionar sobre alguma propriedade do
grafico ja construido.

Na Figura 30 mostramos um exercicio do livro em que aparece, primeiramente, uma
conversao do registro algébrico para o registro grafico, e em seguida uma conversao do registro

grafico para a lingua natural:
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Figura 30 - Exercicio do livro do Leithold

Nos Exercicios de 1 a 22, fagca um esbogo do grdfico e ache o
limite indicado, se existir; se ndo existir, indique a razao disto.

-2 sex<0
2 f(x)={ 2 se0 <x
(a) lirgl J(x); (b) lim f(x); () lim f(x)
x—+0* x=0" x=0

Fonte: Adaptado de Leithold, 1994, p. 76

Pede-se para construir o grafico da fun¢do dada, o que significa:

- realizar uma conversao do registro algébrico para o grafico, e achar, por meio do
grafico construido, os limites e justificar, o que por sua vez indica uma conversao do registro
grafico para a lingua natural.

A solucdo da questdo ¢ apresentada no Grafico 7:

Grafico 7 - Representagdo de f(x).

Fonte: Elaborado pelo autor com auxilio do Software GeoGebra.

a) lim f(x) =2,
b) lim f(x) = -2,
x—0~
¢) Nao h4 limite, pois liI%lJr f (x) ¢ diferente do ligl_ f(x).
X— X—

Todos os exercicios que envolvem a conversao do registro grafico para a lingua natural
seguem esse modelo, ou seja, o grafico nao € fornecido na questao, ele deve ser construido pelo

estudante.



128

A auséncia de exercicios que trabalhem com conversdes de representacdes destoa das
premissas de aprendizagem da Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica e causa uma
preocupacao que ¢ compartilhada por Godoy (2004): “Apesar das dificuldades encontradas, ¢
imprescindivel que ocorram as conversdes nos dois sentidos, pois a aprendizagem requer uma
coordenacdo dos distintos registros de representacdo que um dominio de conhecimento
mobiliza” (p. 6).

Com relagdo aos verbos dos enunciados, identificamos um total de 168 deles nos
exercicios considerados. Houve questdes que utilizaram mais de um verbo, por isso a
quantidade de verbos ¢ superior a quantidade de questdes (155). Esses verbos estdo

classificados conforme o Grafico 8.

Grafico 8 Distribuigao percentual dos verbos encontrados nos enunciados dos
exercicios analisados no livro do Leithold.

53%

0,
17% 16%

9%
’—‘ 5%

Determine Construa Prove Infira Justifique

Fonte: elaborado pelo autor com ajuda do software Gephi.

No Grafico acima percebemos que mais da metade dos verbos sdao do tipo determine.
Essa predominancia ja era esperada, tendo em vista os resultados do levantamento realizado
por Santos (2013) que encontrou esse verbo como o mais utilizado em exercicios dos quatros
livros analisados por ela. Santos (2013) também identificou o verbo calcule em todas as obras,
sendo que um dos livros considerados por ela utiliza apenas esse verbo.

O segundo verbo mais usado € construa (corresponde a 17% do total de verbos
identificados nos enunciados) e nem todos eles se referem a esbogo de graficos. Cerca de um
terco das questdes que utilizam esse verbo estdo relacionadas a confeccdo de tabelas e se

encontram nas sec¢oes de limites laterais, limites infinitos ¢ limites no infinito.
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Além de propor a construgdo de tabelas para os leitores, € solicitado que se utilize uma
calculadora para essa tarefa. Com relagdo ao uso de calculadora no ensino da Matematica,

Rubio (2003) destaca que:

A calculadora, em especial, pode servir como auxiliar de calculo na resolugdo de
problemas, como instrumento de descoberta, de formacdo de conceitos e
principalmente de estimulo para o processo ensino-aprendizagem em Matematica.
Além disso, libera o aluno de longas, enfadonhas e desnecessarias tarefas, deixando-
0 com mais tempo para aprimorar sua capacidade de raciocinar e desenvolver-se
mentalmente (p. 7).

A discussdo sobre o uso de calculadora na sala de aula feita por Rubio (2003) pode ser
estendida para as tecnologias digitais em geral. As potencialidades pedagdgicas do uso de
recursos tecnoldgicos ndo podem ser desprezadas. Inclusive, o desenvolvimento e a aplicagao
da inteligéncia artificial nas atividades de ensino devem impactar drasticamente na forma de
planejar as aulas nos proéximos anos. Assim, a rejei¢do das tecnologias digitais ndo faz mais
sentido, cabendo ao professor a inevitavel adaptacdo a nova realidade.

Voltando aos verbos, uma frequéncia muito parecida com a categoria construa esta o
verbo prove (16% do total). Embora ndo consideremos esse percentual alto, devemos levar em
conta as duras criticas feitas por Reis (2001) ao livro do Leithold com relacdo a esse aspecto.

Segundo Reis (2001):

Em nossa opinido, o autor acredita que a demonstragdo num curso de Calculo sempre
devera ser feita na medida em que os alunos tenham os pré-requisitos matematicos
necessarios, sequer se importando se tal opcao didatica € ou ndo viavel. Se esta ¢ uma
escolha do professor, que ele ndo se impressione com o viés procedimental do autor
disfarcado em preocupagdo com o conhecimento conceitual (p. 96).

Essa critica nos remete ao fato de que algumas das questdes cujo verbo € determine, na
realidade se trata de encontrar um delta a partir de um valor dado para épsilon. Ou seja, o autor
aborda a defini¢cao formal de limites de uma forma metodica e procedimental.

A seguir temos um exemplo desse tipo de enunciado:

“Seja f a fun¢io definida por f(x) = x2. Determine § > 0, tal que se 0 < [x — 2| < §
entdo |f(x) — 4| < 0,001” (Leithold, 1994, p.61).

Esse tipo de questdo, muito frequente no livro, ndo sugere nenhum tipo de conversao.
Propde apenas um tratamento algébrico sofisticado, em que a defini¢cdo de limite ¢ trabalhada
detalhadamente.

Chama atengdo a quantidade de exercicios parecidos que o autor recorre. Sao 22
perguntas de calcular o valor de delta a partir de um épsilon dado, mudando apenas o tipo de

fungao.
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Um dos verbos menos usados ¢ o infira (9% do total). Estes enunciados indicam que o
aluno conclua algo a partir de hipoteses dadas.

Na Figura 31 ¢ mostrado um exercicio cujo enunciado foi associado ao verbo inferir.

Figura 31 - Exercicio do Leithold 2.

Nos Exercicios de 1 a 12, faca o seguinte: (a) use uma calcula-
dora para tabular valores de f(x) para valores fixados de x e, a
partir deles, faca uma afirmagdo a respeito do comportamento
evidente de f(x). (b) Ache o limite indicado.

1
1. (a) f(x) = 5% é6, 5,5, 5,1, 5,01, 5,001, 5,0001;

(b) lim

x=+5+ X —

Fonte: Adaptado de Leithold, 1994, p.87.

Esse item pede para o estudante concluir que a funcao tende a infinito a medida que x
assume os valores proximos de 5 dados no problema. Consideramos esse tipo de questdo
relativo ao verbo inferir, pois, ela fornece (ou indica como obter) informagdes e, a partir delas,
pede para inferir qual o limite.

Além do verbo inferir, temos no enunciado o verbo construir (pois pede para leitor
confeccionar uma tabela) e determine (pois pede para encontrar o limite).

Neste problema, também temos um exemplo de questdo que sugere uma conversiao do
registro algébrico para o numérico (pois pede para construir um grafico a partir de uma
expressao algébrica) e, em seguida, do numérico para o algébrico (pois, a partir da tabela o
estudante deve inferir o limite).

A palavra justifique, que aparece numa quantidade muito pequena (5% do total), refere-
se a explicagdes em lingua natural. Um exemplo desse tipo de questdo ja foi apresentado na

Figura 30.

6.4.INTERPRETACAO/REINTERPRETACAO

Como vimos anteriormente, Louis C. Leithold é oriundo da cidade de Sao Francisco,
uma metropole californiana, fez sua formagao escolar e académica em prestigiadas institui¢des
e trabalhou em cidades como Phoenix e Los Angeles.

Acreditamos que o trabalho docente durante a década de 1960, o fez ter contato com o
Movimento da Matematica Moderna. Isso porque, o periodo em que Leithold comegou a

lecionar e escrever seu livro coincide com o auge do movimento, que tinha como objetivo
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aproximar a Matematica escolar da académica. Além disso, as descri¢des de como lecionava e
os dados levantados na presente pesquisa, nos fazem acreditar que tal concepgao o influenciou
na condugao de suas aulas e na constru¢ao de seu texto.

Foi descrito por seus pares e discentes como: um professor que propde inumeros
exercicios, que langa mao de técnicas de memorizagdo, que utiliza uma abordagem de explicar
“passo-a-passo” as atividades, e que faz uso de técnicas teatrais em suas aulas.

Seu livro preserva algumas dessas caracteristicas. O namero e a repeticao de exercicios,
além do predominio do verbo determine em seus enunciados, indicam um apelo a memorizagao
e a valorizagdo dos procedimentos. Ha por exemplo, 42 questdes que trabalham a defini¢cdo de
limites por épsilon e delta, muitos deles pedindo para determinar o valor de um delta, a partir
de um épsilon dado.

Vemos na quantidade de tarefas que explora a definicdo em termos de épsilons deltas
um exagero. [sso porque, embora reconhecamos a defini¢do como um recurso formal necessario
para se justificar, técnica e precisamente, as propriedades operatorias que viabilizam o célculo
de limites, essa grande quantidade de exercicio de calcular um delta, dado um épsilon, em
limites de fungdes polinomiais de primeiro e segundo grau, nos transmite uma preocupagao
exagerada do autor em treinar o estudante para resolver apenas um tipo de questdo, sem dar a
devida atencado a relacdo que o estudante deve fazer entre a defini¢do formal e as propriedades
operatorias.

Nossos resultados convergem com o posicionamento de Reis (2001) que caracteriza a
obra como de caracteristica procedimental. Ele também ainda critica o nivel das tarefas,
afirmando que ha muitos exercicios que os alunos ndo conseguem resolver.

Na busca por entender a escolha da abordagem adotada pelo autor, lembramo-nos da
entrevista que a Professora Shirley B. Gray concedeu ao Los Angeles Times, em ocasido do
obito do Professor Leithold, em que ela afirma que o livro Cdlculo com Geometria Analitica
foi um marco historico por conta de ter incorporado conceitos da Teoria de Conjuntos,
atendendo dessa forma o Movimento da Matematica Moderna (Woo, 2005).

Segundo Miorim (1998):

A organizacdo da Matematica Moderna baseava-se na teoria dos conjuntos, nas
estruturas matematicas e na logica matematica. Esses trés elementos foram
responsaveis pela “unificagdo” dos campos matematicos, um dos maiores objetivos
do movimento. Para isso, enfatizou-se o uso de uma linguagem matematica precisa e
de justificagdes matematicas rigorosas. Os alunos ndo precisariam “saber fazer”, mas,
sim, “saber justificar” por que faziam. A teoria dos conjuntos, as propriedades
estruturais dos conjuntos, as relagdes e fungdes, tornaram-se temas basicos para o
desenvolvimento dessa proposta (p. 114).
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De fato, percebemos caracteristicas do Movimento da Matematica Moderna ao longo de
sua obra, como por exemplo: o uso da linguagem de conjuntos quando o autor define uma
fun¢do por meio de pares ordenados, a falta de atividades que explorem a nog¢ao intuitiva de
limites; as tarefas que exploram exaustivamente a defini¢do formal; a forma como privilegia o
registro algébrico; e até mesmo no titulo do livro que tenta unificar o Célculo com a Geometria
Analitica.

Das trés principais caracteristicas da Matematica Moderna apontadas por Silva (2013)
que s3o a conceituacdo, a manipulacdo e as aplicagdes, certamente o aspecto que o livro do
Leithold mais se destaca ¢ a manipulagdo algébrica.

Com relacao ao predominio das representagdes algébricas, o livro do Leithold ¢, dos
trés livros analisados, o segundo em que o registro algébrico lidera com mais folga todos os
levantamentos realizados. Além disso, registramos a auséncia de graficos nos enunciados dos
exercicios e apenas quatro conversdes sugeridas, o que mostra certa divergéncia entre sua
concepcao de aprendizagem matematica e as ideias de Duval.

No que diz respeito aos exemplos que apresentam os conceitos matematicos, apenas um
problema que aparece no livro ¢ contextualizado, ou seja, oriundo do dia a dia. Os demais sdo
introduzidos por meio de uma funcao especifica definida por férmulas.

A Figura 32 mostra a fung¢ao utilizada para introduzir o conceito de limites.

Figura 32 - Exemplo do livro do Leithold.

Para iniciar nosso estudo de limites, vamos considerar uma dada fungdo:

2x2+x—3
SO ===

(1)
Fonte: Leithold, 1994, p. 56.

Isso mostra que o conceito de aplicacdo dos contetidos matematicos relativo a
Matematica Moderna ndo estd necessariamente associada a seu uso em problemas do cotidiano,
ou situagdes contextualizadas. Mas sim, associado a resolver problemas abstratos oriundos da
propria Matematica.

A ordem escolhida pelo autor para abordar o conceito de limite, embora considerado
tradicional, difere muito de sua constru¢do histérica. Enquanto matematicos do renascimento
ja utilizavam a ideia de limites em seus calculos, antes da definicao formal se quer existir, pois,

ela s6 seria elaborada no final do século XIX; Leithold sinaliza aos estudantes para,
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primeiramente, justificarem os teoremas por meio de demonstracdes que se utilizam da
definicdo e, em seguida, aplicarem tais teoremas.

No que diz respeito ao uso dos recursos tecnoldgicos, nao ha nada além do incentivo
aos estudantes a langarem mao de calculadoras para realizar os exercicios. Essa quase auséncia
de novas tecnologias ¢ compreensivel pelo fato de ser um livro publicado na década de 1960 e
que teve poucas atualizagdes.

Vimos que o Livro do Leithold foi o terceiro colocado na consulta de preferéncia entre
os livros e que foi reconhecido por todos os entrevistados. Sua aceitacao para a possibilidade
de adogdo em aulas de Célculo ¢ mista tendo em vista que 66% o consideram entre bom e 6timo.

Acreditamos que esse resultado se deve pelo fato de que a obra, bastante tradicional e
por isso muito conhecida, fica no meio do caminho entre o rigor matematico do Guidorizzi e a
didatica do Stewart. Embora manifeste pouca diversidade com relagdo a exemplos e exercicios,
Leithold tinha uma forma de escrever que valorizava o acompanhamento “passo-a-passo” dos
procedimentos. Uma heranga de sua forma de lecionar.

Para finalizar, uma conjectura a respeito de sua arte de ensinar: a teatralidade que
Leithold usava em sala de aula, nos parece influéncia de sua paixao pelo cinema. Afinal, na
historia de vida dele percebemos fatos que podem indicar sua forte relacdo com a sétima arte:
foi dono de uma casa de proje¢des frequentado por Spielberg em Phoenix, se aposentou perto

de Hollywood e teve um discipulo que protagonizou um filme vencedor de Oscar.
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7. UM CURSO DE CALCULO

“A Matematica ¢ a mais humana das ciéncias”

Mario Sergio Cortella®”

Neste capitulo apresentamos a analise do livro Um Curso de Calculo de Hamilton Luiz
Guidorizzi (2001), seguindo as etapas da HP, comecando pela interpretacdo da doxa, seguida

das analises socio-histdrica e formal e a interpretagdo/reinterpretagao.

7.1.A INTERPRETACAO DA DOXA

No nosso levantamento, pudemos perceber que o livro do Guidorizzi (2001) foi citado
23 vezes nas ementas dos cursos de Calculo das 26 institui¢cdes pesquisadas. Ele foi segundo
com mais citagdes, ficando atrds apenas do escrito por Leithold (1994) que teve 24. Assim,
percebemos a relevancia dessa obra para as universidades brasileiras.

Segundo Santos (2013) o Professor Hamilton Guidorizzi ¢ um autor reconhecido pela
comunidade matematica brasileira e seu texto ¢ referéncia para o ensino de Calculo. Para Lima
(2012, p. 60) ele € o “autor de um dos manuais populares no ensino de Calculo hé, pelo menos,
25 anos”.

As publicagoes dele se originaram do conjunto de apostilas elaboradas por ele e que se
popularizaram no Instituto de Matematica e Estatistica (IME) da Universidade de Sao Paulo —
(USP) durante as décadas de setenta e oitenta. Porém, a Professora Fernanda Soares Pinto
Cardona, em entrevista para Lima (2012) afirma que essas apostilas traziam uma abordagem
bem mais formal do que a dos livros publicados. Isso aconteceu porque a énfase passou a ser o
desenvolvimento de habilidades de calcular limites, derivadas e integrais.

Segundo Lima (2012):

Com o passar do tempo, tais apostilas que eram bastante sintéticas e formais foram
sendo reformuladas e agrupadas dando origem aos diversos volumes da colecdo Um
Curso de Cdlculo, ja com um nivel de rigor mais moderado e predominio da
manipulacdo de técnicas de calculo ao invés da énfase na formalizag@o dos resultados
estudados, como acontecia até entdo (p. 195).

20 BRASIL FATOS. “A Matematica E a Mais Humana das Ciéncias” - Mario Sérgio Cortella — 27/10/2015.
Youtube, 28 de outubro de 2015. Disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=xvu8-z-GmWU. Acesso
em 15 de Janeiro 2023.
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O proprio autor admite que houve modificagdes entre as apostilas e a publicagao.
Segundo ele: “E possivel que o livro seja menos formal que as apostilas porque este so foi
concretizado depois de eu ter ministrado Calculo para varios niveis de alunos e em diversas
Faculdades” (Apud Lima, 2012, p. 361).

Mesmo com as mudancgas, ¢ conhecido o formalismo e o rigor apresentado por
Guidorizzi em seus materiais de Calculo. Santos (2013) caracteriza a obra como de texto denso
€ 0 que mais se aproxima de uma linguagem para especialistas.

Embora essa visao seja compartilhada por Lima (2012), que afirma que o texto tem um
nivel de rigor e formalismo bastante alto, segundo ele é possivel identificar preocupagdes
didaticas manifestadas pelo autor.

Entre as preocupagdes citadas por Lima (2012) esta a de explicitar o significado de
diversas notacdes de um mesmo contetido (o que poderia minimizar as dificuldades enfrentadas
pelos alunos na transi¢do da educacdo basica para o ensino superior), a de dar condigdes para
que os estudantes compreendam o significado de um teorema antes de apresentar a
demonstracdo formal do resultado e a de discutir geometricamente a validade de alguns
resultados.

Assim, podemos afirmar que o livro do Guidorizzi ¢ uma importante obra na bibliografia

dos cursos de Calculo das universidades brasileiras.

7.2.ANALISE SOCIO-HISTORICA

Apresentaremos a seguir alguns resultados das trés a¢des norteadoras da analise socio-
historica: a analise de dados biograficos do Professor Guidorizzi, o estudo dos paratextos

editoriais e a apreciagdo das mudangas ocorridas entre as edigdes da obra.
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7.2.1. Hamilton Luiz Guidorizzi

Figura 33 - Hamilton Luiz Guidorizzi.

Fonte: https://www.uniso.br/noticias/NotCompleta.aspx?noticia=1823. Acesso em 19/04/2019.

O professor Hamilton Luiz Guidorizzi nasceu na cidade de Arceburgo, uma pequena
cidade do interior de Minas Gerais cujo municipio faz fronteira com o estado de Sao Paulo, no
dia 22 de novembro de 1936. Com 22 anos de idade foi para a capital paulista com o objetivo
de estudar (Altarugio, 2022).

Graduou-se em Licenciatura em Matematica na USP entre os anos de 1958 e 1965
(Lima, 2012). No ano de 1968 Ingressou no mestrado em Matematica e obteve o titulo de mestre
no ano de 1971 quando defendeu sua dissertacao intitulada: “Operadores Analiticos Lineares”.
Ingressou no doutorado em 1985 e defendeu a tese “Contribuigdes ao Estudo de Equacdes
Diferenciais Ordinarias de segunda ordem” em 1988 quando obteve seu titulo de doutor em
Matematica Aplicada (Guidorizzi, 2001).

Entre os anos de 1967 e 1995 lecionou na USP, mesma instituicdo em que fez graduagao,
mestrado e doutorado. Assim, ele teve toda sua formagao académica construida no ambiente da
Universidade de Sao Paulo. O Curso de Matematica da USP foi implantado em 1934, mesmo
ano em que a universidade foi fundada e é considerado o primeiro curso superior de Matematica
do Brasil (Gomes, 2016).

Para entender um pouco do ambiente institucional em torno da formagao do Professor
Guidorizzi, mostramos aqui, brevemente, um pouco da genealogia do Curso de Matematica da
USP feito por Lima (2012).

Guidorizzi foi discipulo da professora Elza Furtado Gomide, a primeira mulher a obter
o titulo de doutora por uma institui¢ao brasileira. Ela foi aluna e, depois, assistente do professor

Omar Catunda que, por sua vez, foi auxiliar do professor italiano Luigi Fantapi¢, um dos
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responsaveis pela organizagdo do Curso de Matematica da Faculdade de Filosofia, Ciéncias e
Letras (FFCL) da USP (Lima, 2012).

No periodo de implantacdo da FFCL ndo havia no Brasil um ntimero suficiente de
professores qualificados para preencher todos os seus quadros, principalmente no que dizia a
pesquisa. A solucdo encontrada foi buscar pesquisadores no exterior e, nesse momento ¢ que
Fantapi¢ chega ao pais para assumir a Catedra de Analise Matematica e ajudar a organizar o
Curso de Matematica da USP (Téaboas, 2005).

Fantappi¢ tinha um perfil académico averso as discussdes didaticas e que pouco
valorizava a licenciatura. Em seu discurso ao receber o titulo emérito de educador concedido
pela Academia Paulista de Educagdo, o Professor Benedito Castrucci, que foi seu discipulo,
descreve:

O Prof. Luigi Fantappie, tecendo consideragdes sobre os cursos de didatica, deu a
seguinte regra. ““A Uinica didatica que importa ¢ o conhecimento profundo da matéria
que se ensina. Um bom expositor, sem cultura, pode perder geragdes, ao passo que
um mau didata, firme nos seus conhecimentos, beneficiara os alunos respondendo

com exatiddo as perguntas, seja na aula, seja fora da sala”. (Castrucci Apud Pires,
2006, p.215).

Esse posicionamento se refletiu na forma como foi elaborado o curriculo do curso de
Matematica. Fantappi¢ entendeu que, ao invés de propor uma disciplina de Célculo, era mais
adequado um curso de Analise nos moldes das universidades italianas, ou seja, uma disciplina
sistematizada de maneira formal e com alto nivel de rigor, ministrada desde o ingresso dos
alunos (Lima, 2012).

Disciplinas denominadas Calculo Diferencial e Integral continuaram a ndo constar no
curriculo nos cursos de Matematica da USP durante as trés primeiras décadas de implantagao.
Isso demonstra a for¢a da influéncia de Fantappi¢ que, embora politicamente seja controversa
(ha alguns indicios da relagdo dele com o fascismo), estabeleceu um modelo para o ensino dos
conteudos de Célculo no Brasil (Lima, 2012).

De acordo com o proprio Guidorizzi:

Nao havia a disciplina de Calculo, o que existia era (...) Analise Matematica (...) e esta
(...) era (...) dividida em duas partes, sendo a primeira proxima de um curso de

Calculo, dando énfase a manipulacdo de formulas bem como as demonstragdes de
algumas delas (Guidorizzi apud Lima, 2012, p.148).

Desde cedo, professores como Omar Catunda e Elza Furtado Gomide (que resistiram
sem sucesso a influéncia da perspectiva Bourbarkista no ensino de Calculo) se manifestaram
em defesa de uma disciplina preparatéria para curso de Analise, focada em um nivel menos

elevado de rigor e em aspectos mais manipulativos dos conceitos estudados. Esse movimento
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culminou, finalmente, na criagdo da disciplina de Célculo Diferencial e Integral, implantada
apenas em 1964 (Lima, 2012).

Mesmo ap6s essa implantacao, o curso de Célculo continuou sendo conduzido de
maneira analitica e bastante formal. Como o Professor Guidorizzi concluiu sua graduagao
durante o periodo de implantagdo da disciplina de Calculo Diferencial no curso da USP e logo
depois comegou a lecionar no mesmo curso, acreditamos que essa abordagem rigorosa e formal
dos conceitos de Calculo teve influéncia em sua formacao.

Por conta de uma insatisfacao de natureza didatica com relacao aos livros textos de
Célculo disponiveis, os professores do Instituto de Matematica e Estatistica (IME) da USP se
organizaram, em meados dos anos 1970, para redigir fasciculos que eram utilizados como textos
para as disciplinas de Célculo (Lima, 2012).

Neste periodo, ja como docente, Guidorizzi elaborou apostilas que ganharam muito
destaque, a ponto de serem indicadas como referéncia basica da Disciplina de Célculo na USP
em 1983. Estas apostilas serviram de base para a elaboragdo dos diversos volumes do livro “Um
Curso de Calculo” adotado hoje em todo o pais e objeto de estudo deste trabalho (Lima, 2012).

Além da Universidade de Sao Paulo, ele trabalhou no Instituto Maua de Tecnologia
(IMT) entre os anos de 1996 e 2000, na Escola de Administragdo de Empresas de Sao Paulo
(EAESP) da Fundagao Getulio Vargas (FGV), entre 1971 e 1974 e na Universidade Paulista
(UNIP), entre 1977 e 1985, lecionando nas areas de Calculo, Algebra Linear, Analise e

Equagdes Diferenciais Ordinarias (Guidorizzi, 2001).
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7.2.2. O Livro Um Curso de Calculo

Figura 34 - Livro Um curso de Célculo, vol 1, 5 ed.

Hamilton Luiz Guidorizzi

UM CURSO DE

CALCULO

VOLUME 1

én|rre 5 EDIGAO
Fonte: <https://www.uniso.br/noticias/NotCompleta.aspx?noticia=1823>. Acesso em 19/04/2019.

No prefacio da quinta edi¢cdo o autor explica, que a obra teve como base as apostilas
confeccionadas para os cursos de Célculo ministrados na Escola Politécnica, no Instituto de
Matematica e Estatistica da USP e no Instituto de Ensino de Engenharia Paulista (IEEP), ja
mencionadas anteriormente (Guidorizzi, 2001).

Com relagdo ao publico-alvo, o autor ndo menciona claramente a quem o livro ¢
dedicado. Algumas vezes se dirige a alunos e outras vezes a professores. Também nao explicita
se € voltado para alguma faculdade especifica. O unico curso mencionado ¢ o de fisica, ao qual
da dicas ao estudante com relacdo a pré-requisitos necessarios para acompanhar o curso, € a
professores com relagdo a ordem dos conteudos a serem ministrados.

Com relacdo ao conteudo apresentado no livro, ele afirma:

O curso ¢ desenvolvido de forma que os conceitos e teoremas apresentados venham,
sempre que possivel, acompanhados de uma motivagao ou interpretacdo geométrica
ou fisica. As demonstragdes de alguns teoremas ou foram deixadas para o final da

se¢do ou colocadas em apéndice, o que significa que o leitor podera, numa primeira
leitura, omiti-las, se assim desejar (Guidorizzi, 2001, p.iv).

No que diz respeito a exemplos e exercicios, ele afirma que procurou colocar em nimero
suficiente para a compreensao da matéria e que os dispos em ordem crescente de dificuldade.
Assume ter apresentado questdes que requerem um maior dominio do assunto, ou seja, com
muita dificuldade, e pede para que o leitor ndo se aborrega caso ndo consiga resolvé-los. Sugere
seguir em frente e retornar a tarefa depois, quando tiver mais confianga em encara-los
(Guidorizzi, 2001).

Sobre as edi¢des do livro “Um Curso de Célculo”, comparamos a quinta edi¢ao de 2001,
a que mais aparece no nosso levantamento de ementas de cursos, com a sexta edi¢ao de 2021 e
s0 encontramos mudangas com relacao a cor dos graficos, dos titulos, dos capitulos e exemplos.

Um destaque mais acentuado em dois graficos, parénteses para destacar uma funcao dentro de
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uma notagdo de limite e uma troca da palavra “onde” por “em qué” numa demonstragao.
Nenhuma mudanga significativa.

Cabe destacar que na versao e-book da sexta edicdo aparecem janelas de videoaulas com
um professor explanando o assunto ou resolvendo questdes marcadas no livro. Esta ¢ uma

maneira, mesmo que timida, de modernizar a obra e incluir nele recursos de tecnologias digitais.

7.3.ANALISE FORMAL

O livro “Um Curso de Calculo”, volume 1, 5° edi¢do, contém 635 paginas divididas em
17 capitulos, 6 apéndices, além das se¢des de Respostas, Sugestdes ou Solugdes, Bibliografia e
indice.

O Capitulo 1 da obra chama-se Numeros Reais ¢ tem como objetivo apresentar as
principais propriedades dos niimeros reais, sem necessariamente tratar da definicdo deste
conjunto numérico que esta reservado ao capitulo 6. Aqui, o autor chama a atenc¢ao do leitor de
que a familiaridade do estudante com as propriedades dos numeros naturais, inteiros e racionais
¢ um pré-requisito para o acompanhamento do capitulo.

Ja o capitulo 2 chama-se Fungdes e tem como objetivo trabalhar o conceito de funcao

de uma variavel real a valores reais, seus diversos tipos, propriedades e suas operacdes.

7.3.1. Definicao de Fun¢ao

Com relagao a defini¢do de funcdo usada pelo autor, pré-requisito indispensavel para o
estudo do conceito de limites, percebemos um alto nivel de rigor e formalidade (vide Figura
35).

Figura 35 - Defini¢do de fun¢o no livro do Guidorizzi.

Entendemos por uma fung¢io f uma terna
(A, B, a—b)

onde A e B sdo dois conjuntos € @ — b, uma regra que nos pemlite associar a cada elemento a de
Aum#nicobde B.O conjunto A € o dominio de f e indica-se por Dy, assim A = Dy. O conjunto
B ¢ o contradominio de f. O tinico b de B associado ao elemento a d’; Aé md1cado porf(a) (leia:
fde a); diremos que f (a) € o valor que f assume em a ou que f (a) é o valor que f associa a a.

Uma fungdo f de dominio A e contradominio B € usualmente indicada porf: A — B (leia:
fde A em B).

Fonte: Guidorizzi, 2001, p.26.
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Embora a definicdo de fungdo apresentada por Guidorizzi seja repleta de detalhes
técnicos, cuidado e rigor, ¢ comum ele representar fungdes utilizando apenas a formula que
indica a relagdo entre dois conjuntos, nao explicitando dessa maneira nem o dominio € nem o
contradominio da fungao.

Porém, sobre isso, ¢ importante perceber que, o autor expde uma observacao logo apos

definir fung¢des (vide Figura 36).

Figura 36 - Observacdo no livro do Guidorizzi.

Observacio. Por simplifica¢do, deixaremos muitas vezes de explicitar o dominio e o con-
tradominio de uma fung@o; quando tal ocorrer, ficard implicito que o contradominio ¢ Re o
dominio o “maior” subconjunto de R para o qual faz sentido a regra em questéo.

Fonte: Guidorizzi, 2001, p. 27.

Essa observagdo ¢ importante, pois, além de destacar a aten¢ao que o autor demonstra
ao se referir ao conceito de funcao sem deixar de lado nenhum dos seus elementos constitutivos
(dominio, contradominio e a relagdo entre os dois), também sinaliza para a preocupacdo com
os detalhes formais da Matematica.

Sobre o conceito de fungdes Lima et al. (2003) afirma:

Deve-se ainda observar que uma fungfo consta de trés ingredientes: dominio, contra-
dominio e a lei de correspondéncia x = f(x). Mesmo quando dizemos simplesmente

“a funcdo f”, ficam subentendidos seu dominio X e seu contra-dominio Y. Sem que
eles sejam especificados, ndo existe a funcdo. Assim sendo, uma pergunta do tipo

“Qual ¢ o dominio da fungéo f(x) = % 77, estritamente falando, ndo faz sentido. A
pergunta correta seria: “Qual é o maior subconjunto X € R tal que a formula f(x) =
% define uma fun¢do f: X — R ?* Novamente, a pergunta incorreta ¢ mais simples de
formular. Se for feita assim, ¢ preciso saber seu significado (Lima et al, 2003, p.39).

Assim, fica claro o cuidado com os detalhes técnicos apresentados pelo autor, a0 mesmo

tempo em que lanca mao da maneira mais simples de se expressar ao tratar das fungdes.

7.3.2. Analise narrativa e as defini¢coes de limite e continuidade

O foco do nosso trabalho ¢ o contetdo de limites que € apresentado nos capitulos 3 —
Limite e Continuidade e 4 — Extensodes o Conceito de Limite. Esses capitulos contém 46 paginas
(pagina 53 a pagina 120) e representam 10,55 % da extensdo do livro.

Em fun¢do dos critérios adotados e ja expostos no capitulo 4 deste trabalho, fizeram

parte do corpus para a anélise semiotica apenas as se¢des 3.1 — Introducdo, 3.2 — Definigdo de
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Fung¢do Continua (até exemplo 8), 3.3 — Defini¢do de Limite (até exemplo 5), 3.4 — Limites
Laterais, 4.1 — Limites no Infinito (até o exemplo 1), 4.2 — Limites Infinitos (até o exemplo 2),
4.3 — Sequéncia e Limite de Sequéncia (até o exemplo 5), 4.4 — Limite de Fungao e Sequéncias
(sem o exemplo) e os seus respectivos exercicios.

No Quadro 12 estdo as segoes, e suas partes, que ficaram de fora de nossa andlise por

trabalharem as propriedades operatdrias para o calculo de limites, o que foge aos nossos

objetivos.
Quadro 12 - Seg¢des do livro do Guidorizzi que ficaram de fora da analise.
Sec¢ao Titulo Extensao
3.2 Definigdo de fun¢do continua Exemplo 9 (paginas 67 e 69)
33 Definigdo de limite Dos exemplos 6 a 18 (paginas 75 a 80)
3.5 Limite de fun¢do composta Toda
3.6 Teorema do confronto Toda
3.7  Continuidade das fungdes trigonométricas Toda
3.8 O limite fundamental )lci_r)ré Se: al Toda
3.9 Propriedades operatorias. Toda
Demonstragdo do Teorema do Confronto
4.1 Limites no infinito Exemplos 2 e 3 (pagina 101)
4.2 Limites infinitos Do exemplo 3 a 14 (paginas 105 a 109)
4.3 Sequéncia e limite de sequéncia exemplos 6 a 11 (paginas 108 a 115)
4.4 Limite de fungdo e Sequéncias O exemplo da paginas 118
4.5 O numero e Toda

Fonte: Guidorizzi, 2001, p. iv

Assim, o corpus da analise semiotica compreendeu a um total de 30 paginas, que
corresponde a cerca de menos da metade dos capitulos 3 e 4 (44% do texto desses capitulos),
Além de aproximadamente 85 exercicios.

Com relagdo a sequéncia narrativa apresentada, o autor escolhe expor primeiramente a
definicdo de continuidade para em seguida apresentar o conceito de limites (inclusive limites

laterais, limites infinitos e limites no infinito) (vide Figura 37).

Figura 37 - Analise narrativa do livro do Guidorizzi.

Definigdo de e - Sequéncia e Limite
Introdugdo Limite Limites no Infinito q

de Sequéncia

Limites de fungdo e

Definigéo de imi
ig Limites Limite de Sequéncia

Continuidade Laterais

Fonte: Guidorizzi, 2001, p. i.x.
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Para Reis (2001) essa ordem quebra a “tradi¢do” dos limites, modelo cauchyano, que ¢
tendéncia predominante no ensino de Célculo e que consiste em iniciar os estudos com a nogao
de limite para depois apresentar a de continuidade.

Vale a pena destacar que na se¢ao de introducdo, a nocdo intuitiva dos principais
conceitos de Calculo sdo apresentados (continuidade, limite e derivada). Guidorizzi mostra os
conceitos por meio de graficos de fungdes e isso torna possivel realizar o célculo de limites e
derivadas, além do reconhecimento de pontos de continuidade e descontinuidade, sem utilizar
as defini¢des.

Esse trabalho com nog¢des intuitivas € mais compativel com a ordem historica do
desenvolvimento dos conceitos de Calculo. Isso porque, como vimos, os conceitos foram sendo
criados para resolver de problemas de diferentes épocas e, muitos deles, s6 foram definidos
precisamente no final do século XIX.

A ordem escolhida pelo autor para abordar esses conteudos impacta diretamente na
forma com que ele os define. Associada a op¢ao de Guidorizzi em abordar primeiramente o
conceito de continuidade, para depois trabalhar limites esta o fato de que ele define uma fungao

continua em um ponto por épsilons e deltas, (vide Figura 38).

Figura 38 - Defini¢do de Continuidade no Livro do Guidorizzi.

Definicdo. Sejam fuma fun¢do e p um ponto de seu dominio. Definimos:

Para todo € > 0 dado, existe é > 0 (8 dependendo de €), tal
que, para todo x € Dy,

p—o0<x<p+d= f(p)—e< flx)< f(p) + e

feontinuaemp &

Fonte: Guidorizzi, 2001, p.61.

Essa defini¢cdo ¢ explorada em quase todos os exemplos e exercicios de continuidade
presentes no livro. Isso exige que o estudante acompanhe e desenvolva demonstragdes
utilizando épsilons e deltas nas tarefas propostas sobre o conceito de continuidade.

Lakoff e Nufiez (1997 apud Reis, 2001) criticam essa abordagem por trés motivos:

1) essa definicdo caracteriza mais a correspondéncia entre € € & do que a continuidade

em si;

2) explicita uma visdo discreta e nao holistica do conceito;
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3) ndo contempla a esséncia da “continuidade natural” concebida pela “curva descrita
pelo movimento livre de uma mao através do plano cartesiano.

As trés criticas proferidas acima também podem ser aplicadas ao conceito de limite, o
que indica o risco de o autor apenas ter deslocado a “ortodoxia epsilonica”, como se refere
Grattan-Guiness (1997), de um conceito para o outro.

A defini¢do de limite apresentada por Guidorizzi em seu livro é apresentado na Figura

39.

Figura 39 - Defini¢do de Limite no Livro do Guidorizzi.

Defini¢ao. Sejam fuma funcdo e p um ponto do dominio de f ou extremidade de um
dos intervalos que compdem o dominio de f. Dizemos que f tem limite L, em p, se,
para todo € > 0 dado, existir um 8 > 0 tal que, para todo x € Dy,

O0<lx~-pl<é=aIf(x)—Li<e

Tal nimero L, que quando existe ¢ Unico, serd indicado por lim f(x).
xX—=p

Assim

Iim f(x)=L&

X—=p

{Ve>0,35>0 tal que, para todo x € Dy
O<ix—pl<é=2lf(x)—Li<e

Fonte: Guidorizzi, 2001, p.72.

Embora Guidorizzi apresente uma defini¢dao de limite em termos de épsilon e delta em
seu texto, nos exercicios ela praticamente ndo ¢ cobrada. Ou seja, a quebra da “tradicdo” na
ordem de apresentagdo dos conteudos ¢ fundamental para a abordagem escolhida pelo autor,
pois, ele calcula os limites utilizando o conceito de continuidade.

O autor utiliza o resultado simbolizado na Figura 40, para resolver os exemplos.

Figura 40 - Relagdo entre Limite e Continuidade no Livro do Guidorizzi 1.

Sfeontinuaem p & lim f(x)= f(p).
x> r

Fonte: Guidorizzi, 2001, p.73.
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Assim, os exemplos consistem em identificar se a fun¢do dada ¢ continua no ponto do
dominio em que se deseja calcular o limite, para depois apenas substituir o valor da varidvel da
fungdo pelo valor do ponto.

Nos casos em que a fun¢do ¢ continua na vizinhanca do ponto do dominio em que se
deseja calcular o limite, exceto no proprio ponto, Guidorizzi utiliza o resultado expresso na

Figura 41:

Figura 41 - Relagdo entre Limite e Continuidade no Livro do Guidorizzi 2.

3. Sejam fe g duas fungdes. Se existir r > Otal que f(x) = g () parap — r<x<p+ r,x #p,

ese lim g(x) existir, entdo lim f(x) também existird e
X—=y P X —> F4

lim f(x)= lim g(x). (Por qué?)

xX—op xX—=p

Fonte: Guidorizzi, 2001, p.73.

Assim, nesses casos basta substituir a fungdo por outra que seja continua em todos os
pontos da vizinhang¢a do ponto em que se deseja calcular o limite e substituir o valor da variavel

no ponto (vide Figura 42).

Figura 42 - Relagdo entre Limite e Continuidade no Livro do Guidorizzi 3.

Calcule |yjm :
r=1 x — |

Solugdo

x:—1

[ 3]

= x + |parax#1:g(x)=x+ 1 é continua em 1, logo lim(x + 1) = g(1) =
X v

Como

x? =1

I = g(x) parax # 1
X =

segue da observacdo 3. que

o i
Iim
=1 x

=lim(x +1)= 2.
r—1

deveria ter em 1 para ser continua neste ponto.)

: x
(2¢ovalor que f(x) =
’ -

Fonte: Guidorizzi, 2021, p.74.
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E importante ressaltar que Guidorizzi reserva a se¢do de introdug¢ao (3.1) para apresentar
a nog¢do intuitiva dos conceitos cuja definicdo ¢ apresentada nas se¢des posteriores (limite,
derivada e integral). A existéncia dessa sec¢ao se alinha com as preocupagoes didaticas do autor

destacadas por Lima (2012).
7.3.3. Registros de Representacio Semiotica

Com relacdo a analise semiotica, foi identificado no texto das secdes estudadas®' um
total de 355 representagdes de limites ou de fungdes utilizadas para abordar o conceito de limite.

Os registros destas representagdes estdo expostos no Grafico 9.

Grafico 9 - Distribuigdo percentual das representagdes identificadas no trecho do texto
analisado do livro do Guidorizzi.

66%

22%

10%

| | 2%
[ |

Algébrico Lingua Natural Grafico Numérico

Fonte: elaborado pelo autor com ajuda do software Excel.

Primeiramente podemos observar que o Guidorizzi langa mdo dos quatro registros
considerados nesse trabalho: registro algébrico, lingua natural, grafico e numérico. Isso
significa que ele nao deixa de utilizar nenhum dos tipos de representacao, embora utilize uns,
bem mais, do que outros.

D’amore, Pinilla e Tori (2015) ressaltam que cada representagdo semidtica vincula
apenas alguns aspectos conceituais do objeto considerado e que:

Por esse motivo, sempre que ¢ utilizada uma representagdo semiotica, ¢ necessario

pensar que o estudante, percebe, reconhece e se apropria de alguns aspectos do objeto,
aqueles colocados em evidéncia, mas nao de todos os que o professor t¢ém em mente.

21 As partes do livro do Leithold consideradas nessa pesquisa estdo descritas na segdo 7.3.2 intitulada “Analise
narrativa e defini¢do de Limite e Continuidade” na pagina 144.
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Por isso, uma pluralidade de representacdes favorece a construg@o cognitiva do objeto
representado, uma vez que cada uma contribui de maneira especifica com alguns
aspectos do objeto (p. 112).

Apesar de se referir a sala de aula podemos usar esse pensamento em relagao ao autor e
o leitor. Portanto, ¢ importante, do ponto de vista da Teoria dos Registros de Representacao
Semiotica, que o autor utilize a maior diversidade de registros possivel para representar objetos
matematicos em seu texto.

Outro ponto relevante a perceber € que a maioria absoluta das representacdes pertencia
ao registro algébrico (66% do total de representacdes). Isso era de certa forma esperado, ja que
esse registro ¢ predominantemente enfatizado por parcela significativa dos professores de
Matematica em todos os niveis de ensino (Kamphorst; Nehring, 2016).

Além disso, o registro algébrico tem melhores atributos para a realizagao de calculos,
que sdo frequentes em textos matematicos, como explicado abaixo:

Um registro pode permitir efetuar certos tratamentos de uma maneira muito mais,
econOmica e mais possante que outro registro. Pelo calculo, numérico ou algébrico, a
escritura decimal dos numeros e as notagdes literais constituem um registro

incrivelmente mais econdomico e mais possante que a linguagem natural (Condillac,
1981 apud Duval, 2009. 80-81).

Por isso a predominancia do registro algébrico, em comparagdo como os outros, ¢ algo
bastante comum.

Também j4 era de se esperar um bom uso da linguagem natural em funcdo de se tratar
de um texto didatico (22% do total). Assim, o autor precisa explicitar em lingua corrente o
significado das representagdes dos conceitos matematicos expressadas em outros registros.

Com relacdo ao registro grafico, embora seu percentual seja pequeno (10% do total),
esse tipo de representagdo tem uma importancia muito grande para os objetivos pedagogicos
do livro. No prefacio, Guidorizzi promete ao leitor apresentar os conceitos, sempre que
possivel, acompanhados de uma motivagado, interpretacdo geométrica ou fisica (Guidorizzi,
2001). De fato, mais de um terco das representagdes graficas utilizadas no material analisado
estd na secdo introdutoria, dedicada a apresentar a ideia intuitiva dos conceitos. Além da
introducao, o uso de graficos em todo o texto tem como objetivo elucidar conceitos que mais
tarde tiveram suas defini¢oes formalizadas.

Santos (2013) chega a elogiar a quantidade de vezes que o Guidorizzi usa o registro
grafico. Segundo ela: “Um ponto bastante positivo na produgdo do autor ¢ o fato de ele
trabalhar, de maneira frequente, com o registro grafico” (p. 193). Embora reconhegamos a

importancia do uso de graficos como um importante instrumento pedagogico utilizado pelo
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autor, ndo consideramos que a utilizacao desse recurso foi feito de modo frequente, pelo menos
no que diz respeito ao recorte do livro analisado nessa pesquisa.

Um ponto que destoa da concepgao de Duval (2009) diz respeito ao pequeno uso do
registro numeérico (2% do total). Destes, apenas a metade corresponde a representagdes
tabulares, enquanto outra metade aparece nas seg¢des que tratam de limite de sequéncias.

Na Figura 43 apresentamos um exemplo de representacao tabular.

Figura 43 - Registro tabular no Livro do Guidorizzi.

X x + 1 X x+1
2 3 0.5 1.5
1.5 2.5 0.9 1,9
1.1 2,1 0.99 1,99
1,01 2,01 0,999 1,999
1,001 | 2,001 + i

! i 1 2

i 2

Fonte: Guidorizzi, 2001, p.55.

A Figura 43 apresenta duas representacdes tabulares (numéricas), em que consideramos
também como um tratamento numérico. Sao representacdes de limites laterais, pela direita e
pela esquerda, respectivamente. E interessante observar que para indicar o valor em que o
dominio e a imagem da fun¢do tendem, o autor usa setas dentro da tabela.

No que diz respeito as transformagdes de representagdes ocorridas dentro de um mesmo

registro, foi identificado um total de 205 tratamentos que foram classificados conforme o

Grafico 10.

Grafico 10 - Distribuic@o percentual dos tratamentos identificadas no trecho
do texto analisado do livro do Guidorizzi.

86%

8%
° 5%

[ ] — 0%

Algébrico Lingua Natural Grafico Tabular

Fonte: elaborado pelo autor com ajuda do software Excel.
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Percebemos que mais uma vez a predominancia do registro algébrico (86% do total de
tratamentos esta nesse registro). Esse dominio absoluto do registro algébrico com relacao aos
tratamentos nos parece ser uma tendéncia geral dos livros de Calculo. Isso se deve a “economia”
de simbolos proporcionada pela representacao algébrica, ja que segundo Duval (2011, p. 100)
“Em uma expressdo algébrica, cada simbolo corresponde geralmente a uma unidade
significativa”. Na Figura 44, temos um exemplo de tratamento algébrico apresentado no livro
do Guidorizzi.

Figura 44 - Tratamento Algébrico.

2 =1
[im ——— = lim (x +1)= 2,
t—>1 X—1 x— 1

Fonte: Guidorizzi, 2001, p.56.

Na Figura 44 mostramos a resolucdo de um limite pelo “levantamento” de uma
indeterminagdo, que representa um tratamento algébrico. Observe que a representacdo se
modifica sem sair do registro algébrico.

Além da plena maioria dos tratamentos serem de registro algébrico, um ponto de
bastante relevancia € a quase auséncia de tratamentos numéricos. A baixa utilizagao do registro
numérico nos leva a acreditar que esse tipo de representacdo ¢ encarado pelos professores e
autores apenas como um instrumento auxiliar para constru¢do de graficos. Como ja se
pressupde que, no momento de estudar Calculo, o estudante ja saiba esbogar graficos, a
presenca de tabelas fica cada vez mais rara.

Novamente vemos o pouco uso do registro grafico no que diz respeito ao tratamento

(5% do total). Temos um exemplo desse tipo de tratamento na Figura 45.

Figura 45 - Tratamento Grafico.

o Y DI
I
L+ e L+ep
L Lt
L-e} Loer- A
A 7 /‘P\p+5 *
p-6
y
? Y ? /
L+ e 1
L=f®) h
L-¢} 4 'i
A . % — x
- fpp+5 ¥ 1 »

p-26

Fonte: Guidorizzi, 2001, p.71.
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No tratamento apresentado na Figura 45, o autor busca trabalhar simultaneamente os
conceitos de limite e continuidade. O sentido da “leitura” das transformagdes ¢ pontuado pela
ordem das letras de cada grafico. O grafico da letra a) mostra o limite L da fun¢do quando x
tende a p, mesmo nao existindo f(p). Assim, existe o limite, mas a fun¢do ndo é continua no
ponto p (h4d um buraco no grafico). Na letra b) vemos um grafico muito semelhante ao anterior,
mudando apenas o fato de que f (p) existe, porém, a funcdo permanece descontinua em p (pois,
ainda hda um buraco no grafico). Na letra ¢) a modificagdo consiste na remoc¢do da
descontinuidade, fazendo f(p) = L. Finalmente na letra d) temos a inexisténcia do limite
perante uma continuidade ndo removivel (hd uma “quebra” no grafico).

Destacamos na Figura 45 a presenca dos intervalos definidos por épsilons e deltas nos
graficos em que ha limites. Isso acontece porque o autor utiliza esse tratamento como motivagao
geométrica para definir o conceito de limite.

Acredita-se que o uso do tratamento grafico ajuda o estudante a discriminar as variaveis
visuais que compde esse registro. Além disso, tratamentos como o apresentado naFigura 45,
incentivam o aluno a realizar correspondéncias entre essas variagdes € as alteragdes da escrita
algébrica. Essa forma de abordagem vai ao encontro do que pensa Duval (2011), que ao
defendé-la critica a pratica vigente em sala de aula:

Este modo de pensar a leitura das representacdes graficas vai na contramao da pratica
corrente, a qual utiliza regras de codificacdo para construir representagdes graficas
fundamentadas na associagdo entre pares ordenados de niimeros e pontos do plano.
Isto leva a um abismo cognitivo entre a interpretagao global, que se espera dos alunos,

e a leitura ponto a ponto na qual o professor se baseia para introduzir o registro grafico
(Duval, 2011, p.96).

Apesar de se referir a sala de aula, essa critica se aplica a livros que podem contribuir
para que o estudante realize uma interpretacdo grafica mais global.

Com relagdo aos tratamentos em lingua natural, embora aparecam em pequena
quantidade (6% do total), algumas sdo muito importantes como a que diz respeito ao conceito

de continuidade num ponto (Figura 46).
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Figura 46 - Tratamento em Lingua Natural

O grafice de f nfio apresenta

A medida que v se aproxima de p, quer
pela direita ou pela esquerda, os valores
de £ x) se aproximarn de f(p).

Cuanto mais prézimo v estiver de p,
mais proximo estara £ x) de f{p).

Fonte: Guidorizzi, 2001, p.71.

Na Figura 46 vemos um tratamento em lingua natural relativo ao conceito de
continuidade. Observe que o conceito parte da nogdo intuitiva para a descricdo em lingua
corrente da defini¢do por épsilons e deltas. Acima percebemos a preocupacao didatica do autor
com relagdo a compreensdo da nog¢do intuitiva do conceito, caracteristica apontada por Lima
(2012).

Sobre as mudangas de registro, foi identificado um total de 135 conversdes identificadas
no texto considerado. Novamente apresentamos no Grafico 11 um mapa de rede, construido
com a ajuda do software Gephi. Como ja explicamos no capitulo anterior neste mapa, os nos
representam os registros, enquanto as arestas representam as conversdes entre os registros. A
cor de cada aresta ¢ a mesma do registro de origem da conversado e sua espessura ¢ proporcional
ao numero de conversdes identificadas daqueles registros. O tamanho de cada né também ¢
proporcional ao nimero de conversdes que partem dele somado ao numero de conversdes que
ele recebe e o niumero escrito em cada aresta indica a porcentagem de uso do tipo de registro

representado pela aresta com relagdo ao total de conversdes.
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Grafico 11 - Distribuic@o percentual das conversdes identificadas no trecho do texto analisado no livro do

Guidorizzi.
(@0
8%
11%
13% o
o 1% "
Lingua Natyral 27% o0
s 2%
22%
3%
0
e 2% Nun@rico

Fonte: elaborado pelo autor com ajuda do software Gephi.

No mapa de rede do Grafico 11, verificamos que nem todas as conversdes foram
identificadas no texto. As conversdes que partem da lingua natural para o registro numérico, de
grafico para o registro numérico e de numérico para lingua natural ndo aparecem no livro. Ou
seja, foram identificadas 9 das 12 conversdes possiveis.

Percebemos mais uma vez, pela espessura dos nos, a predomindncia do registro
algébrico (76% do total das conversdes identificadas envolve este registro), um menor nimero
de conversdes que envolvem a lingua natural e graficos (70% e 45% do total, respectivamente),
além do uso quase nulo do registro numérico (7% do total).

Ainda sobre as conversodes, percebemos que quase metade delas envolvem os registros
algébricos e lingua natural (49% do total). As conversdes entre lingua natural e o registro
algébrico (correspondem a 27% do total) dizem respeito a algebrizacdo de um conceito
enunciado.

Um exemplo de conversao envolvendo lingua natural e registro algébrico ¢ apresentado

na Figura 47.
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Figura 47 - Exemplo de conversdo no texto
do Guidorizzi.

Quando x tende a p, f (x)
tende a L

lim f(x) =1L
x=p
Fonte: Guidorizzi, 2001, p.55.

Ja a conversdo do registro algébrico para a lingua natural, corresponde geralmente a
uma explanacdo do que ¢ representado por meio de formulas (representam 22% do total).
Também destacamos uma quantidade razoavel de conversdes que envolvem o registro
grafico (45% do total). Como ja foi dito anteriormente, este registro ¢ muito usado pelo autor
para explicar geometricamente os conceitos matematicos antes de formalizé-los por meio de
defini¢des (Lima, 2012).
Sobre esse aspecto Santos (2013) descreve a abordagem utilizada por Guidorizzi em seu
texto, a0 mesmo tempo em que destaca o uso pedagdgico do registro grafico:
O texto de Guidorizzi (2001) € denso porque trabalha essencialmente com a percepgao
mais formalizada dos conceitos. No entanto esse autor traz, em varios momentos, o

registro grafico proximo ao registro algébrico — o que pode ajudar na compreensao e
na conversao de um registro em outro (p. 205).

Assim, mesmo que o registro grafico ndo tenha sido utilizado com grande frequéncia no
texto do livro, os tratamentos e conversdes que envolvem esse tipo de representacdo exercem
um papel fundamental para os objetivos pedagogicos do autor.

Com relagdo as conversdes que envolvem o registro numérico (7% do total),
percebemos que a grande parte dessas transformacgdes ocorrem nas se¢des que envolvem limites
de sequéncias. Esse contetido, apresentado pelo autor, nem sempre ¢ trabalhado num primeiro

curso de Calculo.
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7.3.4. Representacdes Semioticas nos Exercicios

Aproximadamente 85 exercicios presentes no texto do Guidorizzi’* foram analisados
em trés frentes: com relacao aos registros de representacdo semioticas presentes no enunciado
dos exercicios, as conversdes propostas nas questoes e aos verbos utilizados na proposi¢ao das
questoes.

Sobre os registros presentes no enunciado, encontramos no material analisado do livro
de Guidorizzi 81 representagdes, todas em registro algébrico. Ou seja, 100% dos conceitos
presentes nos enunciados estavam descritos por meio de formulas matematicas. Assim, nao
identificamos nenhum grafico, tabela ou descri¢cdo de conceito em lingua natural nas questoes
analisadas.

Ainda que Santos (2013) tenha elogiado a frequéncia do uso de graficos no texto do
Guidorizzi, ela destaca a auséncia desse registro ao analisar alguns exercicios do livro:
“Novamente chamamos a aten¢do para o fato de o autor ndo explorar os graficos. Acreditamos
que a utilizacdo de mais um registro contribuiria para a melhor compreensao do que estd sendo
feito” (p. 232).

Com relacdo as conversdes propostas nos exercicios, dos 85 enunciados apenas 19

propunham mudangas de registros. Elas foram categorizadas conforme o Grafico 12.

Grafico 12 - Distribuicdo percentual das conversoes propostas nos exercicios analisados
do livro do Guidorizzi.

0%
47%
42% sde 0%
Ling Atural
> 5% 0% 0%
0% 0%
° Nung@rico
L 0%

Fonte: Elaborado pelo autor com ajuda do Software Gephi.

22 As partes do livro do Leithold consideradas nessa pesquisa estdo descritas na segdo 6.3.2 intitulada “Analise
narrativa e defini¢do de Limite e Continuidade” na pagina 144.
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Além da baixa quantidade de exercicios que propde conversoes, observamos no Grafico
12 a falta de diversidade de transformacgdes: Das doze conversdes possiveis foram identificadas
apenas quatro tipos. Percebemos que quase todas as conversdes envolvem o registro grafico
(94% do total de conversdes propostas esta relacionado ao registro grafico). O segundo registro
predominante ¢ o registro algébrico (57% do total) e a conversao de maior percentual envolve
justamente os dois registros mais solicitados: do registro algébrico para o registro grafico (47%
do total).

Um exemplo de questdo que propde conversao de representagdes no livro do Guidorizzi

¢ descrita na Figura 48:

Figura 48 - Exercicio de conversao do registro algébrico para grafico.

. . dx: =1 o o . 4x? -1
Esboce o grafico de f(x) = ———— Utilizando a ideia intuitiva de limite, calcule lim 3 T
=4 p P ey 2x
2x — 1 2

Fonte: Guidorizzi, 2021, p.59.

Podemos ver que o enunciado pede para esbogar o grafico da funcdo a partir de sua
representacao algébrica. Logo, temos um caso de conversao do registro algébrico para o grafico,
além de um tratamento algébrico por conta do célculo do limite.

Com relacdo a construcdo do grafico, ndo ha exemplos na se¢do que evidencie o tipo de
abordagem adotada. O papel dos graficos no livro, diz respeito a motivagdo para a exposicao
de conceitos. Pelos exemplos expostos no capitulo sobre fungdes, podemos inferir que seja uma
abordagem ponto a ponto.

No que diz respeito ao tratamento, nessa questdo ja aparece a problematica discutida

anteriormente sobre definir uma funcao utilizado apenas a formula. A inten¢ao do autor ¢ fazer
~ ~ 7 . 1 . .
o estudante perceber que a fungdo ndo ¢ definida no ponto x = p embora seja definida em todos

os pontos de sua vizinhanga.

O método para calcular o limite sugerido pelo autor ¢ fazer o aluno observar que a

4x%—1 , . (a0 .
2’;_1 ¢ idénticaa g(x) = 2x + 1 em todos os pontos

funcado “definida” pela expressdo f(x) =
1 ; , 1 ~ 1 .
menos em X = . Como g ¢é continua em x = b basta entdo calcular o valor de g (5), pois

lim £ (x) = lim g(x) = (5).
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As questdes propostas pelo Guidorizzi para calcular limites seguem esse modelo. Nao
ha questdes desse tipo que sugira o uso de épsilons e deltas, pois essa abordagem ja foi utilizada
para demonstrar a continuidades de fun¢des em um ponto.

Uma conversao que merece destaque ¢ a que parte do registro grafico para lingua natural
(42% do total de conversdes ¢ desse tipo). Tal transformacgao aparece nos exercicios depois que
o autor solicita ao estudante que esboce o grafico e pede para explicar algo sobre o grafico. Isso
nos mostra a centralidade da representagao grafica com relagao aos exercicios.

Na Figura 49 temos uma questao que envolve algumas conversoes.

Figura 49 - Conversao nos Exercicios do Guidorizzi.

2x sex=<] .
= 2 f ? Jus .
5. f{x} {1 o % 551 © continua em 17 Justifique

Fonte: Guidorizzi, 2001, p. 68.

Neste item, o autor pede para o leitor responder se a funcao dada ¢ continua num ponto,
além de solicitar uma justificativa. Embora o enunciado ndo pega para construir um grafico,
neste caso consideramos a conversao do registro algébrico para o grafico, pois, todos os
exemplos similares resolvidos no texto se utilizavam desse artificio para responder a questao.
Assim, temos nesse caso uma dupla conversdo, além da que referimos (do registro algébrico
para o registro grafico), temos outra do registro grafico para a lingua natural, ja que o verbo
justificar, neste caso, estd associado a linguagem corrente.

Sobre os verbos, conseguimos identificar um total de 110 deles utilizados nos
enunciados das questdes do Guidorizzi. Houve questdes que utilizaram mais de um verbo, por
1sso a quantidade de verbos ¢ superior a quantidade de exercicios (85).

Os verbos estdo classificados conforme o Grafico 13.
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Grafico 13 - Distribuic¢@o percentual dos verbos encontrados nos
enunciados dos exercicios analisados no livro do Guidorizzi.

45%

25%

17%

10%

Determine Prove Justifique Construa Infira

Fonte: Elaborado pelo autor.

Podemos verificar que quase a metade dos exercicios utiliza o verbo determine (45% do
total de verbos utilizados). Afirmamos mais uma vez que esse resultado ja era esperado, pelo
uso constante de enunciados do tipo “calcule o limite...” nos livros de Calculo. Santos (2013)
afirma em sua pesquisa que “[..] em todos os livros encontramos a tarefa “calcule o limite da
fun¢do” para os mais diferentes tipos: polinomiais, racionais, trigonométricas etc.” (p. 213).

Chama a aten¢ao que, uma em cada quatro questdes consideradas no livro do Guidorizzi
¢ do tipo prove (25% do total). Essa quantidade nos parece bastante elevada, tendo em vista que
o livro Um Curso de Cdalculo deveria ter como foco a manipula¢do dos conceitos fundamentais
e o desenvolvimento em calcular limites, derivadas e integrais.

Segundo Reis (2001) essa concepcdo do ensino de Célculo ¢ compartilhada pelo
professor Elon Lages Lima que, ao comparar o ensino de Calculo com o de Andlise, caracteriza
0 primeiro como um ensino com énfase nas aplica¢cdes e manipulagdes, enquanto o segundo
teria como foco o raciocinio e 0 método dedutivo.

Outro verbo que aparece em uma quantidade razoavel (17% do total) € o justifique.
Esse verbo pode sugerir o uso de lingua natural, como na questao vista anteriormente na Figura
100Figura 49. Segundo Santos (2013): “Guidorizzi trabalha também com exercicios nos quais
¢ solicitada a justificativa nas respostas ao aluno, o que proporciona a esse aluno condi¢des de
trabalhar com o registro em lingua natural” (p. 234). Porém, pelo menos no que se refere aos
trechos analisados neste trabalho, alguns exemplos resolvidos nos mostram que, muitas vezes,

a justificativa esperada pelo autor se trata de um argumento algébrico.
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Abaixo mostramos a resolucdo de uma questdo contida no e-book do livro do

Guidorizzi.

Determine L para que a fungdo

x3—8
flx) = P sex # 2.
L, sex = 2.

Seja continua em p = 2. Justifique.
Resposta:
Parax # 2

x* =8  (x—2)(x*+2x+4)
x—2 x—2

=x*+2x+4

g(x) = x? + 2x + 4 é continua em 2.

x3—8

= lim[x? + 2x + 4] = g(2) = 12.
2 xX—2

Iy /) = iy

Portanto, devemos tomar L = 12 para que a fun¢fo f seja continua em p = 2.

(Guidorizzi, 2021, p.80)

Essa resolu¢do mostra que a justificativa esperada pelo autor ¢ basicamente algébrica.

Com relacdo ao verbo construa, ele ¢ usado com pouca frequéncia (10% do total ou
apenas 11 vezes). Foram consideradas nessa categoria 4 exercicios com enunciados do tipo “Dé
exemplo de uma func¢do...”. Como nesse caso o autor ndo especifica o tipo de transformacao a
ser realizada, ndo computamos conversoes.

Os outros 7 casos estdo relacionados ao esboco de graficos, o que diz respeito a
conversao que parte do registro algébrico para grafico. A baixa quantidade de questdes desse
tipo reforca as observagdes feitas por Santos (2013) com relagdo a auséncia da proposicao de
construcdo de graficos nos exercicios, ja comentadas anteriormente. Ela fez um levantamento
sobre os exercicios do Guidorizzi que constatou que apenas estas 7 questdes, das 290 presentes
em todo o capitulo de limites, propunham o esboco de graficos (Santos, 2013).

Ja o verbo inferir estd relacionado a sugerir que o estudante conclua algo a partir de
hipoteses dadas. Geralmente esté relacionado com o uso da lingua natural e, no texto analisado,

aparece numa quantidade quase nula de vezes (2% do total).



159

7.4, INTERPRETACAO/REINTERPRETACAO

O Professor Guidorizzi ¢ oriundo de uma cidade muito pequena no interior de Minas
Gerais e que muito cedo foi para Sao Paulo concluir sua formagdo na USP, instituicdo mais
tradicional e uma das maiores universidades da América Latina, onde também trabalhou
durante muito tempo.

Mesmo tendo lecionado em vdrias instituicdes especializadas em cursos que t€ém a
Matematica como instrumento de aplicacdo, o que provavelmente lhe motivou a fazer um
doutorado em Matematica Aplicada, a USP foi a instituicdo que mais o influenciou na producao
de seu livro (Lima, 2012).

Embora a origem de seu livro sejam apostilas escritas a partir do descontentamento com
alto nivel de rigor do material usado na USP, elas sdo conhecidas, atualmente, por terem como
caracteristica principal a rigidez e o cuidado técnico. Assim, percebemos indicios da influéncia
bourbakista na obra do Guidorizzi.

O conceito de limite, por exemplo, s6 ¢ definido depois que ¢ provado que o nimero
que atende a possivel defini¢do, € tinico. Ou seja, a definicdo do conceito s6 € exposta depois
de provada sua unicidade. Sobre esses cuidados técnicos presentes no livro, destacamos também
a atencdo dispendida pelo autor quando explica nota¢des, bem como a observagao feita por ele
ao definir fungdes pela formula algébrica.

As primeiras décadas do Curso de Matematica da USP teve uma influéncia muito grande
da Matematica praticada na Europa, principalmente bourbakista. Por mais que alguns
professores discordassem da tendéncia de ensino implantada por Fantappie, ela foi
predominante durante muito tempo e influenciou o ensino de Matematica do pais inteiro (Lima,
2012).

Quanto a ordem dos conteudos apresentados no livro, o autor inverte a tendéncia
tradicional de explicar continuidade a partir do conceito de limite, apresentando continuidade
antes. Essa ordem facilita o trato com limites, porém dificulta o trabalho com o conceito de
continuidade.

Embora a inversao da ordem feita por Guidorizzi pareca uma questdo fundamental, ele
apenas desloca a definicdo em termos de épsilons e deltas, do conceito de limite para
continuidade. Parece-nos mais relevante do que a ordem dos conteudos, discutir sobre o
trabalho feito com as nocgdes intuitivas. Verificar se ha exercicios que explorem a nog¢ao
intuitiva de limite e de continuidade, nos parece mais importante do que definir que contetido

deve vir primeiro.
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Ainda no que diz respeito a ordem, uma questdo que precisa ser resolvida
antecipadamente ¢ saber se devemos trabalhar a definicdo em termos de épsilon e delta de
continuidade ou ndo. Se a resposta for ndo, a ordem esta dada: trabalhar limites primeiro. Se a
resposta for sim, acreditamos que se pode trabalhar em qualquer ordem.

Achamos interessante apresentar ao estudante a defini¢do de continuidade por épsilons
e deltas, para que ele ndo estranhe a ideia de continuidade de funcdes de dominio discreto
quando estiver em outra disciplina. Dos trés livros analisados, apenas o Guidorizzi trabalha tal
definicao.

E importante ressaltar que Guidorizzi reserva uma secio desse capitulo para tratar da
nogdo intuitiva dos conceitos de Calculo. Utilizando-se de representagdes geométricas,
numéricas e algébricas, esta secao auxilia inclusive na realizagdo de célculo de limites, mesmo
que a defini¢dao ndo seja conhecida pelo estudante, o que estd alinhado a construgdo historica
do conceito, que surge antes de sua definicao.

Com relagdo aos registros de representacdo, percebemos um predominio algébrico em
quase todos os levantamentos, inclusive 100% das representagdes dos enunciados dos
exercicios pertencem a este registro, o que também indica influéncias do tratamento analitico
bourbakista. H4, no entanto, uma disputa com a lingua natural no que diz respeito ao
envolvimento em conversdes no texto e um predominio grafico no que tange ao envolvimento
em conversdes nos exercicios.

Quanto a lingua natural, vemos que o autor descreve muitas vezes o conceito de limite
por meio desse registro. Enquanto o registro grafico ganha papel de destaque no texto como
motivacdo para introduzir conceitos e na conversdo dos exercicios, embora a auséncia de
graficos no enunciado dificulte a ado¢do de uma abordagem global.

Todas as definigdes relativas a limites sdo motivadas no livro por graficos de fungdes
genéricas, sempre partindo do geral para o particular e nenhuma introdugdo de conceito ¢ feito
com situacdes-problemas especificas. No que diz respeito ao uso de tecnologias, apenas foram
incluidas na versao e-book do livro, videoaulas sobre resolugdo de exercicios

Outro ponto que evidencia a influéncia europeia na escrita do livro, diz respeito aos
verbos dos enunciados dos exercicios. A maioria dos verbos utilizados nos enunciados das
questdes ¢ do tipo determine, porém, a grande quantidade de exercicios do tipo prove e
Jjustifique nos mostram que a prioridade da obra ¢ a manipulacdo algébrica e as demonstracdes.

Embora o verbo justificar se associe comumente a lingua natural, no caso do livro em
questao ele ¢ comumente associado ao registro algébrico. Isso porque nos exemplos resolvidos

o autor se utiliza de justificativas algébricas para responder os enunciados.
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Mesmo que a diversificagdo de registros seja um ponto fraco do livro do Guidorizzi, ndo
se pode negar que ele manifeste preocupacgdes didaticas. Um exemplo claro é que o autor
reserva secao 3.1 para tratar apenas da nog¢ao intuitiva dos conceitos de Calculo. Ele também
utiliza graficos para motivar a maioria dos conceitos a serem discutidos e tém grande

preocupacdo em explicar sobre as diversas notagdes utilizadas.
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8. CALCULO

"A arte de ensinar ¢ a arte de ajudar a descoberta a

acontecer."

Mark Van Doren?

Essa frase, cunhada por um poeta defensor da educacdo liberal (citada no prefacio do
livro Cdlculo), diz muito sobre o autor do livro cujo estudo serd apresentado nesse capitulo.
Assim, Stewart considera o momento da descoberta, ou da euforia diante da resolugao de um
problema, como o apice da aprendizagem. Nesse sentido, o papel do professor e,
consequentemente, do livro-texto, seria garantir as condigdes necessarias para proporcionar ao
estudante tal momento. A motivagdo diante de uma situacao-problema real, o uso de tecnologias
digitais para resolvé-lo e a compreensdo conceitual dos objetos matematicos por meio da
coordenagdo de diversos registros de representagdo, sao alguns dos objetivos estabelecidos pelo
autor da obra que analisamos nesta segao.

Neste capitulo apresentamos a andlise do livro Cdlculo de autoria do professor

canadense James Stewart (2013), seguindo as etapas da Hermenéutica da Profundidade.

8.1. A INTERPRETACAO DA DOXA

Dentre as ementas dos cursos de licenciatura em Matematica das 26 instituigcoes
pesquisadas, o livro do Stewart aparece em 19. Isso ja mostra a grande importancia dada a essa
obra estrangeira pela comunidade académica brasileira.

Tal importancia ndo se restringe apenas ao Brasil e a terra natal do autor. Numa das
entrevistas reportadas nesse trabalho, Stewart ¢ apresentado como o autor da area de
Matematica mais vendido no mundo desde Euclides (Watson, 2014). Muito provavelmente,
Stewart foi um dos autores de Matematica mais bem sucedidos financeiramente no mundo.

Segundo Neto, Lima e Souza (2021), ele obteve grande reconhecimento pela publicagao
de uma série de livros didaticos voltados para o ensino médio e obras direcionadas aos cursos
de Engenharia, Fisica e Matematica. Embora Stewart tenha escrito outros livros, o mais famoso

deles, sem duvida, é Calculo.

23 Fonte: DOREN. M. V. Liberal Education. New York: Henry Holt and Company, 1943.
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Com relagdo as caracteristicas da abordagem da obra, no que diz respeito ao conceito
de limites, Neto, Lima e Souza (2021) afirmam que:

Destaca-se o problema da tangente como uma motivagdo para iniciar as discussoes
sobre a teoria de limites, o problema de velocidade e o estudo de limite de fungdes
reais. A partir da abordagem desse contetdo, foi possivel concluir que uma das
estratégias utilizadas por James Stewart, teve como base a resolucao de problemas,
contudo observou-se no texto a presenga de elementos que indicam uma preocupacao
do autor com aspectos pedagdgicos, principalmente a indicacdo de leituras
complementares, aplicagdes de tecnologia, elementos historicos e modelagem,
evidenciando a influéncia de tendéncias em educagdo matematica para a promogao
dos processos de ensino e aprendizagem de limite (p. 1139).

Embora, assim como no nosso trabalho, Neto, Lima e Souza (2021) tenham se ocupado
apenas com a abordagem que o autor d4 ao conteudo de limites, as caracteristicas apontadas
por eles, como o uso de tecnologias digitais, curiosidades historicas e uso da modelagem etc.
permeiam toda a obra do Stewart. Isso refor¢a o cuidado do autor com a didatica apresentada
em seu livro e o conhecimento que ele tinha das tendéncias e discussdes acerca do ensino de
Matematica na época da publicacdo.

Moura (2014) destaca no livro o uso da regra dos trés, que Stewart expande para a regra
dos quatro (que consiste em abordar os conceitos matematicos algebricamente, graficamente,
numericamente e em lingua natural), e a grande influéncia que o movimento da Reforma do
Célculo teve com relagdo a didatica apresentada. Esse movimento teve como principal
caracteristica o uso das tecnologias digitais no ensino do Calculo (Rezende, 2003).

Dessa forma, podemos concluir que a comunidade académica vé no livro do Stewart
uma obra moderna, orientada por diversas correntes das tendéncias em Educagdo Matematica,
inclusive com relacdo as representacdes semioticas, de grande apelo tecnolédgico e influente em

todo o mundo.

8.2. ANALISE SOCIO-HISTORICA

A seguir descrevemos a andlise de dados biograficos do James Stewart, o estudo dos

paratextos editoriais e das mudancas ocorridas entre as edi¢des da obra.
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8.2.1. James Drewry Stewart

Figura 50 - James Stewart.

Fonte: Disponivel em: https://en.wikipedia.org/wiki/James_Stewart %28mathematician%29 http://
Acesso em: 03 de Jun de 2020.

James Drewry Stewart nasceu em 29 de marcgo de 1941 na cidade de Toronto no Canada.
Quando jovem, era um bom aluno e se interessava por todas as disciplinas, incluindo idiomas,
historia e musica. Estudou violino dos 7 aos 17 anos e por muito pouco ndo trocou a Matematica
pela Musica: “pensei que seria melhor me tornar um matematico cujo hobby ¢ a musica do que
um musico cujo hobby ¢ a matematica” afirmava (Everett-Green, 2014).

Fazia o ensino médio no Earl Haig Collegiate quando seu professor de Matematica Ross
Honsberger, em uma de suas digressdes, demonstrou que os numeros racionais sao
enumeraveis, enquanto os numeros reais ndo. Isso impressionou tanto o jovem Stewart que ele
resolveu entrar no programa de Ciéncias Exatas da Universidade de Toronto (Peterson, 2009).

Depois de concluir sua graduacdo fez seu mestrado em Starford em Palo Alto,
California. Foi atraido pelo clima californiano e pela especializacdo em analise, ja que todo o
corpo docente da institui¢ao era formado por analisas (Peterson, 2009).

Concluida a graduagdo, voltou ao Canada para fazer seu doutorado na Universidade de
Toronto. Stewart sabia que o professor sul-africano Lionel Cooper trabalharia na institui¢ao
canadense por dois anos e, por isso, correu para concluir seu doutorado dentro deste prazo a
fim de aproveitar as orientagdes do Professor Cooper (Peterson, 2009).

Em seguida foi para Europa realizar seus estudos pos-doutorais, também com o
Professor Cooper na Universidade de Londres. Sua estadia na Inglaterra lhe proporcionou voltar
a estudar musica na Guildhall School of Music (Peterson, 2009).

Quando voltou para o Canad4, Stewart conseguiu seu primeiro emprego como professor

da Universidade MacMaster em Hamilton e voltou a tocar musica de camara. Fez tanto sucesso
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como violinista que foi convidado para ser Spalla da MacMaster Symphony e chegou a tocar
profissionalmente por alguns anos na Orquestra Filarmonica de Hamilton (Peterson, 2009).

Como homem gay, Stewart esteve profundamente envolvido com o movimento LGBT
e fez um trabalho importante na luta pelos direitos dos homossexuais de Hamilton. No inicio
dos anos de 1970 ele conseguiu levar para dar uma palestra na Universidade de MacMaster
George Hislop, um dos ativistas canadenses mais influentes, o que incentivou o movimento a
ponto de realizarem no ano seguinte a primeira marcha do orgulho gay de cidade (Watson,
2014).

Foi lecionando em MacMaster que dois de seus alunos deram a sugestdo para ele
escrever o seu proprio livro de Célculo. Segundo eles, as notas que o professor fazia no quadro
negro eram melhores do que o livro que seguiam. Stewart achou a ideia interessante, porém,
antes que colocasse em pratica tal plano, foi abordado por professores que tinham contrato com
a editora McGraw-Hill para escrever livros didaticos para o ensino médio e solicitaram sua
ajuda (Peterson, 2009).

A experiéncia o animou e o fez comecar a escrever seu livro de Calculo entre 1979 ¢
1980. Segundo ele proprio, trabalhou por 13 horas, diariamente, durante 7 anos para concluir a
escrita. Seu livro foi finalmente publicado em 1987 pela editora Brooks/Cole. As vendas foram
modestas no primeiro ano de langamento, mas na medida em que o tempo foi passando, o
sucesso comercial da obra foi crescendo, a ponto de em 1992 se tornar o livro mais vendido da
area (Peterson, 2009).

Sua obra foi traduzida em diversos paises e, por isso, ele foi algcado ao status de
celebridade da area. Era comum dar autégrafos em eventos e visitas internacionais. O dinheiro
oriundo da venda de livros, aumentado por investimentos certeiros, o tornaram um homem rico.
Isso lhe proporcionou continuar com a promocgao de eventos e a arrecadacao de fundos para a
caridade e movimento LGBT (Watson, 2014).

A riqueza também lhe propiciou realizar um sonho que aliasse tudo que mais amava:
Matematica e Musica. Um projeto extremamente ambicioso que consistiu na constru¢ao de uma
casa que tivesse a acustica perfeita para a realizagdo de concertos musicais € um design com
elaboradas curvas matematicas. Ele chamou sua proposta de Casa Integral (Watson, 2014).

O projeto era tdo grande que entre o inicio do planejamento e a inauguracao, se passaram
10 anos. Em 1999, Stewart entrevistou diversos arquitetos para escolher aqueles que ele julgava
a melhor opgdo para a concepgao da obra. Em 2002 ele comprou a propriedade que daria lugar

a sua casa e em 2003 iniciou a construg¢ao que sé foi concluida em 2009 (Garcia, 2015).
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O resultado foi uma mansdo projetada, pelos arquitetos Brigitte Shim e Howard
Sutcliffe, com 1.670 m?, situada na encosta de uma colina, com trés andares abaixo do nivel da
rua e dois andares visiveis do lado de fora. Ela contém uma piscina, espago de reunides € uma
sala para concertos com capacidade para 150 pessoas. Foi construida utilizando-se de alta
tecnologia e atende questdes ecoldgicas por incorporar técnicas como aquecimento geotérmico,
resfriamento e telhados plantados. Ao todo o projeto custou entre 24 e 32 milhdes de dolares e
foi condecorado com diversos prémios, incluindo a Medalha do Governador-Geral do Canada

em 2012 (Garcia, 2015).

Figura 51 - A Casa Integral

Fonte: Disponivel em https://www.prof-edigleyalexandre.com/2023/05/casa-
integral-james-stewart.html. Acesso em 04/06/2023.

A edificacao chamou a atencdo do arquiteto paisagista Joseph Clement enquanto este
trabalhava em Nova York e viu as fotos da construcdo da Casa Integral. Clement entdo resolveu
fazer um documentério sobre a casa e 0 homem que a concebeu. Esse documentério teria como
histéria base a vida do matematico mais publicado desde Euclides, seu ativismo junto aos
direitos dos homossexuais, bem como sua paixao pela Casa Integral. A producao comecou em
2013 (Watson, 2014).

As coisas iam como o planejado, porém tudo mudou quando no meio das filmagens,
Stewart foi diagnosticado com cancer na medula 6ssea (Everett-Green, 2014). A partir de entao
o documentario passou a adquirir novos significados. A doenca foi muito severa com o
professor e, ao perceber que ndo teria muito tempo de vida, ele organizou sua despedida:

“Boa noite, senhoras e senhores, ¢ bem-vindos ao meu veldrio." Foi assim que James
Stewart deu as boas-vindas a uma grande multiddo para a ultima de muitas noites de
concertos em sua espléndida casa em Toronto, a Integral House. Vestido com uma
jaqueta de bordado vermelho, o eminente matematico ¢ educador levantou-se para
apresentar varios dos intérpretes, embora muito debilitado pelo cancer que — como

dizia nos convites — o deixara com apenas algumas semanas de vida (Everett-Green,
2014).
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Stewart faleceu no dia 3 de dezembro de 2014 em decorréncia do mieloma multiplo.
Como homenagem, seu nome batiza o Centro de Matematica da Universidade de MacMaster e
a Biblioteca do Instituto Fields para Pesquisa em Matematica e Ciéncias. O Documentario

Integral Man de Joseph Clement foi langado em 2017 (Watson, 2014).

Figura 52 - Cartaz de Integral Man.

DesignLAND Presents

INTEGRAL MAN

% Atiim by Joseph €

Fonte: Disponivel em: https://www.imdb.com/title/tt5725614. Acesso em: 04
de Jun de 2018.

Seus amigos o descreviam como uma pessoa humilde e gentil, tdo apaixonado por
musica que usava uma foto do tampo de um violino como capa de alguns de seus livros de
Célculo (Watson, 2014). Seus textos, certamente, sdo seu maior legado. Em 2012, 70% das
universidades estadunidenses e 90% das canadenses adotavam o seu livro, enquanto o Brasil

era responsavel pela venda de cerca de 30.000 exemplares por ano (Simdes, 2016).
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8.2.2. O livro Calculo.

Figura 53 - O Livro Cdlculo, vol 1, 7 ed.

calculo

Tradugdio da 7* ediglo norte-americana

James Stewart

Fonte: Disponivel em: https://www.amazon.com.br/C%C3%A 1lculo-1-James-Stewart/dp/8522112584
Acesso em: 01/06/2023.

O extenso prefacio da sétima edi¢ao do livro Cdalculo comega com o autor explicando
sobre algumas modificagcdes promovidas com relagdo as edi¢cdes anteriores. Essas alteragoes
dizem respeito a mudangas de unidades de medida (das habituais norte-americanas para as
unidades métricas) e a adi¢ao de exercicios contextualizados que contemplassem a realidade de
paises que estdo fora da América Anglo-Saxdnica, tendo em vista atender a uma abrangéncia
internacional. Ele comenta que essas mudancas representam cerca de 10% do conteudo original
da obra.

Ao expor a filosofia do livro, Stewart logo destaca a inten¢do de explorar o papel ativo
do estudante como ser descobridor e o aspecto utilitario do Calculo.

Dessa forma ele esclarece que:

Nesta edicdo, assim como nas seis primeiras, minha inten¢ao € transmitir ao estudante
uma no¢ao de utilidade do calculo e desenvolver a competéncia técnica, mas também
me esfor¢o para propiciar certo apreco pela beleza intrinseca do tema. Newton
indubitavelmente experimentou uma sensacdo de triunfo quando fez suas grandes

descobertas. Quero que os estudantes compartilhem um pouco desse entusiasmo
(Stewart, 2013, p. ix).

Assim, ele se mostra um grande entusiasta de um movimento educacional norte-
americano chamado “Calculus Reform” que teve como ponto de partida um polémico
documento em que o famoso matematico hiingaro Peter Lax ataca os cursos de Calculo

(Rezende, 2003).
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Neste documento, para explicar a baixa demanda pelo estudo de Calculo, que disputava
espago com a Matematica Discreta, em alta na época por conta dos avancos das pesquisas
computacionais, Lax afirma:

Quanto ao calculo: os matematicos ndo precisam de menos, mas de mais. A verdadeira
crise € que atualmente ele ¢ mal ensinado; o curriculo permaneceu estacionario e os

pontos de vista modernos, especialmente aqueles que tém a ver com o papel dos
aplicativos e da computagao, estdo mal representados (Lax, 1986, p. 2).

O desabafo de Lax desencadeou uma série de debates sobre o ensino de Calculo, o que
culminou com a conferéncia de Tulane em 1986, citada por Stewart no prefacio de seu livro
como grande influéncia para sua concepcao de ensino de Célculo. Esse evento ¢ considerado o
marco inicial do “Calculus Reform”.

Sobre essa corrente de pensamento Rezende (2003) afirma:

Segundo seus precursores, o “Calculus Reform” tem como caracteristicas basicas: o
uso de tecnologia, isto €, software computacional e calculadoras gréficas, tanto para
o aprendizado de conceitos e teoremas como para a resolu¢ao de problemas; o ensino
via a “Regra dos Trés”, isto ¢, todos os tdpicos e todos os problemas devem ser
abordados numérica, geométrica e analiticamente; grande preocupagdo, ou pretensao,
em mostrar a aplicabilidade do Célculo através de exemplos reais e com dados

referenciados; tendéncia a exigir pouca competéncia algébrica por parte dos alunos,
suprindo essa falta com o treinamento no uso de Sistemas de Computagdo Algébrica

(p- 4).

Assim, Stewart atribui a esse movimento a recomendacdo de que o ensino de Calculo
deve “concentrar-se na compreensdo de conceitos” e que, para atingir esse objetivo deve-se
usar a “Regra dos Trés”. Stewart adiciona as abordagens numérica, geométrica e algébrica, o
ponto de vista verbal para expandir a “Regra dos Trés” e chama-la de “Regra dos Quatro™.

Dessa forma ele afirma que seu livro contém elementos da reforma, principalmente por
conta da busca de uma compreensdo conceitual dos objetos matematicos, porém, dentro de um
contexto tradicional, pois, pretende manter as melhores tradi¢des do ensino de Calculo (Stewart,
2013).

Quanto ao publico-alvo, na se¢do chamada 4o aluno o autor argumenta que, por conta
da grande quantidade de material, o livro pode ser utilizado em qualquer curso. Além disso, ele
recomenda que o estudante guarde o livro pois ele pode servir de lembrete para cientistas e
engenheiros em atuacao.

Ainda nessa se¢do o autor da dicas de como se deve ler um livro de Célculo. Segundo

ele:
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A leitura de um livro didatico de calculo difere da leitura de um jornal ou de um
romance, ou mesmo de um livro de fisica. Ndo desanime se precisar ler o mesmo
trecho muitas vezes antes de entendé-lo. E, durante a leitura, vocé deve sempre ter
lapis, papel e calculadora a mao, para fazer contas e desenhar diagramas (Stewart,
2013, p. xix).

Além disso, ele afirma que, para um maior aproveitamento do livro, acredita que ler e
compreender toda a se¢ao antes de partir para os exercicios ¢ muito mais interessante. Também
sugere que o estudante tente resolver os exemplos sozinhos antes de ler o desenvolvimento feito
no livro e que, ao realizar as tarefas, escreva os estdgios da resolu¢do de forma articulada,
explicando-a passo a passo, pois parte do objetivo da obra ¢ treinar o leitor a pensar logicamente
(Stewart, 2013).

Também no prefécio, o autor apresenta como recursos didaticos: Exercicios conceituais,
diversificados e com dificuldade progressiva; dados reais, ou seja, exemplos e exercicios
baseados em situagdes mais proximas da realidade possivel, como as que envolvem
sismogramas de terremotos e tabelas sobre o consumo de energia elétrica; trabalho por meio de
diversos projetos, para despertar o interesse do aluno e proporcionar a realizacdo de estudos
mais aprofundados; uma se¢do de resolugdo de exercicios denominados Problemas Quentes
com questdes que envolvem mais de um procedimento de resolucdo; e a sugestdo e
disponibilidade de recursos tecnoldgicos em um site da internet que serve de suporte.

Com relagdo aos projetos, ele elenca varios tipos: Projetos aplicados, que tem o objetivo
de estimular a imaginacdo dos estudantes; Projetos de Laboratorios, que envolve tecnologia;
Projetos Escritos, que pedem o académico para comparar métodos atuais com os dos fundadores
do Calculo; e Projetos de descoberta, que antecipam resultados a serem discutidos
posteriormente e incentivam o reconhecimento de padrdes (Stewart, 2013).

No que diz respeito aos recursos tecnologicos, o autor disponibiliza em seu site

www.stewartcalculus.com uma série instrumentos complementares a leitura do livro. Entre eles
esta o Homework Hints que funciona como licdo de casa on-line e consiste em um
encadeamento de exercicios com dicas para serem realizadas fora da sala de aula. Também ha
o Tools for Enriching Calculus que compreende um conjunto de graficos dindmicos que
auxiliam na visualizagdo dos conceitos matematicos.

Além desses recursos, existem textos que complementam os assuntos do livro como
topicos de Historia da Matematica, curiosidades sobre calculadoras e revisdes sobre algebra e
geometria analitica. Também ha recursos disponiveis para compra por meio do site da editora
como tutoriais e resolugcdes em video, bem como materiais para professores como slides de

aulas baseados nos capitulos do livro.
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Sobre a diferenga entre edigdes, comparamos a sétima edicao de Cdlculo Volume 1 de
2013 com a quinta edig@o de 2006, também muito citada nas ementas dos cursos de Calculo no
Brasil. Consideramos também o langamento postumo do Stewart da nona edigdo norte-
americana de 2021, langada por seus colaboradores Daniel Clegg e Saleem Watson.

Com relagdo ao texto, ha pouca diferenga entre os livros. Pequenas mudancgas ocorrem
com relagdo a adicdo de imagens que servem para ilustrar situagdes complementares e que nao
afetam em nada o texto. Um exemplo de uma situacdo como essa, ocorre quando ha uma
questao resolvida sobre o Calculo da velocidade de uma bola solta no alto da torre CN de
Toronto e do lado do enunciado, o autor acrescenta uma foto da torre com a informacao de que
ele foi a mais alta do mundo.

Uma diferenca que merece destaque diz respeito a forma com que a defini¢ao precisa
de limite ¢é representada. Na quinta edi¢do ela aparece da seguinte forma: “Se para todo nimero
€ > 0 ha um numero correspondente § > 0 tal que |f(x) — L| < € sempre que 0 < |x — a| <
6”. Em seguida, Stewart reescreve o finalzinho afirmando que outra forma de expressar é “se
0 < |x—al| < §entdo |f(x) — L| < €”. Nas edigdes posteriores ndo ha esta primeira forma de
escrever.

Percebemos também que a medida que o tempo passa o livro acrescenta algumas

questdes em seus exercicios.

8.3. ANALISE FORMAL

O livro Cdlculo, volume 1, 7° edicao, possui 661 paginas, divididas em 8 capitulos, além
de prefacio, testes de verificacdo, uma secao de apresentagao ao Calculo, apéndices (que inclui
as respostas dos exercicios impares) e indice remissivo.

O capitulo introdutério, chamado de Uma Apresentacdo do Calculo, tem como objetivo
trabalhar as nogdes intuitivas dos trés principais conceitos da disciplina: o limite, a derivada e
a integral. Ele serve para dar uma ideia ao leitor sobre assunto ao qual ele se debrucara nos
capitulos seguintes sem, contudo, se aprofundar em defini¢des e teoremas.

O capitulo 1, intitulado Fun¢des e Modelos, serve para sintetizar os contetidos que sao
pré-requisitos da disciplina e, com isso, expor os mais diversos tipos de fun¢des necessarias
para o estudo do Calculo.

Com relagdo a este capitulo, nos chamou a atencdo o fato de que o autor reserva nele
uma se¢do chamada de Quatro Maneiras de Representar uma Fung¢do onde destaca que uma
fun¢do pode ser representada de diversas formas.

Segundo ele:
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E possivel representar uma fungao de quatro maneiras:

. verbalmente (descrevendo-a com palavras)

. numericamente (por meio de uma tabela de valores)

. visualmente (através de um grafico)

. algebricamente (utilizando-se uma formula explicita) (Stewart, 2013, p. 12).

Além disso, o autor ainda afirma que “Se uma fung¢ao puder ser representada de quatro
maneiras, em geral € util ir de uma representagdo para a outra, a fim de obter um entendimento
adicional da fun¢do” (Stewart, 2013, p. 12). Assim, percebemos certa aproximacao entre a
forma com que o Stewart trabalha os objetos matematicos em seu livro e a concepgdo de
aprendizagem matematica da TRRS.

Também ¢ nesse capitulo que o Stewart apresenta a defini¢ao de fungao trabalhada na

obra e que discutimos a seguir.

8.3.1. Definicao de Fun¢ao

A ideia de func¢do ¢ sintetizada pelo autor logo na primeira frase do Capitulo 1. Segundo
ele: “As fungdes surgem quando uma quantidade depende da outra” (Stewart, 2013, p. 10). Essa
afirmacgao ¢ sucedida no livro por diversas situagdes-problemas que descrevem algum tipo de
funcdo em que ¢ destacada a relacdo de dependéncia entre as grandezas.

Depois disso, o livro define uma fun¢do da seguinte forma:

Figura 54 - Defini¢do de funcdo do Stewart.

Uma funcao f é uma lei que associa, a cada elemento x em um conjunto D, exatamente
um elemento, chamado f{x), em um conjunto £.

Fonte: Stewart, 2013, p.10.

Sobre esse primeiro capitulo nos chama a atengao a concepgao de um pré-

A partir dessa definicdo sdo apresentados os conceitos de dominio ¢ imagem de uma
funcdo, sempre associados com as ideias de variavel independente e varidvel dependente,
respectivamente. Vale a pena ressaltar que o autor ndo define o que ¢ o contradominio.

Com relagao a definicdo de fungdo apresentada no livro, nos chama a atencao o papel
central dado pelo autor a lei de associagdo entre as variaveis. Embora a regra que associa os
elementos do dominio com os elementos do contradominio (conceito que o autor nao define)
seja de indiscutivel importancia, concordamos com Lima (2003) quando afirma que uma fun¢ao

¢ estabelecida por trés elementos: o dominio, o contradominio e a lei de associacao.
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Essa énfase, dada a lei de associagdo, ¢ confirmada por uma analogia apresentada no
livro logo apds a fungdo ser definida: segundo o autor, ¢ Util considerar a fun¢do como uma
maquina que transforma um elemento de entrada x, se este estiver no dominio da fungdo f, em
um elemento de saida f(x) de acordo com a lei que define a fungdo. Assim, o dominio seria o
conjunto de todas as entradas, enquanto a imagem seria o conjunto de todas as saidas possiveis
(Stewart, 2013).

Uma ilustragao da Figura 55 sintetiza a analogia:

Figura 55 - Diagrama de maquina para uma funcao.

¥ ———> i —> f(x)

(entrada) (saida)

Fonte: Stewart, 2013, p. 10.

Outro elemento que reforca esse posicionamento € o fato de haver no livro, sem qualquer
ressalva, exemplos e exercicios que pedem para determinar o dominio ¢ a imagem de uma
fun¢do. Se pensarmos que antes de definir uma fungao ¢ preciso estabelecer o seu dominio e o
contradominio, esse tipo de exercicio ndo faz sentido.

A internalizacdo dessa centralidade da lei de associacao de variaveis como fator
definidor de uma fung¢do pode causar, ao longo do tempo de estudo, algumas dificuldades com
relacdo a compreensdo de conceitos matematicos por parte do académico. Algumas dessas
possiveis dificuldades sdo, inclusive, percebidas pelo proprio Stewart, quando ele tenta
trabalha-las pontualmente na sequéncia de seu texto.

Um exemplo aparece na se¢ao em que o livro aborda o conceito de integral. Nela Stewart

indaga:

Figura 56 - Exemplo de dificuldade que pode ser ocasionada
pela mé compreensdo do conceito de fungio.

O que estd errado no seguinte cadlculo?

cdx=—| =———1=-=

J‘} 1 x ! 1 4
-1 x* -1 1 3 3

Fonte: Stewart, 2013, p. 356.
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E facil chegar a conclusdo de que esse célculo esta equivocado, pois a resposta da
integral deu um nimero negativo enquanto a func¢ao ¢ sempre positiva. O erro esta no fato de
que a fungdo ndo esta definida para x = 0, e, portanto, ndo é continua no intervalo [—1,3].
Assim ela ndo ¢ integravel nesse intervalo.

Entendemos que a crenga, por parte do estudante, de que a férmula (lei de formagao)
define a funcdo pode contribuir para que esse tipo de erro acontega, pois, uma vez que o
académico tem essa concepgdo, apenas realizara os calculos que estd acostumado a fazer, sem
se preocupar com o dominio da fungao.

Uma ultima observa¢do com relacdo a defini¢do de funcdo esta relacionada a
representacao do conceito por meio do diagrama de Venn. O Stewart apresenta esse tipo de
representacdo, que ele chama de diagrama de flechas, mas ndo explora com exemplos e contra

exemplos.

1.1.1. Analise narrativa e as definicoes de limite e continuidade

Para o estudo do conceito de limite, concentramos nossas analises, especificamente, no
capitulo introdutério chamado Uma Apresentacdo do Calculo e no Capitulo 2: Limites e
Derivadas. Juntos, esses capitulos contém 88 paginas (da pagina 1 a pagina 7 e da 75 a 155), o
que representa 13,31 % da extensao do livro.

Obedecendo aos critérios adotados nesse trabalho, expostos no capitulo 4, compuseram
0 corpus para as analises: o capitulo introdutorio Uma Apresentacdao do Calculo e as se¢des do
Capitulo 2 Limites e Derivadas: 2.1 Os problemas da Tangente e da Velocidade, 2.2 O Limite
de uma Fungdo, 2.4 A definicdo Precisa de um Limite, 2.5 Continuidade ¢ 2.6 Limites no
Infinito, assim como os exercicios correspondentes.

Na Quadro 13 estdo as secdes, e parte da se¢ao 2.5, que ficaram de fora de nossa analise
por trabalharem as propriedades operatérias do célculo de limites, o que foge aos nossos

objetivos.
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Quadro 13 - Segoes do livro do Stewart que ficaram de fora da analise.

Secao Titulo Extensao
2.3 Calculo Usando Propriedades dos Limites Pagina 91 a 100
2.5 Continuidade (exemplo 4 ao exemplo 10)

Pagina 111 a 117
2.7 Derivadas e Taxas de Variagdo Péginas 131 a 139

2.8 A Derivada como uma Fung&o Péginas 140 a 155

Fonte: Stewart, 2013, p. v.

Assim, a parcela do livro que compds o corpus do trabalho compreendeu a um total de
49 paginas, o que corresponde a pouco mais da metade dos capitulos reservados para tratar do
conceito de limites, além de aproximadamente 303 exercicios.

No que diz respeito a ordem de apresentacdo do contetido, Stewart introduz o conceito
de limite ao desenvolver situacdes-problemas que necessitem de tal conceito para serem
resolvidas e apresenta em seguida a nogao intuitiva de limite, limite lateral e limite infinito. S6
depois disso ¢ que expde as definigdes matematicas desses objetos. Dessa forma, ele finaliza
essa parte do livro descrevendo o conceito de continuidade, para depois trabalhar as defini¢des
de limites no infinito.

A ordem de apresentacdo de contetidos escolhida pelo Stewart ¢ sintetizada na Figura

57

Figura 57 - Analise narrativa do livro do Stewart.

Problemas de Deﬁnl;E-o Precisa de Limites no Infinito;
Limite, Limites Lateria

Tangente e TR Assintotas
Velocidade UGS Horizontais.

Nogdo intuitiva de
Limite, Limites Continuidade
Lateria e Limites

Fonte: Elaborado pelo autor.

Alguns aspectos chamam a aten¢do na sequéncia narrativa escolhida pelo Stewart para
abordar o conceito de limite e continuidade. O primeiro diz respeito a escolha por trabalhar
extensivamente quase todos os conceitos de limites (limites, limites laterais, limites infinitos)

or meio da nocdo intuitiva, ou “definicdo menos rigorosa”, desses conceitos. Assim ele destaca
9 b
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duas defini¢des de limites: a primeira menos formal e a segunda que ele chama de “defini¢ao
precisa”.
Na Figura 58 apresentamos a defini¢do menos precisa do conceito de limite dado pelo

Stewart.

Figura 58 - Defini¢do menos formal de limite.

|I| Definicdo Suponha que f(x) seja definido quando estd proximo ao nimero a. (Isso
significa que f € definido em algum intervalo aberto que contenha «, exceto possivel-
mente no proprio a.) Entdo escrevemos

lim f(x) = L

x—a

e dizemos “o limite de f(x), quando x tende a a, € igual a L”

se pudermos tornar os valores de f(x) arbitrariamente proximos de L (tdo préximos de
L quanto quisermos), tornando x suficientemente proximo de a (por ambos os lados de
a), mas ndo igual a a.

Fonte: Stewart, 2013, p. 81.

E importante destacar que o Stewart ndo d4 nome a essa definigo inicial usada por ele.
Chamamos a defini¢do apresentada na Figura 58 de “menos formal”, “menos rigorosa” ou
“menos precisa” por dois motivos. Primeiramente, em oposi¢do a segunda defini¢do que o
proprio autor denomina de “definicdo precisa de limite”, e posteriormente por apresentar termos
que ndo tém significado matematicamente precisos, como “arbitrariamente proximos” e
“suficientemente proximos”.

Vale ressaltar que o autor trabalha essa “defini¢ao menos precisa” para calcular limites
e apresentar suas propriedades operatorias, antes mesmo de se utilizar da defini¢ao precisa desse
conceito. Primeiramente ele trabalha a ideia de encontrar os limites por meio de estimativas
numéricas e inferéncias graficas, para em seguida apresentar as propriedades operatorias (antes
mesmo que estas sejam demonstradas).

Na Figura 59 temos um exemplo em que o autor usa a estimativa numérica para se
encontrar o limite de uma funcao e que serve de modelo para que o leitor resolva os exercicios

similares propostos.
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Figura 59 - Exemplo de estimativa de limite dado pelo Stewart.

. Coox— 1
Estime o valor de lim —]
=l x° —

SOLUCAOD
x <1 f(x) x> 1 f(x)
0,5 0,666667 1.5 0,400000
0,9 0,526316 1.1 0,476190
0,99 0,502513 1,01 0,497512
0,999 0,500250 1,001 0,499750
0,9999 0,500025 1,0001 0,499975

Com base nesses valores, podemos conjecturar que

=]
lim—= — B35

=1 x2— 1

Fonte: Stewart, 2013, p. 81-82.

Além da estimativa numérica utilizada para encontrar o limite de uma fungao, Stewart
apresenta também a constru¢do de graficos como recurso para resolver exercicios similares.
Cabe aqui ressaltar que o autor incentiva a todo momento o uso de recursos digitais, como
calculadoras graficas e sistemas de computagao algébrica, para resolugao de exercicios.

Logo apos trabalhar com as defini¢des “menos formais™ sobre limites, Stewart apresenta
uma lista com as propriedades operatorias. Como dito anteriormente, essas propriedades sao
utilizadas pelo estudante para calcular os limites propostos, porém sem serem demonstradas, ja
que para isso se faz necessario definir limite por meio de épsilons e deltas.

Assim, o Stewart trabalha o conceito de limite e continuidade, primeiramente por meio
de estimativas numéricas e interpretacdes graficas. Usa propriedades operatorias como
conjecturas matematicas, para, a partir dai, definir formalmente os conceitos de Calculo. Essa
forma de abordar o conceito de limite ¢ mais compativel com a trajetoria historica do
surgimento do conceito, tendo em vista que este foi a ordem do caminho percorrido pelos
antigos matematicos até que a formulagdo da defini¢ao formal no final do Século XIX,

Embora o foco do nosso estudo ndo tenha contemplado a secao 2.3, outro aspecto
interessante diz respeito a como o autor deixa claro, no exercicio do céalculo de limites, qual o
procedimento utilizado por ele ao levantar algumas indeterminagdes.

Ao se referir ao procedimento utilizando no exemplo (o autor enumera como exemplo

3) em que calcula o limite:
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x? -1 x—1D(x+1
1im—=lim( ) )=1im(x+1)=1+1=2
x-1 x —1 x—1 x—1 x—-1

Stewart faz a seguinte observagao:

Figura 60 - Levantamento de indeterminag&o no livro do Stewart.

OBSERVACAO: No Exemplo 3 conseguimos calcular o limite substituindo a fungdo dada
f(x) = (x* = 1)/(x — 1) por outra mais simples, g(x) = x + 1, que tem 0 mesmo limite. Isso
¢ valido porque f(x) = g(x),exceto quando x = 1 e, no cdmputo de um limite, quando x tende
a 1, ndo consideramos o que acontece quando x é exatamente igual a 1. Em geral, temos o se-
guinte fato util.

Se f(x) = g(x) quando x # a, entdo lim f(x) = lim g(x), desde que o limite exista.

Xx—a

Fonte: Stewart, 2013, p. 94.

A observacao da Figura 60 ¢ importante, pois, esclarece para o estudante, que ao
levantar uma indeterminagdo desse tipo, ele estd na verdade substituindo uma fung¢ao por outra
com comportamento parecido. Esse procedimento nem sempre ¢ explicitado para o académico
que, por muitas vezes, o faz de forma automadtica, sem se dar conta do que realmente estd a
fazer.

Depois de trabalhar com o calculo de limites por meio das propriedades operatorias, o

livro expde a defini¢do precisa de limite descrita na Figura 61.

Figura 61 - Definicédo precisa de limite no livro do Stewart.

@ Definicdo Seja fuma fungiio definida em algum intervalo aberto que contenha o
numero a, exceto possivelmente no proprio a. Entdo dizemos que o limite de f(x)
quando x tende a a é L, e escrevemos

lim f(x) =L

N

se para todo niimero & > 0 houver um nimero 8 > 0 tal que

se 0<|x—al<$§ entio | 7% = L| = &

Fonte: Stewart, 2013, p. 101.

E por meio da definicdo da Figura 61 que o autor demonstra alguns limites especificos

e prova uma das propriedades operatorias que o estudante, na secdo anterior, ja tinha tomado
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como verdade. As provas das outras propriedades operatorias estdo expostas no apéndice F do
livro.

O outro aspecto relevante esta relacionado a maneira como a sequéncia narrativa
escolhida pelo Stewart influencia na forma com que ele define os conceitos de limite e
continuidade. Assim, ele opta, primeiramente, por trabalhar a definicao precisa de limite por
meio de épsilons e deltas, para em seguida definir continuidade.

Essa definicao ¢ explorada em exemplos e exercicios, e, portanto, exige que o estudante
acompanhe as demonstracoes realizadas pelo autor e que as reproduza nas questdes propostas.

Com relagdo ao conceito de continuidade de uma fun¢do no ponto, a definigdo ¢ feita
pelo conceito de limite, sem utilizar as famosas letras gregas.

Na Figura 62 temos a definicdo de continuidade utilizada pelo Stewart.

Figura 62 - Defini¢do de continuidade do livro do Stewart.

[1] Definicao Uma funcio f € continua em um mimero a se

lim f(x) = f(a)

Y—da

Fonte: Stewart, 2013, p. 109.

Assim, o autor prefere trabalhar a defini¢ao de limites em termos de épsilon e delta e se
exime de manipular os épsilons quando trabalha o conceito de continuidade. Além disso, ele
utiliza a defini¢do de continuidade para calcular facilmente alguns limites, pois, se a fungao ¢
continua no ponto a, basta determinar f(a) para se calcular o limite de f(x) quando x tende a

a.

1.1.2. Representacdes Semidticas

Sobre a analise semidtica, identificamos ao longo do texto das secdes estudadas’* um
total de 484 representagdes de limites ou de fungdes utilizadas para abordar o conceito de limite.

Ao classificar essas representacdes de acordo o tipo de registro, percebemos a presenga
de representagdes com caracteristicas diferentes das demais e que ndo apareceram nas outras
obras: o registro figural.

Na Figura 63 temos um exemplo de registro figural.

24 As partes do livro do Leithold consideradas nessa pesquisa estdo descritas na segdo 6.3.2 intitulada “Analise
narrativa e defini¢do de Limite e Continuidade” na pagina 178.
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Figura 63 - Registro Figural

-
S

&
o
>

Fonte: Stewart, 2013, p. 6.

A Figura 63 se refere a um dos paradoxos de Zenao apresentados no livro (e discutidos
nesse trabalho no capitulo 3) em que afirma que uma pessoa nao pode caminhar diretamente de
certo ponto da sala até a parede. Para isso ele precisaria percorrer primeiramente a metade do
percurso, depois a metade da distancia restante, e depois a metade da nova distancia restante e
assim sucessivamente, de forma que por mais que ele se aproxime da parede sempre vai existir
uma distancia restante para percorrer.

Consideramos essa imagem uma representagao figural, pois a parede representa o limite
da sequéncia de distancias marcadas pelos tragos sobre a reta, fazendo, dessa forma mengdo a
medidas de comprimento da figura.

Assim, consideramos nesse trabalho representacao em registro figural aquela que faz
mengdo a medidas de comprimento de figuras.

Dessa forma, a classificacdo das representagdes semioticas, de acordo com os registros
aos quais pertencem, ¢ apresentada no Grafico 14.

Grafico 14 - Distribuicao percentual das representagdes identificadas no
trecho do texto analisado no livro do Stewart.

46%

29%
17%
5%
2%
I

Algébricos Lingua Natural Graficos Numeéricos Figurais

Fonte: Elaborado pelo autor com ajuda do software Excel.
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Primeiramente, podemos destacar no texto do Stewart a presenca de todos os registros
considerados nesse trabalho (inclusive, obviamente, o registro figural). Assim, nao houve
omissao de nenhum tipo de representagao.

Outro aspecto relevante ¢ a grande quantidade de representacdes utilizadas. 484 ¢ o
maior niimero de representagdes dentre os trés livros considerados nesse trabalho (o segundo
maior tem 355). Isso mostra que o autor se utiliza de muitos exemplos para explicar os conceitos
relacionados a limites.

Com relacdo ao uso dos registros, percebemos que, como os demais livros analisados, a
maioria das representacdes pertence ao registro algébrico, porém com o menor percentual
registrado (46% do total de registros). O segundo, terceiro e quarto registros mais utilizados
pelo Stewart sdo os mesmos que os dos outros livros, ou seja, Lingua Natural (29% total),
Grafico (17% do total) e registro numérico (5% do total), respectivamente. O Stewart tem o
maior percentual em todos esses trés itens, 0 que mostra um maior equilibrio com relagdo ao
uso dos registros.

Assim, podemos afirmar que este ¢ o livro que tem mais representacdes, com maior
diversidade de registros e com distribuicdo mais equilibrada entre esses registros.

Segundo Silva (2022):

[...] a compreensdo dos objetos matematicos pressupde a coordenagido de ao menos
dois registros de representagdo, pois desta maneira evita-se a confusdo entre o objeto
e sua representagdo. A coordenagdo de forma espontidnea de distintos registros de
representagdo semiotica ¢ o ponto chave da aprendizagem matematica (p. 20).

Portanto, essa quantidade, diversidade e equilibrio na utilizagdo das representacdes
presente no livro do Stewart pode contribuir para evitar que o estudante confunda o objeto
matematico com sua representagcdo, o que Duval chama de paradoxo cognitivo do pensamento
matematico.

Ja com relagdo aos tratamentos, percebemos que o livro do Stewart ¢ mais parecido

como as demais obras. Os dados levantados estao expostos no Grafico 15.
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Grafico 15 - Distribuig@o percentual dos tratamentos identificados no trecho do texto analisado
no livro do Stewart.

60%

17% 16%
Algébricos Lingua Natural Graficos Numéricos Figurais

Fonte: elaborado pelo autor com ajuda do software Excel.

Conseguimos identificar um total de 225 operagdes de tratamento dentro do texto. Essa
também ¢ a maior quantidade de tratamentos encontrada entre os livros analisados (o livro que
tem a segunda maior quantidade ¢ o do Leithold com 173), e mais uma vez identificamos a
presenca de todos os registros, incluindo ai o registro figural.

A maioria absoluta dos tratamentos presentes da obra do Stewart acontece entre
registros algébricos (60% do total de tratamentos identificados). Mesmo apresentando um
percentual alto de transformagdes internas relativas a tal registro, devemos perceber que esta
taxa ainda esta longe do percentual encontrado nos outros livros analisados que atingem a faixa
de 80%.

Logo ap0s apresentar a primeira definicdo (menos rigorosa) de limite, Stewart apresenta
um exemplo de tratamento algébrico ao chamar atencdo para outra forma de representacao:

“Uma notagdo alternativa para lim f(x) =L é f(x) » L quando x — a” (Stewart,
xX—a

2013, p. 81).

Consideramos a passagem acima como tratamento, pois, numa leitura da esquerda para
direita verificamos uma mudanga na representagao sem sair do registro algébrico. Embora haja
a palavra “quando” no centro da segunda representagao, o registro algébrico ¢ predominante.

Na obra também héa um percentual de tratamento em lingua natural (17% do total) muito
superior a dos demais livros aqui considerados (o segundo colocado ¢ o do Leithold que tem
7% do total). Vale lembrar que Stewart apresenta a definicdo menos formal de limites por meio

de um tratamento em lingua natural ao explicar o significado da expressdo algébrica
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lim f(x) = L: “[...] dizemos ‘o limite de f(x), quando x tende a a, ¢ igual a L’ se pudermos
x—a

tornar os valores de f (x) arbitrariamente proximos de L (tdo proximos de L quanto quisermos),
tornando x suficientemente proximo de a (por ambos os lados de a), mas ndo igual a a”
(Stewart, 2013, p. 81).

Neste caso, temos primeiramente uma conversao do registro algébrico para a lingua
natural e em seguida um tratamento em linguagem natural. Aqui verificamos que a mudancga
entre uma representacdo e outra reside na modificacdo das expressdes “o limite de f(x) € igual
a L” para “pudermos tornar os valores de f(x) arbitrariamente proximos de L” e “quando x
tende a a” para “tornando x suficientemente proximo de a”.

Percebemos também que a informacao de que x ndo pode ser igual a a fica subentendida
na primeira representacdo e que as palavras “arbitrariamente” e “suficientemente” foram
escolhidas cuidadosamente. “Suficientemente” se refere a x tendendo a a porque, na defini¢cao
mais formal, essa expressao ¢ a primeira proposicao da condicional, ou seja, “x estd proximo
de a a uma determinada distancia §” é condigao suficiente para que “f (x) esteja proximo de L
a uma determinada distancia £”.

Falando ainda com outras palavras, Sempre que x estiver proximo de a a uma
determinada distancia §, f(x) estara proximo de L a uma determinada distancia €. Mas nem
sempre que f(x) estiver proximo de L a uma determinada distancia &, significa que x estara
proximo de a a uma determinada distancia 6.

Um exemplo disso € lin; x? = 4. Toda vez que x estiver proximo de 2, f(x) = x* estara
X—

proximo de 4. Porém nem sempre que f(x) = x* estiver proximo de 4, significa que x estara
préximo de 2, ele poderd estar proximo de —2, por exemplo. Outro exemplo € o limite de uma

funcdo constante lim ¢ =c. Sempre que x tender a a, f(x) = c tendera a c. Porém quando
xX—a

f(x) = c tender a c, x podera tender para qualquer numero real.

Por outro lado, a palavra “arbitrariamente” se refere a f (x) tendendo a L. Isso acontece
por causa do quantificador universal “todo” (ou “para todo’) que ¢ aplicado ao € que se refere
a determinagdo de uma distancia entre f(x) e L. Enquanto o quantificado existencial “existe” é
aplicado a § que se refere a uma distancia entre x e a. H4 entre esse quantificadores, no que diz
respeito a essa defini¢cdo, outra condicional: para todo € existe um §. Assim, pode-se referir ao

»

quantificador universal de diversas maneiras: “para todo £”, “qualquer que seja €” ou “arbitrado

um £”.
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Stewart lembra que a definicdo mais precisa € apresentada em uma secdo posterior.
Enquanto a definicdo menos rigorosa ¢ expressa predominantemente em lingua natural, a
defini¢do precisa € representada prioritariamente pela linguagem algébrica.

No que diz respeito ao tratamento grafico (16% do total) houve um grande aumento no
percentual com relag@o a esse tipo de registro se comparado com os outros livros analisados,
que oscilavam entre 5% e 6% do total de tratamentos (Guidorizzi e Leithold, respectivamente).

Na Figura 64 apresentamos um tratamento grafico que aparece na se¢do da primeira

definicdo de limite.

Figura 64 - Tratamento Grafico no Livro do Stewart.

Fonte: Stewart, 2013, p. 81.

Consideramos tais exemplos como tratamentos graficos por percebermos, numa leitura
da esquerda para direita, modificagdes em cada grafico no sentido de que a existéncia do limite
independe de f (a). No primeiro caso, f(a) = L, no segundo f(a) # L e no terceiro caso f(a)
ndo estd definida. Ou seja, o autor utiliza tratamentos graficos para discutir o que acontece com
o limite quando a imagem de a muda.

Consideramos na Figura 64 cada passagem de um grafico para o outro como um
tratamento. Isso porque claramente as representagdes se alteram, mas continuam sendo
graficos, ou seja, sdo modificadas dentro de um mesmo registro.

Com relagdo aos tratamentos em registro numérico, embora o percentual tenha sido
pequeno (4% do total), o Stewart apresenta o maior percentual entre os livros analisados.

Cabe aqui ressaltar a importancia desse tipo de tratamento para a proposta pedagdgica
da obra. Como o autor busca exemplos e exercicios que atendam uma aproximagdo com a
realidade e o incentivo ao uso de ferramentas digitais, as representacdes numéricas sao
utilizadas em maior quantidade e em momentos importantes. Assim, todos os conceitos
relacionados a limites sdo primeiramente apresentados por meio de tabelas. Isso indica uma
orientagdo para que os estudantes realizem estimativas com o uso de calculadoras gréficas.

Na Figura 65 mostramos as tabelas usadas no livro do Stewart para representar o

comportamento da fung¢do dada por f(x) = x? — x + 2, nas proximidades de x = 2.



Figura 65 - Tabela no livro do Stewart.

X f(x) X f(x)
1,0 2,000000 3.0 8,000000
L5 2,750000 2,5 5,750000
1,8 3,440000 2,2 4,640000
1,9 3,710000 2.1 4,310000
1,95 3,852500 2.05 4.152500
1,99 3,970100 2,01 4,030100
1,995 3,985025 2.005 4.015025
1,999 3,997001 2.001 4,003001
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Fonte: Stewart, 2013, p. 80.

A tabela da Figura 65 representa a fungao utilizada como motivagao para a apresentacao
da defini¢do de limite. Na tabela lado esquerdo observamos que os valores de f(x) vao se
aproximando de 4 pela esquerda (ou seja, por valores inferiores a 4), na medida em que os
valores de x se aproximam de 2 pela esquerda (ou seja, por valores inferiores a 2).

Na tabela do lado direito podemos observar que os valores de f (x) vao se aproximando
de 4 pela direita (ou seja, por valores superiores a 4), na medida em que os valores de x se
aproximam de 2 pela direita (ou seja, por valores superiores a 2).

Consideramos que entre essas duas tabelas ha um tratamento numérico, pois sdo elas
estdo dispostas lado a lado para podermos comparar comportamento de f(x). Com relagdo as
aproximagdes de x na diregdo de a, pela esquerda e pela direita.

Diferentemente dos demais livros, encontramos na obra do Stewart tratamentos que
envolvem representagdes em registro figural (3% do total). A Figura 66 mostra um tratamento

figural utilizado no texto do Stewart.

/N (-

/

=

Figura 66 - Tratamento Figural

Fonte: Stewart, 2013, p. 2.
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A Figura 66 mostra, em sequéncia, seis poligonos regulares inscritos em circunferéncias
idénticas. A medida que fazemos a “leitura” dessa imagem da esquerda para a direita, vemos
que os poligonos vao aumentando em uma unidade o nimero de lados até aparecerem os pontos
de reticéncia, seguido de um novo poligono inscrito numa circunferéncia, seguida de mais
pontos de reticéncia.

Classificamos essa imagem como representacdo figural de limite por entendermos que,
cada vez em que a quantidade de lados do poligono regular vai aumentando, mais proximo o
poligono fica da circunferéncia. Assim, entendemos que a circunferéncia representa o limite
(no infinito) do poligono regular quando a quantidade de lados tende a infinito.

Embora haja pouca quantidade de representagdes figurais ao longo do texto,
acreditamos que elas ajudem a ilustrar para o estudante o significado do conceito de limite e
que a presenca desse tipo de registro reforca o compromisso do autor em trabalhar com a
diversidade de representacdes dos conceitos matematicos.

No que diz respeito as conversdes, foram identificadas ao longo do texto um total de
294 transformagdes entre representacdes de registros diferentes. Mais uma vez o Stewart
apresenta a maior quantidade de operacdes desse tipo dentre os livros estudados (o Guidorizzi
teve 135, enquanto o Leithold 162).

No Quadro 16 apresentamos um mapa de rede, construido com a ajuda do software

Gephi, que expde os registros e suas conversoes.

Grafico 16 - Distribuig@o percentual das conversdes identificadas no trecho do texto
analisado no livro do Stewart.
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Fonte: Elaborado pelo autor com auxilio do software Gephi.
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Como consideramos nesse livro um registro a mais (o registro figural), observamos que,
no mapa do Gréfico 16, ha 5 nds, sendo que o registro figural estd em cor roxa. Dessa forma,
dos 20 tipos de conversdes possiveis, o Stewart lanca mao de 18. Apenas as conversdes de
registro grafico para figural e de numérico para figural ndo foram identificadas no texto.

As conversdes de registro algébrico para figural, de figural para grafico, de figural para
numérico e de grafico para numérico tiveram apenas um exemplar no levantamento e, por isso,
ndo atingiram a um ponto percentual.

No Grafico 16 percebemos que o registro algébrico ¢ o que mais participa das
conversdes, sendo que 71% do total de conversdes parte ou chega a alguma representagdo
algébrica.

Se observarmos os tipos de conversao mais frequentes, podemos dividir nossa analise
em duplas. As conversdes mais utilizadas no livro do Stewart sao as do registro em lingua
natural para o registro algébrico (18% do total) e as do registro algébrico para lingua natural
(18% do total). Ou seja, 36% do total das conversdes envolve o registro algébrico e a lingua
natural.

A seguir expomos um exemplo de conversdo da lingua natural para o registro grafico

presente no livro do Stewart:

Seja A, a 4rea do poligono inscrito com n lados. A medida que aumentamos n, fica
evidente que 4,, ficara cada vez mais proxima da area do circulo. Dizemos, entdo, que
a area do circulo ¢ o limite das areas dos poligonos inscritos e escrevemos

A= lim 4,

n—-oo

(Stewart, 2013, p. 12).

O texto acima descreve o que acontece com os poligonos apresentados na Figura 66.
Assim, essa conversao ¢ precedida de uma conversao do registro figural para a lingua natural.
A expressao algébrica indica que a area do poligono 4,, (fun¢do definidaem n € N) vai alcangar
a area do circulo A (o limite) se aumentarmos o numero de lados n indefinidamente.

As conversdes que envolvem a dupla, registro grafico e registro algébrico, representam
28% do total. Metade dessa porcentagem se refere a conversao de grafico para algébrico e a
outra metade a conversao inversa.

Na Figura 67 apresentamos um exemplo de conversao de grafico para algébrico presente

no livro do Stewart.
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Figura 67 - Conversao do registro grafico para o
algébrico presente no livro do Stewart.

L flx)

(b) lim fix)=L

x=a’

Fonte: Stewart, 2013, p. 85.

Essa conversdo se refere a um limite lateral pela direita. No gréfico observamos, na
curva de uma fun¢do f, o que acontece quando x se aproxima de a pela direita, ou seja, por
valores superiores a a. Essa aproximagao ¢ indicada pela setinha em vermelho. Enquanto isso,
sdo destacados no grafico os comprimentos de f(x) e de L, o que indica que o valor deles se
aproximam na média em que x se aproxima de a.

Toda essa representacdo ¢ sintetizada pela expressdo algébrica exposta abaixo do
grafico, onde a aproximacao por valores superiores a a (pela esquerda) ¢ indicada por um sinal
de mais sobrescrito em a.

A terceira dupla mais frequente em conversdes sao a lingua natural e o grafico com 14%
do total das transformagdes dessa natureza. 8% do total ¢ de lingua natural para grafico e 6%
de conversoes inversas.

Na Figura 68 temos um exemplo de conversao da lingua natural para o registro grafico

presente no livro do Stewart.
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Figura 68 - Conversao da Lingua Natural para o Registro Grafico no
Livro do Stewart.

“o limite de f(x), quando x tende a menos infinito, € L”

=i S

Fonte: Stewart, 2013, p.120 — 121.

Na Figura 68 vemos um limite no infinito sendo exemplificado no grafico. Enquanto a
proposi¢ao afirma que L ¢ o limite da fungdo quando x decresce indefinidamente, o grafico
mostra a assintota vermelha indicando o limite e a curva em azul representando o
comportamento da fungdo.

Assim, podemos constatar que, em detrimento das representagdes numéricas e figurais,
as conversdes se concentraram em torno dos registros algébricos, graficos e em lingua natural.
Mesmo assim, a frequéncia do uso de conversdes que envolvem representacdes numéricas, em
nimeros absolutos, ficou consideravelmente acima dos demais livros: o que tem o segundo
maior nimero de conversdes com representagdes numéricas € o livro do Leithold com 29,

enquanto no Stewart identificamos 54.

1.1.3. Representacoes Semioticas nos Exercicios

No que diz respeito aos exercicios considerados?, identificamos um total de 336
representacdes nos enunciados das, aproximadamente 303 questdes. O livro do Stewart ¢
disparado, entre as obras analisadas, o que propde mais exercicios € o que tem mais
representacdes semioticas de limites ou fungdes em seus enunciados.

No Grafico 17 apresentamos a classificagdo das representacdes presentes nos

enunciados.

25 As partes do livro do Leithold consideradas nessa pesquisa estdo descritas na segdo 6.3.2 intitulada “Analise
narrativa e defini¢do de Limite e Continuidade” na pagina 178.
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Grafico 17 - Distribuicao percentual das representagdes identificadas nos enunciados
dos exercicios analisados no livro do Stewart.

92%

[ ] —
Algébricos Gréficos Lingua Natual Numérico

Fonte: elaborado pelo autor com ajuda do software Excel.

Vemos no Grafico 17 que o Unico registro que nao foi contemplado nos enunciados dos
exercicios € o figural, que nao aparece nos demais livros analisados.

E facil perceber o predominio do registro algébrico entre as representagdes dos
enunciados (92% do total), ndo havendo, portanto, sequer 10% de representatividade dos
demais registros. Nesse aspecto o livro do Stewart se assemelha as demais obras pesquisadas,
porém, mais uma vez, em numeros absolutos ele supera estes livros com relagao a lingua natural
(9 contra 6 dos demais somados).

Surpreendentemente o livro do Stewart € o unico que apresenta graficos nos enunciados
dos trechos analisados. Embora haja nos exercicios dos outros livros questdes que envolvam
conversoes, nenhum deles apresenta o grafico no enunciado, pois, solicitam que o estudante o
construa.

Embora a construcdo de graficos seja uma atividade importante, que inclusive envolve
a conversao de representacdes, acreditamos que a presenca deles nos enunciados dos exercicios
oportuniza o trabalho com a identificagdo visual dos conceitos, proporcionando assim a
abordagem de interpretacao global defendida por Duval.

Sobre essa abordagem, ele afirma que:

A leitura das representagdes graficas requer dos alunos a discriminacao das diferentes
variaveis visuais pertinentes constituintes deste tipo de representacdo. Requer também
que os alunos tenham consciéncia das correspondéncias entre as variagdes visuais dos
graficos e as alteracdes significativas na escrita algébrica da relacdo (Duval, 2011, p.
96).
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Duval destaca ainda que tal abordagem vai na contramao da pratica corrente que
fundamenta as construc¢des graficas na associacdo entre pares ordenados de numeros e pontos
no plano.

Na Figura 69 temos um exercicio do livro do Stewart que apresenta grafico no
enunciado.

Figura 69 - Grafico no Exercicio do Stewart.

4. Use o grafico dado de f para dizer o valor de cada quantidade, se
ela existir. Se ndo existir, explique por qué.

(a) lim f(x) (b) Tim f(x) (c) lim f(x)

d) £(2) (e) lim f(x) (f) f(4)

x—4

.\‘

BN

0 4 X

Fonte: Stewart, 2013, p. 88.

O exercicio da Figura 69 apresenta duas conversdes: a do registro grafico para o
algébrico, quando o estudante identifica no grafico cada um dos limites e depois os representa
algebricamente; e do registro algébrico para a lingua natural, em casos de nao existéncia do
valor procurado.

Por meio do gréafico da Figura 69 o estudante pode identificar conceitos como limites
laterais (pela direita e esquerda), o proprio conceito de limite quando os limites laterais
coincidirem e, ainda, o conceito de continuidade pode ser explorado.

Com relagdo as conversoes sugeridas nos enunciados dos exercicios analisados,
conseguimos identificar um total de 258 dessas transformagdes. Mais uma vez ¢ a maior
quantidade de conversdes sugeridas nos exercicios entre as obras analisadas, superando o livro
do Leithold com 115 e o do Guidorizzi com apenas 19.

No Grafico 18 apresentamos a distribui¢ao percentual das conversdes presentes nos

exercicios do Stewart.
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Grafico 18 - Distribui¢ao percentual das conversdes propostas nos exercicios analisados no
livro do Stewart.

3%
28%
17% 24% 0%
10% Algébrico 9%
0% 59, Nung@rico

Fonte: Elaborado pelo autor com auxilio do software Gephi.

Como ndo identificamos conversdes que envolvem o registro figural, ndo o
consideramos no mapa de rede do Gréfico 18.

Vemos que das 12 conversdes possiveis, apenas 2 ndo foram propostas pelo autor: de
lingua natural para o registro numérico e do registro numérico para lingua natural. A conversao
do registro grafico para o numérico s6 apareceu uma vez €, por isso, ndo atingiu um porcento.

Assim, podemos ver que, confirmando uma tendéncia dos demais livros, as
representacdes algébricas e graficas sdo as que mais participam das conversdes sugeridas nos
exercicios (77% do total das conversdes sugeridas conta com a participagdo do registro
algébrico, enquanto 74% com a de graficos). O registro em lingua natural aparece com 32% do
total e em seguida o registro numérico com 16% do total de conversdes.

As conversdes com maior frequéncia sdo as do registro algébrico para o grafico (28%
do total), que indicam quando o exercicio pede para se construir um grafico a partir da formula
da fun¢do. Em seguida aparecem as que partem do registro grafico para o algébrico, que sdo as
que geralmente pedem para que se identifique alguma formula, ou se calcule algo, por meio de
uma leitura de gréafico, seja ele explicito no enunciado ou construido pelo proprio estudante
(24% do total);

Na Figura 70 temos um exemplo de exercicio que envolve a conversdo do registro

algébrico para o grafico, presente no livro do Stewart.
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Figura 70 - Conversao do registro algébrico para o grafico no exercicio do Stewart.

21. (a) A partir do gréfico da fungio f(x) = (cos 2x — cos x)/x* e
dando zoom no ponto em que o grafico cruza o eixo y, estime
o valor de lim, ¢ f(x).
(b) Verifique sua resposta da parte (a), calculando f(x) para va-
lores de x que se aproximem de 0.

Fonte: Stewart, 2013, p.90.

O simbolo vermelho expresso no exercicio acima indica que, para resolver a questao, se
faz necessario o uso de alguma calculadora grafica ou software. Por isso o autor pede para dar
um Zoom em determinado ponto do grafico. E importante destacar que Stewart utiliza esses
exercicios em que sugere o uso de recursos digitais em questdes mais complexas.

Segundo Goldenberg (2000):

Alguns problemas sdo dificeis demais para serem colocados em uma sala de aula
apenas com lapis. Algumas li¢des exigem que os alunos experimentem certos objetos
matematicos ¢ vejam como eles respondem. Alguns requerem representacdes
visuais—graficos, diagramas, figuras geométricas, imagens em movimento - que
respondem as perguntas, respostas ou comandos dos alunos (p.1).

Ainda segundo Goldenberg (2000), a tecnologia auxilia os estudantes a desenvolver
novos olhares para os problemas matematicos, ajuda no desenvolvimento das habilidades de
generalizagao e flexibilidade de pensamento, além de permitir a constru¢ao de modelos mentais.

Mesmo, nos exercicios em que o estudante precisa utilizar algum recurso digital para
construir o grafico, consideramos essas transformagdes como conversdes do registro algébrico
para o grafico.

Neste exercicio, nao ¢ sugerido o calculo (tratamento) algébrico, pois, no livro, até esta
secdo, 0 autor ndo apresenta os recursos necessarios para se efetuar esse tipo de procedimento.
Além disso, para identificar as transformagdes sugeridas, consideramos os procedimentos
realizados nos exemplos.

Ainda sobre o exercicio da Figura 70, podemos afirmar que ha trés conversdes

. ~ . ’ . . COS 2x—Co0S .
sugeridas: a letra a) sugere a conversao do registro algébrico (lim (T)) para o registro
x—0

grafico; e a letra b) sugere uma conversao do registro grafico para uma tabela (numérico) e do

numérico para o algébrico ao solicitar que o estudante realize uma inferéncia.
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Outra conversao com uma frequéncia significativa foi a do registro grafico para a lingua
natural (17% do total). Esse tipo de transformacao ocorre quando se pede para se descrever algo
sobre um grafico.

Na Figura 71 temos um exemplo de questdo do livro do Stewart que necessita de

conversao do grafico para lingua natural, e vice-versa, para ser resolvida.

Figura 71 - Conversdo de grafico para lingua natural do Stewart.

9. A tarifa T cobrada para dirigir em um certo trecho de uma rodo-
via com peddgio € de $ 5, exceto durante o hordrio de pico (entre
7 damanhi e 10 da manha e entre 4 da tarde e 7 da noite), quando
atarifaéde $ 7.
(a) Esboce um grafico de 7 como fungdo do tempo ¢, medido em
horas apds a meia-noite.

(b) Discuta as descontinuidades da funcio e seu significado para
alguém que use a rodovia.

Fonte: Stewart, 2013, p. 117.

Na Figura 71 temos duas conversoes sugeridas: na letra a) pede-se para esbogar o grafico
e, portanto, hd uma conversao de lingua natural para grafico, e; na letra b) pede-se para discutir
as descontinuidades, o que indica uma conversdo do grafico construido por conta da letra a)
para lingua natural.

No que diz respeito aos verbos dos enunciados, identificamos um total de 558 utilizados
nos exercicios considerados no livro do Stewart. Assim, a obra em questdo, também nesse
quesito, ¢ recordista entre os livros considerados nesse trabalho, sendo que o segundo livro que

utiliza mais verbos é o do Leithold com 168.

Os verbos utilizados no livro do Stewart estdo classificados conforme a Grafico 19.
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Grafico 19 - Distribuic@o percentual dos verbos encontrados nos enunciados dos
exercicios analisados no livro do Stewart.

40%

18%

15% 15%
8%
. 3
Estime Infira Justifique Prove Construa Determine

Fonte: Elaborado pelo autor com auxilio do software excel.

O primeiro aspecto que podemos destacar no Grafico 19 ¢ que todos os verbos
considerados nesse trabalho estdo presentes no livro do Stewart, o que indica uma diversidade
de exercicios propostos.

Outro ponto relevante € que ha praticamente uma inversao entre os verbos mais citados
no livro do Stewart com relagdo aos demais livros. O verbo determine, por exemplo, ¢ 0 mais
citado nos enunciados dos outros livros, enquanto no livro do Stewart ¢ o menos utilizado (6%
do total de verbos presentes no enunciado). Enquanto isso, o verbo estime, pouco ¢ citado nos
enunciados das outras obras, enquanto no livro do Stewart € o mais utilizado (40% do total).

Na Figura 72 temos um exemplo de questdo que envolve o verbo estime.
Figura 72 - Verbo estimar no enunciado da Stewart.

@ 28. (a) Estime o valor de

) sen x
lim ——
=0 Sen wx

tragando o grifico da fun¢do f(x) = (senx)/(sen 7x). Fornega
sua resposta com precisido de duas casas decimais.

Fonte: Stewart, 2013, p. 90.

Mais uma vez o simbolo em vermelho indica que o estudante necessita de recursos
digitais para resolver a questdo. Identificamos nessa questdo dois verbos: estime e construa.
Isso porque além de pedir para estimar o valor do limite ainda pede para tragar (construir) o
grafico da fungdo. Tanto o verbo estimar quanto o verbo construir, normalmente, estdo

associados ao uso de graficos ou tabelas (registro numérico).
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Os verbos infira e justifique geralmente estdo entre os menos citados nos demais livros,
enquanto no livro do Stewart aparecem em segundo e terceiro lugar, (18% e 15% do total,
respectivamente).

Na Figura 73 expomos uma questao que envolve o verbo justifique.

Figura 73 - Verbo Justificar no Exercicio do Stewart.

1. Explique com suas palavras o significado da equagio
lim f (x) =5

E possivel que a equacdo anterior seja verdadeira, mas que
f(2) = 32 Explique.
Fonte: Stewart, 2013, p. 88.

Neste trabalho o verbo explicar foi classificado na categoria justifique. Esse tipo de
questao esta associado geralmente ao registro da lingua natural. Na questdo da Figura 73, temos

também um exemplo de conversao do registro algébrico (1ing f(x) = 5) para a lingua natural.
X—

Por fim, constatamos que os verbos prove e construa, como os demais livros, continuam

em posicdes intermedidrias no livro do Stewart (15% e 8% do total, respectivamente).

1.2. INTERPRETACAO/REINTERPRETACAO

James Stewart ¢ natural da cidade de Toronto, fez sua formacdo académica em
institui¢des de grande prestigio internacional e com professores renomados. Estudou no
Canada, Estados Unidos, Inglaterra e trabalhou em grandes instituigdes canadenses, tendo a
Universidade de Toronto como a que teve maior vinculo.

Foi musico profissional, membro de orquestras, ¢ muito engajado na luta pelos diretos
dos grupos LGBT. A Musica dividiu com a Matematica grande parte de seus estudos e seu
ativismo lhe mobilizou para promover eventos beneficentes, evidenciando-o como homem
sensivel e humanista.

Obteve muito dinheiro e prestigio com o sucesso da venda de seus livros e ficou famoso
por gastar uma fortuna na constru¢do de Casa Integral, uma mansdo que abriga uma area para
concertos de musica classica, com excelente acustica e toda caracterizada por curvas inspiradas
em fun¢des matematicas famosas.

Teve grande influéncia do movimento “Calculus Reform” para a elaboragdo de seu
livro, que buscar atender também, em seu contetido e metodologia de ensino, outras tendéncias

da Educagdo Matematica como: o uso de tecnologias digitais, a Modelagem Matematica, a



197

diversificacdo de representacdes semioticas (regra dos quatro), a resolucdo de problemas e o
uso da Historia da Matematica.

Percebemos que a definicao de fun¢do adotada no livro, tem na sua férmula algébrica
uma centralidade exagerada e que este destaque pode acarretar problemas conceituais
apontados pelo proprio autor em segdes pontuais.

Embora haja predominancia do registro algébrico em todos os levantamentos, seu livro
¢, dentre os considerados nesse trabalho, o que utiliza a maior quantidade e diversidade de
representacoes de limites e fungdes em seu texto, o que propde maior quantidade e diversidade
de conversdes nos exercicios, € 0 que apresenta uma maior variedade de questdes, tendo em
vista os verbos do enunciado.

Hé muitos exemplos e exercicios contextualizados no livro e, diferentemente das outras
obras que tém como verbo predominante no enunciado dos exercicios o determine, os verbos
mais utilizados no livro do Stewart sdo o estime ¢ o infira. Além disso, ele ¢ o Ginico em que foi
identificado o registro figural.

A sequéncia narrativa utilizada pelo autor para abordar o conceito de limites ¢ bastante
alinhada com a histéria do conceito. Exemplos e exercicios de estimar, a definicdo menos
rigorosa de limites, bem como as propriedades anunciadas em forma de conjecturas, dao ao
leitor a possibilidade de compreender o conceito e calculd-lo antes mesmo de se conhecer sua
defini¢do precisa.

Com relagao a tecnologia, o livro do Stewart ¢ certamente o que mais sugere e
disponibiliza recursos digitais. Exercicios sao preparados especialmente para serem resolvidos
mediante aos recursos disponibilizados em sites referentes ao livro ou por meio de calculadoras
graficas.

Acreditamos que essas inovagdes, aliadas a diversidade de exercicios e as tendéncias de
Educagdao Matemadtica contempladas, sdo as grandes responsaveis pela boa aceitagdo do livro.
Em nosso levantamento, todos os entrevistados afirmaram conhecé-lo e 86% dos professores
consultados o consideram bom ou 6timo para adotar em um curso de Calculo.

Assim, vemos o livro do Stewart como uma obra que mais se alinha com a concepgao
de aprendizagem da TRRS, embora haja problemas quanto a defini¢ao de fungdo adotada e
espago para um equilibrio ainda maior entre os registros de representagdo, principalmente no

que se refere aos exercicios.
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9. CONSIDERACOES

“O séabio comeca no fim; o tolo termina no comego.”

George Polya?®

Encerramos nossa discussdo, repassando as fases da HP, falando da importancia da
TRRS para a consecucao desse trabalho, retomando os problemas de pesquisa, fazendo um
comparativo entre as trés obras analisadas, salientando as diferengas, semelhancas e deixando
algumas sugestdes para futuras investigagoes.

A Hermenéutica da Profundidade foi a metodologia de pesquisa que nos guiou pela
construgdo desse trabalho investigativo a respeito das abordagens que os livros de Célculo
trazem sobre o conceito de limites.

Por meio da andlise sdcio-historica pudemos conhecer um pouco da trajetoria formativa
e profissional de cada um dos autores dos livros, nos situando sobre o momento em que
conceberam suas obras, os espacos ocupados por eles nesse periodo e, tendo a oportunidade de
entender um pouco sobre as influéncias de cada um.

Conhecer a histéria de vida de cada autor foi uma experiéncia surpreendente e
emocionante. Ao estudar um livro de Célculo, nem passa pela cabeca do estudante a cinefilia
de um autor, ou se o outro € musico ¢ ativista, ou ainda a opinido do autor no que diz respeito
aos rumos do ensino de sua instituicdo formadora. Seria bastante interessante se essas
informagdes estivessem ao alcance dos estudantes, pois elas humanizam o autor, os aproximam
do leitor e ajudam a compreender aspectos importantes de sua escrita.

A analise formal nos permitiu conhecer com profundidade as defini¢des utilizadas, a
sequéncia narrativa escolhida, bem como a forma com que mobilizaram as representagdes
semidticas, tanto no texto como nos exercicios, a fim de ensinar o conceito de limite.

Constatar que as sequéncias narrativas dos livros de calculo sdo bastante diferentes, e
verificar as consequéncias disso na definicdo dos conceitos matematicos, foi bastante
surpreendente e nos fez refletir, como docentes, sobre qual a melhor maneira de apresentar os

conceitos de calculo nas aulas para facilitar a aprendizagem do estudante. Embora ndo tenhamos

26 POLYA, G. How to Solve it. Garden City, Doubleday, 1957. p.223.



199

encontrado resposta Unica para essa reflexdo, ja temos as indicacdes de quais defini¢des de
conceitos devemos utilizar para cada sequéncia narrativa escolhida.

Da mesma maneira, o estudo sobre a TRRS nos trouxe reflexdes a respeito da
diversificacao de registros no que tange o trabalho docente e na elaboragdo de exercicios que
contemplem o tratamento e a conversao de representacdes. Elaborar exercicios que proponham
o tratamento numérico e a conversdo do registro numérico para a lingua natural ¢ bastante
desafiador, por exemplo.

Na fase de interpretagao/reinterpretacao fizemos uma sintese das andlises de cada livro,
pararefletirmos sobre a relagdo entre sua estrutura formal e o contexto em que ele foi produzido,
evitando assim a fal4cia do internalismo e do reducionismo.

Diante de tais procedimentos realizados, voltamos ao nosso primeiro problema de
pesquisa: Quais os tipos de registros de representacio semidtica é possivel identificar
nessas obras e como eles podem influenciar no ensino de limites de funcdes?

Quanto ao texto, todos os livros utilizam predominantemente o registro algébrico,
seguido da lingua natural, dos graficos e do registro numérico, respectivamente. O livro do
Stewart € o unico que se utiliza de registros figurais, além de ser o que tem a distribui¢ao mais

equilibrada entre os registros (vide Grafico 20).

Grafico 20 - Comparagao sobe o uso de registros no texto.
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Fonte: Elaborado pelo autor com auxilio do software Excel

Vemos que, dentre os trés livros, o Stewart tem o menor percentual de representacdes
algébricas e o maior percentual de todas as outras representacdes, demonstrando, dessa forma

um melhor equilibrio com rela¢do ao uso dos registros. Por outro lado, o Guidorizzi tem o maior
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uso de representacdes algébricas e menor resultado entre todos os outros registros, mostrando
maior disparidade entre eles.

Com relagdo aos tratamentos, o predominio algébrico em todos os livros fica ainda mais
evidente: dois deles superam a faixa dos 80% de tratamento algébrico. Mais uma vez o livro do
Stewart se mostra menos desequilibrado, havendo tratamentos em lingua natural e graficos em

percentuais superiores a 15% (Grafico 21).

Grafico 21 - Comparagao entre os tratamentos encontrados nos textos.
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Fonte: Elaborado pelo autor com auxilio do software Excel.

Percebemos que, de novo, o livro do Stewart ¢ o que tem a menor frequéncia de
tratamentos algébricos e o maior percentual em todos os outros registros, enquanto o Guidorizzi
tem o maior indice de tratamento algébrico e o menor em todos os demais registros.

Quanto as conversoes, o registro algébrico divide espaco com a lingua natural, mas

continua sendo o mais utilizado (vide Grafico 22).
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Grafico 22 - Comparacdo entre as conversdes dos textos.
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Fonte: Elaborado pelo autor com auxilio do software Gephi.

No Grafico 22 excluimos o n6 do registro figural do livro do Stewart por conta da timida
participagdo desse registro nas conversoes ¢ para uma melhor comparacdo entre os demais
livros.

Assim, vemos que no quesito conversoes, os livros sao mais parecidos. Em todos eles:
o registro algébrico € de maior percentual, seguido de perto pela lingua natural, com os graficos
em posicdo intermedidria e com pouquissimos registros numéricos participando das
transformagaoes.

Como discutimos anteriormente, ¢ compreensivel que o uso de registros algébricos seja
maioria num texto matematico, por conta de suas caracteristicas de economia e poténcia.
Também nos parece compreensivel que num texto que tem alguma preocupacdo em ser

didatico, a lingua natural seja o segundo tipo de representagdo mais usado.
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Porém, a auséncia de representagdes e conversdes no texto, como acontece no livro do
Guidorizzi onde faltam trés conversoes, ¢ algo que diverge da concepc¢do de aprendizagem da
TRRS.

E importante lembrar que a porcentagem zerada no tratamento numérico no livro do
Guidorizzi e a conversao zerada no texto do Stewart, ndo significam que estas transformagdes
ndo foram utilizadas. Acontece que elas tiveram uma frequéncia abaixo de um ponto percentual.

Ao fazermos comparagdes entre os livros, percebemos que o livro do Stewart continua
prezando pela diversidade de registros. Isso € notavel no Grafico 22, se olharmos que no mapa
deste livro o né do registro numérico ¢ maior e que as arestas das conversdes menos utilizadas
sdo mais espessas do que o mapa dos outros livros.

Com relacao ao estudo dos exercicios dos livros, o resultado de nosso levantamento
mostra um desequilibrio mais impactante entre os registros. No Grafico 23 aparecem o0s

registros que foram identificados nos enunciados dos exercicios dos livros em questao.
Grafico 23 - Comparagdo entre os registros presentes nos enunciados dos exercicios.
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Fonte: Elaborado pelo autor com auxilio do software Excel.

Temos que, nos enunciados dos exercicios do Guidorizzi, ha somente representagdes
algébricas do conceito de limite e de fungdes. Nos outros livros a realidade ndo ¢ muito
diferente: mais de 80% das representacdes sdo algébricas, enquanto hd sempre um tipo de
representacdo ausente em algum dos livros.

Com relagcdo as conversdes propostas nos exercicios, um grande numero delas foi

negligenciado pelos autores, (vide Grafico 24).
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Grafico 24 - Comparagdo entre as conversdes propostas nos exercicios.
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Fonte: Elaborado pelo autor com auxilio do software Gephi.

Como o registro figural foi trabalhado em apenas um livro e por ndo termos identificado
exercicios que propusessem conversdes que envolvessem tal tipo de representacdo, excluimos
este registro do Grafico 24. Assim, dos 12 tipos de conversdes possiveis, Leithold e Guidorizzi
propdem apenas 4, enquanto o Stewart pede para que sejam realizadas 10.

Alguns pontos especificos chamam a aten¢do, como o uso significativo do registro
numérico feito pelo Leithold, o predominio dos graficos no Guidorizzi e a distribuicdo mais
equilibrada no livro do Stewart.

Ainda sobre os exercicios, o resultado dos dados acima ¢ corroborado pela classificagao
do tipo de tarefa proposta, realizada por meio dos verbos utilizados nos enunciados.

Para apresentar esse levantamento optamos por um grafico do tipo radar, pois, ele
permite comparar os resultados dos trés livros numa mesma representacdo. Esse grafico
consiste em distribuir os 6 verbos encontrados nos vértices de um hexagono. Dentro desse
hexagono ha outros hexagonos concéntricos menores. Sao ao todo 6 hexagonos e a distancia

entre 0 menor e o maior subsequente representa 10 % do total de verbos identificados.
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Os poligonos coloridos desenhados representam cada livro. Assim, quanto mais
proximo do vértice referente ao verbo do maior hexagono o vértice do poligono estiver, maior
serd a porcentagem daquele verbo com relagdo ao total. Como sdao 6 hexagonos, isso significa
que o maximo de porcentagem que um verbo pode ter ¢ 60% do total.

Dito isso, os resultados estao sintetizados no Grafico 25.

Grafico 25 - Comparagao entre os verbos dos enunciados dos exercicios.
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Fonte: Elaborado pelo autor com auxilio do software Excel.

Observamos que, assim como nos outros levantamentos, com relagdo aos verbos do
enunciado, os livros do Leithold e do Guidorizzi sdo mais parecidos, enquanto o Stewart diverge
totalmente dos dois. Enquanto Leithold e Guidorizzi valorizam exercicios do tipo determine e
em maior ou menor escala, prove, construa e justifique; o Stewart foca suas tarefas em verbos
como estime ¢ infira.

Alguns desses resultados dialogam com os levantamentos sobre os registros de
representacao, enquanto outros precisam de contextualizagdo para ser explicados. Verbos como
determine e prove, de fato, estdo associados a manipulagdes algébricas. Porém o livro do
Guidorizzi se utiliza de justificativas algébricas, ao invés da lingua natural na resolugao dos
exercicios, e o percentual significativo de conversdes em registro numeérico encontrado no livro
do Leithold aparecem em tarefas de determine, ao invés de estime.

Dessa forma, fica claro que os livros do Leithold e do Guidorizzi contém mais exercicios
que contribuem para o predominio da manipulacao algébrica com relagdo aos outros registros,

enquanto o Stewart procura variar uma pouco mais as tarefas propostas.
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De todo modo, podemos concluir que, no que diz respeito ao uso dos registros de
representacdes semidtica, a falta de diversidade fica mais evidente nos exercicios. O que
contraria completamente a ideia de aprendizagem da TRRS, ja que a manipulacdo das
representacoes e transi¢ao entre registros, sdo atividades fundamentais para que os estudantes
compreendam os conceitos matematicos.

Acreditamos que isso pode influenciar diretamente no ensino de limites, ja que ¢ um
conceito de natureza dinamica, em que os livros tém limitacdes fisicas 6bvias para representar
a mobilidade de aproximagdo de um ponto a outro numa reta. Assim, o uso € a proposi¢ao de
atividades de conversdes entre registros, podem ajudar o estudante a compreender melhor a
dindmica desse conceito.

Outro recurso importante para o ensino de limites ¢ o uso de ferramentas digitais.
Percebemos que os livros aqui pesquisados, cada um a sua maneira, propdem atividades que
incentive o emprego de novas tecnologias. O Leithold recomenda o manuseio de calculadoras,
o Guidorizzi traz em sua versdo E-book video aulas e o Stewart disponibiliza recursos graficos
e materiais de suporte em seus sites.

Em tempos em que o uso da Inteligéncia Artificial no ensino ¢ uma realidade, a presenga
dessas inovagdes acrescentadas aos livros pelos autores e editoras, ja ndo ¢ mais incremento de
mercado. E uma questio de sobrevivéncia.

Nao acreditamos que os livros deixardo de existir num futuro proximo. Ele sempre tera
espaco para estudos e pesquisas. Porém, autores e editoras precisardo se adequar as
necessidades do mundo digital.

Aproveitamos o tema para responder a segunda questdo de pesquisa: quais aspectos
socio-historicos de producio desses livros influenciaram o autor na escolha por
determinada abordagem?

Percebemos claramente trés correntes de pensamento do ensino da Matematica
influenciando cada um desses autores. Obviamente isso se deve a condi¢do de espago e tempo
em que estes personagens se inseriam no momento da concepgao de suas obras.

Louis Leithold, por exemplo, publicou sua obra no final da década de 1960, momento
em que estava no auge o Movimento da Matematica Moderna, um movimento internacional
cuja origem remonta a corrida espacial, em que os Estados Unidos se viram com a necessidade
de reformar o curriculo da Matematica escolar a fim de formar cientistas e, por isso, tinham
como objetivo aproximar o contetudo estudado nas escolas da Matematica universitaria (Silva,

2013).
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Vemos indicios dessa influéncia na maneira como o autor define uma fung¢ao por meio
de pares ordenados; a falta de exercicios que explore a nog¢do intuitiva de limites; o excesso de
tarefas que trabalham exaustivamente a defini¢ao epslonica; a auséncia de exemplos e questoes
que trabalhem situagdes-problema; a tentativa de unificar a Geometria Analitica e o Calculo; e,
principalmente, a maneira com que privilegia o registro algébrico, embora ndo seja o autor que
mais se destaque nesse aspecto.

Isso porque Hamilton Luiz Guidorizzi teve influéncia de uma Matematica menos
pragmatica e muito mais tedrica, formal e rigida, que foi a escola europeia bourbakista. Tal
influéncia se deve menos ao periodo em que escreveu seu livro, mas sim pelo espago em que
fez sua formagdo académica e profissional: a Universidade de Sao Paulo.

Como a analise socio-historica nos revelou, o Curso de Matematica da USP foi fundado
por professores europeus que trouxeram com eles todo o formalismo e rigor da Analise
Matematica para a academia brasileira. Embora encontrasse resisténcia de alguns docentes
nativos, tal movimento deixou marcas profundas na educacao superior nacional (Lima, 2012).

Mesmo que a obra do Guidorizzi tenha surgido de um descontentamento do material
usado até entdo, ele ainda preserva a rigidez da formagao promovida na USP, o que culmina na
predominancia do uso do registro algébrico.

Embora, na época em que escreveu seu livro Guidorizzi ndo tivesse a orientacdo de
como melhor trabalhar os registros de representagdo semiotica (tais discussoes s6 ganhariam
destaque anos mais tarde), os cuidados que este autor tem com as defini¢des e as preocupacdes
didaticas manifestadas em sua obra sdo bastante relevantes. E sempre bom lembrar que a sego
inicial que apresenta as nogdes intuitivas dos conceitos de Célculo permite ao estudante de seu
livro calcular limites basicos, reconhecer pontos de continuidade e descontinuidade, e até
resolver derivadas, sem a necessidade de se recorrer as respectivas defini¢des. Isso, gragas a
maneira com que o livro utiliza o registro grafico na motivacao de seus conteudos.

Também devemos ressaltar o cuidado técnico apresentado pelo Professor Guidorizzi em
sua obra. Consideramos a defini¢do de fun¢do adotada por ele, e as observacdes a respeito de
seu uso, uma verdadeira reveréncia a Matematica como ciéncia.

Outro autor que trabalha bastante a nocao intuitiva de limites ¢ James D. Stewart. Esse
professor ¢ declaradamente influenciado pelo movimento do “Reform Calculus” que tinha,
entre outros objetivos, incorporar novas tecnologias ao ensino de Calculo.

Alias, Stewart nos parece orientado por varias discussdes ocorridas até a década de 1980

sobre Educacdo Matematica. Isso porque, além de atender minimamente as concepgdes da
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TRRS e do uso de tecnologias digitais, ele também mostra conhecimento da metodologia de
ensino de resolucdo de problemas, do uso da Historia da Matematica e da Modelagem.

Além disso, o livro do Stewart ¢ o que apresenta a maior quantidade de representacdes
do conceito de limite e de fungdes utilizadas para trabalhar tal conceito, além de ter a maior
quantidade de tratamentos e conversdes, seja no trecho do texto analisado ou nos exercicios
considerados. Também foi a obra que apresentou o maior nimero de exercicios que envolvem

a definicdo de limites (vide Quadro 14).

Quadro 14 - Numeros Totais

Quantidade de
representacoes 250 355 484
identificadas no texto
Quantidade de
Tratamentos 173 205 225
identificados no texto
Quantidade de
conversoes 162 135 294
identificadas no texto
Quantidade de
exercicios 155 85 303
identificados
Quantidade de
representacoes
identificadas no 170 81 336
enunciado dos
exercicios
Quantidade de
conversoes sugeridas 115 19 258
nos enunciados dos
exercicios.

Fonte: elaborado pelo autor.

O Quadro 14 mostra que, enquanto o Stewart ¢ o que mais trabalha com representagdes,
tratamentos e conversdes no que diz respeito ao conceito de limites, o livro do Guidorizzi ¢ o
que trabalha menos, enquanto a obra do Leithold fica em uma posi¢ao intermedidria.

Assim, por toda discussdo feita até aqui, podemos afirmar que, sem duvida nenhuma, o
livro mais alinhado aos preceitos da TRRS ¢ Cdlculo, volume 1 de James Stewart. Porém,
também constatamos que todas essas obras analisadas deixam a desejar quanto a diversificagao
de registros, principalmente com relagao aos exercicios propostos.

Dessa forma, temos o livro do Stewart como uma referéncia no que diz respeito a TRRS,
porém indicamos melhorias com relagdo a proposi¢do de exercicios que motivem as
transformagdes de representagdes, sejam tratamentos ou conversdes, de maneira mais

diversificada. Um belo desafio aos proximos autores de livros de Célculo.



208

Ha muito ainda o que se investigar sobre as abordagens dos livros de Célculo. Além da
definicdo de limites, hé outros elementos da matéria que ainda intrigam os estudantes, como ¢
o caso das indeterminacdes. Muitos estudantes sabem as técnicas de se “levantar”
indeterminagdes, mas nao sabem muito bem o que isso significa.

Também conhecemos pouco sobre o que dizem as neurociéncias cognitivas a respeito
da mobilizagao das representacdes no ensino de Matematica: “Mas, sabemos, por exemplo, com
base em evidéncias neurocientificas, que ha uma correlagdo entre um ambiente rico de
atividades diversificadas e o aumento das sinapses (conexdes entre as células cerebrais)”
(Alvarenga, 2019, p.101).

Assim, nos parece que a aprendizagem por meio da coordenacao de registros pode ser
confirmada por estudos sobre as atividades neurais. O mapeamento do cérebro humano, com
relacdo as regides responsaveis pelas atividades matematicas, podem nos indicar que essa
diversificacdo de representacdes favorece a aprendizagem dos conceitos matematicos.

Trabalhos sobre o Pensamento Matematico Avangado — PMA, como os realizados pelo
Grupo de Estudos em Educagcdo Matematica— GEEM da UFG, também podem se articular com
a TRRS na medida em que os tratamentos e as conversdes contemplam acdes mentais bastante
relevantes para a aprendizagem matematica.

Dessa forma, estudos sobre as abordagens dos livros sdo muito importantes, na medida
em que levantam discussdes sobre qual a melhor forma de se apresentar e trabalhar conceitos e
defini¢des de determinado conteildo matematico, subsidiam a tomada de decisao com relagdo
a escolha de qual livro adotar ou até sugerem a elabora¢dao de manuais para suprir novas
necessidades.

Com relagdo a preferéncia pessoal entre os trés livros, podemos resumir assim: se um
professor de Calculo tiver duvida sobre o conteudo, dos trés livros, recomendamos que ele
consulte o Guidorizzi. Se precisar de ideias para atividades diferenciadas, indicamos o Stewart.
O Leithold seria um livro mais tradicional que consultamos quando queremos resolver algumas
questdes pela definigdo.

Por fim, devemos lembrar que, ao avaliar uma obra, fazemos num periodo muito
diferente da que ela foi concebida. Cada livro ¢ produto de seu tempo e se hoje temos
parametros para analisa-los e apontar suas possiveis falhas, devemos ter em mente que esses
parametros foram construidos, muito por conta do surgimento e impacto de tais obras.

Assim, ndo ¢ intencdo desse trabalho vilanizar os autores ou responsabiliza-los,
unicamente, por todo o mal existente no ensino de Calculo atual. Tecemos criticas, mas, nao

atacamos as obras por conta de discordancias. Pelo contrario, reconhecemos a importancia
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historica desses livros, pois, por décadas eles continuam sendo citados em ementas de
disciplinas e conhecidas por professores do mundo todo.

Esse sucesso ¢ fruto do trabalho de professores, que chamaram a atengao de alguém pela
maneira de ensinar, e que se propuseram o desafio de colocar no papel o que acreditavam ser a
melhor forma de escrever Matematica para estudantes.

A eles, nosso agradecimento e respeito.
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APENDICE 1: METODO DA EXAUSTAO

Os gregos sabiam transformar qualquer poligono em um quadrado de area equivalente.
Essa operagao era conhecida como quadratura.
A Figura 74 mostra um pentagono ABCDE sendo transformado no quadrilatero ABCF,

que por sua vez ¢ transformado no triangulo AGF.

Figura 74 -Transformagdo de um Pentagono em um Tridngulo.

A A A

c D Y C F Gl ¢ F

Fonte: Bongiovanni, 2005, p. 101.

O procedimento utilizado ¢ simples: no pentagono ABCDE construimos uma reta
paralela a diagonal AD e que passe por E. Esticamos o lado CD até que este intercepte a reta
construida anteriormente no ponto F. Assim, obtemos o segmento de reta EF. Como EF ¢
paralelo a AD, as alturas dos tridngulos ADE, tomando AD como base, ¢ do triangulo ADF,
também tomando AD como base, sdo iguais, pois sao a distancia entre as retas AD e EF. Logo
as areas dos triangulos ADE e ADF, também sdo iguais, ja que eles também tém a mesma base.
Portanto podemos substituir na Figura 74 o triangulo ADE pelo tridngulo ADF, de modo que o
quadrilatero ABCF tenha a mesma area do pentagono ABCDE.

Esse procedimento ¢ repetido: encontramos o ponto G como a interceptacao da reta que
passa por B paralela a reta AC com a reta CF. Dai substituimos na figura o triangulo ACB pelo

triangulo ACG sem qualquer prejuizo com relagdo a area.

Figura 75 -Transformacao de um Triangulo em um Paralelogramo.

A

Fonte: Bongiovanni, 2005, p. 101.
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Utilizando-se dos pontos médios H e I dos lados do triangulo AGF se obtém o
paralelogramo GFJH de area equivalente ao pentdgono inicial ABCDE, tragando-se uma reta
paralela a GH a partir de F e prolongando HI até esta interceptar com esta nova reta no ponto J.
De fato, os tridngulos AHI e FIJ sdo equivalentes pelo caso Angulo-Lado-Angulo ja que os
angulos ATH e FIJ sio opostos pelo vértice (consequentemente, congruentes), os lados Al e IF
tém o mesmo comprimento (ja que I é o ponto médio de AF) e os angulos HAI e [F] sdo alternos
internos (portanto, congruentes), tendo em vista que as retas AG e FJ sdo paralelas e HI ¢ uma
transversal a elas.

Assim, o paralelogramo GFJH também pode ser transformado num retangulo KLJH de
area equivalente, como mostra a Figura 76.

Figura 76 Transformagdo de um Paralelogramo em um retangulo.

H J

Fonte: Bongiovanni, 2005, p. 101.

Tragam-se perpendiculares a reta GF que passam pelos pontos H e J, respectivamente.
Prolongando a reta GF até ela interceptar esta Gltima reta perpendicular encontramos o ponto
L. Como o tridangulo GHK e FJL sdao congruentes, por serem tridngulos retangulos com lados
congruentes (GH e FJ por serem lados de um paralelogramo) e angulos congruentes (HGK e
JFL sdo colaterais correspondentes, j4 que os lados GH e FJ sdo paralelos e GF é uma
transversal), e por isso podem ser substituidos um ao outro sem que se perca area.

Finalmente, percebe-se que a medida do lado do quadrado de drea equivalente a de um
retangulo dado ¢ igual a média geométrica dos lados deste retangulo. Assim, tal média ¢é

encontrada utilizando-se a relagdo do tridngulo retingulo h? = mn, conforme a Figura 77.

Figura 77 - Transformacdo de um
retangulo em um quadrado.

a

Fonte: Bongiovanni, 2005, p. 101.
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Dessa forma, um quadrado de lado h tem a mesma area de um retangulo cujo
comprimento mede m e a altura n.

Assim, para construir um quadrado MNOL de mesma érea do retangulo HJLK dado,
basta construir um segmento adjacente ao lado KL que tenha mesma medida do lado
consecutivo JL. Dessa forma ja se tem a hipotenusa do tridngulo retangulo cuja medida ¢ m +
n (no caso KL+JK), bastando agora encontrar a altura h. Essa altura ¢ encontrada construindo-
se uma semicircunferéncia de diametro m + n e prolongando o lado JL até a reta interceptar a

semicircunferéncia, conforme a Figura 78.

Figura 78 - Transformagéo de um
retangulo em um quadrado.

e ~ M N M N
/ S
J
H/ J
K \ L /’ 0 5 [¢]

Fonte: Bongiovanni, 2005, p.101.

Os gregos sabiam fazer quadraturas de certos tipos de lanulas, figura limitada por dois
arcos circulares de raios diferentes (Figura 79), mas ndo conheciam um método para comparar

figuras quaisquer, curvilineas ou nao.

Figura 79 - Linula.

Fonte: Bongiovanni, 2005, p. 102.

Eudoxo se valeu da antifairese para sugerir um método de comparar figuras curvas com

figuras poligonais (Bongiovanni, 2005).

O método de exaustdo ndo ¢ um método de descoberta. Por exemplo, para comparar
a area A de um seguimento parabdlico com uma outra area B precisamos inicialmente
descobrir uma superficie equivalente ao segmento parabdlico. Em seguida provamos
que as duas superficies A ¢ B tém areas iguais procedendo da seguinte maneira: supde-
se que A > B, obtém-se a diferenca A — B e aplicando o principio da exaustdo deve-
se chegar a um absurdo. Em seguida procede-se da mesma maneira supondo que A <
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B, obtendo a diferenga B — A que deve levar a uma segunda contradi¢do. Conclui-se
finalmente que A = B (p.103).

A seguir o método da exaustdo serd ilustrado na quadratura do circulo feita por
Arquimedes (287 a. C.-212 a.C). Primeiramente enunciamos a proposi¢ao: “A area de um
circulo ¢ igual a do triangulo retdngulo no qual um dos lados que formam o angulo reto ¢ igual

ao raio e o outro lado que forma o angulo reto ¢ a circunferéncia deste circulo” (Roque;
Pitombeira, 2012, p. 147).

Figura 80 - Area do circulo.

O

Fonte: Bongiovanni, 2005, p. 104.

Seja A a éarea do circulo e T a area do triangulo, temos trés hipoteses: A > T,A=T e
A <T. Vamos supor primeiramente que A > T e vamos aplicar o método da exaustdo as
grandezas A ¢ A — T, ou seja, vamos tirar de A, que € a maior area, um quadrado inscrito cuja

area L4 ¢ maior que a metade de A. Dessa forma, sobrard A — L4 (vide Figura 81).

Figura 81 - Area do Circulo 2.

Fonte: Bongiovanni, 2005, p.104.

Continuamos o procedimento retirando de A — L4 uma parte maior que sua metade
(al+ a2 + a3 + a4). Logo sobrara (A —L4) — (al + a2 + a3 + a4), que chamamos de

A — L8, representada pela regido amarela da Figura 82.
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Figura 82 - Area do Circulo 3.

Fonte: Bongiovanni, 2005, p. 104.

Prosseguimos com o método retirando de A — L8 uma parte maior que sua metade
(b1 + b2+ b3 + b4 + b5 + b6 + b7 + b8). Assim, sobrard (A —L8)— (b1 + b2+ b3 +
b4 + b5 + b6 + b7 + b8), que chamamos de A — L16, de acordo com a pequena regido
amarela ilustrada na Figura 83.

Figura 83 - Area do Circulo 4.

Fonte: Bongiovanni, 2005, p. 104.
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Depois de um niimero finito de etapas o que sobra ¢ uma regido A — Ln que serd menor
do que as duas grandezas iniciais Ae A —T. Assim A — Ln < A — T e, portanto, T < Ln.

Se considerarmos um poligono regular de area Ln inscrito no circulo de area A (vide
Figura 84). Como o ap6tema ON do poligono regular ¢ menor que o raio R da circunferéncia e

o perimetro P do mesmo poligono ¢ menor que o comprimento C da circunferéncia, temos que

ON-P

ON -P <R-C. Logo, — < RZ;C, ou seja, a area do poligono regular Ln (lado esquerdo da

inequagao anterior) ¢ menor do que a area do triangulo T (lado direito da inequacao anterior) o

que ¢ um absurdo, pois ja tinhamos constatado que T < Ln.

Figura 84 - Area do Circulo 5.

Fonte: Bongiovanni, 2005, p. 107.

Agora vamos supor que A < T.

Seja L4 a area do quadrado circunscrito ao circulo. Assim vamos considerar a diferenca
T — A e L4 para aplicar o principio de exaustdo. Primeiramente, sabendo que a area do circulo
mede mais do que a metade do quadrado, retiramos do quadrado este circulo, restando assim

L4 — A, referente a regido amarela da Figura 85.

Figura 85 - Area do Circulo 6.

Fonte: Bongiovanni, 2005, p. 107.
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A seguir, retiramos dessa sobra uma parte que ¢ maior do que sua metade al + a2 +
a3 + a4, restando assim (L4 — A) — (al + a2 + a3 + a4) que chamamos de L8 — A, que

corresponde a regido amarelada da Figura 86.

Figura 86 - Area do Circulo 7.

(

7 TN

\
\ /

Fonte: Bongiovanni, 2005, p. 108.

Da mesma forma, retiramos de L8 — A uma parte maior que sua metade (b1 + b2 +
b3 + b4 + b5 + b6 + b7 + b8). O que sobra é (L8 —A)— (bl+ b2+ b3+ b4+ b5+
b6 + b7 + b8) que corresponde a parte amarela da Figura 87.

Figura 87 - Area do Circulo 8.

Fonte: Bongiovanni, 2005, p. 108.
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Depois de repetir esse procedimento um ntimero infinito de vezes obtemos um poligono
regular de area Ln tal que Ln — A serda menor do que as grandezas iniciais T — A e L4. Assim,
In—A<T-—A,oqueimplicaemLn <T.

Dessa forma, se considerarmos um poligono regular de area Ln circunscrito ao circulo
de area A e o apdtema ON igual ao raio R do circulo e cujo perimetro P ¢ maior do que o

comprimento C da circunferéncia (vide Figura 88 ). Logo ON - P > R - C. Assim 01:_-19 > %,

ou seja, a area do poligono regular Ln (lado esquerdo da inequagdo anterior) ¢ maior do que a
area do triangulo T (lado direito da inequagao anterior). Logo Ln > T o que ¢ um absurdo,

pois ja tinhamos constatamos que Ln < T.

Figura 88 - Area do Circulo 9.

N
Fonte: Bongiovanni, 2005, p. 109.

Como a hipotese T > A levou-nos a um absurdo e a hipotese A < T que também nos
levou a outro absurdo, concluimos que T = A.

Esse método de demonstragdao por absurdo duplo foi utilizado com frequéncia até o
século XVI e foi o embrido da nocao da operagdo de limite, mesmo sem invocar o conceito de

infinito.
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APENDICE 2: DADOS DO LEVANTAMENTO DOS LIVROS

No Quadro 15 apresentamos as institui¢des cujos PPCs foram consultados para a
escolha dos livros objetos de estudo e no Quadro 16 estdo as cidades onde estdo localizados os

cursos dos devidos PPCs.

Quadro 15 - Institui¢des Pesquisadas.
‘ Bahia: 6 instituicdes ‘

Universidade Federal do Oeste da Bahia - UFOB, Universidade do Estado da Bahia - UNEB, Instituto
Federal de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia da Bahia - IFBA, Universidade Estadual do Sudoeste da
Bahia - UESB, Universidade Estadual de Feira de Santana - UEFS, Universidade Estadual Santa Cruz —
UESC.
Goias-3 instituicdes
Instituto Federal de Goias -IFG, Universidade Estadual de Goias - UEG, Universidade Federal de Goias
— UFG.
Tocantins-2 instituicoes
Instituto Federal de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia do Tocantins — IFTO, Universidade Federal do
Tocantins — UFT.
Min as Gerais-12 instituicoes
Instituto Federal de Educacao, Ciéncia e Tecnologia de Minas Gerais — IFMG, Instituto Federal do Norte
de Minas Gerais — IFNMG, Instituto Federal de Educagao, Ciéncia e Tecnologia do Sul de Minas Gerais
— IFSULDEMINAS, Instituto Federal de Educagdo, Ciéncia e Tecnologia do Tridngulo Mineiro —
IFTMG, Instituto Federal de Educacao, Ciéncia e Tecnologia do Sudeste de Minas Gerais — [F Sudeste
MG, Universidade do Estado de Minas Gerais — UEMG, Universidade Federal de Juiz de Fora — UFJF,
Universidade Federal de Sdo Jodao Del-Rei — UFSJ, Universidade Federal do Triangulo Mineiro —
UFTMG, Universidade Federal de Uberlandia- UFU, Universidade Federal dos Vales do Jequitinhonha
e Mucuri — UFVIM, Universidade Federal de Itajuba — UNIFEIL
Parana-3 instituicdes
Instituto Federal do Parana — IFPR, Universidade Estadual do Parand — UNESPAR. Universidade
Federal da Integracdo L atino-Americana — UNILA.

Total: 26 Instituicdes.
Fonte: Elaborado pelo autor.
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Quadro 16 - Cidades das institui¢des pesquisadas.

Cidades Sedes dos Cursos Instituicoes

Bahia — 4 cidades

Barreiras UNEB. IFBA., UFOB
Vitéria da Conquista UESB
Ilhéus UESC
Feira de Santana UFFS
Goias — 2 cidades
Goiania IFG, UFG
Anapolis UEG
Tocantins — 2 cidades
Palmas IFTO
Araguaina UFT
Minas Gerais- 13 cidades
Formiga IFMG
Januéria IFNMG
Salinas IFNMG
Passos IFSMG
Paracatu IFTMG
Santos Dumont IF Sudeste MG
Ibirité UEMG
Juiz de Fora UFJF
Sao Joao Del-Rei UFSJ
Uberaba UFTM
Uberlandia UFU
Teofilo Otoni UFVIM
Itajuba UNIFEI
Parana — 3 cidades
Capanema IFPR
Paranagua UNESPAR
Foz do Iguagu UNILA

Total: 24 cidades.

Fonte: Elaborado pelo autor.



228

Os livros citados nessas bibliografias foram listados, contabilizados e organizados de

LEITHOLD, Louis.
Calculo com Geometria

Analitica

GUIDORIZZI, Hamilton
L. Um Curso de Calculo
— Volume 1

FLEMMING, D. M.
GONCALVES, M. B.
Calculo A,

STEWART, James.

Calculo

THOMAS, George B.

Calculo,

SIMMONS, G. F.
Calculo com Geometria

Analitica

MUNEM Mustafa A;
FOULUS, David.
Calculo

SWOKOWSKI, Earl W.
Célculo com Geometria

Analitica

acordo com o numero de cita¢des (vide Quadro 17).

Quadro 17 - Livros citados.

1968  (inglés) fonte:
Bilioteca da UFG

1977 (portugués) fonte:
Bilioteca da UFG

1985 fonte:LTC

1987 Fonte: O préprio

livro.

1987  (inglés) fonte:
Biblioteca da UNB

1999 (portugués) Fonte:
Biblioteca da USP

1951 (Inglés) Fonte:
Biblioteca UFRJ

1965 (Portugués) Fonte:
Biblioteca UFRJ

1984  (Inglés) Fonte:
dokumen.tip

1987 (portugués) Fonte:
Biblioteca UFRJ

1982 (Portugués) Fonte:
Google

1977 (inglés) Fonte:
Google

1983 (portugués) Fonte:
Biblioteca UNB

10

11

11

12

24

23

22

19

13

13

10



AVILA, Geraldo.
Calculo das Funcgdes de
uma Variavel

ANTON, Howard;
BIVENS, Irl; DAVIS,
Stephen. Calculo, v. 1.
AVILA, Geraldo.
Calculo I.

LANG, Serge, Célculo.

BOULOQOS, P., Introdugdo
ao Calculo,

IEZZ1I, Gelson;
MURAKAMI, Carlos;
MACHADO, Nilson
José.; Fundamentos de
Matematica Elementar —
volume 8

APOSTOL, Tom M.
Calculo 1

BOULOS, P. Calculo
Diferencial e Integral
HOFFMANN, L. D.
Calculo:  Um  Curso
Moderno e suas
Aplicagdes.

ANTON, H. Calculo Um

Novo Horizonte

MORETTIN, Pedro A.,
BUSSAB, Wilton O e
HAZZAN, Samuel.
Calculo Fung¢bes de uma

Variavel.

1978 fonte: LTC

1986 fonte: Google

1994. Fonte: Google.

1964 (inglés) Fonte:
Biblioteca da UFG

1969 (portugués) Fonte:
Biblioteca UFG

1961 (inglés) Fonte:
Biblioteca USP

1979 (portugués) Fonte:
Biblioteca UFG

1999 Fonte: Estante
Virtual

1980 (Inglés) Fonte:
goodreads

2000 (portugués) Fonte:
Google
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PISKOUNOV, Nikolai
Semenovich. Calculo

Diferencial e Integral.

ANTON, Howard;
BIVENS, Irl; DAVIS,
Stephen. Calculo, v. 2.

LARSON, Ron,
EDWARDS, Bruce.

Célculo com Aplicagdes

HUGHES; HALLETT.
Calculo Aplicado.
EDWARDS, P. Calculo
com Geometria Analitica.
Vol.1.

HOFFMAN, Laurence,
BRADLEY, Gerald.
Célculo: Um  Curso
Moderno e suas
Aplicagdes

AYRES, F. Calculo
Diferencial ¢ Integral.
Colegdo Schaum.
FINNEY, R. L.; WEIR,
M. D.; GIORDANO, F.
R. Célculo.
GONCALVES, M. B,
FLEMMING, D. M.
Célculo B

IEZZ1, Gelson.
Fundamentos de
matematica elementar 3:
IEZZ]I, Gelson;
MURAKAMI, Carlos.
Fundamentos de
matematica elementar 1
BOYER, Carl B. Historia

da matematica.

1966 (francé€s) Fonte:

Biblioteca UNB

1969 (portugués) Fonte:

Biblioteca UFRJ

1978 (Inglés) Fonte:

Google.

1995 (portugués) Fonte:

Estantevirtual

1986 (Inglés) Fonte:

goodreads

1996 (portugués) Fonte:

Estante virtual
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BOYER, Carl B;
DOMINGUES, Hygino
H. Célculo

DOLCE, Osvaldo;
POMPEOQ, José Nicolau.
Fundamentos de
matematica elementar 10:
STEWART, Ian.
Fantastico mundo do
nimeros: a matematica
do zero ao infinito.

AL SHENK. Célculo e
Geometria Analitica, Rio
CAPUTO, Homero
Pinto. Matematica para a
engenharia: para uso de
estudantes ®
profissionais.
D’AMBROSIO,
Ubiratan. Introdugdo ao

calculo com revisdo de

matematica

elementar.
D'AMBROSIO, U.
Etnomatematica: Elo

entre as tradicoes e a
modernidade.
KAPLAN, Wilfred.
Célculo e Algebra linear.
MOISE, Edwin E.
Calculo: um  curso
universitario.

SEELEY, Robert T.
Calculo de uma variavel.
WOODS, Frederick S.
Elementos de Calculo.
THOMAS, George B..
Calculo, Volume II
IEZZI, Gelson. Toépicos 1980 Fonte: Mercado

de Matematica. livre
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AVILA, Geraldo.
Introducéo as Fungoes e a
Derivada.

LARSON, R. Calculo
aplicado: curso rapido.
LARSON, Ron;
HOSTELER, Robert P.;
EDWARDS, Bruce H.
Calculo: volume 2.
HUGHES-HALLETT,
Deborah. Célculo.
HALLETT, D. H;
GLEASON, A. M,
LOCK, P. F.; FLATH,
D.E. Calculo e
Aplicagdes.

LIMA, E. L. Curso de
Analise.

TAHAN, Malba.; O
homem que calculava.
DEMANA, F. D,
WAITS, B. K., FOLEY,
G. D., KENNEDY, D.

Pré-calculo

HIMONAS, Alex;
HOWARD, Alan.
Calculo: Conceitos ¢
Aplicagdes.

Courant, Richard.

Calculo diferencial e
integral

Rogerio, Mauro Urbano.
Calculo diferencial e
integral : fun¢des de uma
variavel,

Silva, Valdir V.; Reis,
Genésio L.. Geometria
Analitica

STEWART, James.
Calculus Single Variable.

1997 Fonte: Blucher
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LARSON, R,;
HOSTETLER, R. P;
EDWARDS, B. H.
Calculo. Vol. 1.

JANOS, M. Matematica e

Natureza.
UHLKAMP, Nilo.
Calculo I.
SPIVAK, Michael,

Calculo Infinitesimal.

GRANVILLE, Willian
Antohone. Elementos de
Calculo Diferencial e
Integral.

MALTA, I.; PESCO, S.;
LOPES, H. Calculo a
uma Variavel.

MUNIZ NETO, A. C.
Fundamentos de Calculo.
PATRAO, M. Célculo 1.
ANDRADE, L. N.

Introdugdo a Computagéo

Algébrica com o Maple.
ALMAY, Péter.
Elementos de Calculo
Diferencial e Integral,
Volume I.

Totais:

1999 Fonte:
Estantevirtual
1967 (inglés) Fonte:
Biblioteca USP

1970 (portugués) Fonte:

Biblioteca UFRJ

1 0
0 0
1 0
1 0
1 0
1 0
1 0
1 0
1 0
1 0
66 22

Fonte: Elaborado pelo autor.
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30

18
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APENDICE 3: ESQUEMAS DAS CONVERSOES

ESQUEMAS DO LIVRO DO LEITHOLD:

Figura 89 - Esquema das conversdes da primeira parte da introdugéo da seg@o 2.1 do livro do Leithold.

e — . B A solugio do Exemplo | i i Kl Fixado. S& em (1) ou (3), A wahluslnoalynr;adv geométrico dece &, Mveqns
ciaeR__| | e s e Sy e S R
s O<li-3<s embo |fig-S<e "[Lo1.30 )
LL.01.02 ‘eremos estabelecido que o limite & 3. lsro serd feito no exemplo a seguir. | —_CoAT— =
_C2:A>GR LL.02,12 C31;GR>LN i (
- 7,_,-—7/ e T R
“C3:GR>A C30ASGR — o — LL.01.31
~__C6:GR>LN ne(;;emmuqummuwmmasmm
Obsarve que & numerador da fragso em (1) pode ser fatorads de forma que ‘mos, tomando x emente proxime de | © cssa propricdade da fungdo
ﬂﬂ_mmmm = LL01.27
s LL.01.20 o
el x — — . -
frnRt et | R0l 48 _oaiea
LL.01.05 'r1|3A C7:Gé>A C34:GR>LN  |istO é l;mj(x} = 5, mas f(1) ndo z
\ 3:A>LN
—C15:T>N— _ LL.01.28 /§
{_:, m- WMMFDWM m . O NUMErador e o pOF X — | para obler
%uxk }m o o b mau:dwo,m%w- C13:T>LN LL.01.21 ] Outra mansira de estabelecer issa ¢ que J(x) (no eixo vertical) pode ser restri:
l,mmmuﬂma ainds, quando.x = 0.9999, /U) = 049998, |, PSR e
Isto &, quando ¢ fa 0,0001 inferior & 1, f{x) serd 0,000 inferior 1 5. C17:LN>N etre b — el 6. —C35:LN>A
LLO1.11 TLLb132 i ) T
-
Thi C22:T>N ca1: A>N C28:A5LN
q‘. Oba:w de ambas as tabelas. qne)mﬂihquxﬂnmumm-
1 | imode mmmwmmmsummmx ‘ C23:T>N trar um valor adequado para &, de tal forma que 5 [ = 1] far méner 86 que
Logo, vemos que GUELD ¥ difere ¢ 1 de & 0001 (i &, = pigowgy || Serde . malsprenimo des ek ], for semplo, 1 Tabela 1 ausnde | Sex w1 (ou lx - 11 > D) entdo 16 — 51 serd menor do aue «.
z ‘ LL.01.23
C18:LN>N _____Cis:T>N e
— = uma definigo de /x). De (3) € das duas tabelas, note que s [x ~ 1] < 0,1, . i
C18:N=LN RN A Tabela 2 : entAo |f12) - 5] < 0.2. Amien, dado e = 0.3, mn:limnj?-zo.feaﬂrlml:mns: e ,.C/Z“'N)m C25:LN>A
PRy ] ; s 0= 1< 0,1 entdo [~ 5l <02 I~
7 Essa é a afinmativa (2), com ¢ = 0,2¢ 5 = 0,1,
isto ¢, quando x for 0,0001 superior a I, Também, se |x - 1] < 0,001, entdo | £(x) - 5] < 0,002, Logo, see = 0,002, todo § >0 11<8,
Agora, analisando  situagao de outra maneira, consideraremos o valores LL01.12 wmamos & = .001 ¢ afirmamos que s 0 = el
de f{x) primeira. Vemos que o proximos. 1. !T < ¢, afirmamos que o limite de f{x) quando ¥ tende a | &
i . s 0 |x— 1] <0000 ensho [flx) 5] < 0,002 LL.01.24
LL.01.14 Essa ¢ a afirmativa (2), com ¢ = 0,002 ¢ 6 = 0,001 —
el TOLN_ Da mesma forma, se ¢ = 0,0002, tomamos § = 0,0001 e afirmamos que Y
THLN /_,.,—/ i se B [x — 1] <0,0001 cntdo [f(x)— 5| < 0,0002 C26:A>LN
’/"'/ <a entre x ¢ | suficientemente pequeno. Isio !_] Esxa ¢ a afirmativa (2), com ¢ = 0,0002 ¢ 5 = 0,0001. Il
— pequena quanto dessjarmos, tomando |x — 1| LL.01.22
= . tenha em mente que f{x) nunca assume o valor 5. ¥
neira de dizer isto & que podemos valor absoluto da diferenga entre LL.01.16 [ entdo |f(x) - 5| < e, afirmamos que o lmite de f{x) quando x fendea | &

U & 5 tho pequeno quanto d tomando o valor absoluto da diferen- — g ol on, msmbolos

‘@ entse x £ 1 suficientemente popyeng Isioeé, | /() — 3| pode sc tornar tho e
E e T10LN™ C20:LN>A
i T T CB:A>N
e N A\ C27:LN>A
e =
regas £ (epsilon) e 5 (delta). Assim, enunciamos qus purs teda ]
de §i pgjd«nggr wm Mfgqe mwg@g . &, exisle um mimmero § positive suficicntemente fal que
W‘”ﬁ'&“h"ﬁ?”’,‘m,_ 1] suficientemente 5 * isto [*— TL1LN—| for menor doque u.sfﬁ;-nlhnd..u h ﬁﬂ’ i °:I:fll<3 enilo [fix)~ S|<¢ ER— @ Tim fixi— 5
do que e, E importante observar que o tamanho de & depende do de «. Ainda =i
LL.01.18 LL.01.17 LL.01.19 LL.01.26

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 90 - Esquema das conversdes da segunda parte da introdugdo da se¢do 2.1 do livro do Leithold.

es5¢ exempl que hm,rm = 5. pois PAE quakgr | ———— 1 1A

=0 mmuwm&mm\naw.um
= 0<p=I<3 saths |/0) =5 <=
LL.01.34

T1|4A"' \
|

€35:LN>A— afirmamos que ij =35

temda ¢, exccto passivelmente no proprio nimero o, O lmite de fix) gaamdo

211 DEFMIGAD | Seja J uma fungllo definid para {odo filmerd em alpim inervalo dhei con-
LL 01 33 x temde w @ serd L, escrite como
L i) = & |
C36:A>INTT s
e . 48> que
e . S — —
wl< lx—af 4LL 0;#;&5 L=« | H-TBUA'_“———-—_____
m&*uww : e . T38A CTTIAL
e it desejarmos, tomandc Hin Ak -
LL.01.36 /’/ AN N \\ B
T \ T65A
C37:A>GR . \
' 1 | T3oA  T36
C38:GR>LN AT | 1l
| .01. e . .
+ i
'l : "LL.01.41
 LhiOReSE:
I abscissa @, OB estiver enire | |
Bb e % By ko 70 v WA SR T S 6 ST S C40:GR>A ysam N
LL.01.38 s
__T16LN Assim, precisamis escallicr iim valor menor 8, mostrado na Figura 6, fal e >
4 0<|r—d <3, emio [fx) -1 < 298
Expressando de outra maneira: ¢ ¥ (no ebxo horizontal) for
QUL i yﬁ&ﬁmm% U545
& 1m.
LL.01.39 Tlﬁ\
C39:(N>A Logo, lim /&) = 2
ANSA—— - — S =
se 0<|x—a]<d, entdo |f(x)—L|<e, LG oA
LL.01.40

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 91 - Esquemas de conversdes do exemplo 1 da secéo 2.1 do livro do Leithold.

7/ -_— . {(a) Usando uma figura similar & Figura 3, para e = 0,01, determine um & > 0,
\ al que ;
) \ ——— se 0<|x—3|<4 entdo |x — 3| <0,0025
T20A LL.02.03 LL.02.09
— /‘/
T24, \
\ C48:‘A>N
C43:A>GR |
Tasa+ se 0<|x—3/<é entdo [f{x)— 5| <0,01 |
C46:GR>N— LL.02.07 ‘ se 0<|x — 3| <0,0025 entdo |f(x) - 5| < 0,01
/ LL.02.10
/
: | T27A
{b) Como f(x) = 4x — 7, T26A EANEA
se 0<|x— 3| <0,0025 entdo |f(x)— 5| < 0,01
LL.02.06 | /
1L.02.05
/ - *
/ se O<|[x—3|<y entdo |fix)— 5| <001
LL.02.11

se 0<|x—3|<é entio 4]x — 3| < 0,01
LL.02.08

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 92 - Esquemas de conversdes do exemplo 2 da se¢do 2.1 do livro do Leithold.

\_\
T3DA
TS Sl

TTTR1A x 3

LL.03.01
T32A
ra que para todo e > 0 existe um & > 0, tal que
se O<|x—3|<d entdo 4x —7)— 5| <«
LL.03.02
se 0<|x—3|<d entdo 4x—3|<e
T
LL.03.03 330
’/_#‘sc D<|x—3<d entdo |x —3| < ¢
T34A\‘ LL.03.04

LRFJLIILy WL UL WRLILLIT L] s

que lim{4x — 7) =
X3

= Ll=03.05

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 93 - Esquemas de conversdes do exemplo 3 da secdo 2.1 do livro do Leithold.

T65A

T35A A

Usando uma figura para ¢ = 0,001, determine § > 0, tal que
T Fhed T37A se 0<|x—2[<3& entdo |f(x)— 4| <0,001

LL.04.02 C51:A>GR LL.04.03

C50:A>GR C52:A>GR C53:A>N

..,--:"/ / se 0<|x—2/<0,0002 ¢ntdo |f(x)— 4| < 0,001

. — —C54:GR>N
LL.04.05

LL.04.04

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 94 - Esquemas de conversdes do exemplo 4 da se¢do 2.1 do livro do Leithold.

T36A__

lim x* _ 4
2z

T39A

LL.05.01

cisamos mostrar que para todo & > 0, existe um § >0, tal que
se O<lx—2 <4 entdo |x? —4|<e

T40A—
LL.05.02

- 3¢ 0<|x-2|<5 emlo |x - 2fx + 2| =<

LL.05.03

afirmativa ¢ verdadeira:

\M-lA‘__——i’ se 0<|x—2<d enillo [¢*  df<e —T42A

LL.05.04

lsso prova que lim x* = 4.

Y2

LL.05.05

Fonte: Elaborado pelo autor.



Figura 95 -Esquemas de conversdes da introdugdo da segdo 2.3 do livro do Leithold.

C55:A>LN——

/‘f(x_) 4x—4-

LL.06.01

C57:LN>A__
/ Bl

abertn g, c}. Entlo, o bmte de fix) quando < tende 5 o pels dirslis € £, 0 o5

231 DERANIGAD | Seia fuma hﬂn_mxmlllmnnlﬂumanMImﬂn
CTEVEMDS
) - L e
2tk > 0, i e 5 = 0l que [ — TR~
wcy—a<dmillo[f) =Ll <+ .
— [T T TelA
LL.06.02 e ~r44A
T43A T
LL.06.04 TT64A
¥4,5A \TG?A
TS50A \
v
2.3.2 peAnicko Sq!l-}-;;l.fununaermdnerulndosm mmmﬂpummm.m
i, a}. Emdo, o lmde de /i) napedn
T68A Ay
3¢, pan todo ¢ > 0, exitic um & > 0/ial qiie
wl<a-x<Semdd J¥) - L] <«
LL.06.06
~ T454
LL.06.06'
51A

T69A

Fonte: Elaborado pelo autor.

C58:LN=A
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T T47A

Fonte: Elaborado pelo autor.

=1 sex<0
miﬂ{ 0 sex=0 ——-ng'A}G&
| T -~
LL.07.01
__:—'—'_'_'_F - =2
C60:GR=A
C61:GR>A
‘/// |
lm sgnx= lim 1 ‘I
Py
=1
LL.07.04
T47A [im__smx= ,]i:_n_'{—l)
LL.07.04" il ‘”:
7 :
— TeeA
LL.07.03
Te6A"
LL.07.03"

Figura 96 - Esquemas de conversdes do exemplo 1 da se¢do 2.3 do livro do Leithold.

LL.07.02
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Figura 97 - Esquemas de conversdes da ilustracdo 1 da sec¢do 2.3 do livro do Leithold.

® ILUSTRACAD 1 Um atacadista vende im produte por quilo MM&

Sy ol L ¢t

?;'hdo o5 forem comprades, Assim, s:xqmlnsda pmdulo[mm
~ LL.08.01 /
C62:LNSA /
\ /
X sel =x =10 Um esbogo do grificn de C estid na Figura 2. Observe que €(x) fol obiido da
(;(-x)={ - s igualdads €(x) = xquando 0 £ & £ 10 ¢ da igualdade Cix) = 0,97 quanda
0,9x sel0 < x 10 < x. Devido a essa sitagio, ao considerar o limite de C(x) para x tendendo
T50A -

L..08.02 ) LL.08.03

| T

| 1

I‘ ,//

C63:A>GR C64:GRSLN
ce6:LN>A
CGS:I.{J>A
b C68:GR>A
E s
, /,./ v :
/ | e \-
H e .
CG7‘GR>A.______. _.‘,‘ﬁ_ Clx}= ]lm x i CE= i 09
L i a—10t t jnd b -nd
= w =
T48A LL.08.05 LL.08.06
LL08.04 | To1p’ TH9A T51A"
LL.08.05 LL.08.05' _

Como TIm Cx) = le C(x), eoncluimos pelo Teorema 2.3.3 que limCiCe)
aiomm Ohbserve na Flguraz queem x = 10 hi uma quebra uugrlﬁmda

LL.08.07

Fonte: Elaborado pelo autor.



Figura 98 - Esquemas de conversdes do exemplo 2 da segdo 2.3 do livro do Leithold.

LL.09.02 |

- Jle sex#0
o) {z s

LL.09.01

e \
C?U:GR;L =0
—
M fim gt = lim (%)
b iy LL.09.04
=0 T54A'
2 LL.09.04'
o
A/ LL.09.03 /
TS34 T53A /
\ LL.09.03" J T54A
\‘

Comeo lim g{x) = lim g(x), segue do Teorema 2.3.3 que Iq:g(n}m
¥ 0 Py ey

€ ¢ igual a zero.
LL.09.05

Fonte: Elaborado pelo autor.

lim gix)= lim x
x=0* =it
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Figura 99 - Esquemas de conversdes do exemplo 3 da segdo 2.3 do livro do Leithold.

/
/

A Mx]_{d,- o osexgl | T BQ
Tlz+a? sel <x

— LL.10.01 \

’/
C72:A>GR | \
/ Tosn'_

lu':’l‘ hix)= lim (2 + x%)
C74:GR>A——+ =

=3
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 100: Esquemas de conversdes do exemplo 4 da se¢do 2.3 do livro do Leithold.
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Figura 101 - Esquemas de conversdes da primeira parte da introdugdo da se¢do 2.4 do livro do Leithold.
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In ] valores dados por f(x) = e — 2F. Assim, 3
aw | el “‘\n C90:T=GR | Ry e A A it e it RS
i LL.12.23
LL.12.03 C82:T>LN ‘Lm‘ciillldnnlﬁmu 1:?::* s o o‘-w»;mmwm
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 102 -Esquemas de conversdes da segunda parte da introducdo da se¢do 2.4 do livro do Leithold

Nore: A igualdade (2) pode ser lida como ‘4o Timite de J(2) GUanE ¥ tende
‘@ ¢ infinito pegative’!, observanda novamente que o limite ndo existe @ que

LL.12.27

. 2x
CA0ILN=A (iRt Primeiro consideraremes & funsdo telinkda por blx) = = e
LL.12.01 H LL.12.32 CIG?I;A>LN
- CI0L:A>=GR /
_TB4GR J
o
= C96.A>LI_\| valores menores do que 1, a funcio dtnu« mdcﬁmd-msm: e, i medida gn
_C97:A>GR W:Em doquel, o8 c
75A—
I o \ ﬁa:skn LA 213
s valores funcionais dados por (%) = =3/(% = 3 sdc os nezativos dos L1254
vn}oras.dagoal po:_rm = 3(x = 2F. Assim, para a fungdo g, quando x tende
— C102:GR>A m e !
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 103 - Esquemas de conversoes da se¢do 2.5 do livro do Leithold
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Fonte: Elaborado pelo autor.



Figura 104 - Esquemas de conversdes da ilustragdo 1 da se¢do 2.6 do livro do Leithold
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x  se0gLx <10
— = 2 Ix =1
J93A— Ly {0 9x seld<x s =52 )(x !
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I c13o:<‘;w >
em 1. Se, contudo, definirmos f(1) = §, mmmqmmmmﬂf“ﬂ* essa fungdo f & descontinua 1
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Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 105 - Esquemas de conversdes da ilustragdo 2 da se¢do 2.6 do livro do Leithold
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 106 - Esquemas de conversdes da ilustragdo 3 da se¢do 2.6 do livro do
Leithold.
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1L.16.02 |
7
/ |
C143;LN>A
! - o [m43osexel
=8 =1y swx=
,ff 7 { .
v =
LL.16.01
|
lim Jf{x) = 5: logo, a condido (ii) esta satisfeita. /
x-1
LL.16.03 | ,’I
T102A
|
\ |
\ |
\ |
\
T101A
Note que se na Thustraglo 3 /T1) for definida como sendo 5, entdio ’nl:l': A=
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 107 - Esquemas de conversdes da ilustragdo 4 da se¢do 2.6 do livro do Leithold
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 108 - Esquemas de conversdes da ilustragdo 5 da segdo 2.6 do livro do Leithold.
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Fonte: Elaborado pelo autor.



Figura 109 - Esquemas de conversdes da ilustragdo 6 da segdo 2.6 do livro do Leithold.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 110 - Esquemas de conversdes da ilustragdo 7 da se¢do 2.6 do livro do Leithold.
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Fonte: Elaborado pelo autor.



ESQUEMAS DO LIVRO DO GUIDORIZZI

Figura 111 - Esquemas das conversoes da introdugéo da segdo 3.1 do livro do Guidorizzi.

C1l:LN>GR

C3:GR>LN
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HG.01.04
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 112 - Esquemas das conversdes da primeira parte do exemplo 1 da se¢éo 3.1 do livro do Guidorizzi
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 113 - Esquemas das conversdes da segunda parte do exemplo 1 da se¢do 3.1 do livro do Guidorizzi.
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Fonte: Elaborado pelo autor.



Figura 114 - Esquemas de conversdes do exemplo 2 da se¢do 3.1 do livro do Guidorizzi.
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Cig:ﬁ‘\>GR

Fonte: Elaborado pelo autor.
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T20: ASA~

Liniy - fip)

Bl —T21: ASA B o
s L of) b e dm =11
HG.03.14
HG.03.15
//
C35;A>GR
//
T22: GR>GR_

/7

y= i

HG.03.18

S

HG.03.21

i

Figura 115 - Esquema de conversdes do exemplo 3 da sec¢do 3.1 do livro do Guidorizzi.

e sl etz

fim
o

£l e pearee o ocemre i e
o G0 Enbe e 1= 4 devaniag i,

HG.03.13

b et

rou QLELAVTIE)
n

.//
C37:GR>A
i

/

)
*

HG.03.19

T T231 AZA

HG.03.04
T17: A>A
HG.03.04'

e o
L e — ;l
o S

HG.03.06

C27:LN>A

HG.03.17 HG.Ba.IOE'

\
C39:GR>LN CzB:Q>LN

C38: GtLN /

Y
\
\.
Y

o

e, o RN i

.
P i e 2 ) o 8 ey et e oS

HG.03.20

it il v i v e ol

e—

HG.03.07
C29:LN>A
HG.03.07"

C30:If_N>GR

HG.03.03
Ti6: A>A
HG.03.03"

I

HG.03.09

HG.03.08

C30:A>LN
HG.03.08"
T19: LN>LN
HG.03.08"

|
C31:GR>A

§

P N —

[ —
e
A

e

HG.03.10
C32:A>LN
HG.03.10

Fonte: Elaborado pelo autor.

C33:LN>GR -

C3S5:GR>A

\

HG.03.12
C34:A>LN
HG.03.12'

| /

C26:A>GR

HG.03.05

HG.03.11
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Figura 116 - Esquema das conversdes do exemplo 4 da se¢@o 3.1 do livro do Guidorizzi.

Sejaf ) = &% Utilizando a iddia imuitiva de fimite, ealeule (1),

HG.04.01
T24: A=A
B ] w0 S
I - = IR PR
Sl TSt ASAT—
= ,I.Lil"c, &I__?_} F1) —
’ | HG.04.03
T30: A=A
HG.04.02
A | HG.04.03"
3 T31: 4
T32: A>A : Bt

Sili=hm 2+ M=%
LY i}

HG.04.04

Fonte: Elaborado pelo autor.



Figura 117 - Esquema de conversdes do exemplo 5 da se¢do 3.1 no livro do Guidorizzi.

TT— —_
et
T34: A=A .

HG.I05.02
IIIII \

T40: A>A
fixd _HEJ.

fipy= lim =
e £ p

HG.05.06

Seja £x) = 2% Ulilizando 2 idéia oruiive de Fmite, oaleule f(x.

HG.05.01
/

/
/

 T33:A>A

T37;A>AT
e

/

Fiarh= [0 (r-B? —F
h

h

= x4k (i )

HG.05.03
T35: A>A
HG.05.03'

T36: A>A
HG.05.03"

T38: <Q>A /

\\\ | /

Flixp= lim (2x 4 &)= 2x
A=

HG.05.04

Fonte: Elaborado pelo autor.

 T39:ASA———

Ou seja, a dervada, em x de f {x) = £ €fix=2n

HG.05.05
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Figura 118 - Esquema de conversdes do exemplo 6 da Se¢do 3.1 do livro do Guidorizzi.

Stja Fir) =+, Ulilizando a :ddla intuttiva de limite, caleale £/(2).

HG.06.01

|
|
 T41: A>A
f(2)= lim ::i?’__..ﬁ i
x=2  x—2 fly—p) 2=
PR T R =k B A
HG.06.02 e
(Lol B S |
Iul ““x‘ ____,-/
\ T42: A>A HG.06.03
T43: A>A
\H HG.06.03"
\ T44: A>A
\ HG.06.03"
1 ]
|
T46: A>A |'
|
|
I|
_T45: A>A

o

Fui= fim tx? 4 2x— 4=z
EE ’

HG.06.04

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 119 - Esquema de conversdes da introdugdo da Secdo 3.2 do livro do Guidorizzi.

i
li —T47: GR>GR——————| i

e
C41:GR>LN

HG.07.01

¢

Observe que f¢ ¢ se comportam de modo diferente em p; o grafico de f nio npr:s:mJ
“salto” em p, 40 passo que 0 de g, Sinm. Queremos destacar uma propriedade que nos permi-)
HG.07.04

—

C42:GR>LN

Observe que f ¢ g s¢ comporiam de modo diferente em p: 0 geafico de f ndo apresenta
“salio” em p. a0 passo que o de g, sim. Queremos destacar uma propriedade que nos permi-

HG.07.03

HG.07.02

C43:LN>GR
e

C4T:LN>GR

para o € > 0 acima, ndo existe & > 0 gue tore verdadeira a afirmagiio

WrEDp-d<y<prBEogp-e< g <gip)+ e
HG.07.12
T

|
/ T5Q: A>A

\-____—_I_ /
w —_—
T48: GR>GR————— HG.07.11 T CAY:GR5A
. = Qualquer que seja o & > 0 que se tome, quendo x percore o intervalo |p — 6.p 1 &, g ()
/ . ndo permanece entre g (p) — € g iph + e
i o76e HG.07.13
C44:GR>A
T49: GR>GR
/ ' 1| o -
_T50: GR>GR— | ¢ i Para todo & = D dada, existe § > 0 tal que, para todo x em Dy,
_ I o ‘._;‘::.mrmwnmwmumm feontinua em p & { wra toda e - pl<E=Ifix) flp}l<e i
S - i+ i | casipeLN
/ B HG.07.14 HG.07.15
HG.07.07 Cﬁ:GRhA C4Q:LN>A Ca4W:LN=A
= HG.07.14" HG.07.15'
E

para lode 6> O dado, existe § = ( (& dependendo de ©), tal que f () permanece entre
flp) = eefip) + e quando x pereorre o intervalo Jp — &, p + &, cam x no dominio
de f.

T52: A>A

HG.07.09 Dizemos qué fé continua em A cn‘rufﬁ:rmwmlmmdnped.‘ Dizemos. simples-
Dizemos que fé canrfima em A C I se f for continua em (odo p € A. Dizemos, simples- mente, que f € uma fungde coninua sc ffor continua em todo p de seu dominio.
— - mente, que fE i fingde continga sc f for continua em todo p de sev dominio. HG.07.16
para 10dn & > O duo, exine B 0 (8 dependendo e e, l quc. para wodo 1 T5E: LN>LN
T51: GR>GR €0 HG.07.17 HG.07.16'
G bea e S T5R: LN>LN ey
- s HG.07.17" ‘*‘x—s
HG.07.10 T54: LN>LN

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 120 - Esquema de conversdes do exemplo 1 da Secdo 3.2 do livro do Guidorizzi.

EXEMPLO 1. Prove que f(x} = Zx + | é continuaemp = 1. 48:LN>A
{

C47:|I_N>A-_f HG.08.01

|
| |

O exemplo acima pode também ser resolvido em notagao de médulu. Neste casa, preci-!
sanos provar que dado e > 0, existe 8 > 0 tal que

i var que, pera cada e > 0 dado, conseguiremos um & > U (& dependenda

Precisamos provar que, p & la=ll=é=Ilf—filll<e

apenas de £), 13l que

1—8=<x=lth=fili-e<fm<fili+e HG.08.03

HG.08.02

C4U:A>LN

HG.08.02' l,
|
\ T56: A>A
| |

T55:IA>A }

|

«
Assini, dado € = 0 ¢ wmando-se & = 3

; g B =0 5 £ também servel),
Entao, dado € = 0 ¢ tomando-se § = {qualquer & com 5 ) ty— 1< Ifm-fhi<e

resulta
|—d<x<]lt+é=fil—e<fl)<f(1)+e= Logo, [ consinua emp = 1
Logo, ¢ continua em p = L. } HG.08.04
C4I:A>LN
HG.08.02 | HG.08.04"

Fonte: Elaborado pelo autor.



Figura 121 - Esquema de conversdes do exemplo 2 da Secdo 3.2 do livro do Guidorizzi.

2. Como ¢ coatioa em 1066 1 de e domimo.
]

HG.09.03

EEnPLO I A fangie constanle L) o k& ortinug oo -eal,
HG.09.01
C49:LN>A
_—'—"_'_'-'__'-'_'_'-'_F
1) =1k = k] = pa dode e e edo p; assia, dadn e = 04 lomando-6z v
&2 qualiuer
[ R ey o R v R —
I —__—_—_
HG.09.02 “C50:A=LN___
# G tinao em-py apabquer e Ae3
.‘ m{mﬁn- & o fanpde comtime
T57: LN>LN

Lo, 7€ contines o . quakiieT e scja e Cwa'mmuﬂoyhmmﬁ:
el g () = & & i firngae Toame;
HG.09.04

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 122 - Esquema de conversdes do exemplo 3 da Secdo 3.2 do livro do Guidorizzi.

C51:LN>A

EXEMPLO 3 A furke afin (1) = e + Eda & b constaes) ¢ coaties.

1 - fimi '|Jl'+l-qn—l>|-|¢'|'|—||[.

A, pera woda o 20 B dedo

1) = fip i< w b s = gl :'

Tommmk-ae eatlo, & 'I_:ﬁ

fr—pl<d=ifin=fipice

HG.10.02

HG.10.01
Lugan, & comtfam s i Coma p ful wmado de modo arbiteang, resulls coe f 8 ConiiLig c::
052 A LN TR ERESECOMEL o oo o s B, AR R,
T HG.10.03

T58: LN>LN

tngn, [ ccatlaua m . Commo r faiomiliy B iodn arsilriio, Feediis gz & cominua o

toda  renl, i6ia &, f & contiinn P
HG.10.04

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 123 - Esquema de conversdes do exemplo 4 da Secdo 3.2 do livro do Guidorizzi.

EXEMFPLO 4, Prove que, se paa toida & > 0 dado exlstir nm intervalo aberto 7 = e, b,
com p 1, tul que pars Tudo v & e

YEI=fip)—esf=flp) e

enibo Fserd continia om g

W et HG.11.01
T59: A>A~ C40:A>LN
HG.11.01"
% Sague de ) que
Pela hipdtese, pasatoda ¢ = 0 dado existe um incervalo aberto § = |2, B com p &1, 1al quq' TE0: A>A " i ) ’ 469
1 . — > TERp—ap-8 =) - e<fI<Eip) e
1) XEJu bl = flp) — ez fp)+ e i HG.11.03
HG.11.02
/
o
&
__C53:A>LN
_'_'_'_'_'_,_——"_'_'_'_7_'_

Logo, f é contlnua cm p.
HG.11.04

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 124 - Esquema de conversdes do exemplo 5 da Secdo 3.2 do livro do Guidorizzi.

LXEMPLO 5, Sgja = 0 ura real dado, Suponha que, pare toca € <0 r, € > 0, existe um
intervale akerto £, com p 1. tal gue por todo x C B

IEIS W eSSt e

C54?>LN_ TProve cue f¢ coctdnua em p.
HG.12.01
5 = F G 3 C55:LN>A Precisamos provar Clendu o vista o cxemplo snlericn gue, paa ode e 2 0, @415 oo
ﬁﬁmgg—.?‘:ﬁn;; glgrll_:r;lma!:xu:i;qnm pars knlu < r, e > 4, oXiste Wli e A ™ inervalo aberto J, com p & 10 que para lodo x em by
- G SRR & i TET = Flp) - e < Fi < flpd+
R SR S i _ HG.12.03
Prove que fé continua em p. i -/[,f
HG.12.02 Tel: A>A
o
/
Pura este mesma flercmos, rambéin,
Pela hipolese, s2 & < r, existe tal intervalo, L .
Suponhimos, entio, €= . Seja 0 < e =< r rEl = flpl—esflo<fip b e
e o | poisdipl - eSS s efipl & <IFiph + e (Interprete praficamente.)
Cl=Fipy g <fimafipd ) e T TeZ2: AxAT ;
o W HG.12.05
part [ ser continez em p. basta que, para cada € << r, € = 4 (onde £ 2 88 Mxado o  T63: ASA
l————— 3

| priorl existn um intervolo aberta £, corm ¢ O 1 tal que, para Lodo © em Dj-

¥El= ) - e<ix<fim+ e

HG.12.06
C4P:LN>A
HG.12.05’

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 125 - Esquema de conversdes do exemplo 6 da Secdo 3.2 do livro do Guidorizzi.

EXEMPLAY 6, Mostie que £la) = &% & continua em 1.,

HG.13.01

C56:LN>GR
i
e
.//
Precisamos mostrar que dade e > 0, existe um intarvalo gborto £, contendo 1, 1al gue
———————C57:GR>A————* FET S — el =Sl = .
HG.13.03
||l|
I
f
lll
B T64: A>A
/’ff

Vurmos resolver a inequagiio f(1) — e = fi <1 + &
Temes
Fili—mesiim<fil)+ess | ewy <1 +es Vl-exx<ilte
——C58:A)\~IH_N

Tumundo se § — ]{-?l. —¢, '{.'rl :i-‘;l. LEY,
xCf= i) ecfinysfili+e

HG.13.04

Lovgo, £ 151 = & € continua em 1.

HG.13.05

Fonte: Elaborado pelo autor.



Figura 126 - Esquema de conversdes do exemplo 7 da Secdo 3.2 do livro do Guidorizzi.

EXEMPLO 7. Prove que f(x] = x° € continua,

HG.14.01
|
|
T65: II_N>LN
C59;LN>A_ |
/ g seesney \
/ —‘ Precisamos provar que f € coniinua em todo p real [y = R). " Co3:LN=>A
HG.14.02
/
C61:LN>A
[
Prifweire vamos ‘p(u:vm" e £é continua em 0, Convém, acui. user a definicao em nota- |
giio de mibdulo, Vames provar, entio, que dado € > 0 existe § = 0 fal que ‘
lx—0l= 3=l -0 l<e | Sep % 0, omamos T = J—p% ~ £, =27 = |, assim
(lj-i;Gx—lLT\:[Oi |‘ aEI=mpP—eci<pte
LN,
HG.14.04
Vames provar, agora, & continmidade d= fem odop # 0. Temas
‘ R . o HG.15.08
| fipr - e <fip s e p e -
l‘ Parz & <.;-z. &= 0,
|I Poee (1{p3+ac::-v'ﬁ<lrl<{?+f. - ——CB2:A>LN Ce4:A>LN
T66: A=A ——
f Sep > 0, tomamos = 1ypZ —&. o p? + €| assim
/ vE1=p eadfapte
/ | HG.15.07
Purase ter 117 | < £ basta que se tenba |1 | < <. Tomando-se & = /& Lo [l = o e canoisprosil. T tatcuie GGG RnAET
I\;s—fslcoa;: £ e HG.15.09

— Lugu.f(:j\::;’écmlinua:mo‘

HG.15.06

T67: A=A

CB60:A=LN—

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 127 - Esquema de conversdes do exemplo 8 da Secdo 3.2 do livro do Guidorizzi

sega=l
EXEMPLOR. 0 — l szl

¢ conunus cm g — 17 Justifique.
HG.16.

T68: LN>LN

/

Riluitivaments, vemos u.,"n:m tinua em p — |, pais ¢ grlfivn apressita “salio
neste ponto, Para provar atie frfn &

neste ponto. Para provar que f nde & continua em 2 = 1, Precisamos ACRar um € = u purd.
qual nio exisia & > 0 que torne verdadeira o afirmagic
inuaem = l precisamos sclar um & > O pard ~—CB5:LN>A ” e
R EDLl —E<xSl = 8= 1)~ <l <D+
He.16.02 - HG.16.03
T6S: LN>LN .
a CBS:LN=>A
HG.16.02 i
Tﬁg A>ﬁ U
C67: A>LN
Como fiv=1 parax < | ef{1; = 2, tomando-se £ = é (oull =l e 1), paratado &0, \
l=feigelas fixp=1 |
HG.16.04 T70: A=A — & ¢ I ndoestd entre (1) 5 efil)+ % Loga, nio existc & = 0 que loms verdadeira a
afirmagia e

C66:ASLN— —
//

\ CEEL ST g LR (1)~ % IO ;
/"’ \ HG.16.05

Partanio. & fungiio dada nio & continua em p = 1. Observe gue /6 continua em rodo p # 1

L
HG.16.06

Partanto, s fungfio dada ndo é contdnua em p = | Observe que /2 continua em o p = L
HG.16.07

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 128 - Esquema de conversoes da primeira parte da introdugdo da Secdo 3.3 do livro do Guidorizzi

i ainsagZo (&), fostd definida eu p. f;qm':
oot o e C1in 8 TS 1 % [n6 sssencal N sltuagl (e 6 cor
e A
T73: GR>GR™ TC7LIGRO>LN- | @
’ HG.15.09
HG.15.03 :
C69:GR>LN C70:GR>LN
| o — wrmande-se 4 = min (). 8]
C68:GR>LN T71: GR>GR
o ainaagZo (4] i o st o d 1sais
ﬁﬁnp@:‘:«wwmmr'am-emauww::“)’"--"-'ﬂﬂfﬂ!‘*‘"' D=lE=pl=ds 15 - L < edlfl = LI<e
S=r HG.15.14 R
o LR e i e HG.15.08 / /v :
¥ gt 1. 10 5l ik e p, s exists L que satisfiz & propriedad: ,\_l;‘.\[:r\r "Sieim L = £ s P (T, Pl e i il Gl s exists £, sfacrentn /
" HG.15.07 T77: A>A
T74: LN>LN
HG.15.05 HG.15.07" CBB:LN>A
. = Dt b piceses sobe e snbre o dominis de f segue ue existz xg © Dy com 02 Ly —p < &
T7Q: A>A ‘ s I
C72:LN>A |
c73 LN>A 1Ly = Lyl =1Ly = flsg) £500) = Lo | =1Ly = fixg 1= Lgnp = La |
Il T
— | /_,_,C39='-N>A Assini, pact 1odo e 5 O
prn cido 5 Ok, ewiste 5> Wh1al quo. para koo 5 6 Oy, ~ B 179: ASK B i B
Py T para tode € 3 D dado, existe 3 5> 01al que, pur todo x € 12 HG.15.15
B HG.15.06 clx—plas=1fx-Li<s \
HG.15.10 tomando-se & = min {5}, 8}
il C74:LN>A
T7Z: A>A O<la—plaf=|fix—Ll<eclitt—Lyl<e
| T75: A>A T76: A>A HG.15.13
\
)‘ / \ T
- e Dok ssaguis; 0
a— acedo (71 40 dimiae ae L para x fendendzaps Tim 130~ L
scima, U fato, suponhamas que Ly ¢ 1, satisfagam, sm p,  propriedade acia: ehedo, pm 0<lx—plcdy = | FN) — Lyl < et e i e d S L | BT
toda € > ) dado, exisrem & > O e 8, > 0 tals que HG.15.12 ok (5160 it e 15, e s et - (RS 15
Oetlx—pl<d =) — L1 < HG.15.17
HG.15.11 T80: ASA
|
Fonte: Elaborado pelo autor



Figura 129 - Esquema de conversdes da segunda parte da introdugfo da Se¢do 3.3 do livro do Guidorizzi.

Definics

0. Sepam: £
o mlevales que o

A

e

Tl mimers i que gaan: exisie & Coku, serd indicads o

8 0 o de /- Tizeimos que f e timse 1, oms p, 5.

o
Pt ¢ 2 1 ded, istir w8 20 1 e par ks

3

BElxpls 8 - B

lim (3= L,[\-.w._a.m a1, o e 4 € 01

B la gh e Em fl=E e

HG.15.19
C77:LN>A
HG.15.197

\

4

\

€78:A>GR \
{

HG.15.20

e i LIl i
-

HG.15.23

~———TB2: A>A—

- ~ T C80:A>GR
e f

T ) H‘EB::AM.N\ Z
\“\\ ‘f \‘\_‘
579“?5" CBLA>GR

[~

C85:GR>A___ .‘

s lim goxdexisn, entio  lim f(a) iambém exisind e
sop £

%
neps

Assia

A4t plafi i LS

Tl i £ qie quasdn SIS €TI0 T UG T M1 1130,

[¥ 02620 b g prn oy v 2
1 weli-pi< ol

fim fxi= lim () (Por yue™)
s a—p
HG.15.31
T

3, Sejam Fe g duss ungdes. Sa oxsr r > 012 Gue f(Y) = g (3] g — r <4< p ot hs #

/|‘|

|

HG.15.18
C76:LN=A
HG.15.18"
T81: A>A
HG.15.18"

C83:GR>A

—_—

-

HG.15.21

3 Sejam e 5 dhans funges, Se existiv s = (il que (1) = g (o) parap — r< xS p | nxEp
cse lim gix) existir, artlo Gm fix) também sxistiri o
fe s

Tim fix)= lim gix) (Por que?)
s p =

HG.15.29

TR

HG.15.25

TT84: ASA

HG.15.26

Fonte: Elaborado pelo autor.

frmtlisavisp o Loz fir)= Fin

T86: A>A

HG.15.28
C87:LN>A
HG.15.28"

[

givyexisin, entio lim f() toibén exishcd ¢
S p ey
T85: QB‘A
lim Fix)= lim gleh (Por qus?)
\.\ Nl rap

HG.15.32

3. Sejam fe g cuas unglies. Se existin 1 = Dl quefin) = g () paap — r <SS p— naEp

\,
3. Sejam fe ¢ duws Fanges, Se oxistic = 0 tal que F{x) = ¢ (3) parap — r<x<p 4 nx=p,
ese lim g(x) existr, ectdo im fx) wobém existii ¢
) ey

lim Fe) = im gix). (Por qué”)
e ki
B " H&ds.30




Figura 130 - Esquema de conversdes do exemplo 1 da Secao 3.3 do livro do Guidorizzi.

0 que queremos aqui £ lim fix), onde fé a fungao constamte f (x) — k. Como f € con-|
rap

iinua em todo p real

lim &= lim fixi= f{p) &
g

rap ¥

HG.16.02

T90: A>A EXEMPLO L. Calcule  lim k (k constante).

Aoy

HG.16.01

. TOL:A>A

tinua e odo p el

lim k= bm f(x)= jf(p)=k
T p =y

HG.16.04

O que queremos aqui ¢ T fix], onde f 8 a fungfo constante Fix) = £ Como f'é con-
T p

O que queremos aqui é lin f(x), onde fé a fungio constmte F(x) = & Como f'é con-
A=p

linua em todo p real

lim & L jivi= flp)— &
rap X3 p

HG.16.03

C90: A>LN

HG.16.05

HG.16.06

(Q limize de wma constante é a prapria constamte

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 131 - Esquema de conversdes dos exemplos 2 e 3 da Segdo 3.3 do livro do Guidorizzi.

g — EXEMPLO 3, Caleule lim !
T94: A>A Calcule x]m i
/ HG.18.01

EXEMPLO 2. Calcule hmq (3x—2).
C'um.:: :
HG.17.01
Y -
T93:1A>A %-%;.{+\parur$I:g(.ta:.r*]éconlinuaem\ logo lim (x+1)=g({l)=2. Il =g(x)parax # |
Camn = L X
HG.18.02 "T97: A>A— " segue da observagio 3, que
T95: A>A .
HG.18.02' pi @ty -
S BE=2= () =4, Co1l: ASLN Lt e
HG.18.02 HG.18.03
T96: A>A ;
HG.17.02 HG.18.02" T98: A>A
o T100: A>A HG.18.03’
T99: A>A
HG.18.03"

(e | 221 i
(26 o valor que fix) = -y deveria torem | para ser conumnua neste panto.)

HG.18.04
C92: A>LN
HG.18.04'

Fonte: Elaborado pelo autor.



Figura 132 - Esquema de conversoes do exemplo 4 da Segdo 3.3 do livro do Guidorizzi

[.2

xt =1
EXEMPLO 4. Calcule lim f(x) onde f[.rb:{—t_‘ sl
x=3]
3 sex =1,
Caliiafa HGlng
T101: A>A
Parax # 1, f(x) = Forl x <+ 1; assim
2 : Loox2 =1
oy ‘ lim f(x)= lims—— = lim (x4 )=2# {
P s # 1 fa) = == =+ Lassim | T104: A>A g1 T 3] AL Ay U2t A
HG.19.04

Hinefia) = Bm 51— fim 4 1) =2 £l
1 Py vl

r— 1 xi—1
HG.19.02 T105: A>A
T102: A>A
HG.19.02'
T103: A>A
HG.19.02"
Parax #+ I, fix)= i x +1; assim
i P | ’ o
im fix)= lm = limfar¥) = 2 # £(1)
x=1 r—s] x¥=— x=l
HG.19.04

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 133 - Esquema de conversdes do exemplo 5 da Segédo 3.3 do livro do
Guidorizzi.

EXEMPLO 5. As fungdes dadas por f(x) = ¥" e g(x)=%x (n = 1 natural) sio continuas
(Verifique.) Assim
lim-w®=p"  para todo p real,
""" HG.20.01
T106: A>A
HG.20.01’
T107: A=A
HG.20.01"

T108: A=A

X

lim. Ax. =4 p. para todo p no dominio de glx) = x
o HG.20.02

T109: A>A

HG.20.02'

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 134 - Esquema de conversdes na introdugdo da Secdo 3.4 do livro do Guidorizzi.

Sejam e fungse, p m miimera real & smonhmos qus existe At que | p, | C Dy e e T L
Definimos: ) ) S e =0 A8 > 0l que
Jim Sl Lo, e s - Ll <e
. I— ' . Ve 0,18 Ol que
C94: A>LN x]_':';. H“_f‘h{p<xcp"5 = fir-Ll<e HG.21.05
! HG.21.01 T110: A>A
X C93: LN>A HGiZ1.05:
\\ HG.21.01°
\ }
\
\
© miraer T guarda existe, denomina-se limite Jateral @ esqurerco de 1, ¢iap. ” —CQS:\lA> LN
HG.21.06

0 niimera 7., quanda exidin, denomina-se lmite lotaral & dircine de f em .

CO5:LN>GR —

|
' HG.21.02
|
" 5 C99: LN=GR
~ =
Quanda + taerde a . pela direits, [ (1) i y Quande x tende 2 2, pele caquenda, £ (x) tende 3 L
€961 GR>LN——) *ients I, fw=t f""’/.( T TC100: GR>LN— U ST
— HG.21.04 : o - HG.21.08
C97: GR=>A T C101: LN=>A
HG.21.04' TI13: A=A HG.21.07 HG.21.08'
T
|
|
|
HG.21,03 T111; A>A
/
{
/
 Ti116: AxA___
T uma conseyudneia imediala das definigies do limite ¢ de limites lacrmis que se — e - . , i
Jim )= Lese paraalgom » > 0, f(x) = g (x)em |p, p — o[, entdo l'?;‘, fog= fﬂp gix) = L Seocomar flu) — g fabem o - pl, eotan
x 2 ;
lim fixl= lim gix= L Se ocomerfic) — g (shem |p ~ r, o, cotfio ,*L";_ fur= A"_'{'r gm=L
mEs HG.21.10
THGf. 1A09A T112: A=A
HG.21.00° HG.21.10°
T115: A=A
HG.21.09"

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 135 - Esquema de conversdes do exemplo 1 da Seco 3.4 do livro do Guidorizzi.

EXEMPLO 1. Ca'cule h'm] fixie \iml e, sendo flx)= {,-2 s x]
FET & -

Ix se x>l

HG.22.01
Ti17: A=A
HG.22.01'
// 'Ié A=A
T118r: A=A 1‘
/ |
/ |
|
/ |
i
g
 T120: A>A——»{ lim fin= lim 2 =2e Em fi= lim &= 1L
Iirr‘vflfx}- lim12_'x =0, liml flyy = Iim‘ A=l A ) L r—l
HG.22.02 HG.22.03
T119: A=A Ti21: A>A
HG.22.02" HG.22.03"

Fonte: Elaborado pelo autor.



Figura 136 - Esquema de conversdes do exemplo 2 da Secdo 3.4 do livro do Guidorizzi.

HG.23.02
T125: A>A
HG.23.02'
Ti26: A>A
HG.23.02"

EXEMPLO L Caleale  lim_ — ¢ lir
rsat ¥ 0T ¥

— HG.23.01

Lt w x L-T128: AzA
S

Ti24: ASA T123: A>A

HG.23.01

————— V127 AvAT

Tl‘:?: A>A—

/

Ohservacdes

Lse lm_flxbe

HG.24.05
T133: A=A
HG.24.05"
Ti34: A=A
HG.24.05

Teoremu, Sejam fuma fungio. » um £limers real ¢ supochamos que existam we &

tai que Ju, ol e L. b] estejum contidos em Dy Entic,

; f admite Timites loteris 3 direity ¢ & ssguerda em p
'hm Fin L= e dim 0= lim flo=L
-p 1=p s

HG.23.04
T130: A=A
HG.23.04'
T131: A=A
HG.23.04"

fim [l existiem e forem diferenies, entSo lim F{x) néo existing,
- R

T135; A>A
\

2. Se existizem a e # tais que le pl e ln bl estejan contidos om 73, & se, e g um dos

limites Laterais 1o exise, entdo lim f(x) nio cxistird,
=

HG.24.06

Fonte: Elaborado pelo autor.

€ x =0
s r el
i Y = - e GEETE——
vl £ 0 arx T
HG.23.03
T128: A=A
HG.23.03"

3. Se existirem reals r 2= 0 ¢ buais yu Ip, b Dy ¢ Jp— vl 0 0= hentin

Ligy fixy = tim  poo desde que o o kateral & dircila orista Se ocorrer
140 A-eat

HG.24.07
T137: A=A
HG.24.07"

|
T138: A=A
|

1o pl © el p + 5 0D, et im o fix) = lim fir), desde que o limit
i rsp xp

latera A e squenda exista,

HG.24.08
Ti39: A>A
HG.24.08'
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Figura 137 - Esquema de conversoes do exemplo 2 da Se¢do 3.4 do livro do Guidorizzi

|
/

EXEMPLO L lim +5
. 0h

xl i
2. existe? Por qué’
x

HG.25.01
,’/

T140: ASA
/

\

Ti42: A>A
\

II
1
|
Sohwegio
Soligds o B e e S
W ET G dal s T [ — vl X a2l r=l el

B x=D X ¥l T T144: A>A HG.25.03

HG.25.02 T
T141: A>A o
HG.25.02 |
1
|
1
|
\
\ \
|
\
% |
\ \
T145: A>A lﬂ
1

ey  T146: A=A

e =
Irl

= 1l
Como lm ——= him | sepue que Bm —— nio exisie,
[ S ] X

HG.25.04

T147: A=A
HG.25.04"
T148: A=A
HG.25.04"

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 138 - Esquema de conversdes da introducdo da Se¢do 4.1 do livro do Guidorizzi.

lim flx)=1.
X »—=

Nosso objelivo, nésk segdo, ¢ dur um signiticado para os simbolos _T149: ASA— HG.26.03
IJ_nl_ fixy=1L
T151: A>A
HG.26.01
(¥ e>0,28 >0, com =8 < a el que
C102: A>LN S
(lgia: limite de f(x). para x wndendo & mais infinito, € 1guala L) e R reE-8=L-e<f(n)<L+e

HG.26.06

ol T152: A>A
HG.26.06°

C103: \LN>A

1

Definicdo 1. Sc¢ja fuma fungéo ¢ suponhamas que exista @ tal que Ja, +=| C By
Definimos
—

m fix)=1 -
v+

AFh=L—el flx) T Lte

[¥e>0.35%0.com 8> g, al que C104: A>GR—

HG.26.04
T150: A=A
HG.26.04'

Fonte: Elaborado pelo autor.



Figura 139 - Esquema de conversdes do exemplo 1 da Segéo 4.1 do livro do Guidorizzi.

EXEMPLO 1. Culcule  lim 1, & justificuc.
X—s to0 X
HG.27.01

T153: A>A
Fusufteagio

T154: A>A_ L. 1

- T Dedo € > 0 e tomando-se & = —

E

Solugda i ; r=A=0< l < E
Quanto maior o valor de x, mass préximo de zero esiaid geil 1|‘er —= 0. — 1
HG,27.02 i By g i
X
T155: A>A HG.27.03

Loge, lim oo —C105: A>GL

z=lx X

—_-‘_\“\
HG.27.04

T

O+

HG.27.05

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 140 - Esquema de conversdes da introdugdo da Sec¢do 4.2 do livro do Guidorizzi.

Definicda 2. Scjam fuma fingho, p um ndmerss real ¢ supanhames que exista b tal
gue Ip, bl © . Diefinimos
(o e 0,380, com p+ 5= b, tal que
Tim  fix)= =+
P PETCp+ b flae

HG.28.02
T160: A=A
HG.28.02'

Deixamos a seu carpo definir i
T

HG.28.04
T161: A=A
HG.28.04"

T162: A=A
HG.28.04"

m_fig=—=_Jim fid=+% Hm f@=—=
P o

e
Definigio 1, Suponhamos que cxista o tal que e, +%[ C J’E’. Nefimirmas

IV!>H.15}U,Cvm§>mLﬂlque
1a) bm flri=-w =
ey !‘xpes:j'm}e

€20, =0, com &> g, tal que
@ lim flai=—w e
P vEdo Y e

HG.28.01
T156: A=A
HG.28.01'
T157: A=A
HG.28.01"
T158: A=A
HG.28.01™
T159: A=A

HG.28.05
T164: A>A
HG.28.05'
T165: A=A
HG.28.05"
T166: A>A
HG.28.05"

G f=+m bm fld= o lm = 4me bm flg= o=
ronT Eoap ¥ ap xap

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 141 - Esquema de conversdes do exemplo 1 da Secdo 4.2 do livro do Guidorizzi

EXEMPLO 1. Caleule  Hm . - ¢ justifique.
ot T

C107; A>T 08 AR GR
( HG.29.01 \
| \
| |
.‘ \
\
Salugan
11 1 1 !
Eil = — — — —s
2 10 100 1000 C108: T>GR—__
T T
1
= |l 2 10 100 1000 — +=
HG.29.02 !
x T
HG.29.03
C111: GR=A
C110: T>A
.
g I
Ti67: A>A—— 12"3_ Sk y
o HG.29.04
Justificagds e —
Diaddo € = 0 ¢ tomando-se &
2 1 ~T168: &ifu\ b I
Goxsd=m— >e ¥
3 = HG.29.07
HG.29.05 I
) L ~_C111": GR=A
fim LSS
=il 2
HG.29.06

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 142 - Esquema de conversdes do exemplo 2 da Secdo 4.2 do livro do Guidorizzi.

EXEMPLO 2. Celeule  lim & ¢ stfidue.

£ ==

HG.30.01
T169: A=A
i
Solugio  T170:A>A__
Dado e = 0¢ wmando-se & — ¢ Loga, )
& Im &= +=,
rx = e aiecs i
HG.30.02 HG.30.03

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 143 - Esquema de conversdes dos exemplos 1, 2, 3 e 4 da Secdo 4.3 do livro do Guidorizzi.

EXEMPLO L. Scja a segiiéncia ce termo getal a,, — 2", Temos EXEMPLO 2. Seja a seqliéncia de termo geral 5, = 1 + 2+ 3 4 ... + n. Temos

Ume seqiiéncia ou sucessdn de mimenos reais & sma fungdo s = a,, a valores reais, cujo _ v sl — 2l — _ a - 2
dominia & um subconjunto de B, As seqéncias que vio interessar a0 curso sio aquelas cujo ap= e =T =2 aplygp=Ttidi =1 2o ol
HG.32.01° HG.33.01
HG.31.01
T171: A>A C112: A>N
HG.32.01" HG.33.01'
Scpaun < does naurais, O simbolo
EXEMEL() 3, FXEMPLOW. Seja » seqbéncia e emmo gerd = £ 4 Tomes s

3
nJl; By T gy e

Pk

“é: =+ P e Faat -5 I i f‘,‘w‘_b_ S
LI R R L e 2
T a0 ST HG.33.02
T174: A>A HG.35.01 T172: A>A
HG.34.01' C113: A>N HG.§3.02
T175: A=A HG.35.01' T173: A>A
HG.34.01" HG.33.02"

(e sorakiria de @, pura k vasendo de o ae a) £ UE0N PAr IEGCME S BOMIA das TG

[ S R

Fonte: Elaborado pelo autor.



Figura 144 - Esquema de conversdes do exemplo 5 da Secdo 4.3 do livro do Guidorizzi.

FXENTPLOY S, Gl dere & sequiéncla deermn fercd sy ’ifwyr_.qmn Verihgae
— |
== HG.36.01
T176: A>A
HG.36.01"

T177: ASE

Multiplicantes mbe o b ot £, v
el

st T178: A>A___
@ gt R et T b ———
HG.36.02 j ® PR
e T HG.36.03
T179: A>A
T181: A>A A, T B SR M ‘
/.’ HG.36.06
/ —
T182: A>A
!
{
/
/ ® 4, ma ] 5, e
/ eI, QU3 oS i ¢ ST 0SB, = . s o
s HG.36.09
i |-‘{’ C114: A>N
HG.36.05 HG.36.09'
T189: A>A
HG.36.09”
C115: LN>A
HG.36.09"

T186: A=A
\ \-\l‘\
\\ T [, [Tpe——— R
Definaen
(s ek & 5 1w m mamral g e
D e S,
i ko 50 Nty a7
[ T a—y
ahbe 3
: HG.36.07
Pasa todar €~ 1, saise wm namrsl m, 6l que |
-, i Mol | T183: A>A
i | HG.36.07'
HG.36.08 Ti84: A>A
T187: A>A HG.36.07"
HG.36.08’ T185: A>A
HG.36.07™
T
‘u \
T190:‘ A=A B

T188: A>A

EAFINE, QUE Gy CERE TS i a & SerevemOs , — @ 58

8, diverme e | % sz, = A i

drssa, wus s, diverae

i de

i FIEP—
e d fonmes ® Koy [ 457" splicaes squi

289

o
HG.36.10
C116: A>LN
HG.?6.10 HG.36.10
C117: LN>A :
g T193: A>A
HG.36.10 HG.36.11’
T191: A>A o
HG.36.10"

Fonte: Elaborado pelo autor.



Figura 145 - Esquema de conversdes da Se¢do 4.4 do livro do Guidorizzi.

SefuSumia fangun Gl gue Sm Gy — F2 o, uma 3o LENCi gUT CORYEREE 8 , com
ey
45 Uy Ca, % p purs toco natmal A, E nsiura) esperar qus

I Lm fia) =L
T194: A>A” "l'_"G 37.01
C118:A>LN
HG.37.01"
C119:LN>A
HG.37.01" Cama m, — v para & > 1 acima sxige v aaninal g al que
D fase, sende Tim o fiad = L, dedw = 0, eaiste & 5 0 al que n=ng=lg,—pi= b
voap =
o D li=pl< Bl —Li<e —— - - — S qu‘;:?‘;\gi
HG.27.02 “T196: A=A HG.37.03"
T195: A>A
HG.37.02'
DeMe@ —-T198: A>A
—T199: ASA— AR m L
Cenma, * p, para ke, - —
@ AFagS0<la,~al< b T HG.37.05
HG:37.04 T200: A>A
Cl20:A>LN
— —
T o — . <
// Lim particolar, se [ o cuntinug m p € 52 8, COUVEIRT & f. COM 4, T L BArS thlo af

/ ///
g

lnga
Jdm fiad- L
HG.37.06

120 gue virmes aciime el qae seexisdrem (s setiéncias a, ¢ & coma, = g b, 7
Pa 040 A, qUE convergEm npese lim o Flad ¢ lim o fib b enth Em fiom
e Pl e

entan Ll fal = f ph
e HG.37.07
T201: A=A
HG.37.07"
C121:LN>A
HG.37.07"

T202: A>A

I, Trpiemenonte, s iaie praceuso pArn MOsi a ni-eaiSIEC B 1Mt def
HG.37.08

T203: A>A

HG.37.08'

T204: A>A

HG.37.08"

HG.37.08""

HG.37.08"""

Fonte: Elaborado pelo autor.
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ESQUEMAS DO LIVRO DO STEWART:

Figura 146 - Esquema de conversdes da se¢do O problema da area do capitulo Uma
Apresentagao do Calculo do livro do Stewart.

15.01.01
e T1:GE>GE
e 15.01.01" e
T T2:GE>GE C3:GE>GR
criGe>IN 15.01.01" |
ey T3:GE>GE \
| 15.01.01"" ‘
| T4:GE>GE |
| 15.01.01"" \
| T5:GE>GE |
| JS5.01.01™" ‘
\ |
|
\ u
R —
I\ A
\ 35.01.03
e
4 C2:LN>A
o, fca exiderie L L
que Dk rencs. ent 5o, que o
15.01.04
e T7:GR>GR
e 15.01.04'
TG:LN=>LN T8:GR>GR
1J5.01.02 15.01.04"
T8:GR>GR
15.01.04™

Fonte: Elaborado pelo autor.



Figura 147 - Esquema de conversdes da Secdo O problema da tangente do capitulo Uma Apresentacao do Calculo do livro
do Stewart.

Considere o problema e fentar detorminars e BRgente £ i UM Curva com equagio ¥ = F(x],
e o ponko £ Diremios uma definigio previsu de reia sugenie no Capiwlo 2, Pos ons,

J5.02.01

To:GR>GR T10:GR>GR
C10;GR>A

J5.02.02

(lim Mg
C7:LN>A— 15.02.08

J5.02.04

s i
s a

— pye
J5.02.10 J5.02.05
T11:LN>LN
15.02.06
¢ dizemon que m & o limile de g quando () eade a0 porto # a0 longo da cumva Uma vez,
C9:LN>A ey pende 4 a quando & wnde a P, ambém podemos usir a Eguagfo | pars escrever
15.02.09
T13:LN>LN
15.02.09'

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 148 - Esquema de conversdes da Secao Velocidade do capitulo Uma Apresentagdo do Calculo do livro do

Stewart.

Quinndo olbames 1o velosimetno de un cime & vemos que ele evtd a 48 kil o g oe evsa i
firnsagiio imdica ! Sahemos gue. se s veloilade permanecer cons tanie. apds uma hor o carm
terd percormde 48 ki, Poném, se a velocklade do Garmo vanar, qual o significado de a veloc
e ser. em i dadis miome o, 48 knvh?

J5.03.01

\4:T>T

15.03.02 L\ ' .03
CLO:N>T BT /'

C13:T>GR

CLLN>T
/ |
C16:T>A
C14:T>GR_ T15:T5T ‘
T el . C15:TSLN
C18:LN>A
C17:LN>GR ==
i
As velocidades médins em intervalos cods ver menores parecen ficar cada ver muis o=
imas de 3 dessa formi, esperamos qoe exmamente em 1= 4 a velocidude seji cerca de 5 mis
No Capitulo iremos a veloeidade instantinea phieti ean mov imerie come o 1i- "
mite das velocidudes médias om intervains de tempo el ver monoess velekdaik il = SR pevoncds _ f0) /49
15.03.05 Beser
T16:LN>LN
J5.03.05'
[i
[
T17=k:\I>LN €20:A>LN
C19:GR>LN \ _

Ao valor ik G velovndade nidia swanbo ¢ asbose de 4 iso &

Tqm & o mesma eoisa que s inclinaclo da retw secante I'C da Figur §, A velocidede v quando
: A
Js5.03.08

C21:|N>A

W=

-4
15.03.09

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 149 - Esquema de conversdes da Secdo O limite de uma Sequéncia do capitulo Uma Apresenta¢ao do Calculo do livro do Stewart.

22:LN>GE
B

czs:zif»‘
15.04.01 g 15.04.02
T18:GE>GE

_—C24:GE>A 15.04.02"

e seqinein. As posiies sacesivas de
. yednf.

T21:A>A
15.04.03
T19:A>A
15.04,03" "*‘*127:».4\
“an pesal, s e {ue) & e ey @il em dem defini
Por exemplo, is sequéncin
15.04.04
T S
C25:A>N" c ita < 1 P oo A, Poalemas mosar gue ambias
st J5.04.15
- == . T28:A>A
- 15.04.07 C30:GRaLN CTAGE 15.04.15°
T24:A5A C29:GE>LN / >
C31:LN>A /
{
.,\\ T31/:A>A
15.04.11 /
g 10} ou desenhanio set g Xy, Ohserve ent ambus os fenres
T e e | | onc B
\ cwl!lcmmr -,‘m_nd‘r B mos ke par
| = 15.04.12
C32:A5LN T26:LN>LN J5.04.09
i T22:LN>LN ' )
15.04.12 16.04.00" i a, = p = B e
\ T23:LN=LN
\ 15.04.09"
15.04.16
T29:A>A
eck M T30:A>A JS.04.16"

C34:N=A

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 150 - Esquema de conversdes da Se¢do A soma de uma Série do capitulo Uma
Apresentagdo do Calculo do livro do Stewart.

Ot parsdos e de Zenda, eonforme nos fal passads por Aristdteles, ¢ o eguinte: “Unma pes
st e et i el v sl 15 ar disctamerts aié a prrede, Para fazer isa
ela deveria percomer meide da distincia, depois & metaile da distincia reswnie ¢, entie.

vament

metade da distaneia gque resou ¢ assim g

st e formu que o precesss pode
SC e conlinado ¢ nio ok urn fm”. (Ve o Figaira 1)
15.05.01
C35:LN>GE
C36;GE>N———— i
i 1L.05.02

TIRN=NT

C38:N>LN—

15.05.05 \
T3 :L>N

v (e a e s st s ki RerTam, &5 sorers furciais

N Canler Ve fis

i e disto €, ol
i i e da s, podsmus 0mar e s -
wial s Vo i g 1 spsantn quiservaos. Parece, entio, sadivel tizey que 2 soma da s
15.05.06
| T35:LN>LN
‘.‘ J5.05.07

C4n:IN>N

C39:LN=A
% ..‘.}%4‘.‘:\ //_\‘!m_z_:l
15.05.12 - CAL:N>A—— 35.05.13

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 151 - Esquema de conversdes do exemplo 1 da secdo 2.1 do livro do Stewart.

Enconire uma equagio da reta tangente 4 pardhola v = 7 no ponto PL1 Iir‘

J5.08.01

|

\
. C42:N>GR

—C43:GR>A

C44:Q>LN

C45:LN>T ——

_T35:T>T— —
I

e a inclinagio da reta tangente € o mite das inclinagies das relas secantes ¢
0 simbollcamente escrevernk que
— C48:T=>LN

15.08.07

_ T3BAZA—

15.08.09
T39:A>A
15.08.09"

lim ey =

C50:A>LN

C51:LN>G

ps

J5.08.10

N\

e S
T T37:GR>GR— 15.08.12

15.08.11 T42:GR>GR
T40:GR>GR 15.08.12"

J5.08.11° T43:GR>GR
T41:GR>GR J5.08.12"

J5.08.11"

Fonte: Elaborado pelo autor.



Figura 152 - Esquema de conversdes do exemplo 2 da secdo 2.1 do livro do Stewart.

:

J5.09.01

: T
Ea ki C56:LN=>T

C55:LIN:GR

T T T44 T T

15.09.04

C54:T>GR

JS.09.03

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 153 - Esquema de conversdes do exemplo 3 da secdo 2.1 do livro do Stewart.

[EETINEN Suponha que wma bl sem solta a partir do ponto de abservagiio no alto da Tome
CN. em Tocontio, 430 m acima do-sole. Encontre a velocklude da bola apis 5 segundos.

J5.10.01 =

i T TTCe0iNT

C58:LN>A

i = 4

J5.10.02

C61:T>LN

peciinma de 49 avs. A velockdade instantinen guando ¢ = 5 ¢ definida como o valor -

Ta46: L[N LN Parece que, b medida que eneurmamaos o perfido do sempa, a velocidade madis fica coda ver
Tessars velscidades médias e periodos de lempa cada ver menones, comeganda em
= 5, A,  velocklinde (instuntinea) apds 3 sepundos &
J5.10.04
T45:LN>LN
J5.10.04'

: [ —
P rhipE eyt v Ce2:LN>GR

35.10.05 ‘ /

e
Tl sk P e

C63:GR>LN

sque ¢ igual 3 velooidade média no inervala de lempe [0, 4 + 1], Loge, a velacidade no ms-
wante £ = 1 du limie dessis vehocidades medias quanto b tende 2 01 deve ser igual 3 mclina-
sim o reta vangeime em P (o lianise dos inclimgdes dis retas secantes b

15.10.07

Fonte: Elaborado pelo autor.

15.10.03

15.10.06
T47.GR>GR
15.10.06"
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Figura 154 - Esquema de conversdes da introdugdo da segdo 2.2 do livro do Stewart.

Vi anslisar o comportamento d foriglo £ definida por f3) = x% = x + 2 para valo-
res de & proximons de 2. A tahela a seguir fomexe o valors de £(r) pars valores de ¥ prosi-

Js.11.01

)4 AT

__— Ce6:T>GR-

35.11.02
T48:T>T
15.11.02
e
15.11.04 T C68:GR>LN
T4g:LN>LN
15.11.04'
ceradn T50:LN>LN
15.11.04"
/
C71;LN>A
C69:T>LN

J5.11.05

JS.11.06
C72:A>LN
JS.11.08’
T51:LN>LN
JS.11.06”

T54:A>A

CGS:A)GR\‘

& () vondem L quando ¥ kendk & o, Erm o
2 s prevemos do rimera L meddy
. Mos X % a (Lima definigso M precisa

Girmssa amichn
Ay

TR (9 i
<o daila r1a Segin 244

J5.11.07
T52:LN>LN
Js.11.07'
[
C74:LN>A T56:LN>LN
(=L quando s—a
C75:A>LN " Flxd L:ndo a Lq\'lllril]n x hfmh' aa” -

J5.11.09

15.11.10

C77;A>GR .
C78:LN>GR

C76:A>GR

Js.11.11
T54:GR>GR
J5.11.11°
T55:GR>GR

Js.11.11"

lics et defi-
em . & ver

A Figurs 2 mintra os grafios de trs fungoes, Note que. 1 parte (1,
L M. e eads case, o irportande o que.

nida . i parte (b, fla
1 dode que lim, ) = Lo

C79:GR>A"
Js.11.19

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 155 - Esquema de conversdes do exemplo 1 da se¢@o 2.2 do livro do Stewart.

15.12.01

T57:A>A

_CB1L:A>T

CBO:A>T— 5

30LUCAD Observe que o fungde flx) = (x = 1V(* = 1) ndo estd definida quando < = |,
miss fsso mio importa, pais a definign de lim .., #0r) diz que devemos considernr valores do
U G830 PrONIIIS de i, M 0 S50 igiiks 4 o

15.12.02

R
T58:T>T — -

15.12.04 |
C83:T>A

_———C84:A>

O Exemplo | ectd ilustrad pelo grifico de f na Figura 3,
mente f definindo seu valor eomo 2 quando ¥ = | & chamanda

C86:LN>A"

vaamos s lipeirs-
s resultimie de g1

15.12.07

__ T88:GR>LN 35.12.10

Essa nova fungiio g tem o mesmo limite quando v tende a |

15.12.09

Fonte: Elaborado pelo autor.



Figura 156 - Esquema de conversdes do exemplo 2 da se¢do 2.2 do livro do Stewart.

15.13.01

15.13.02

A medida qoe ¢ ende g (), s valores da funglo parecem tender a 0, 1668666 . ¢, assim. po-

C90:A>GR i o -
15.13.03 C92:LN>A

| COXTHIN—
//

15.13.04

J5.13.06

C94:LN=A

J5.13.05

L

———————— C95:A>GR.

CB?GR>LN— t

¥

J5.13.07

Js5.13.08
T60:GR>GR
grifiva o computador. As paites (a) e (b da Fig ¥ r
friseiipisihsspanitelnprod uiskribnph e 543,08
de eeren de & Pondm, se dermas um zaem, eomp em (¢) ¢ T61:GR>GR
(. obieremos grifloos imprecisos, novamenie em virtude de problemas com o sublrdo, 15.13.08"
15.13.09 T62:GR>GR
15.13.08""

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 157 - Esquema de conversdes do exemplo 3 da sec¢do 2.2 do livro do Stewart.

IEEEER Foga vma essbmativa de _I"_'I.TTI:“
J5.14.01

T63:A>A

C97:A>GR
A A Tungdo i) = (sen oy odo esti definda quindo o = 0 Usomdo g calouba-

dora (¢ lembrandosse de que, we 1 & B, sen cindica o senn de wm ingalo cujs fu i roe

ifissaens & ), comstruimen a tibe|a oo ldo sspndo vialores com precisio di oito cosps decime s

J5.14.02

C89:A>GR

Fonte: Elaborado pelo autor.

15.14.05
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Figura 158 - Esquema de conversdes do exemplo 4 da se¢ao 2.2 do livro do Stewart.

EEEGERR sl oy e

15.15.01

|

|
T64'1'A>A
)

OLUGAD Mads uimiavee a fongho fLr) = send /o) i estd definida em 0. Cileulamdu s Fon
i pars alguns valores poquenos de . semiss

J5.15.02

C103:A>

| Clo4iNmAT

B sanesimi s, f (00011 = f{L0001] = . Com b nessa imformagio, Beariumin e
tader 8 conjecturar que

15.15.03
Dessi voz, T antanmio, moss con i Obsserve e, embora f (1/n) = sen mr = O
pam bk miniercs e A &t v s o £(x) = | pars nfinios valores de v que ten.-
dem a0 Vock podent ver isto a partir do grifico de § mestrade na Figara 7.
Lo e
C105:A>GR
JS.15.06
15.15.07

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 159 - Esquema de conversdes do exemplo 5 da se¢do 2.2 do livro
do Stewart.

/
T6?:|A>A

|

v

Mais tarde, veremos que lim, .o cos Sv = | e entio segue gque o Timile ¢ 00001
15.16.06
T69:A=A
15.16.06"

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 160 - Esquema de conversdes do exemplo 6 da se¢ao 2.2 do livro do Stewart.

J5.17.01

C109:A>LN
C108:A>GR \

C110:GR=>LN— Quamedo ¢ sendi a 0 pela esquesdin, JU0 ende o O, Quande ¢ wnde o 0 pela direiti, Hn
tende a |. Nao hif am mimern anico para o gqual B} tende guando ¢ iende o O, Porianio,
Hirm e HTD 00 exaste, =
J5.17.03

Fonte: Elaborado pelo autor.



Figura 161 - Esquema de conversdes da subse¢do Limites laterais da se¢do 2.2 do livro do Stewart.

H(r) tende a () quando ¢ tende a O pela esquerda, ——T70:LN>LN—

Hiz) tende a 1

quande 7 tende a ) pela direita.

lim H{r) =0

1)

JS.18.03

15.18.02
CL1Z:LN>A
:.ﬁKI_N
/ ;

meisor g i Dhe maivelrd seimelhunnic, se ¢xiginmon 4o 1 scja maio que o, ibimes "o timite
i dirita de £ o) quands xtemde n o ¢ igusl L ¢ e
lim H() =1 irinel
—i)
15.18.04 15.18.06
C113:LN>A
15.18.08’
L
7] Difsigin Excrevimin '/,/’
tm o) = £ /‘I
il G s ¢ i 4 o 4 1 — __*—TT’IQ:LN}/LN
o pribtimion de £. -« suficientEmenic prissimg 2 ¢ 4 meDor ue i
15.18.05 o
J5.18. 05’ C115:A>GR
T72:LN>LN
J5.18.05"
T73:LN=>LN
15.18.05"
I T75:GR>GR_ .
//"- 1*1________
— ———
C114:LN>GR e E— A
5 o
S £
" e
T = / Bl =t
= 15.18.08
fin ) . Cli7:GR>A 15.18.08
i = b _&%7__¥_6115:GR)A——*“ T lmf =L wewmeess  fim fii—L ¢ fim Sl =1
iablim fii=L 15.18.09
J5.18.07 T76:A>A
15.18.07" 15.18.09*
T77:A=A
JS.18.09"

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 162 - Esquema de conversdes do exemplo 7 da se¢@o 2.2 do livro do Stewart

C118:GR>LN

S0 A prartir ks grilficn, vermms g os vaboros Je sk lenden a3 i medida que s de 5
endem o 2 pela exsperda, mus tendem a | guindo § tende i 2 pela direitn, Logo

J5.19.02
T79:LN>=LN
J5.19.02'

C120:LN>A

|

.

(a) Tim gle) =3 e by lim glx) = |
J5.19.03

T80:A>A

J5.19.03'

v

15.19.01

Cl]9:IIGR>A

\

|
|

|
L]

(d) lim glx) =2 e {e) lim glx) =2
x5 x 3

J5.19.04
TEBLIA>A
15.19.04"

limg(y) =2
J]5.19.05

Fonte: Elaborado pelo autor.




Figura 163 - Esquema de conversdes do exemplo 8 da se¢do 2.2 do livro do Stewart.

FIGUAR 12
fim fCrp=z:
15.20.16
C139:GR>A
15.20.16"

T89 :qR>GR
v
Qe thawrmos cue wn T @ um “negeRen

i, e i co e 8 Qe 1
s s vk s 8 e

1
(2 UEUEY Encontre lll‘(l —5. S€ exisir.
x2
Js.20. 01

! C121: A>T’_“

C124:QA

— ——C123:T>GR

15.20.02

T C122TA=GR

C125:GR>INT

A medida gue x tende a 0, ¢ cumbém tende a 0. e 1/6° ficn muito grande.

C134:LN>GR

s 11 purtce que
safickmie-

" e
mente privinos de 0. Assin, ov valores de f(1) o tendem 2 om & nli existe

TR

J5.20.03

ClZB:LN)A'f)‘

C128\ELN>A

}R‘Tsm».q_y" B == 120 AS LN
15.20.07
— %

1 C127:A=LN
~

para indicar qué os valores de {1
et} ek g s bomar cadi v i provine de o

Js.20.08

e a se tornar cuda ver malores (00 " erescer limi-

ser b

15.20.06

existe. Expressa simplesinents uma mancirs particular de oo exisiéncia de linie: 11 prde
quanihis quisern s, brmande 1 suficientEmente peri de ()

Qutra notagio para lim, ., f{v) = = ¢
SIA>AT

15.20.10

‘}2:A>LN~[

15.20.12

T83:LN>LN
25.20.04 [ F = quan ¥ ra J
TN JE nii
[ (x) se torna infinito quando x tende a o™
AR lim, ., f(x) = —T86:A>A

T

C133:N>GR_ / C145:A>GR
H \ /
g \ TB8:LN>LN } “olimite de f{x), quando v tende a a. & inlinito™ ‘ // TILA>A 15.20.21
C135:LN>GR 15:20:13 C132:LNSA Jim (=2 TOLASA i sy =2
F:U::”JS 20.17 - = Js.20.21"
C140:GR>A ( l T 1 J . Jim flo) = = T93: A>ﬁ:’ lim, fx) = =
J5.20.17 "'_,"[.IJ cresce ilimitadamente quando x tende a o™ L/,-r"" C144 LN>A— '|'5930A2>1A T104:A=A
15.20.15 | 1s2020 AR :
C136:GR>A . 15.20.21 T
S /
-
5 Defimigha Seja fdelinid b o Taslos e . excenn possivelmenie 19 prv- J15.20.23
prin . Entio T98: A=A

Hign [} = =

—C142:IN>A—

I
C130:LN>A

o flal ==

e () fcavem bRrarEnte et pras
e “

15.20.09°

U] Datmgho Arer

A simibols ling, - J(c) = —= peude see lik dis Seguintes Normsas: ™o Himite & /1) quasdo o g
bende & o & menns (nfine”, o ~rm__|uc.-.e” imitadamente quands ¢ ténde a o™ Como

s, pordim nepaivos, fm fish == i o
i C143:A>LN " 1:?9200:3**
Jo20 IR 15.20.19" L 505w
GlalA=LN TOO:LN>LN T105 ASH
15.20.18 J5.20.19" 35.20.23"™
= T102:A>A
15.20.23""

P exennpho, i i v & Ut sssinon JSRR0RE v = 1fx*, s i, o (

T103:A>A
15.20.24"

ulu-uigm? ical da curva = (143 ve pein
e LAl oy

Jim i =

lim i) = —=

T105:A>A

Yy ==

Fonte: Elaborado pelo autor.

mawn

315.20.22
C146:GR=A

15.20.22"

© C150:A>GR -
T95:GR>GR

"s.20.22% "
C147:GR>A
15.20.22™
C151:A>GR
T96:GR>GR
15.20.22""
C148:GR>A
15.20.22"
C152:A>GR
T97:GR>GR
15,20, 227
C149:GR>A
b=t it
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Figura 164 - Esquema de conversdes do exemplo 9 da sec¢éo 2.2 do livro do
Stewart.

i _'-“_1 —= }>_ _——T106:A>A_______
J5.21.01

| J5.21.042

\ " e C154:A>GR
C153:A>GR : RS2

"

FIGURA 1S

1S.21.04
C155:GR>A
Js.21.047

|
C156;GR>A

rifico dnourva v o= 2y /iy — 3esiidado nn Figura 15 A et v = 34 ami sesiniota ver-
-—

JS.21.063

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 165 - Esquema de conversdes do exemplo 10 da se¢do 2.2 do livro do Stewart.

UALEGELE Encontre as assimotas verticais de fix) = gy,

J5.22.01
T
T107:A>A
v
T110;A>A TI08:ASA_ __T109:A>A
/ exislem assinbolie vertiears em polencial nos posifcs nos quais coss = 0 De fat ' |
/ con uandu & cons —» " quando et sco
/ tivegliande 1 et prosamo de 72 lemos
15.22.02
J5.22.02" iy
el e
\ \r - 15.22.04
111:A5A
C157:A>GR
C161:GR>A C158:A>GR
N
p ——
y=ln x
C160:A>GR Jim Iy = o
di 15.22.08
FIGURA 17 = i
{0 ¢ino v € uma assintota vertical
lat T lior logaritmo maturil,
15.22.07 FIGURA 16
vete s
J5.22.05
C159:GR>A
15.22.05

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 166 - Esquema de conversdes da introdugdo da se¢do 2.4 do livro do Stewart.

C168:A>LN

C169;LN>GR e

Obsarve que [T] pode ser reescrita gomo:

fE

T112:A=A

s J-d<y=3+d (#) cmdio

15.23.21

T

[
C167:LN>A

anle - S

J5 23.01

=g fi<S+ne

JS.23.03

15.23.107

@ o e ilustrado na Figera | Tomando os valores de s (= 3 dentro g intervake
(3= & 3 4+ 8 podemos obaer s vadores de 1) dentro do intervilo (5 — &, 3 + &)

15.23.23

Tim s (U = Losignificn que os valores de Lo podenn ser tunsdos o prosimes de L guaiode

s, Tomedo- s sufihalemenle priowim de w (n nd0 igunl )

C162:A>LN
|‘ Esta ¢ urma maneina precisa de diver que (€ estd proxino de 5 quanda e proxima de 3 35.23.24 15.23.27
g sl ek bl e e C171:LN>A Gl
15.23.20 C170:GR>LN 15.23.24' 15.23.27
¢ St b T120:LN>LN T121:A>ﬁ
\EL.II:[:.]“::J:IL:I.:L:;: ‘m o uu.l: 1‘(‘:\:.1 prowimo de 3omas a# X enido £(4) st promime 315.23.20°' 15.23.24" T135: A=A C173;LN>A
15.23.04
C163:LN>A C166:A>LN
15.23.04'
T =, —
’ . ] 15.23.30 C175:LN>GE
T124:A>A i - tize e d<h-s<a-% ‘
| 15.23.19
f C1?6:éE>LN lami, -, fleh = L wignili par ko & 5= ) (o jmporta qudo pogosnn & for) podemos whar
,l‘ 8 5 0wl gue. w v estivy ntervako abeno (o = B0 = @ o x #= o, entho i) e m e
T119:A>A vl aberio (L — #.L + £l 15.23.29
C174:A>LN
15.23.29'
T115:\A>A ‘ | fix) = 5] = a0 - N« “_H-- I OOS
18.23.17
Wi =8| <00 s 0<|r-3d][<s \ C 77:LN>GE
15.23.06 S W g o — o |
! | fico e ¢ ‘ . e i ero 8 > 01l
| \I 4 i B dfssemon 1 = 2 cumay = 0 feas -
THEAZA [ & M A el it 15.23.32
- [ £in) = 5| <001 <o — 3] < D008 } 15.23.33
‘ W 1.‘»1.«] 17N 15.23.16 €178:GESIN

C179:||.N>GR

C165:LN>A [ C180:LN>GR
N\

C164:A>LN

Se i mlurnw s

v (01 etnt mosso probleana pars o nilmero menor 0,01, entio, usa
fUx) diferind de 5 por menas gque 0,01, desde que e di

A por qun. @200 3e 53 4

Assim, uma resposia pars w problema & dada por § = 0,05 isio & u & estiver o uma disidn-
siinshe o s mro 005 e 3, s (Ll st a wnne dhstineia s 00 miximo 0,1 de 5

15.23.35

Fonte: Elaborado pelo autor.

C181:LN>GR
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Figura 167 - Esquema de conversdes do exemplo 1 da se¢ao 2.4 do livro do Stewart.

C182:A>LN JS.24.01

Em outras palavras, encontre um nimero 8 que corresponda a & = 0,2 na definigio de um li- C183:LN>GR
mite paraa fungio f(v) = x" — 5r + Geoma = lel =2,
15.24.02

T126:GR>GR

B3 092 < r 102 entio 1B« el
//.‘ 35.24.05 ‘

C184:GR>A

T127:A>A

Isso somente nos diz que, mantendo .y dentro de uma distancia de 0,08 de 1, podemos manter
Flx) dentro de uma distiineia de 0,2 de 2
Embora tenhamos escolhido & = 0,08, qualquer valor menor positive de & ambém fun-

cionaria 15.24.07 -— C185:A>LN

| = 008

182406 " ]

C186:LN>A

15.24.14
T128:A>A
15.24.14

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 168 - Esquema de conversdes do exemplo 2 da se¢do 2.4 do livro do Stewart.

T129:A>A— NI oo e i o — 31 = 7,

15.25.01

v pras 83,5 € m mamnars

TUTI300ARa—————+ s w<li-dl<4 emio dlr-d|<r
J5.25.02 o 15.25.03
TI31:A>A
b, R T132:A>A— ’ P

JS.25.04 JS.25.05

T133:A>A

“TI34A>A—
15.25.06

15.25.07

C187:A>GR

15.25.08

Fonte: Elaborado pelo autor.



Figura 169 - Esquema de conversdes do exemplo 3 da secdo 2.4 do livro do Stewart.

3| Delmig i s Limee # Esquerds

liew fix) = 1

s ara oo miwners £ = 0 bowrver um wamer 8 5 0 ul que

— T136:A>A— "

| Baliman de Linde & Dimita

w  a-d<r<a oo [flO-L|<e
J5.26.01
T135:A>A
15.26.01°

s¢
T142:A=A

O<x<é entio

15.26.06

r< 8

T Mesrianhs que esve & firiens. D 83 11 seja & = &%, S 1) € 1 < A ealin

g o~ =w
J5.26.07

\1:!\:—7\'

 T140:A>A—

e 1o i sy B = Ol o ——T138:A>A——
W waN<a+d  @sd |flh-L|<e
15.26.02
T137:A>A
15.26.02"
s O<i<8 Ji<e

15.26.05

Ly a0 o =0,

J5.26.08

Fonte: Elaborado pelo autor.
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EEEEE Use a Definigio 4 para provar que lim /v =0,

V¥ —0|<e




Figura 170 - Esquema de conversdes do exemplo 4 da se¢do 2.4 do livro do Stewart.

IEEIETE] Demonstre gue lin 1= =4
35.27.01
T144:A>A |
| T148:A>A
v
e 1 2 20 = ] < e g e
| |8 =)= |+ 3| e =3 €T 3
T145|;A>A
l 15.27.09
- R T147:A>A
A i .
‘ff
15.27.03 :
|
II
B Mevutrandes goe e 8 fencen Dudoe > 1 wja 8 — P T N T | I o
| e |k 3| > g =4d = |g+3 LR i peass |1 Teonos larwbeny
T146:A>A—

J5.27.08

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 171 - Esquema de conversdes da subsegao Limites infinitos da se¢do 2.4 do livro do Stewart.

C159:A>LN

6 Definicho  Scju f uma funglic

© nimero a, excelo possivelmente no préprio a. Entdo

efinida em algum intervalo aberto que contenha

him f(x) = =

significa que. para todo niimero positivo M. hi um mimero positivo 8 tal que

se D<|y—a|<8  entdo flxy =M

J5.28.01
T149:A>A
J5.28.01'

C160":A>GR

Isso diz que o valor de f(x) pode ser arbitrariamente grande (maior que qualquer nimero
dado M) tornando-se x suficientemente proximo de a (dentro de uma distincia 8. em que 8 de-

pende de M, mas com x # @), Uma ilustragio geométrica estd na Figura 10,

J5.28.02

Ti61:LN>GR—— |

Fonte: Elaborado pelo autor.

FIGURA 10

J5.28.03
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Figura 172 - Esquema de conversdes do exemplo 5 da se¢do 2.4 do livro do Stewart.

Fos izl
IR Use a Dehimgao & para demonstrar que ilil1_1 =,
a0 x7

s

0<|r|<8 entiio

J5.29.02

JS.29.01
T150:A>A
=M
— = Awsim, se escolhermon 8 = | M esc ) < |v] < 8= 1/y/M, cnléio 13 = M. lso mostra
TTTT151:ASA que 167 == quands 5 —= 0
15.29.03
T152:A>A
J5.29.03'

gl i parn ol et gt Il i g i 8 1al

o Osli—al<@ e il <N

15.29.05
T154:A>A
15.29.05"

A/mw/

Fonte: Elaborado pelo autor.

MRS 59 04
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Figura 173 - Esquema de conversdes da introducao da se¢ao 2.5 do livro do Stewart.

C164":A>LN

e o ot A o4 2

J5.30.02
C165"LN>A
15.30.02"

1] Dbt Umia fimche | cantimum com e mismcre 4 <

J5.30.01
C163":LN>A
38,3001

Se festd definida proximo de o (em outras palavras, festd definida en um intervalo aberto
contendo g, excelo possivelmente em a). dizemos gue /¢ descontinua em @ (ou que / em o

C166":A>LN descontinuidnde em a) se f nio ¢ cominua em o

J5.30.03

T155;LN>LN

ntinua em todo mimero de um in-

Genmerricamente, vocd pode pensar em uma fungio

tervilo 0 wma fi ujo grifico ndo s quebra. O g

J5.30.04

ifico pode ser desenhado sem re-
mrver sui caneta do papel

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 174 - Esquema de conversdes do exemplo 1 da secdo 2.5 do livro do Stewart.

C167";GR>LN

¥
I e
FIGURA 2

JS5.31.01
T156:GR>GR
Js.31.017
T157:GR>GR
Js.31.01"

-
C169:GR>A

SOLUCAD Parece haver uma descontinuidade quanda & = 1, pois ai o grifico tem um buraco,
A raziio oficial para £ ser descontinua em 1€ que (1) nio estd definida

JS.31.02

C168":GR>A

et = 37 Aqui, £(3) el definida e lim, -5 (1) existe (pois o limite csquerdo e o direito
sio igudish Mas

lim f(x) # F(5)

Logu, f é descontimu em 5. J1S.31.04 =

J5.31.03

© prificn também tem uma quebra em a = 3, mas a rzio para a descontinuidade ¢ dife
i L mas lim, - 1) nfia existe (pois o limites esquerda & dineito
<o diferentesy. Logo [ ¢ descontinug em 3

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 175 - Esquema de conversdes do exemplo 2 da se¢ao 2.5 do livro do Stewart.

13y Observe que f125 ui
e 6 cominms em

J5.32.02

fé descomiiina em 3 Mais & frenie venermi por

’»,)

———C170"A>LN

B A

C170":A>LN
G- s

Tl A 00 = | e, s

!
i () = iy ==

o v, (eja o Esennplo § wa Seao 221 Ento /€ il con

15.32.03

C171":LN>GR
o

s SR \\

C172"A>CGR

e s 1
ek o <

5 3 aostra s graficen s fangtes o Exempl
sem levamtar a eanets i papel. pois um bars
fades st

15.32.07

CiBO’:Q

#] Dot Ui ot i e i e o <

e évontinus i et ven s <

]

15.32.08
C181:LN>A
J5.32.08
C182"A>LN
15.32.08"
C183":LN>A
15.32.08™

15.32.06
C175"GR>A
15.32.06'
T160d:GR>GR
T160f:A>A
15.32.06"
C176":GR>A
315.32.06™
T160e:GR>GR
T160g:A>A
15.32.06""
C177:GR>A
15.32.06™""
T160f:GR>GR
T160h:A>A
JS.32.06™"
C178":GR>A
J5.32.06™"""

(@) fla)y =

1
L e
o fl) =437
| sex=0

sex# 2

(o) Sl =
| wiml

J5.32.01
T1S8:A>A

J5.32,01
T159:A>A
J5.32.01"

W i) = [+]

C170™":A>LN

T160:A>A
Js.32.01™

Fonte: Elaborado pelo autor.

1) A Fangdn meior imieira f(r) = o] tem descontinuidades em todos a5
T,y 1] i existese u for we st (Veia o Exemplo 10 & 0 Excredein 41 da S

pois
A

15.32.05

_ C174%ASGR

gy imn

P
C173":A>GR =T

15.32.04
Ti60a:A>A
15.32.04°
T160b:A>A
J5.32.04"
T160:A>A
15.32.04"
C173":A>LN
Js.32.04""
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Figura 176 - Esquema de conversdes do exemplo 3 da segdo 2.5 do livro do Stewart

T161:A>A-

lim flr) = Hm lsll = n = fin)

J5.33.02
T162:A=A
15.33.02'

1

|

.,\
\
\'u

C186"A>IN— 7

rella, mus dese ol

Fan o

15.33.01
C184":A>LN
J5.33.01°
C185":A>LN
15.33.01™

o Lrh = Lol v Fignra 36chy] & continuy i di-
is

183 iA>A

\

—

J5.33.04
T165:LN>LN
J8.33.04"
T166:LN>LN
15.33.04"
T167:LN>LN
15.33.04""

Fonte: Elaborado pelo autor.

\
|

li‘l]l Sx) = 'Ii!ni [el=n — 1 # filn)

J5.33.03

T164:A>A
J5.33.03

/

~C187:A>LN
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Figura 177 - Esquema de conversdes da primeira parte da introducéo da se¢do 2.6 do livro do Stewart.

# fim fix) =L
T TTIRASA 15.34.07

i
15.34.06

C195:A5LN

—— C18B:LN>A N m‘ s 22 s o i C194:LN>A

= ipositivs ou negativesy. Nesta

TR .34.
C189:A>GR 15.34.01
/ ey e g i e e Poma i Vi i he 5 el e B
C190:A>T o 15.34.08
: G121 T>0R Quanta del fones def{ th, The fan, g I‘.
" s B TR 3 112 e o) e beob B e C196:LN>A
! fiay - | a : mos um ¢ suficsentomente grumde. Exsa sin pressa simbodic scnt ccresendo
- | —C193:GR>Lj 15.34.05
- : S\ PO 7 T72:LN>LN
s 15.34.04 HEURA T J5.34.05"
i ,‘nf C197 .GR >A - 1] Onbmmde Scin / nma (oo lyum mbervain (7, %1, Enibo
| 15.34.04" «—C199:LN>A— -
:'l:*:‘;\;-: — Outra notagio para im;, . f(x) = L i s vaiews e 714D T —y
.34, .
prsiac == Skt - 15.34.09
C192:T5LN X C200:LNSA C198:A>LN
15.34.03 Ti74:A>A / 15.34.10
“o limite de f(x), quando x tende ao infinito, & L™ ‘_)"(x} —L qundo x— o |’
15.34.14 J5.34.12 \
i  C202:N>GR CI0LLN>A
\ vl D |
_ T £
\ ¥=fn —_— C03:A>LN- — ) L
T176:th\ lim f{x) =L
i T = . To34.13 —C206;A>LN
FIGURA 2 T E209:LN>GR f
15.34.17 f
C210:GR=A 7 “o limite de f(x), quando v se toma infinito. € L[
15.34.17" ¥ =g J5.34.15
T178:GR>GR—— —
yei — C204:LN>GR
| ) S I

€207: 15.34.18 i
“0 limite de F(x), quanto x cresce ilimitadamente, € L™

15.34.16

" 35.34.19

Fonte: Elaborado pelo autor.



Figura 178 - Esquema de conversdes da segunda parte da introdug@o da segdo 2.6 do livro do Stewart.

By
TIBEA>A

/
: L CILN>AT
o / J5.34.21

L lim gl =—-—

el

lim g7 = -

€207:GR>LN G| P el e
15.34.20 -
T180:LN>LN /
15.34.20'
U exemplo de curv com duas assiniotas horzontois € v = 1371 (veja a Figira 41, Na
serdude.
15.34.28 15.34.20
TR T187:A>A
e 15.34.29
C319:A>GR /

Ti81:A>A

T185:A>A
J‘I
% C220;A>GR
=1

] Debnigan Seja fann fuscho defini em alguin itersalo =, ). Fuedo
W Ho= 1

i e e
ot
ot 15.34.22
C212:A>LN
15.34.22' T
C215:LN>GR
i ¥ = fin)
Jim = 0 limite de f(.x). quando x tende a menos infinito, € L”
C214:A>LN— 15.34.24 ’
15.34.23
|
s
C216:LN>GR e
__ C217:GR>A e i <1
1| Defimichn A rew v = L & chumad assintots borizental da curvs v = () se = —
lim fix) = L o fim fle) =L
in . 15.34.25
ST T182:GR>GR
TIB3:A>A Jrddaes
15.34.26° C218:GR>A
15.34.25"

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 179 - Esquema de conversdes do exemplo 1 da se¢do 2.6 do livro do Stewart.

C221;GR5LN FouRAs C223:GR>LN
15.35.01 T
QNI Ko i e s T4Y benideri . M qianat x iR i Vel
i pegativos. f(x) terde a2 Logo.,
C222.GR>LN 315.35.06
) T188:LN>LN
;“IL;...-.” Vemos que os vabores d¢ f1x) Tiearn smuides por antbos os lados eomo 1 — =1, J5.35.06"
JS.35.02
Chwerve que FOe) tome-we grnde em valor abselus (porm negativo) quando « wende a 2 3
esquertdn: porém tom-se grande ¢ positive guanda ¥ 1ende a 2 b direlia, Lopa,
Eauni C226f‘ LN=A
T189:LN>LN
C224'.|LN>A 15.35.04' /
C225:|‘LN>A
lim fila) = = v ‘Ii‘.t‘ S=4 & ,l.i_‘l‘.-r("') =2
gt 15.35.07
J5.35.03 T191:A>A
15.35.07"
lim flx) = —= 5 lim flx) ==
]5.35.05
T190:A>A
J5.35.05'

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 180 - Esquema de conversdes do exemplo 2 da se¢do 2.6 do livro do Stewart.

ETTETH Enconire lim —: e lim l—
J5.36.01
T192:A=A
JS.3|6<01'

C227:A>LN C228:A>LN

Um raciocinio andlogo mostra gue, quando x & grande em valor absoluto (porém negativo),
’ 1/x & pequena em valor absoluto (mas negativo); loge, temos também

De fites, tormundi « prande o bostante, podemes e 1y to proxime de () gunts guiser-

J5.36.03'

NET

s, Portambo, conforme a Definigs

15.36.02 |
C229:A>GR

%

|

C231:LN>A

C230:LN=A

__ C233:A>GR™

i T le

=1 1313605
C234:GR>A
15.36.05'
T193:A>A
15.36.05"
T194:A>A
15.36.05""
T195:A>A

C232:A>CR

Fonte: Elaborado pelo autor.



Figura 181 - Esquema de conversdes do exemplo 9 da se¢do 2.6 do livro do Stewart

_C3BAMN— | g
b
& wsada parn in o valores de f1x) tomam-sc grondes quanta v s torma grande. Si
nificadis andlogos sio dadon aos seguintes simbol
15.37.01
15.37.02 i T
C236:LN>A
s
“,'E fly) == Ii’.‘l flx) = —= I[ln fly)=—=
 C237:A>LN—{[EEEEN Encontre lim e lim x%. S
SOLUCAD Quands + lormi-se grande. ¥* também fica grande. Por exemplo, Heoe O L T198:A=A 15.37.03
15.37.04 T196:A>A
15.37.05 T199:A>A 15.37.03'
15.37.04' T197:A>A
/ \ 15.37.03"
T201:LN>LN | C240:LN>A C238:A>LN_
,—/ i
- .
sl ™ T200:A>A Anialog it quands & & e e s, e PRt £ e o & A,
N eslidad, podrmos fumer ficar o grande s quiseros wmendo s grande o suf lim 47 = o= y= 15.37.08
ciente. Postanto, podenies cxsrever '
15.37.07 15.37. 10
15.37.08 i /—
T206:GR>GR
/D e N\ c239:
, C242: A>GR
/ C241:A>GR
T202:A>A
. —C246:GR>A
s T [y emics i ¢t =
15.37.12 i1
€245:GR>A | 53713 | 35.37.09
15.37.12" ﬁ ASLN "
i P C243:A>GR
C247:GR>A_ /
s ihistrin a0 Figura 12, 5 = ¢ brna-se grande miile mues spidamente qus s = ”:“"{': i d
J5.37.14 i
T207:LN>LN 35.37.11
15.37.14 C244:GR>A
J5.37.11'
T204:A>A
15.37.11"
T205:A>A
15.37.11”

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 182 - Esquema de conversdes da subsecdo Defini¢des precisas da se¢@o 2.6 do livro do Stewart.

¥ Daliigie Scja fuma B e em o wervabs G =, Tt

e = .

gl g ook > 8 enbe e ks N e
e v=al 15.38.01
C249:A>LN T208-AmA

J5.38.01'

grande (msior que N, onde N dependle de £1. Graficamente. isso quer dizer que,

Em palavras, (w0 diz que on valores de (L) podein fica arbirsanente proximos de L .
iudentr dbe uma distingia &, ondke £ ¢ qualquer nimens positivi, bastande e mar xso- T209:LN>LN
ficientemente gride {maior que N, omde N depende dé ), Gralicamente, isso quer dizer que,

J5.38.02 C250:LN>GR

T210:A>A

J5.38.04
C251:GR=A

15.38.04" T211:GR>GR

escolbiends r soficienemente grande umaior que alsum mirmens Ny, podemos e o prifien
e f ticar emre dhuns pesas Roekzonts dadas v = & — £ ¥ = L + &, como na Figura 14, o

J5.38.03

yuper
£
Tv=f=s

J5.38.05
C252:GR>A
15.38.05"

C253:GR=>A

B Dihigan  Seja s g o

signilicn guc pars s & % 0

15.38.07 =
C255:GR>A
J5.38.07'

Fonte: Elaborado pelo autor.

i 3 0 algies intervilo [~ o Etao =
- C254:A>GR—
0 xite: i oo i o e
- r<N i | -Lj<a
J5.38.06
T212:A>A
15.38.06"

327



Figura 183 - Esquema de conversdes do exemplo 13 da secdo 2.6 do livro do Stewart.

T213:A>A

se

>N

entio

W—y=2
Sx o+ dr + |

J5.39.02

— — 06| <01

i P —x—2 3
im o, =
x=w Sy 4 4x + | 5
15.39.01
fCZSG:A>GR » '.

FGURA 17

C257:GR>A 15.39.03

C257a:GR>A
) 15.39.03'

< W—r—2
LI entio ———— — 06| <.
St 4+

15.39.04

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 184 - Esquema de conversdes do exemplo 14 da segdo 2.6 do livro do Stewart.

EUEUREY Use a Definigio 7 para demonstrar que [im L (12
=
15.40.01

T2 15‘:A‘>A

!

15.40.05
T218:GR>

15.40.05'
T219:GR>GR

A 1

SOWCAD Dado e = 0, queremos encontrar N tal que

J5.40.05%20:GR>GR
K"&_

se =N entio 1 ]
15.40.02 *
T216:A>A G35 XCR
3 i
1 1 | / 8 Dufimigie  Scj uma (ungio definida em algum inkervalo (e, =), Entio
e r>N=— snta ——0|=—x<s i
i T pe entan % : II).I‘ fim fle) =%
aiilflon que v poskivo 4 exlstc u octrespinilen i positivo M al goe
15.40.03 significa que para todo positive A existe um correspondente smdtmer positivo A al g
l| @ >N oo Sk} > M.
\
15.40.07
T221:A>A
15.40.07°
T217:A>A— == e

Fonte: Elaborado pelo autor.

—

/' "
<e v=M
M

FIGURA 19
lim fiv) ==
o 15.40.06
C260:GR>A
15.40.06"

T Emmm—oe
C259:GR>A
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APENDICE 4: INVENTARIOS

330

INVENTARIO DO TEXTO DO LEITHOLD

Quadro 18 - Inventario do texto do Leithold.

Conversdes Tratamento Registros Cadigo Representg¢des
C11:A>T TIA A LL.01.01 2x2 + x—3
C12:A>T T4A S0 ===~
C30:A>GR T12A
T28A
C1:A>GR T1A A LL.01.02
C2:A>GR y= 2X2 +x—1
C1:A>GR T2GR GR LL.01.03
C3:GR>A
C5:GR>LN /2\
C2:A>GR T2GR GR LL.01.04 =
C4:GR>A Qin.26t 15 B
C6:GR>LN
C3:GR>A T3A A LL.01.05
C4:GR>A 1(%) . (2X2 +x—1)—2
x—1
T3A A LL.01.06 sz 4 N 3
=7
S o oL que ¢ a Igualdade (1). Além disso, x # 1, pois P e Q sdo pontos distint
medida que x fica cada vez mais préximo de 1, os valores de f(x) torn
cada vez mais proximos do valor que iremos definir na Secgdo 3.1 como a
nagdo da reta tangente a curva no ponto P.
C1T:A>T T5T T LL.01.08 Tabela
C13:T>LN N PR
C15:T>N ) —
C23:T>N 0,25 3,5
0,5 4
05 o
0399 e
C12:A>T T5T T LL.01.09 Tabela 2
C14T>LN N Sy 2tx=3
C16:T>N x=1
C22:T>N 15 &
15 6,0
1,25 5.5
1,1 52
1,01 5,02
1,001 5,002
1,0001 5,0002
1,00001 5,00002
iyt B Hone Observe, de ambas as tabelas, que & medida que x fica cada vez mai
g};t:iz mo de 1, f(x) torna-se cada vez mais préximo de 5 e quanto mais prd
) estiver de 1, mais préximo de 5 estard f(x). Por exemplo, na Tabela 1,
C15:T>N T6N N LL.O1.11 . i s = - - -
GRELEL x = 0,9, f(x) = 4,8, isto ¢, quando x for 0,1 inferior a 1, f(x) ser4 0,2 in
a 5. Quando x = 0,999, f(x) = 4,998, isto ¢, quando x for 0,001 infe;
1, f(x) sera 0,002 inferior a 5. Mais ainda, quando x = 0,9999, f(x) = 0,
isto é, quando x for 0,0001 inferior a 1, f(x) serd 0,0002 inferior a 5.
A e N Honz A Tabela 2 mostra que quando x = 1,1, f(x) = 5,2, isto é, quand
0,1 superior a 1, f(x) serd 0,2 superior a 5. Quando x = 1,001, f(x) =
isto €, quando x for 0,001 superior a 1, f(x) sera 0,002 superior a 5. (
x = 1,0001, f(x) = 5,0002, isto é, quando x for 0,0001 superior a 1, f
0,0002 superior a 5.
CIoNLN o N O Logo, vemos que quando x difere de 1 de + 0,001 (isto é, x = 0,
x = 1,001), f(x) difere de 5 de * 0,002, isto é, f(x) = 4,998 ou f(x) =
E quando x difere de 1 de + 0,0001, f(x) difere de 5 de + 0,0002.
C19:N>LN T8N IN L0114 Agora, analisando a situag¢do de outra maneira, consideraremos os
de f(x) primeiro. Vemos que podemos tornar os valores de f(x) tdo pr
de 5 quanto desejarmos, tomando x suficientemente proximo de 1. Out
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T8LN
TILN

LL.01.15

neira de dizer isto é que podemos tornar o valor absoluto da difereng:
Jf(x) e S tdo pequeno quanto desejarmos, tomando o valor absoluto da d
¢a entre x e 1 suficientemente pequeno. Isto é, | f(x) — 5| pode se torr

TILN
T10LN

LL.01.16

ca entre x e 1 suficientemente pequeno. Isto é, | f(x) — 5| pode se tor
pequeno quanto desejarmos, tomando | x — 1| suficientemente pequer
tenha em mente que f(x) nunca assume o valor 5.

T10LN
T11LN

LL.01.17

gregas e (epsilon) e § (delta). Assim, enunciamos que para todo niimero
positivo existe um numero & escolhido apropriadamente, tal que se |
for menordoquede |x — 1| # 0(isto é, x # 1), entdo | f(x) — 5| serd
do que e. E importante observar que o tamanho de & depende do de e.

C20:LN>A

T11LN

LL.01.18

outra maneira de expressar isso ¢: dado um nimero ¢ positivo qualquer
mos tornar |f(x) — 5| < e tomando |x — 1| suficientemente pequer

C20:LN>A
C8:A>N

LL.01.19

é, existe um numero & positivo suficientemente pequeno, tal que
se 0<|x—1/<d entdo |f(x)—5|<e

T12A
T13A

LL.01.20

Observe que o numerador da fragdo em (1) pode ser fatorado de forr
(2x + 3)(x — 1
= el

C21:A>N
C28:A>LN
C7:A>GR

T13A

LL.01.21

Se x # I, podemos dividir o numerador € 0 denominador por x — 1 par:
fixy=2x+3 x # 1

A _£A | PRV MY v 1 = = | 1 L axw a a Vi

C21:A>N
C22:T>N
C23:T>N

C24:N>LN
C8:A>N

LL.01.22

uma defini¢do de f(x). De (3) e das duas tabelas, note que se Ix'— 1
entdo | f(x) — 5| < 0,2. Assim, dado ¢ = 0,2, tomamos § = 0,1 e afirs

se 0<|x—1<0,1 entdo |f(x)— 5| <0,2

Essa ¢ a afirmativa (2), come = 0,2¢ 6 = 0,1.
Também, se | x — 1| < 0,001, entdo | f(x) — 5| < 0,002. Logo, se € =
tomamos 6 = 0,001 e afirmamos que

se 0<[x—1]/<0,001 entdo |f(x)— 5| < 0,002

Essa é a afirmativa (2), com ¢ = 0,002 ¢ 6 = 0,001.
Da mesma forma, se ¢ = 0,0002, tomamos & = 0,0001 e afirmam

se 0<|x—1/<0,0001 entio |f(x)— 5| < 0,0002
Essa ¢ a afirmativa (2), com ¢ = 0,0002 e § = 0,0001.

C24:N>LN
C25:LN>A

LL.01.23

trar um valor adequado para 8, de tal forma que se |x — 1| for menor d¢

Sex#1(ou|x — 1| > 0), entdo | f(x) — 5| serda menor do ¢

C25:LN>A
C26:A>LN

LL.01.24

como para todo e > 0 podemos encontrarum é > 0, tal quese0 < |x —
entdo |f(x) — 5| < ¢, afirmamos que o limite de f(x) quando x tenc

C26:A>LN
C27:LN>A

LL.01.25

entdo | f(x) — 5| < e, afirmamos que o limite de f(x) quando x tenc
igual a 5 ou, em simbolos

C27:LN>A

LL.01.26

lim f(x) =5

x=+1

C28:A>LN
C29:LN>A

LL.01.27

De (3) ¢ evidente que f(x) pode se tornar tdao préximo de 5 quanto d
mos, tomando x suficientemente préximo de 1 e essa propriedade da

C29:LN>A

LL.01.28

isto €, lim f(x) = 5, mas f(1) nao

x—1

C30:A>GR
C31:GR>LN
C34:GR>LN

C7:A>GR
C9:A>T

GR

LL.01.29

FIGURA 3

C31:GR>LN
C32:LN>A

LL.01.30

em (1) ou (3). A Figura 3 ilustra o significado geométrico de e e 5. Obse
se x (no eixo horizontal) estiver entre | — S e 1 + &, entdo f(x) (no eix
cal) estara entre S — ee 5 + ¢ ou
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C32:LN>A

LL.01.31

C33:A>LN se 0<|x—1|<d entdo |f(x)—S5|<e
Pippded B Hons Outra maneira de estabelecer isso ¢ que f(x) (no eixo vertical) pode se
C35N-A ta a ficar entre 5 — e e 5 + ¢, se restringirmos x (no eixo horizontal)
entre ] — el + 6.
C35:LN>A T14A A 10133 — - - = s—— - : *
afirmamos que lim f(x) = 5, 1
X=1
e A t0134 Resumindo esse exemplo, afirmamos que lim f(x) = 5, pois para qi
x=1
e > 0, nao importa o quao pequeno ele seja, existe um § > 0, tal q
se O0<|x—1|<d entdo |f(x)—5|<e€
C36:A>LN T15A A LL'01'35' _ - -
C3ZRZGR 22 A 1.01.35 2.1.1 DEFINIGAO | Seja f uma funcio definida para todo niimero em algum intervalo abert
I::]ﬁ tendo a, exceto possivelmente no préprio nimero a. O limite de f(x) q
T36A x tende a a serd L, escrito como
T38A .
T38A Jl(l:r:f(x) =1L
T39A = . i
T65A se a seguinte afirmativa for verdadeira:
T75A" Dado ¢ > 0 qualquer, existe um § > 0, tal que
T118A
T119A se0 < |x —a|l < Sentdo |f(x) — L| < ¢
oA N Hone Em palavras, a Defini¢do 2.1.1 afirma que os valores da funcao f(x) 1
a um limite L quando x tende a um numero a, se o valor absoluto da di
entre f(x) e L puder se tornar tdo pequeno quanto desejarmos, tomando
cientemente préximo de a, mas nao igual a a.
C37:A>GR T17GR GR LL.01.37 v
C38:GR>LN y=fo
5 T
FIGURA 4
C3BGR>LN TIEN tN 10138 ponto com abscissa a. Observe que se x (no eixo horizontal) estive
a — &, ea + 8, entdo f(x) (no eixo vertical) estard entre L — ¢, € 4
C3LN>A TT6LN I tor3 | Expressando de outra maneira: se x (no eixo horizontal) for restringida
entre a — 8, e a + 8,, entdo f(x) (no eixo vertical) podera ser restringi
carentre L — ¢,e L + €. Assim,
C39:LN>A A LL.01.40 .
~
se 0<|x—a|<d, entdo |f(x)—L|<e¢,
C40:GR>A T17GR GR LL.01.41 y
T18GR y=f(x)
FIGURA 5
PIMPINGN ion A o421 Assim, precisamos escolher um valor menor §;, mostrado na Figura 6,
se 0<|x—al <4, entdo [f(x)—L|<e,
C41:GR>A T18GR GR LL.01.43 i i
|
R
FIGURA 6
T19A A LL.01.44 .
Logo, lim f(x) = L.
X—a
C44:A>GR T20A A LL.02.01
T21A fx)=4x-17

T23A
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Ca3:A>GR T20n A t.02.02 lif; Sx)=5
o Toon 8 e (a) Usando uma figura similar a Figura 3, para e = 0,01, determine um
C9:A>T T24A tal que
se 0<|x—3|<é entdo |f(x)—5|<0,01
C43:A>GR GR LL.02.04 I s
Cad:A>GR /
C45:A>GR “:‘.‘» f
C46:GR>N ’
C46:GR>N N LL.02.05 = —
canaon se 0<|x—3]<0,0025 entio |f(x)— 5| <(
T23A A LL.02.06
T2 (b) Como f(x) = 4x — 7,
T24A A LL.02.07
T25A -
se 0<|x—3]<d entio |f(x)—5|<
T26A A LL.02.08 -
se 0<|x-—-3|<d entio 4|x - 3| <0,
C48:A>N T27A A LL.02.09 -~
se 0<|[x—3<d entdo |x — 3| < 0,00
C48:A>N A LL.02.10
se 0<|x—3<0,0025 entdo |f(x)— 5| <
C49:N>A A LL.02.11
se 0<[x—3]<y entdo |f(x)— 5| <0,
T28A A tozz A solugdo do Exemplo 1 consistiu em encontrar um & para um e fixa
para todo ¢ > 0 pudermos encontrar um § > 0, tal que
se 0<|x—3/<é entdo |f(x)—5|<e
teremos estabelecido que o limite é 5. Isso sera feito no exemplo a seg
T30A A LL.03.01
lim (4x — 7) = §
x—3
o A s ra que para todo € > 0 existe um & > 0, tal que
se 0<|x—3/<é entdo |4x —7)— 5| <e
N : - se 0<|x -3/ <o entdo 4|x —3|<e
T A osos se 0<|x—~3|<d entdo |x —3| < }e
T34A A LL.03.05 L AVUVILILly VOLTRI UV VIVVVIIAVY \’“V
que lim(4x — 7) = §.
x-—3
C51:A>GR T35A A 1L.04.01 Six) = x?
C50:A>GR Ig://: A LL.04.02 il_l:r; ‘f(x) _— 4
PR o A 4% 1 Usando uma figura para e = 0,001, determine § > 0, tal g

se 0<|x—2/<é entdo |f(x)— 4| < 0,001
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C50:A>GR Gr 1L.04.04 v .
C51:A>GR ool
C52:A>GR I S— /
C54:GR>N o (% /
3,999 [
i
L
0] %25
FIGURA 8
C53:A>N A 1L.04.05 =
CSGRON se 0<|x—2|<0,0002 entdo |f(x)— 4| < 0,001
T36A A LL.05.01 lim x2 = 4
T x—2
o A H0%2 | cisamos mostrar que para todo € > 0, existe um § >0, tg
se 0<|x—2/<é entdo |x? —4|<e
o A L0 < se 0<|x—2/<é entdo |x —2||x +2|<e
T41A A 1L.05.04 . .
Ta2A afirmativa é verdadeira:
se 0<|x—2/<é entdo |x* —4|<e
T42A A 1L.05.05 -
Isso prova que lim x?2 = 4.
X2
C55:A>LN A LL.06.01 =
fx) = Jx — 4.
Py W 1oso3 | 4 o valor de v/x — 4 podera se tornar tdo préximo de zero quanto dese;
C581LN>A tomando x suficientemente préximo de 4, mas maior do que 4. Em t;
C57:AN>A T43A A LL06.02 ] - — -
Eiﬁ A LL06.04 2.3.1 DEFINICAO | Seja f uma funcdo que est4 definida em todos os niimeros de algum in
T46A aberto (g, ¢). Entdo, o limite de f(x) quando x tende a a pela direita ¢
T47A crevemos
TS0A
T67A lim‘ Sx) =1L
T68A bl _— .
T61A se, para todo € > 0, existir um § > 0 tal que
To4A se0 < x —a<édentdo |f(x) - L| <e¢
C58:LN>A T44A A LL.06.05 ~ -
T45A
lim yx—4=0
x—+4+
T45A A 1L.06.06
T45A A 1L.06.06°
T45A' 2.3.2 DEFINIGAO | Seja f uma fungio definida em todos os nimeros de algum intervalo
%gﬁ (d, a). Entao, o limite de f(x) quando x tende a @ pela esquerda é L, e escre
T51A i =
TS2A .lﬂl- S
T69A
T62A se, para todo ¢ > 0, existir um § > 0 tal que
T63A
se0 <a-x<dentdo |[flx) - L| <e
C59:A>GR A LL07.01 B
-1 sex<0
sgn x = 0 sex=0
1 se0<x
C59:A>GR GR LL07.02
C60:GR>A y
C61:GR>A 1
1T——ﬁ
o X
D e——t
|
FIGURA 1
C60:GR>A T66A A 1L07.03
C61:GR>A T66A' A 1L.07.03" = E
” T66A lim sgn x = lim (— 1)
x=0" x—=0~
=
T47A A 1L07.04
TATA' A LL.07.04' M — I
T lim sgn x = lim 1

x=0* x=0*

=1
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> ILUSTRACAQ 1

Assim, se x quilos do produt

AiAa +X

C62:LN>A LL.08.02
C63:A>GR

Um esbogo do grifico de C esta na Figura 2. Observe que

Devido a essa situagdo, ao considerar o limite de C(x) para x ten

/

[ N N |

C63:A>GR GR LL.08.04
C64:GR>LN
C67:GR>A 15
C68:GR>A

10

T TTTTTTTTTTTg

x

o 5 10 15
FIGURA 2

C66:LN>A LL.08.06
C68:GR>A LL.08.06"

T50A"

T50A'

Como lim C(x) # lim C(x), concluimos pelo Teorema 2.3.3 que-
x = 10%

S x - 107

Observe na Figura 2 que em x = 10 hd uma quebra no grafi

y

C69:A>GR

T62A

C70:GR>A LL.09.03
LL.09.03"

LL.09.05

Como lim g(x) = lim g(x), segue do Teorema 2.3.3 que
X -0 x-0*

X
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C72:A>GR
C73:GR>A
C74:GR>A

C75:A>GR

C76:GR>A

C79:GR>A

C80:LN>A
C96:LN>A

GR

LL.10.02

LL.11.03
LL.11.03"

LL.11.05

LL.11.07
LL11.07"

LL12.01
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C81:A>T

T737

LL.12.03

C82:T>LN Tabela 1
C90:T>GR 3
x J(x) = e
3 3
2,5 12
2,25 48
2,1 300
2,01 30.000
2,001 3.000.000
CBZT>LN T70IN N 112041 1a voce vé intuitivamente que 2 medida que x se aproxima de 2 por valores
do que 2, f(x) cresce indefinidamente. Em outras palavras, podemos tor
o a H1208 do que 2, f(x) cresce indefinidamente. Em outras palavras, podemos torn
maior do que qualquer nimero positivo prefixado (isto é, f(x) pode se
tdo grande quanto desejarmos) para todos os valores de x suficientemen
ximos de 2 e x maior do que 2.
(UL I 16y LiRes Para indicar que f(x) cresce indefinidamente quando x tende a 2 por vi
maiores do que 2, escrevemos
C83:LN>A A LL12.07
C88:A>LN -
lim —22— = 400
x-2+(x —2)
C84:A>T T73T T LL.12.08
e Tabela 2
C91:T>GR _ 3
x S = *- 2
1 3
1.5 12
1,75 48
1,9 300
1,99 30.000
1,999 3.000.000
psiiiogy N L1209 intuitivamente, dessa tabela, que 2 medida que x aproxima-se de 2 por
menores do que 2, f(x) cresce sem limites e escrevemos
C86:LN>A A LL12.10
C8T:ASLN I 3
m ——5=+4®
2
x—2" (x — 2)
P N tzm Assim sendo, quando x tende a 2 pela direita ou pela esquerda, f(x) cre
CB9:LN>A limites e escrevemos
C89:LN>A T75A A LL12.12
C106:A>GR l. 3 +
1m - o8]
2
x=2(x—2)
C90:T>GR T84GR GR LL12.13 y
C91:T>GR
C92:GR>LN
C106:A>GR
<
[
FIGURA 1
vy N 1214 1 fmostrado na Figura 1. Observe que ambos os “‘ramos’’ da curva apro
se da reta pontilhada x = 2, quando x cresce indefinidamente. Essa ret;
C93:LN>A T74A A LL12.15
ggfthj Ejﬁ: A L1215 2.4.1 DEFINICAO | Seja fuma fungio definida em todo niimero de um intervalo aberto I co|
ComArN T75A a, exceto possivelmente no préprio a. Quando x tende a a, f(x) cresce ir
T79A' damente e escrevemos
lim f(x) = 4+
e
se para qualquer nimero N > 0, existir um § > 0 tal que
se 0 < |x — a| < §entdo f(x) > N
C94:A>LN LN LL12.16 .

Outra maneira de dar a Defini¢do 2.4.1 é a seguinte: ““Os valores fun
de f(x) crescem indefinidamente quando x tende a um nimero a, se f(x
se tornar tdao grande quanto desejarmos (isto é, maior do que qualquer 1
positivo V) para todos os valores de x suficientemente proximos de a, n‘
iguais a a.”’
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C95:A>LN

T74A
T74N

LL12.17

Devemos enfatizar novamente que + o ndo é o simbolo de um numerg
logo, ao escrevermos lim f(x) = + o, isto ndo tem o mesmo significad
X-a

lim f(x) = L, onde L é um nimero real. A igualdade (1) pode ser lida

T74A
T75A

LL12.18

Devemos enfatizar novamente que + o ndo é o simbolo de um nime
logo, ao escrevermos lim f(x) = + o, isto nao tem o mesmo significa

llm f(x) L, onde L é um nimero real A 1gualdade (€)) pode ser lid;

C95:A>LN

T79A

LL.12.19

He—ar

o llmnte de S(x) quando X tende aa é mﬁmto positivo’

C96:LN>A
C97:A>GR

T75A

LL.12.20

—3

g(x) = (“;__2)2

C97:A>GR
C98:GR>LN

T83GR

GR

LL12.21

FIGURA 2

C56:A>LN

T75A
T76A

LL.12.22

Os valores funcionais dados por g(x) = —3/(x — 2)? sao os negativ
valores dados por f(x) = 3/(x — 2)%. Assim, para a fungdo g, quando J

T76A
T77A

LL12.23

Os valores funcionais dados por g(x) = —3/(x — 2)? s3a0 os negativ(
valores dados por f(x) = 3/(x — 2)%. Assim, para a fun¢do g, quando x
a 2, pela direita ou pela esquerda, g(x) decresce indefinidamente e escre

C56:A>LN
C98:GR>LN
C99:LN>A

LL.12.24

valores dados por f(x) = 3/(x — 2)*. Assim, para a fun¢do g, quando
a 2, pela direita ou pela esquerda, g(x) decresce indefinidamente e escr
2

C99:LN>A

T78A

LL12.25

lim — > = —
x‘i‘i(x—z)l »

C100:A>LN

T78A
T78A
T79A

LL.12.26
LL12.26'

2.4.2 DEFINICAO | Seja f uma fungdo definida em todo numero de algum intervalo 7 cont
exceto possivelmente no préprio a. Quando x tende a a, f(x) decresce ii
damente e escrevemos

lim f(x) = -

se para todo nimero N < 0, existir um § > 0 tal que

se 0 < |x — a] < Sentdo f(x) < N

C100:A>LN

LL12.27

Nota: A igualdade (2) pode ser lida como ““o limite de f(x) quando x|
a a ¢ infinito negatxvo”, observando novamente que o limite ndo existe

T79A
T79A
T80A

LL12.28
LL.12.28'

Podemos considerar limites laterais “infinitos”. Especificando, hm fx)

X—¢d

se festiver definida em todo nimero de algum intervalo aberto (@, 0)e

T81A
T82A todo niimero N > 0 existir em § > 0 tal que
se0 < x —a< Sentdo f(x) > N
T80A A LL12.29
Defini¢des andlogas podem ser dadas para  lim  f(x) = + e, hm fx)
e lim f(x) =
T81A A LL.12.30

Defini¢des andlogas podem ser dadas para lim f(x) = + e, hm Fits]

e lim f(x) = o

X—a

T82A

LL12.31

Defini¢des andlogas podem ser dadas para lim f(x) = + o, lim+ f(x) =
X-—a

e lim f(x) = - o

X—a
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C101:A>GR

LL12.32

C107:A>LN h( ) 2x
X
1
C101:A>GR T83GR GR LL1233 v
C102:GR>A T83GR'
C103:GR>A T84GR L
________ I
Lo N .
FIGURA 3
C102:GR>A A LL.12.34 -
C104:A>LN lim = -
x=1=- X —
C103:GR>A A LL.12.35 & 2x
C105:A>LN lim —— = +o
x=1+ X
C104:A>LN LN LL12.36 - . . = p
Isto ¢, para a fungdo definida por (3), a medida que x se aproxima d
valores menores do.que l a fungio dccresce mdet'uudamente e, a med
2:3:::3 N L1237 valores menores clo que l, a func;ao decresce mdefimdamente e, a medu
X se aproxima de 1 por valores maiores do que 1, os valores funcionais cr
indefinidamente. )
T85LN LN LL.13.01 - . . . P . “ e .
A seccdo anterior foi dedicada a limites infinitos onde os valores funcion
mentavam ou diminuiam indefinidamente, enquanto a varidvel indepe
aproxxmava-se de um mimero real. Agora vamos consxderar limites de fu
C108:4N>A TESLN tN H13.02 aproximava-se de um nimero real. Agora vamos consxderar limites de fu
quando a varidvel independente cresce ou diminui indefinidamente. Con
s s mmamn o Benin oW B0 S .
C108:LN>A A LL.13.03
C109:A>T 109 2xz
C115:A>T X)) = ——
x2+1
C109:A>T T LL.13.04
C110:T>LN Tabela 1
C112T>N I
* S = x2 + 1
4] 0
1 1
2 1,6
3 1,8
4 1,882353
5 1,923077
10 1,980198
100 1,999800
1000 1,999998
CHoTIN ALY & ML 05 casas, sdo dados na Tabela 1. Observe na tabela que quando x cresce, {
do valores positivos, os valores funcionais aproximam-se de 2.
C111:LN>N N LL.13.06
C112:T>N Em particular, quando x = 4.
C113:N>LN 2x?
2——5——=2-1,882353
x*+1
=0,117647
Logo, a diferenca entre 2 e f(x) é 0,117647, quando x = 4. Para x = 100,
2- ,zi =2 —1,999800
x*+1
= 0,000200
Assim, a diferenga entre 2 e f(x) é 0,000200, quando x = 100.
CHSN>IN o N LL13.07 Continuando, vemos intuitivamente que o valor de f(x) pode ser ob{
préxlmo de2 quanto desejarmos, escolhendo x suficlentemente grande.
e LT ¥ S 3
CH4LN-A TETLN N L1308 | trag palavras, podemos obter uma dlferenca entre 2 e f(x) tio pequena
desejarmos escolhendo x como qualquer niimero maior do que algum 1
positivo suficientemente grande. Ou, avangando um pouco, para todo
C114:LN>A T88A A LL.13.09

positivo suficientemente grande. Ou, avangando um pouco, para todo ¢
ndo importa qudo pequeno, podemos encontrar um numero N > 0, tal
x > N, entdo |f(x) — 2| < e.
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T88A
T89A

LL.13.10

. 2x?
lim —— =
x= 400 X +1

T89A
T89A'
T89A'

LL.13.11

LL13.17

2.5.1 DEFINIGAO | Seja f uma fungdo definida em um intervalo (g, + %) o limite de f(x)
x cresce indefinidamente, é L, escrito

xle- ARy=iL

se para todo e > 0, ndo importa qudo pequeno, existir um nimero N > (
sex > Nentdo |f(x) — L| < e '

C115:A>T

LL13.12

C116:T>LN Tabela 2
_ 2
x Sx) = g%
=1 1
-2 1,6
-3 1,8
-4 1,882353
-5 1,923077
-10 1,980198
- 100 1,999800
- 1000 1,999998
CNGT>IN T90A tN L1313 mente que quando x decresce indefinidamente, f(x) tende a 2; isto &, | £(
nnds car nhtidna +3A mannana Ananta A H e Thanda v anean ~
Toon IN LL13.14 mente que quando x decresce indefinidamente, f(x) tende a 2; isto é, | f(
pode ser obtido tdo pequeno quanto desejarmos, escolhendo x como q
nimero menor do que algum nimero negativo tendo um valor absol
cientemente grande. Formalmente, dizemos que para todo € > 0, nﬁo‘:l
CI7AN>A T91A A L1315 cientemente grande. Formalmente, dizemos que para todo € > 0, nio in
qudo pequeno, podemos encontrar um nimero N < 0 tal que se x < N,
|f(x) — 2| < e. Usando o simbolo x - — o para mostrar que a variave
C117:.LN>A T92A A LL13.16
C118:A>GR X 2 x2
lim — 2
=g X 1
C118:A>GR GR LL.13.17 y
C119:GR>A
FIGURA 1
C119:GR>A T92A A LL.13.18
IZ;:', A L1318 2.5.2 DEFINIGAO | Seja fuma fungdo que est4 definida em um intervalo (— e, a). O limite
quando x decresce indefinidamente é L, notado por
lim f(x) = L
se para todo € > 0, ndo importa quao pequeno, existir um nimero N < (
sex < Nentdo |f(x) - L| < e ‘
C120:A>GR T93A A LL.14.01

X se0 <x <10

Clx) =
)= 10.9x se 10 < x

T93A

LL.14.02

onde § C(x) é o custo total de x quilos de um prox

lim C(x) nao existe pois lim C(x) # lim C(x).
x— 10 x— 10" x- 10t
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C120:A>GR GR LL.14.03 y
C121:GR>LN
C130:GR>LN 15 —
b /
s
A bbby,
5 10 15
FIGURA 1
C121:GR>LN T94LN LN LL.14.04
Observe que ha uma quebra no graficode Cem x = 1(
C133:LN>A T94LN LN LL.14.05 8 = o
Afirmamos que C é descontinua em 10.
T95A A LL.14.06 “ * = - = : : =
T97A
T98A (2x -+ 3)(x — l)
f(x) =
x—1
EPELEER UERR R i Observamos que festa definida para todos os valores de x, exceto 1. Um esb¢
¢o do grafico que consiste em todos os pontos da reta y = 2x + 3, exceto (1,5
C122:A>GR GR LL.14.19 v
C123:GR>LN
—r
O 4—1%X
FIGURA 2
C123:6R>LN T96LN w wios | esta na Figura 2. H4a uma quebra no grafico, no ponto (1,
C124N>A TOLN H 11409 essa fungao f ¢ descontinua no numero 1.
ClzshziN e A e Se f for a fungdo definida por (2) quando x # 1 e se
C125:A>LN TO7N N LL14.11 por exemplo, a funcdo estara definida para todos os valores de x, mas aind
C126:LN>GR TI7A LN LL14.11 “ e, - » . ’
existird uma quebra no grafico (veja a Figura 3), sendo a fungdo descontiny
em 1. Se, contudo, definirmos f(1) = 5, ndo havera quebra no grafico ¢ a fu
C126:LN>GR GR LL.14.12
C127:GR>A 4
C141:A>GR
C142:GR>LN
C143:LN>A" B /
— @
o) >x
FIGURA 3
C128AciN o8 A ten em 1. Se, contudo, definirmos f(1) = 5,
S | "™ | em 1. Se, contudo, definirmos f(1) = 5, ndo havera que

¢ao sera continua para todos os valores de x. Temos 4
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C124:LN>A T99A A LL.14.15 e

C127:GR>A T99A' A LL.14.15' DEFINICAO | Dizemos que a fungdo f é continua no niimero a se e somente se as seguintes

C129:LN>A T99A' condigdes forem satisfeitas:

C132:A>LN T103A

C133:LN>A T106A" (i) f(a) existe; .

C134:LN>A TI07A' L .

C140:A>LN’ T110A (ii) hm S(x) existe;

C143:LN>A’ TI11A

C148:LN>GR’ Ti2A (i) lim f(x) = f(a).

C149:A>LN' T116A" -

c;f:;f_:z’: TIIA Se uma ou mais de uma dessas condi¢des ndo forem verificadas em a, a fungdo

C156:LN>A X f seré4 descontinua em a.

C157:A>LN

C160:GR>A"

C162:A>LN’

C130:GR>LN N LL14.16 » ILUSTRACAO 1 A fungdo C, definida por (1), tem seu grafico mostrado na

SN Figura 1 como existe uma quebra no gréfico, no ponto onde x = 10, vamos

CIBTAN>A T99A A taa7 Como | lim C(x) ndo existe, a condigio (ii) ndo esté verificada em 10. ¢

xX—=a

C132:A>LN LN LL.14.18 Como lim C(x) ndo existe, a condigdo (ii) ndo esta verificada em 10. Con-

X -sa
cluimos que C é descontinua em 10.

CI35LN>A N LL15.01 » ILUSTRACAO 2 Um atacadista que vende um produto por quilo (ou fragdo
de quilo), cobra $ 1 por quilo se o pedido for de até 10 kg. Mas se o pedido
ultrapassar esse peso, ele cobrard $ 10 mais $ 0,7 por quilo excedente. Assim,

C135:LN>A T100A A LL15.02 se x quilos do produto forem pedidos e C(x) for o custo total, entdo C(x) = X,
se0 K x< 10eClx) = 10 + 0,7 (x —-10), se 10 < x. Logo,

C136:A>GR T100A A LL.15.03

o0k ) X se0 <x <10
X)) =
0,7x+3 sel0< x

C136:A>GR GR LL15.04 y

C137:GR>A

C138:GR>A

20 —
r
15
0
SE
WENN RN E NN NN
(6] ) 10 15 20
FIGURA 4
C137:GR>A T100A' A LL.15.05 - s Ta
C13%:A>LN T95A' A LL.15.05' ,11?;- Ax) = ,IJI?,- =
T95A
=10
C138:GR>A T101A' A LL.15.06 lim C(x)= lim (0,7x + 3)
C140:A>LN T96A' A LL.15.06' x2102 A210%
T96A' =10

C139:A>LN LN LL.15.07 . . ;. . . .

AN Logo, lim C(x) existe e € igual a C(10). Assim, C é continua em 1

C140:A>LN’ x =1

C141:A>GR T102A A LL.16.01

1) 2x +3 sex#1
x =
2 sex=1
C142:GR>LN LN 1L.16.02 . . _ .
C143:N>A Um esbogo do grafico dessa fungao estd na Figura 3. Observe que h
bra no grifico, no ponto onde x = 1. Assim, vamos verificar ai a
C143:LN>A T101A A LL.16.03 e
TIoA lim f(x) = 5: logo, a condigdo (ii) estd satisfeita.
x—=1
C145:A>LN TI01A A LL.16.04 x=1

lim f(x) = 5; mas f(1) = 2;

X1
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C145:A>LN N LL16.05 . . -
Assim, f é descontinua em 1.
C146:A>LN T102A A LL.16.06
Note que se na Ilustragdo 3 f(1) for definida como sendo 5, entdo lim f(x) =
x—1
=fMef seria continua em 1.
(RG] i LL1607 Note que se na Ilustragdo 3 f(1) for definida como sendo S, entdo lim f(x) =
x—1
= f(1) e f seria continua em 1.
C147:>GR A Li7ot P ILUSTRACAO 4 Seja f definida por
1
Jx)=
x—2
C147:A>GR GR LL.17.02 y 1
C148:GR>LN L :
L i
]
L
L |
—_ : *
I
I
|
|
I
i
FIGURA 5
g:::f»?:é: TI03LN N LL17.03 Um esbogo do grifico f é dado na Figura 5. H4 uma quebra no grafic
ponto onde x = 2, e assim sendo vamos examinar ai as condi¢des da Defi
Sl VG by Lil7fesd Como f(2) ndo estd definida, a condigdo (i) ndo ¢ satisfeita. Logo, fé d
continua em 2.
C149:A>GR T106A A LL.18.01 = . P
TI07A » ILUSTRACAO 5 Seja g definida por
1 .
—2— S€ x # 2
glx) =%~
3 sex =2
C149:A>GR GR LL.18.02
C150:GR>A ¥ L !
C151:GR>A
C152:GR>A’ i
B I
- I
|
JOL i 1 | =
< 2
1
|
t
{
|
FIGURA 6
C150:GR>A T104A A LL.18.03
T104A' A LL.18.03" . . l
T1048 lim g(x) = lim
T106A x=2- xo2- X —2
T106A'
= —
C151:GR>A T105A A LL.18.04
T105A' A LL.18.04' . .
T105A’ lim g(x) = lim
T107A x—=2+ x=2+ X —
T107A'
=+
C152:A>LN T104A A LL.18.05 o . o i .o e » . . . ,
T105A Como lim g(x) ndo existe, a condigdo (ii) ndo é satisfeita. Logo, g ¢ de
xX=2
continua em 2. '
C152:A>LN LN LL.18.06
C153:LN>A

Como lim g(x) n3o existe, a condi¢do (ii) ndo é satisfeita

x-2

continua em 2.
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C154:A>GR T108A A LL19.01 - . .
T109A | 4 'LUSTRACAO 6 Seja h definida por
hox) 3+x sex<1
X) = .
3—x sel<x
C154:A>GR GR LL.19.02
C155:GR>LN Y
ll/ o \ ‘\r !
FIGURA 7
C155:GR>LN LN LL.19.03 . ; .
C156:LN>A Um esbogo do grafico de 4 estd na Figura 7. Como ha uma quebra no
no ponto onde x = 1, investigaremos as condi¢gdes da Defini¢do 2.6
T108A A LL.19.04 = p:
T110A A LL.19.04 lim h(x) = lIm (3 + x)
T110A o] = % =
T110A' '
T112A 4
T109A A LL.19.05 . .
T109A’ A LL.19.05' lim A(x) = lim (3 —X)
T109A’ =1+ x—1+
T111A
T113A = 2
T112A A LL19.06 ] . . 4 N . .
TI12A" Como lim A(x) # Hm A(x), entdo lim A(x) ndo existe, assim sendo,
T113A x—1 x ol X1 .
C157:A>LN LN LL.19.07 ” ’
Logo, h é descontinua em 1.
C158:A>GR T114A A LL.20.01 . o ®
e » ILUSTRACAO 7 Seja F definida por
: Ix — 3] sex #3
F(x) =
2 sex =3
C158:A>GR GR 1L20.02
C159:GR>A Y
C160:GR>A A
C160:GR>A"
1
O
FIGURA 8
C159:GR>A T114A A LL.20.09 % "
1140 A 112009’ lim F(x)= lim (3 — x)
T114A x—3- x—3-
T116A
T116A' = 0
C160:GR>A T115A A LL.20.03 3 .
TI15A A 1L.20.03" lim F(_x) = lim (x — 3)
T115A'
T117A x=3* x=3*
T117A'
=0
CIETA>LN m?ﬁ A H-2004 Logo, Iin; F(x) = 0 e assim a condi¢ao (ii) é verificada. O 'lim F(x) =
X = x—3
C161:A>LN LN LL.20.05 porém, F(3) = 2, assim sendo, a condigdo (iii) ndo ¢ verificada. Portanto, F
¢ descontinua em 3. <
é:::zzltN:':\' LN LL.20.06 estabelece que a fungdo f¢é continua em um nimero a. Se f(a) existir, se lim f(x)

existir e se
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C162:LN>A T118A 11.20.10 estabelece que a fungdo f¢ continua em um nimero a. Se f(a) existir, se lim f(x)
existir ¢ se e

lim f(x) = f(a) @)

T119A LL.20.07 N o iai P .
T Aplicando a Defini¢ao 2.1.1 onde L é f(a), segue que (4) sera verdadeira se pa-

ra todo € > 0 existir um 6 > 0 tal que ‘
, s 0<|x—da|<é entdo |f(x)— f(a)| <€ 5)
T120A LL.20.08

2.6.6 TEOREMA | A funcdo f sera coutiziua no numero a se f estiver definida em algum
aberto contendo « e se para todo € > 0 exitir um § > 0 tal que se | x

entdo /() — f(@)] < e

Fonte: Elaborado pelo autor.
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INVENTARIO DOS EXERCICIOS DO LIVRO DO LEITHOLD

Verbos Conversoes

Quadro 19 - Inventario dos exercicios do livro do Leithold.

Representacoes Questio

Nos Exercicios de 1 a 22 sdo dados f(x), a e L, bem como
}(i_rg J(x) = L. (a) Usando argumentos similares aqueles dos Exem-
plos 1 e 3, determine um 8§ > 0 para o € dado, tal que
se 0<|x—al <4 entdo |f(x)— L|<e (11)
(b) Usando as propriedades das desigualdades, determine um
8 > 0, tal que a afirmativa (11) seja verdadeira para o valor da-
do de e.
D A>GR Llim(x—1)=3¢=0,2
x4
D GR>A
D A>GR 2. lim(x+ 2) = 5; € = 0,02
x=3
D GR>A
D A>GR 3. lim (2x + 4) = 10 € = 0,01
x—J)
D GR>A
D A>GR 4. lim(3x -~ 1)=5.€=0,1
x—2
D GR>A
D A>GR 5. lim (5x — 3) = 2; € = 0,05
x—1
D GR>A
D A>GR 6. lim (4x — 5) = 3; € = 0,001
D GR>A
D A>GR 7. lim (3 —4x)=7.€=0,02
x= =1
D GR>A
D A>GR 8 Ilim (24 5x)= —8; ¢ = 0,002
X =2
D GR>A
D A>GR 9. lim x? = 9; € = 0,005
x—3
D GR>A
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10. lim x2=16:€ =0,03

x= -4

1. lim x*> =4;€e = 0,003

X =2

12. lim (x2 = 5) = —4; € = 0,01

x—=1

13. lim (x? — 2x + 1) = 1: € = 0,001

x—=2

14. lim (x> +4x + 4) = 1; € = 0,002

x==1

15. lim (x2 + 3x — 4) = —4; € = 0,03

x=0

16. lim (x> — x — 6) = 0; € = 0,005

x=3

17. lim (2x? + 5x + 3) = 1: € = 0,004

me =

18. lim (3x* —7x 4+ 2) = —2: € = 0,02

Co9x? -1
lim X =2¢=0,01
x=1/3 Ix—1

Nos Exercicios de 23 a 42, prove que o limiie é o niimero indica-
do, aplicando a Definigdo 2.1.1.
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x-2

x5

25. lim(2x+ 1)=9

x=4

23. lim7=17

26. lim (dx + 3) =7

x=1

27. lim (5x+8)=3

X= =1

28. lim 3x — 5) =4

x—=3

29, lim (7 — 3x) = -2

. dlim Qx+7)= -1

Xl

31 lim (1+3x)= -5

x> =2

x==3

37. lim(x* — 3x) = 10

x5

38 lim(x? +2x—1)=7

x—2

39. lim (5—x—x3)=—1

x=+=3

p A 40. lim 3+ 2x—x*)=0

x==-1
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41. lim (6x* — 13x + 5) = 3

x—2

42, lim (4x? — 13x + 12) =3

x-1

43. Prove que lim x2 = a2, se a for qualquer nimero positivo.
X —-a

44. Prove que lim x*= a?, se a for qualquer nimero negativo.
X —-a

Nos Exercicios de 1 a 22, faga um esbogo do grdfico e

limite mdlcado, se ex:stir;
2 sex<1
L f(x)=<—1 sex=1
-3 sel<x
(a) lilﬁ Jx); (b) lil:'l Sx); (© :l_'_!: S(x)

-2
z‘f(")’{ 2 23:3
(a) xl_i.f‘l’l’ f(x); (b) xl_i'l;l_ S(x); () li:n;f(x)
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S © ©o a

=

T © °©o O

=

A>GR

GR>LN

A>GR

GR>LN

t+4 ser £ —4
3'fm-{4—t se -4 <t

(@) ‘_]i_ﬂ‘l* 1(0); (b) ,.ﬁﬁ- J@); (©) lim (1)

t—-4

" g(s)={s+3 ses <—2

3—-5 se-2<s
(a) ._111!; , 9(s); (0) _!ijl; _g(s); (c) lim g(s)

g~=2

_fx? sex <2
= F(")‘{s-zx se2 < x

(a) lil;l F(x), (b) lir;n F(x); (c) lim F(x)
x—2* x=2" x=2

2x+1 sex <3
6. h(x)-{lo—x se3 <x

(a) e il (o) lil;l hix); (c) lim h(x)
x-+3* x=3" x—3
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S © ©o a

=

S 9 © 0O

=

T © °©o O

=

A>GR

GR>LN

A>GR

GR>LN

A>GR

GR>LN

2r+3 ser<l1
7. g(r)={2 ser=1
7—2r sel<r

(a) llt:l g(r); (b) ’lj!ln_ g(r);, (©) llgl! g(r)

8. g(t) =<0 set=—2
11—¢2 se ~-2<t
(a) '_!if';* g(t); (b) ‘_.li_lg_ g(t); (c) lim g(r)

1~=-2

{:H»t2 set< —2

x2 -4 sex<?2
9. f(x) =<4 sex =2

4—x? se2<x
(a) ’l_i.!:{ J(x); (b) xl_i.l;l_ S(x) () li_l.l; fx)

2x+3 sex< 1
10. f(x) =<4 sex=1

x24+2 sel<x

(a) xl-l-r:l Jx); (b) ‘1_’1.!:!_ J(x); (©) li_rﬂ fx)

11 F(x)=|x - 9| :
(@ l_l.r;l F(x); (b) lin:x_ F(x); () lirl; F(x)




T © °©o O

=

S © © a

=

A>GR

GR>LN

A>GR

GR>LN

A>GR

GR>LN
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12. f(x) =3 + |2x — 4|
(@) xl_i'l;i‘ J(x); (b) l_l.l;l S(x); () li_'g fx)

13. G(x) = |2x — 3| - 4
(@ lim G(x)(b) lim G(x)(c) lim G(x)
x=3/2¢ x=3/2~ x—3/2

Jx—1] sex< -1
14. F(x) ={0 sex=—1

[1-x se—-1<x
(@) lim F(x); (b) lm: F(x); (¢) lim F(x)
x==1" 1

x— -1+ X =

15. f(x)=%'

(a) lim f(x); (b) Jimf(x); (€) lim f(x)

16. S(x) = |sgn x| (sgn x é definido no Exemplo 1)
(a) lil‘l)l‘ S(x); (b) liT_ S(x); (c) lim S(x)

x-0

—1 sex<0
sgnx=+¢ 0 sex=0

1 se0<x
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y 4 sex < —2
17. f(x) =<V4—x? se —2 <x <2
-2 se2<x

(@ lim f(x); (b) lim f(x) (c) lim f(x); (d) l_lgl S,

Xx=>=2" x=>=2* £

(© Jim /() () lim f(x)

T © © 9 ©

=

18. f(x) ={x? se —1<x <1
2—-x sel<x

(@) lim f(x); (b) lim f(x) (c) fim f(x) (d) li!:l‘ ()

x—=-1" x—==-1* x= -

(¢) lim f(x); (f) lim f(x)
x=1* x=1

GR>LN

A>GR A {x+’1 sex < —1

T © g ©° © © 0

Yt set<0
19 jiy= {Ji se0 <t

(@) lim f(z); (b) lim f(z); (©) 1)

A>GR A

GR>LN

_ f¥f=x sex<0
”.g(x)-{{/; se0 < x

(a) lim g(x); (b) lil:l glx) (c) lim g(x)
x=0* x=0" x=0

T © °o O
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A>GR

GR>LN
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V9 —x? se -3<x<3
VxT =9 se3 <x

(a) xlim F(x); (b) lim F(x); (c) lim3 F(x); (d) lim F(x);

=3 x> =3+ x> =- x=3"

: VX2 -9 sex g~3
21. F(x) =

© lim Fx); () im F(x)

V1=8 se-1<t<1

Jt+1 ser< -1
22. G(t) =
Jt=1 set <:

(a) ‘_!lg: G(1); (b) '_!iﬂ’ G(1); (o) 'Ligi‘ G(t); (d) ‘lj!:l; G(o);
(e) lim G(t); (f) lim G(2)
-1t =1

23. F(x) = x —2 sgn x, onde sgn x esta definido lio Exemplo 1.
Ache, se existirem: (a) lil:l’ F(x); (b) lit;a. F(x); (c) lim F(x).

x=0

—1 sex<0
sgn X = 0 sex=0

1 se0<x

24. h(x) = sgnx — U(x), onde sgn x est4 definido no Exemplo
1 e U ¢ uma funcdo escada definida por

0 sex<O
Ulx) = {1 se0 <x

Ache, se existirem: (a) lim h(x); (b) lim h(x); (c) lim h(x).
x-0* =0~ x—0
—1 sex<0
sgnx={ 0 sex=0

1 se0<x
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A>GR

GR>A

x=0* x—=+0" x—0

2§5. Ache, se existirem: (a) lim [x]; (b) lim [x]; (cj lim [x].
x=2+ x—2- x=2

26. Ache, se existirem: (a) lim [x — 3]; (b) lim [x — 3];
x4 x=4-
() lim [x — 3].

x—4

27. Seja h(x) = (x — 1) sgn x. Faga um esbogo do grafico de A.
Ache, se existirem: (a) lirg‘ h(x); (b) ]il‘l'l‘ h(x); (c) lin: h(x).

—1 sex<0
sgn X = 0 sex=0

1 se0<x

28. Seja G(x) = [x] + [4 — x]. Faga um esbogo do gréfico de G.
Ache, se existirem: (a) lim G(x); (b) Iir;'n G(x); (c) lin; G(x).
x—3* x—3- x—

- ! 3x+2 sex<4
2. Dada f(x)= {Sx +k sed <x

}. Ache o valor de k para

o qual P_x.n‘ f(x) existe.

kx —3 sex< —1
30. Dada f(x)={x’+k se —1 < x

o qual Iiml f(x) existe.
X = -

}. Ache o valor de k para
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x? sex < —2
31. Dada f(x) =<ax +b se —2 < x < 2. Ache os valores de
2x —6 se2 <x

a e b, tais que lin:zf(x) e lim2 f(x) ambos existam.

2x —a sex< -3
32. Dada f(x) = {ax +2b se -3 <x QS}.Ache os valores de
b—5x sel3<x
a e b, tais que existam os limites: xl.i.rEa Sx) e P_l.n’ Sf(x).

—1 sex<O0

33. Seja f(x) = 1 se0<x

Mostre que linz f(x) existe,
X —

porém lin}’ |f(x)| ndo existe.

34. Prove o Teorema 2.3.3.

2.3.3 TEOREMA l’_’,‘} f(x) existe e sera igual a L se e somente se lim_ f(x) e lim f(x) existirem

¢ forem iguais a L.

35. As taxas para despachar cargas por navio sdo freqiientemente
baseadas em férmulas que oferecem um prego menor por qui-
lo quando o tamanho da carga € maior. Suponha que x qui-
los sejam o peso de uma carga, C(x) seja o seu custo total e

0,80x se0{x <50
C(x) {

=40,70x se S0 < x <200
0,65x se 200 < x

(a) Faga um esbogo do grafico de C. Ache cada um dos se-
guintes limites: (b) lun C(x); (c) lim C(x);

(d lim C(x) (e) hm C(x). e

x=200~ x=200*
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Nos Exercicios de 1 a 12, faca o seguinte: (a) use uma calcula-
dora para tabular valores de f(x) para valores fixados de x e, a

partir delgs, fapa uma afirmagdo a respeito do comportamento
evidente de f(x).

(b) Ache o limite indicado.

L (a) f(x) = ——xes 5,5, 5,1, 5,01, 5,001, 5,0001;

(b) lim |

x5+ X —

z(a)f(x)=—_—5,xé4,4s 4,9, 4,99, 4,999, 4,9999;

1

(b) lim

x5 X —

3. (a) f9) = " 15)2,xé6 5,5, 5,1, 5,01, 5,001, 5,0001 ¢ x

€4,4,5,4,09, 4,99, 4,999, 4,9999; (b) lim —— ls)z

x5 (x -
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=\ T

4@ [ =1 i; X€0,0,5, 0,9, 0,99, 0,999, 0,9999;

(b) lim +2

x=1" l - X

C T>LN
| LN>A
D

C T>LN
I LN>A
D

C T>LN
I LN>A

T>A
D

5. (@) f(x)= 2xéZlSlllOl 1,001, 1,0001;

®) hm x+2

x=+1* l =i

6. (a) f(x) = +12)1,x0 0,5,0.9, 0,99, 0,999, 0,999 € x é

2, 1,5, 1,1, 1,01, 1,001, 1,0001; (b) lim "”,
x-‘l(x'“l)

g
7. (a) f(x)=;ﬁ; x & 0/ -0,5] -0,9, —0,99, —0,999,
x—2

x=—-1+ X+ 1

—-0,9999; (b) lim

8. {a) f(x)-—z' x & -2, —-1,5, —-1,1, —-1,01, —-1,001,

x+ 1
~1,0001; (b) lim *—2

x-.—l-x l

9. (a) f(x) = 14; x & —5, —4,5, —4,1, —4,01, —4,001,
X
—4,0001; (b) i
( ) x-'indv‘ x+4

10. (a) flx) =

4,x65 4,5, 4,1, 4,01, 4,001, 4,0001;

(b) xl-loT‘ x—4
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C T>LN 4 ;
1. (@) f(x) = 9—’;2; xé -4, —3,5, —3,1, —3,01, —3,001,
I LN>A )
—3,0001; (b) lim 3
D X*=3= — X
C T>LN ) ax?
12. (a) f(x) = 9 7> X € 4, 3,5, 3,1, 3,01, 3,001, 3,0001;
I LN>A r
b) li
D ( ) ,_{To 9 — x’
P 43. Prove que lim ——3——2 = + o0, usando a Defini¢do 2.4.1.
P 44. Prove que lim —=2 - _ o0, usando a Defini¢do 2.4.2.
x—=4 (x - 4)2
P 45. Prove o Teorema 2.4.3 (ii).
P 46. Prove o Teorema 2.4.4 (ii).
P 47. Prove o Teorema 2.4.4 (iii).
P 48. Prove o Teorema 2.4.4 (iv).
P 49. Prove o Teorema 2.4.5.
P 50. Prove o Teorema 2.4.6.
P 51. Prove o Teorema 2.4.7.
P i . 5—x
52. Use a Defini¢dao 2.4.1 para provar que lim = +00.
x=—-3 3 + X
C Nos Exercicios de 1 a 10, faga o seguinte: Use uma calculadora
para tabular os valores de f(x) para valores fixados de x. (a) Do
I -
I
D




T>A

T>A
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para tabular os valores de f(x) p ara valores fixados de x. a)

? (b) Do que f(x) parece estar se aproximando enquanto

nidamente? (¢ rsec .
c) Ache ; !f’i‘.. (x) (d) Ache

decresce indefinidamente? (d) Ache

x decresce indefinidamente? (c) Ache Llim | f(x)

1. f(x)=%;xé 1,2,4,6,8,10,100,1.000 e x é —1, —2,
—4, —6, —8, —10, — 100, — 1.000.

p 2 f(x)=%; xél,24,6,8, 10, 100,.1.000 e x é —1, =2
_4' -6’ —8, —10, —100, —1.000.

3 f(x)=$;x €1,24,6810,100,1.000 e xé —1, -2,
-4, —6, —8, —10, —100, —1.000.

4. f(x) = —%;x €1,2,4,6,8,10,100,1.000 e x é —1, —2,
—4, —6, —8, — 10, —100, — 1.000.
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I A 5. f(x) = 3’:,xe012,4eslolooloooexe
I N —1, -2, —4, -6, =8, —10, —100, — 1.000.

1 .

D

D

3

6 /()= 35 ¥ €2,4,6,810,100,1.000 ¢ x¢ -2, —4,
B, s —~10,—-100,-1000.

c |T>A A 7. f() = 4"“,.:&2,610 100, 1.000, 10.000, 100.000 e
I N o =i 6 =10, =100 ~1.000, —10.000, — 100.000.
1

D

D

8. f(x)= %-3—1; x € 2, 6,10, 100, 1.000, 10.000, 100.000 e

xé —2, —6, —10, — 100, —1.000, —10.000, — 100.000.

¢ T=A X €2,6, 10; 100, 1.000, 10.000, 100.000 e x é
1 N P —10, ~100, — 1000, — 10.000, — 100.000.

1

D

D
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2 .
10. f(x) = Jﬁ; x € 2,6, 10, 100, 1.000, 10.000, 100.000 ¢ X é
—2, =6, —10, =100, — 1000, — 10.000, — 100.000.

Nos Exercicios de 57 a 60, proveque lim_f(x) = 1, aplicando

a Definigdo 2.5.1; isto é, dado € > 0, mostre que existe um nu-
mero N > 0 tal que se x > N, entdo |f(x) — 1| <e.

x* 4 2x

2
60’ f(x)= x;_l

61. Prove que x!.ug” 1 4, mostrando que para todo

e > 0 existe um numero N < 0, tal que se x < N entdo

(@ lim f(x)= —oo;

x4+

(b) lim f(x)= +o0;

x=-w

© lim f(x) = —co.

P A 64. Prove qe x_‘lile‘ (x? — 4) = + o, mostrando que para to-

do N > 0 existe um M > 0 tal que se x > M tal que se
x > Mentdo x? — 4 < N.




A>GR

GR>LN
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65. Prove que Jlr§u;lm (6 — x — x?) = —oo aplicando a defi-
nicdo do Exercicio 63(a).

Nos Exercicisde 1o 22, faa s sbosodo rdio da funsto
ontin nhcorvnndn nndo hi miohrne na ardfinn Asotorsmina ne v

e mostre nor aue a Definicdao 2.6.1 naon é satisfeita em cadn de

s S B St

A>GR

GR>LN

A>GR

GR>LN
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A>GR

GR>LN

1
3 g(x)={x—_+2 sex# —2
0 sex=—2

A>GR

GR>LN

(x = 1)(x® — x — 12)

10. hix) = X —5x+4

A>GR

GR>LN

x?—5x+4
(x — 1)(x? —x — 12)

12. H(x) =

-] Ex<0
13. f(x)=< 0 sex=0
Jx se0<x

A>GR

GR>LN

x—1 sex<1

l4.f(x)={l sex =1

1—x sel<x
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C A>GR
D GR>LN
P

14+x sex<g —2
16. H(x) =92 —~x se -2<x <2
2x —1 se2 < x

J=x sex<0

709 = (T o ex

C A>GR
D GR>LN
P

ls.f(z)={13‘+2| :::::

LI

C A>GR
D GR>LN
P

21. A fung¢do maior inteiro.

C LN>GR
D GR>LN
P

LN

22. A fungdo sinal (veja o Exemplo 1 na Sec¢do 2.3).

33, f(x) = x¥(x + 3)?

34. f(x) = (x — 5)%x? + 4)°
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X
35.9(X)-—m
36. hx) = >+
) T 2x+ 5

x2+7
. F(x) =
37. F) =5

x—2

B0 =TT

3Ix—1 sex<?2
39.f(x)={4_x2 se2 € x

(x+2)? sex<0
40. =
0 f1x) {x2+2 se 0 < x
: sex <1
X X
=12
41, f(x) = )]‘
— sel <x
x
1
sex <4
2. f(x)=<{x+1

Jxd sed<x

A>GR

GR>LN

43. A fungao C do Exercicio 35, nos Exercicios 2.3, estd defini-
da por
0,80x se 0 < x <50
C(x) = {0,70x se 50 < x <200
0,65x se 200 < x
(a) Faga um esbogo do grafico de C. (b) Em quais niimeros

C ¢é descontinua? (c) Mostre por que a Defini¢cdo 2.6.1 nao
¢é satisfeita em cada descontinuidade da parte (b).

LN>A

A>GR

GR>LN

44. Suponha que a taxa postal de uma carta seja calculada da
seguinte forma; $ 0,22 por qualquer peso até os 30 primeiros
gramas e entdo $ 0,17 a cada 30 gramas, ou fra¢do adicio-
nal, até 330 gramas adicionais. Se x gramas for o peso da
carta e 0 < x < 360, expresse a taxa postal como fungdo
de x. (a) faga um esbogo do grafico dessa fun¢do. (b) Em
quais numeros do intervalo aberto (0, 360) a funcdo ¢ des-
continua? (c) Mostre por que a Defini¢do 2.6.1 ndo é satis-
feita em cada descontinuidade da parte (b).




367

A>GR 45. Seja f a fungdo definida por
=[x se [x] for par
GRZLN flxy= {|x — [x + 1]] se [x] for impar
Fag¢a um esboco do gréafico de f. Em quais numeros f ¢ des-
continua?
A>GR 48. A fungdo f é definida por

~an oaaay

Fonte: Elaborado pelo autor.

J \A) = 1

n=QN° — NXx

Faca um esbogo do grifico de f. Em que valores de x f é
descontinua?
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INVENTARIO DO TEXTO DO GUIDORIZZI

Quadro 20 - Inventario do texto do Guidorizzi.

Conversdes Tratamentos  Registros Representagdes
EHIEER | Tk LN LGOI Intuitivamente, uma funcdo continua em um ponto p de seu dominio € uma fun¢ao
gréfico nio apresenta “salto” em p.
C2:LN>GR | T1:LN>LN LN HG.01.01*
C1:LN>GR | T2:GR>GR GR HG.01.02 v
C3:GR>LN
C4:GR>LN
X
C2:LN>GR | T2:GR>GR GR HG.01.03 ;

4
C5:GR>LN /
g -~ z
b4 X

-

C3:GR>LN | T3:LN>LN LN HG.01.04 = « ' 3 7
O grifico de fndo apresenta “salto” em p: f € continuag em p.

C4:GR>LN T3: LN>LN LN HG.01.05
O grifico de f ndo apresenta “salto” em p: f € continua em p. Observe que & medida
que x se aproxima de p, quer pela direita ou pela esquerda, 0s valores f (x) s¢ aproximam

WL de f(p); ¢ quanto mais proximo x estiver de p. Itlais.préximo csmrﬂf‘(x’def({v)o mefmn
T4: LN>LN LN HG.01.06 de f (p): € quanto mais proximo x estiver de P, Innis.prﬁxlmo cs,n(?[ 5‘)““5}_‘{?5""
T5: LN>LN

C5:GR>LN T5: LN>LN LN HG.01.07 e e el bk T X7 T

de f(p); e quanto mais proximo x estiver de p, mais proximo estara f (,f) de f(p). O meg
ndo acontece com a fungdo g em p: em p o gréafico de g apresenta “salto”, g ndo € cont!

T6: LN>LN LN HG.01.07°
emp.
T6: LN>LN
C6:A>GR T7: A>A A HG.01.08 .
EXEMPLO 1. Consideremos as fungdes fe g dadas por
_ o _tsex=1
fE=xe gln)= {2 se x >
(TR T7: A>A A HG.01.09 EXEMPLO 1. Consideremos as fungdes f ¢ g dadas por
= _flsex=1
C6:A>GR T8: GR>GR GR HG.01.10

C8:GR>LN
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C8:GR>LN T9: LN>LN HG.01.12
Por sua vez, g nd

C10:LN>A HG.0L.14 Intuitivamente, dizer que o limite de f (x), quando x tende a p. ¢ igual a L que, simboli-
camente, se escreve
C10:LN>A A HG.01.14’ lim fx)=1L
x=p
C11:A>LN N HG.0L.14™ significa que quando x tende @ p, f (x) tende a L.
C11:A>LN
C12:LN>GR
C15:LN>GR

C12:LN>GR | T11: GR>GR

C13:GR>LN

C14:LN>A A HG.01.18 ST
e IR
C1A:GR>L N HG.01.20
N
: lim f(x)=L
Pl
C16:LN>A

HG.02.01

C17:A>T

EXEMPLO 2. Utilizando a idéia intuitiva de limite, calcule lim1 (x + 1.
L

C18:A>T

C19:A>GR
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C18:A>T T12: T>T T HG.02.03
x | x+1
C21:T>GR 0.5 1.5
0.9 1.9
0.99 | 1,99
C23:T>A 0.999| 1999
4 +
1 2

feo=x+1

C22:T>A A HG.02.05 lim (x+1)=2
x=1

C23:T>A

C24:GR>A

2 |
EXEMPLO 3. Utilizando a idéia intuitiva de limite, calcule lim L.

x=1 X

T13: A>A HG.03.02
T x#+ 1

T14: A>A

C25:A>GR T15: A>A HG.03.04
. HG.03.04’ —1

T17: A>A A y—1 x=1 x -1

T17: A>A

T18: A>A
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HG.03.06

C27:LN>A

HG.03.06

ver definida em p

C27:LN>A A

C28:A>LN

et p > G TO1D
&

C30:A>LN | T19:LN>LN HG.03.08 Veremos, ainda, que se se f nio for continua em p, entdo L serd ag

valor que f deveria ter em p para ser continua neste ponto.

C30:A>LN | T19:LN>LN LN HG.03.08”
C30:LN>GR LN HG.03.08”
C33:LN>GR

B HG.03.10
e * [ndo estd definida em p.

L & o valor que f deveria ter em p para ser
nua em p.

C32:A>LN

C32:A>LN
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C3S:GR>A

C34:A>LN

C34:A>LN

T20: A>A

T21: A>A

LN

HG.03.12

Sesté definida em p, mas L # f(p).
HG.03.12° L & o valor que f deveria ter cm p, para ser continua em p.

im LEEBZLR),

¢olimite mais importante que ocorre na matemtica, e seu valor, quando existe, ¢ indicado
por f'(p) (icia: f linha de p) e & denominado derivada de f em p:

HG.03.14

h-0 h ’

Este limite af de forma quando se procura definir reta tangente ao grifico de
fuoponto (p, £(p)). O quociente “.chmdohvms&mzdobwmm-

tal, nada mais € do que o coeficiente angular da reta s que os pontos M = (p,
eN=(p+hf(p+h) dogrificodey = f(x) SR i

C35:A>GR

C36:GR>A

C36:GR>A

C37:GR>A

T22: GR>GR

T23: A>A

GR

HG.03.16

/4

_IIOH B =fp)

HG.03.18 y=fipr=m;(x—p)

ey
L3
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C38:GR>LN

C39:GR>LN

C40:LN>A

T24: A>A

T25: A>A

T30: A>A

T30: A>A

T31: A>A

T33: A>A

T34: A>A

T35: A>A

T35: A>A

T36: A>A

T36: A>A

T37: A>A

LN

HG.03.20

HG.04.03

HG.04.03”

HG.05.01

HG.05.03

HG.05.03”

HG.05.03”

i~ 122 10) Qe s o s i

y=f@)=rf'pyix—p).

EXEMPLO 4. Seja f(x) = x*. Utilizando a idéia intuitiva de limite,

= i L0 R )
h—0 h

LU+ R)=F()_(1+ R =17
h h

=2+h (h#0)

"= 1lim 2+ h)=2.
h—0

EXEMPLO 5. Seja f (x) = x°. Utilizando a idéia intuitiva de limite, cal

‘()= tim SETRFE)
il S

fOa+h) = f(x)  (x+h)? =22
A h

=2x+h (h # 0)

f'(x)= lim (2x + h)=2x.
h=0
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T39: A>A A HG.05.05

Ou _seja, a derivada, em x, de f (x) = € Fl(x) = 2x

()= Hm fx) - )

X=p X=p

T41: A>A HG.06.01

EXEMPLO 6. Seja f (x) = x°. Utilizando a idéia intuitiva de limite, cal

fl(z) = hm f(x) - f(2)

=2 x—2

T42: A>A A HG.06.03 3 o8

TA3: AsA A HG.06.03° f(x; : ;(2) = xx : ; =x24+2x+4 x#2.
T43: ASA A HG.06.03”

T44: A>A

T44: A>A

T45: A>A

@)= Iimz (x2+2x+4)=12.
X

C41:GR>LN | T47: GR>GR GR HG.07.01

C41:GR>LN HG.07.03
que fe g se comportam de modo diferente em p;
C43:LN>GR , a0 passo que o de g, sim. Queremos destacar uma prop

Observe que fe

to"emp,

g se comportam de modo diferente em p; o graf
Queremos destacar uma propr

sal

HG.07.05

T49: GR>GR
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T49: GR>GR GR HG.07.07
T50: GR>GR
C45:GR>A | T50: GR>GR GR HG.07.08
C44:GR>A | T51:A>A A HG.07.09
C45:GR>A para todo € > 0 dado, existe 6 > 0 (8 depgndendo de €), tal que f (x) perma
f{p) — eef(p) + € quando x percorre o intervalo Jp — 8, p + 8[, comx n
def. ’
T51: A>A A HG.07.10 - - —
para todo € > 0 dado, existe 6 > 0 (8 dependendo de €), tal que, para todo x
T52: A>A €Dy,
p—8<x<p+d=a>fP)—e<fN)<f(p)te
CAT:LN>G GR HG.07.11
R b, /«?
C4Y:GR>A g el — — E
L
g(p)—¢ — A :
L
,{/ p-5 p pts x
CAV:GR>A | T5Q: ASA A HG.07.12 : - ; :
para 0 € > 0 acima, ndo existe & > 0 que torne verdadeira a a
UVxEDp—8<x<p+8=g(p)—e<g(
T5Q A>A A HG.07.13 Qualguer que seja o 8 > 0 que se tome, quando x percorre o intervalg
ndo permanece entre g (p) —e€e g (p) + €
CAQILN>A | T52:A>A LN HG.07.14
Definicao. Sejam fuma fun¢do e p um ponto de seu dominio. Definimos:
C4Q:LN>A | T53:A>A A HG.07.14
Para todo € > 0 dado, existe > 0 (8 dependendo de €), tal
feontinua em p «»{ 4uC, para todox € Dy,
p—8<x<p+8= flpi—e< flx)< f(p)+ e
C46:ASLN | T53:A>A LN HG.07.15
CAW:LN>A A HG.07.15° . [Para todo € > 0 dado, existe 4 > 0 tal que, |
ontinu
' el lx—pl<8=1f(x) f(p)
C46:A>LN | T54: LN>LN LN HG.07.16 : . -
Dizemos que fé continuaem A C Df se f for continua em todo p €
TBELN-IN ) N HGOTI6™ | pente, que f€ uma funcdo continua sc f for continua em todo p de s¢
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T54: LN>LN

T5R: LN>LN

T5R: LN>LN

C47:LN>A T55: A>A

C48:LN>A T56: A>A

HG.07.17

HGoT1r Dizemos que fé continua em A C Dy se f for continua em todo p €

EXEMPLO 1. Prove que f(x) = 2x + 1 € continua em p

HG.08.02 . =
Precisamos provar que, para cada € > 0 dado, conseguiremos

apenas de g), tal que

1—8<x<lt86=f(l)~e<fx<f(l)1

Entdo, dado € > 0 ¢ tomando-se & = % (qualquer 8 > 0 com &
resulta
1-8<x<1+8=f()—e<f()<f(1)A
Logo, f€ continuaem p = 1.
HG08.03 O exemplo acima pode também ser resolvido em notagao de méd

samos provar que dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

lx—1I<éd=21f(0—f)I<e

_€
Assim, dado € > 0 e tomando-se 8 = S

Ix—11<8§=f)—fD)I<e

Logo, [ ¢ continuaem p = 1.

i

1fx) — =1k = k| = 0 paratodo x e todo p; assim, dado € > 0 ¢ tomando-se um

5> 0 qualquer

Ix—pl<d=1fe) ~fl=1k-k1<e

C50:A>LN | T57: LN>LN HG.09.03
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C51:LN>A HG.10.01 1A fungio aﬁmf(x) =ax+ bla ebmmtes)é continua.

If(x)-f(p)l=lax+b-ap—bl-Iailx-pl.

Asnim.parnodo¢>0dndo

If -f@l<eelx—pl< o

=
Tomando-se, entdo, & = a2l

Comopfoimmadodcmodoatbitlido. resulta que f€ col uae::

fanilitne ne pnicac om militas ocasioes. Antes, porém,

C40:A>LN T59: A>A A HG.11.01 -
EXEMPLO 4. Prove que, se para todo € > 0 dado existir um interva
C40:A>LN N HaG.or com p & [/, tal que para todo x € Dy
entdo f serd continua em p.
T59: A>A A HG.11.02 i ]
Pela hipétese, para todo € > () dado existe um intervalo aberto f = ]a, b
T60: A>A
® XEla bl = f(p)— e<fx)<f(p)
Segue de () que

xeEp—op+dl=fip) e<fx)<fp) t+ e

Logo, f é continua em p.

o - o

EXEMPLO 3. Seja » > 0 um real dado. Suponha que, para todo € < 7
intervalo aberto 7, com p € I, tal que para todo x € Dy

Prove que fé continua em p.

C54:A>LN HG.12.02

EXEMPLO 5. Seja » > 0 um real dado. Suponha que, para todo € < r
C55:LN>A intervalo aberto I, com p € [, tal que para todo x € Dy

XEI=flp) e<f(x)<f(p)+ e
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C55:LN>A T61: A>A LN HG.12.03 . . .
Precisamos provar (tendo em vista o exemplo anterior) que, para tod
intervalo aberto I, com p & /, tal que para todo x em Df
xeElI = f(p)  e<fX)<f(p)+ e
T61: A>A A HG.12.04 Pela hipdtese, se € < r, existe tal intervalo.
Suponhamos, entdo, € = r. Seja 0 < ¢ <r.
To2 AZA Pela hipdtese, para o €; dado, existe / tal que
xXEI=21P)— € <f)<f(p)+ €.
T62: A>A A HG.12.05
Para este mesmo / teremos, também,
T63: A>A
xEI=fP)—e<fx)<f)+e€
pois, /() — € <f(p) — €, e f(p) + € <f(p) + & (Interprete graficame
C4P:LN>A T63: A>A LN HG.12.06
CAP-LN>A A HG.12.05° para f ser continua em p, basta que, para cada € < r, € > 0 (onde r >
priori), exista um intervalo aberto 7, com p € [/, tal que, para todo x em
xEISfP) e<fX)<f(p)+e
C5G:LN>GR A HGB0L EXEMPLO 6. Mostre que f (x) = x” é continua em 1.
C56:LN>GR GR HG.13.02
Vi
C57:GR>A
CST:GR>A | T64:A>A A HG.13.03 Precisamos mostrar que dado € > 0, existe um intervalo aberto /, conter
xEl=f()—e<fx)<f(l)+ e
C58:A>LN T64: A>A A HG.13.04 . - ) K
Vamos resolver a inequag@o f (1) — € < f{x) < f(1) + e
Temos
fh—e<f)<f()+ee1 —e<r <1 +e¢:)3\flﬁe < x <
Tomando-se [ = 1 —¢€, 31+ €[, 1 €1,
xXEI=f(l)—e<fx)<f() + e
C58:A>LN LN HG.13.05

Logo, f(x) = x° é continua em 1.
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T65: LN>LN LN HG.14.01

EXEMPLO 7. Prove que f (x) = % é continua,

Precisamos provar que f é continua em todo p real (D; = R).

T66: A>A HG.14.03

C59:LN>A " B 2 - :
Primeiro vamos provar que f ¢ continua em 0. Convém, aqui, usar

¢do de médulo. Vamos provar, entdo, que dado € > O existe & > 0 tal

C4X:LN>A HG.14.04

CAX:LN>A |x—0|<8=>|x2—02|<€.

Para se ter | X | < €, basta que se tenha | x| << €. Tomando-se &

1x-01<8=12-0I<e

T67: A>A HG.15.06

C60:A>LN

Logo, f(x) = X* é continua em 0.

Vamos provar, agora, a continuidade de fem todo p # 0. Temos
[ - e<f@<f@)+eop —e<d<pte

Parae<p2,e>0,
p2—6<.|.‘2<p2+5@\]p2—e <|x|<J;2+e.

Se p > 0, tomamos [ = ]\/p2 —€, Jpz + €[, assim

Se p < 0, tomamos I = | —/p® + €, =\ p® — € [, assim

Logo, f(x) = x* é continua em todo p real. (Interprete graficamente.)

C63:LN>A HG.15.08

C64:A>LN

T68: LN>LN HG.16.01

=
EXEMPLO 8. f(x)={12 sex =1

¢ continua em p = 17 Justifique.

Ara provar que nao € CO
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C65:LN>A | T69: A>A HG.16.03 neste ponto. Para provar que o € continuaem p = I, precis

teaeos | dual ndo exisia 8 > 0 que torne verdadeira a afirmagéo
C67:A>LN A .16.!

C6S:LN>A

Como f{x)= 1 parax < 1ef(l)=2, tomando-se € = % (ou0 << e<< 1), par

1 -6<x<1= fx)=1

¢ 1 ndo estd entre £(1) ~ % ef(l) + %

C66:A>LN T70: A>A A HG.16.05

¢ 1 ndo estd entre f (1) ~ % ef(l) + % Logo, ndo existe 8 > 0 que to]
afirmagdo

“VxEDf,l-8<x<1+8=>f(1)-—%<f(x)<f(])+

*Portanto, a fungdo dada o ¢ continua emp = 1. Observe que /¢ continua

C67:A>LN HG.16.07

Portanto, a fungio dada nao ¢ continuaem p = 1

C69:GR>LN | T71:GR>GR |  GR HG.15.02
b) g
T72: GR>GR Fio) e
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C71:GR>LN | T73: GR>GR GR HG.15.04

Na situagdo (@), fndio estd definida em p, mas existe L que satisfaz a propriedade:

C72:LN>A

T7Q: A>A A HG.15.06

para todo € > 0 dado, existe & > 0 tal que, para todo x € Dy,

p-d<x<p+téx#p=>L-e<f(x)<L+te

, niio existe L satisfazendo

C70:GR>LN -15.
> N HO15.08 Na situagio (b), festé definida em p, mas ndo ¢ continua em p, entretanto existe L satis-

ndo (1); observe que neste caso a restrigio x # p € essencial.
C88:LN>A inalmente, na situagdo (d), n

-

Na situagdo (b), festé definida em p, mas ndo ¢ continua em p, entretanto existe L satis-

fazendo (1); observe que neste caso a resirigo x # p ¢ essencial. Na situagdo (), f € contd-
w. assim L = f (p) satisfaz D.

C73:LN>A T7Q: A>A A HG.15.10
CBBIN>A | TIZ:A>A para todo € > 0 dado, existe § > 0 tal que, para todox € D,
C89:LN>A

” 0<lx—pl<d=If-Li<e
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acima. De fato, suponhamos que L, e L, satisfagam, em p,  propriedade a
todo € > 0 dado, existem &; > O ¢ &, > 0 tais que

O0<ix—pl<§ = 1f)—L)I<e€

T75: A>A A HG.15.12

0<lx=pl<§ =21flx)— LI <e:

T76: A>A

tomando-se & = min {8, 3,}

ORI RS e 10 - 14

TI7:ASA 1G4 1 tomando-se 8 = min {8), &,}

OSIEEPIEES 10~ 111 < RIS

T78: A>A

Das hipéteses sobre p e sobre o dominio de f, segue que existe x;, € Dy con
temos:

ILy — Lyl =1Ly = [(xg) + fxp) = Ly 1 € 1Ly = fxp) | + 1

Assim, para todo € > 0,

C74:LN>A LN HG.15.16 De acordo com a definig3o que daremos a seguir, o tnico ndmero L (caso exista) satisfa-

s © € de 9, s e m, /1) L
x—>p

C75:LN>A

De acordo com a defini¢do que daremos a seguir, 0 #nico pdmero L (caso exista) satisfa;

zendo Q) € o limite de f (x), para x tendendo a p: -
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C76:LN>A T80: A>A LN HG.15.18
C76:LN>A | T81:A>A A HG.15.18°
T81: AsA A HG.15.18”

Assim

lim f(x)-Lc:{V€>0'36>o tal que, para todo x € Dy
x> p O0<ix—pl<d=lf()—Ll<e

Definicdo. Sejam fuma fungdo e p um ponto do dominio de fou extremidade de um
dos intervalos que compdem o dominio de f. Dizemos que f tem limite L, em p, se,
para todo € > 0 dado, existir um & > 0 tal que, para todo x € Dy,

0<Ix—pl<éd=alfx)—LI<e
Tal nimero £, que quando existe € Unico, serd indicado por lim f(x).
X=p

Assim

C78:A>GR HG.15.20
C83:GR>A f
fixpip—————=
J
Lbicua 1
]
fixy b= |
1 : =
x p x X
lim fix) =L
= p
C79:A>GR GR HG.15.22
¥
C84:GR>A f
g fpy bammen .

lm  flx)=L(L# f(pn
xX=p
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C80:A>GR GR HG.15.24 ¥
!
C85:GR>A fix
iy
fix) -I- A I
- - ——

C81:A>GR GR HG.15.26

C86:GR>A

C82:A>LN T83: A>A LN HG.15.28 ]
fcontinuacm p <> :ITP fx)y= f(p).

C87:LN>A A HG.15.28’

C87:LN>A

3. Sejam fe g duas fungdes. Se existir r > 0 tal que f (x} = g (x) parap — r <
ese ”existir, entio lim f(x) também existird e

xX—=p

lim f(x)= lim g{x). (Por qué?)
x—p x—=p

T84: A>A HG.15.30

3. Sejam fe g duas fungdes. Se existir r > 0 tal que f(x) = g (x) parap — r <
ese lim g{x) existir, entdo -também exislird e

A—=p

T85: A>A

lim f(x)= lim g{x). (Por qué?)
x—op x=p

3. Sejam f¢ g duas fungdes. Se existir r > 0 tal que f (x) = g (x) parap — r <,
ese lim g(x) existir, entio lim f(x) também existir e
X p

X—3F P
-= lim g{(x). (Por qué?)
x—=p
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T86: A>A A HG.15.32

3. Sejam f¢ g duas fungdes. Se existir r > 0 tal que f (x)} = g (x) parap — r <

ese lim g(x) existir, entdo lim f(x) também existird e
x—=p xX=p

1i = P €7
Jim e - (Por qué?)

EXEMPLO 1. Calcule lim k (k constante).

xX—op

T90: A>A A HG.16.02

0 que queremos aqui é-, onde f é a fungdo constante f(x) = 4
tinua em todo p real .

T91: A>A

lim k= lim f(x)= f(p) = k
X—)p

xX-—=p

O que queremos aqui € lim f(x), onde f é a fungdo constante f(x) =
x—p
tinua em todo p real

@ i = s =k
Xx—op

O que queremos aqui ¢ lim f(x), onde fé a fungdo constante f(x) = 4
rop

- /-

T92: A>A A HG.16.04

T92": A>A
tinua em todo p real

lim & =

xX-—=p

€90: A>LN N HG.16.06 - ; i
... (O limite de uma constante é a prépria constante.)

EXEMPLO 2. Calcule lim (3x — 2).
x—2

T93: A>A HG.17.02

lim (3x —2)= f(2) = 4.
x—>2

2
EXEMPLO 3. Calcule lim ~——

x-1 x—1 .

C91: A>LN T94: A>A A HG.18.02
x2 -1

CO1: ASLN | T95:A>A A HG.18.02" - =x+ lparax # 1;g(x) =x+ 1 écontinuaem 1,logo lin
Caman *
T95: A>A A HG.18.02"




386

HG.18.02"

T96: A>A

T96: A>A

T97: A>A

A p ¥
Como

x2 -1
x+=]

= g(x) parax # 1

segue da observagao 3, que

l= lim (x+1)=2.
x-1

HG.18.04

C92: A>LN T100: A>A 2
S |

(2 é o valor que f(x)= 1 deveria ter em 1 para ser contfnua neste ponto.)

C92: A>LN HG.18.04" X =
x2 -1 ’
EXEMPLO 4. Calcule liml f(x)onde f(x)=1"_
x=
3 5

T101: A>A A HG.19.02 x2 -1

Parax # 1, f(x) = = x + I; assim
T102: A>A A HG.19.02' x—1
T102: A>A A HG.19.02" x2 -1

lim.f(x) = lim =lim (x+1)=2+#

T103: A>A x=1 x1 x—1 x—1
T103: A>A
T104: ASA

x2 -1

Parax # 1, f(x) = = x + I; assim

x -

2 _
lim f()= limee—t = lim (x+1)=2 #
x—1 x=1 x—1 x-51

T105: A>A A HG.19.04

2 _
Parax # 1, f(x) = 2!

= x + 1; assim
e

. . xt—1
lim f(x)= lim =
x—1 x=1 x—1

lim-(e+1) =2 # f|
x—1
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EXEMPLO 5. As fungdes dadas por f(x) = x" e g(x)="%x (n= 11
(Verifique.) Assim

lim-x’-=-p", para todo p real,
X—)p

T108: A>A HG.20.02

G.21.02 . & . .. T
. " O niimero L, quando existe, denomina-se limite lateral a direita de f, en

T109: A>A HG.20.02'

lim %x = n"_p, para todo p no dominio de g(x) = %/x
X—=p

T109: A>A

Sejam fuma fungdo, p um nimero real ¢ suponhamos que existe 5 ta
Definimos:

‘ B Ve>0,38> 0 tal que
J‘1_1_)mp+ fxy=L ¢ {p<x<p+5 = 1f(x) = LI<

C94: A>LN

C95:
LN>GR

Y3 f
| A SRS
fix) --1- ------ %__

C96:
GR>LN

HG.21.04 Quando x tende a p, pela direita, f (x)

tende a L: lim+ fx)y=1L

HG.21.04
X—p

C97: GR>A

C97: GR>A

T113: A>A
A

Suponhamos, agora, que exista um real a tal que la, p[ C Dy. Definin

. B Ve>0 36> 01l que
lim f(x)=L {p—6<x<p = If(x)y—Lli<e

x—+p

C98: A>LN HG.21.06

O ndmero L, quando existe, denomina-se limite lateral & esquerda de f,

C99:
LN>GR
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T111: A>A HG.21.08

GR>LN Quflndo x tende a p, pela esquerda, f (x) tende a L:
A HG.21.08' im f(x)=1L
c101: = p

LN>A

c101:
LN>A

E uma conseqiiéncia imediata das defini¢oes de limite e de limite
lim g(x) = Lese paraalgumr > 0, f(x) = g (x) em ]p, p + [, entig
x> p
lim f(x) =
x=pt

lim g (x) = L.Seocorrer f(x) = g (x)em |p ~ r, p[, en
x—=p

TI11: A>A HG.21.10

lim*f(x) = lim g(x) = L.Seocorrer f(x) = g (x)em ]p — r, p[, enti
T112: A>A A HG.21.10" X':PP . X.-) P

lim f(x)= lim gx) =L
T112: ASA x=p” rop
T116: A>A

2
EXEMPLO 1. Calcule lim f(x)e lim f(x),sendo f(x)= {x
P xo 1 2x
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T118: A>A

T119: A>A

T119: A>A

T120: A>A

T123: A>A

T123: A>A

T124: A>A

T129: A>A

T127: A>A

T128: A>A

T128: A>A

T129: A>A

HG.22.02

HG.22.02"

HG.23.01

HG.23.01

HG.23.03

HG.23.03

ORI in 0~ lm - L
9 x—1 x—1

im f9= Jim, 2 = 2¢ SENE=IERED
x> xr—=1

. Ixf 1
EXEMPLO 2. Calcule lim — e lim ——.
xro20t ¥ x50 x

Solugéo
lxl _ [ 1 sex>0
P -1 sex<0.




T132: A>A

T133: A>A

T133: A>A

T134: A>A

T134: A>A

T136: A>A

T137: A>A

T137: A>A

T138: A>A

HG.24.05

HG.24.05

HG.24.05"

HG.24.07

HG.24.07

390

Teorema. Sejam fuma fungdo, p um niimero real e suponhamos que
tais que Ja, p[ e |p, b| estejam contidos em Dy. Entéo,

im f(x)=L &

X=p

e lim fO= lim f(x)=L

Xop X p

{ / admite limites laterais 2 direita e 2 esque

Observacoes

1.Se lim f(x)e lim f(x) existirem e forem diferentes, entdo lim
x-p* xX—-p X~

2. Se existirem a ¢ b tais que Ja, p[ e ]p, b[ estejam contidos em D, ¢

limites laterais ndo existir, entdo lim f(x) ndo existird.
X=p

3. Se existirem reais r > Oe btais que Ip, bl C Dy e fp — r,pl N Dp= b,
iim f(x)= lim+ f(x), desde que o limite lateral 4 direita exista. §

X—D xX—Dn

1. pl C Dse Ip.p + 1l N Dy = . entio lim f(x) = lim f(x), de

X p x—=p

lateral a esquerda exista.
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c102:
A>LN

T140: A>A

T142: A>A

T142: A>A

T143: A>A

T143: A>A

T144: A>A

T146: A>A

T149: A>A

HG.25.01 (2]
EXEMPLO 3. lim — existe? Por qué?
x—=0 x

HG.25.03

Solugdo

HG.25.03"

. Ixl . X
Como lim —— # lim , segue que lim —— nio existe.
x =00 X 1 -0 -0 X

HG.26.01

Nosso objetivo, nesta se¢do, é dar um significado para os simbolos
Iim f(x)=1L
r—=+®
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(leia: limite de £ (x), para x tendendo a mais infinito, € iguala L) e

T149: A>A A HG.26.03 .
lim f{x)=1L
X — —x

T151: A>A

Defini¢do 1. Seja f uma fungdo e suponhamos que exista a tal que )y
Definimos

Iim f(x)=L &

X +>

{Ve>0,§|5>0,com8>a,mlql

x>0=>L—-e< f(x)<L+e

C104: GR HG.26.05
A>GR

Defini¢fio 2. Seja f uma fungio ¢ suponhamos que exista a tal que |—
finimos

Yer>0,38>0,com—8<a,tal

X =%

lim f(x)=1L @{
x<-8=>L €< f(x)<L+e¢g

T153: A>A A HG.27.01 1
... EXEMPLO 1. Caicule lim — e justifique.
x— 4 X

Solu¢do

. . . L1 :
Quanto maior o valor de x, mais préximo de zero esiard ;: lm:_ ’
x =+
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T154: A>A

T155: A>A

HG.27.03

Justificagdo
Dado € > 0 e tomando-se 8 =%
> =20< l < €

X
e, portanto,

i>8m0-c<leote
X

C105:
A>GR

C106:
A>GR

T160: A>A

T160: A>A

GR

HG.27.05

HG.28.02

HG.28.02

Definicdo 1. Suponhamos que exista a tal que Ja, +x<[ C Dy. Definil
Ve>0,38>0,comd > g, tal que

x>8= f(x)>e

Ve>0,36>0, comd>aq,tal que

(@ lim f{x}=+ow ﬁ{
x =t

() lim f(x)=- @{
xX=>+x

x>8= f(x)<—e

e

Defini¢do 2. Sejam f uma fungio, p um mimero real € suponhamos q
que ]p. bf C Dy. Definimos

lim f(x)=+x» ¢&
x—pt

{Ve>0,38>0,comp+8<b,u

p<x<p+é= f(x)>e
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T161: A>A

T161: A>A

T162: A>A

T162: A>A

T163: A>A

C107: A>T

C€109:
A>GR

c108:
T>GR

C€109:
A>GR

C111:
GR>A

GR

HG.28.04

HG.28.04

HG.28.04"

HG.29.01

HG.29.03

Deixamos a seu cargo definir  lim  f(x) = —o, lim f(x) = 4+, lir
x—opt x—— -

m_ f)=+x, lm f@)=-% lim f(x)=+xe lim f(x)
X p xp

xop” xX—>p

EXEMPLO 1. Calcule lim — e justifique.

o0t x

1 1 1

J— — — —)0"’

2 10 100 1000

2 10 100 1000 — +ee
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T167: A>A A HG.29.05 Justl:ﬁca(.'ﬁo

T168: A>A 1
Dado € >> 0 ¢ tomando-se 6 = —
€

1
0<x<6=’;>€,

Cc111”: GR HG.29.07
A>GR

EXEMPLO 2. Calcule lim x e justifique.

X =+

T169: A>A HG.30.02

Solugdo
Dado € > 0 ¢ tomando-se § = €

T170: A>A

x>0=>x>e

HG.31.01

Uma segiiéncia ou sucessdo de mimeros reais é uma fungao n — a
dominio é um subconjunto de N. As seqiiéncias que vao interessar ao (

EXEMPLO 1. Seja a seqiiéncia de termo geral a,, = 2",

ag=2"a; =21, 2, = 2%,

C112: A>N HG.33.01

EXEMPLO 2. Seja a seqiiéncia de termo geral s, = 1 +2 + 3

HG.33.01

Sl=1,52=1+2,33=1+2+36t1
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Sejam m = n dois naturais. O simbolo

(leia: somatdria de ay, para k variando de m até n) é usado para indicar a soma dos termos
Gy - 1+ gy 4 25 -0 G’

n
L g =aptaut.. ta,
k=m

T174: A>A A HG.34.01 EXEMPLO 3.
T174: A>A A HG.34.01° 5
“) Zak=a2+a3+a4+a5.
T175: A>A A HG.34.01" k=2
DR+ +R 442450
T175: A>A k=1
C I S IR S I S S,
k=0k+1 0+1 1+1 2+1 n+1

n
EXEMPLO 4. Seja a seqiiéneia de termo geral s, = 3 % Temos
k=1

T176: A>A HG.36.01 " [
“ EXEMPLO 5. Considere a seqiiéncia de termo geral 5, = % t".t#Oel#l.Vﬂiﬁquecd
T176: A>A HG.36.01" k=0 :
TI77: A>A 1=l
Sp = —————

1=z

sp=1+1+P+. + 1+

T178: A>A HG.36.03 Multiplicando ambos os membros por 1, vem

T180: A>A 0) s, =14+ P+ +. .+ + Y

Subtraindo membro a membro (D) e (), obtemos

ss(l=n=1-7%!

T181: A>A A HG.36.05 logo

T182: A>A Sn =
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Observe que s, ¢ a soma dos termos da progressio geométrica 1, 7, tz, r’, -

T183: A>A A HG.36.07

Definig¢iio. Consideremos uma seqiiéncia de termo geral a,; ¢ seja @ um nimero real.

T183: A>A A HG.36.07" . 1
Definimos

T84 A>A A HG3607" Para todo € > 0, existe um natural ny tal que

A (i) lim a,=ae

T184: A>A HG.36.07" A= +e n>ny=>a-€<a,<ate

T185: AsA . ) Para todo € > 0, existe um natural ny tal que
(ii) hn: a,=txe .

RS n>ng=>a, >e :
T185: A>A "0 = Ga
T186: A>A

iy hn ===

{Para todo € > 0, existe um natural g tal que

n>ny = a, <—e

c114: T188: A>A A HG.36.09 . i "
AN Se _h'n*am a, = a, diremos que a seqiiéncia de termo geral a,, converge para a ou, sim-
n
T189: A>A LN HG.36.09' plesmente, que a, converge para a e escrevemos a, — a.Se  lim a, = +», diremos que
C114: : n—tw
A>LN T189: A>A LN HG.36.09"
c115: A HG.36.09™
LN>A
c115:
LN>A

plesmente, que a,, converge para a ¢ escrevemos a, — a.Se  lim a, = +, diremos que
: n—>tw

ay diverge para + ¢ escrevemos a, — +.Se  lim a, = —, diremos que a,, diverge

n—t®
para —.




398

T192: A>A A HG.3610 Observamos que as defini¢des acima s3o exatamente as mesmas que demos quando tra-

) tamos com limite de uma fungao f (x), para x — +9; deste modo, tudo aquilo que dissemos
T193: A>A A HG.36.11 sobre 05 limites da forma * lilil. f(): o apuca_“ m“i-
x—+®

T193: A>A

Scja fuma fungdo tal que lim f(x) = Z e @, uma seqiiéncia que converge a p, com
xX—=p

4, €Dy ea, # p para todo natural n. E natural esperar que
lim f(a,) = L.

n— +m

T194: A>A A HG.37.02 ; .
g De fato, sendo lim f(x) = L, dado € > 0, existe § > 0 tal que
xX—=p
T195: A>A A HG.37.02 (0] 0<Ix—-pl<d=lf(x) —Li<e
T195: A>A
T196: A>A

Como a,, — p. para 0 & > 0 acima existe um natural n, tal que
n>ny=la,~pt=28

T198: A>A HG.37.04 € como a,, # p, para todo n,

T199: A>A @ n>ny=0<la, -pl<é

n>ng=>1fla,) - Ll<e
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C120:A>LN

T200: A>A

T202: A>A

T203: A>A

T203: A>A

T204: A>A

T204: A>A

T205: A>A

T205: A>A

T206: A>A

T206: A>A

HG.37.06

HG.37.08

HG.37.08

HG.37.08"

HG.37.08"

HG.37.08""

logo
lim =
"= +oc f(a") &

Em particular, se f for continua em p e se a, convergir a p, com @, & Dy para todo
entio lim_f(a,) = /(. :

Do que vimos acima resulta que se existirem duas sequéncias a,, e b, coma, # pe b, # p
para todo #, que convergemapese lim flay) # lim  f(b,) entdo lim f(x)
n=s = n=s+x x=p

existird. Fregiientemente, usa-se este processo para mostrar a nao-existéncia de limite q

ena FanaRa e b

Fonte: Elaborado pelo autor.
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INVENTARIO DOS EXERCICIOS DO LIVRO DO GUIDORIZZI

Quadro 21 - Inventario dos exercicios do livro do Guidorizzi.

Verbos Conversdes Representagoes Questao

1. Esboce o grifico da fungdo dada e, utilizando a idéia intuitiva de fungdo continua, determine os
pontos em que a fungdo deverd ser continua.

C A>GR A a) fixp=2
D GR>LN
C A>GR A b) fix}=x+1
D GR>LN
C A>GR A c) f(x)= r3
D GR>LN
C A>GR A &) flx)= J.r: scx =]
L 2sex>1

D GR>LN
C A>GR A . [—] selxl=1

€) fix)=4,2"

l‘ 2selxl<1

D GR>LN
C A>GR A f fix)= 2+ 2
D GR>LN

2. Utilizando a idéia intuitiva de limite, calcule
D A a) lifnlh'w-l)
D A b) lim (2x + 1)
D A c) Inn0 @Bx+1)
D A d) lim (2 +1)
D A e) lim +/x

x— ]

D A f) him xtx

x—2 x+3
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*

4x? -
3.Esboceogrificode f(x) = —~— __ Utifizandoaidéiaintuitivade limite, cicle lim -2 L
2x -1 x4 2x—1

--- Cm——
aj lim

byf(xy=x+lemp =2

 x-a
X2 x—-2

f) lim sen x
x>0

L. Prove, pela definigéo, que a fungfio dada é continua no ponto dado.

a)f(x)=4x-3mnp?2

o) f(x) = —_3xcmp= 1

df(x)=xemp=2

e)f(x)=x"emp=—1

Nfx) = ~Jx emp=4

fx) = Jx emp=0

hfix) = Q.I; emp =1

2. Prove que f(x)= s € continua em todo p # 0.
i
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3. Sejan > 0 um natural. Prove que f (x) = x” € cont.

A :

2x sex<1
— ” ’, ? o .
5. f(x) {1 ex>1¢ continua em 17 Justifiqu¢

-- 6. Dé exemplo de uma fungo definida em R e que seja continua em tc
-1,0,1.

7. Dé exemplo de uma fungéo definida em R e que seja continua em t
inteiros.

.-- 9. Determine o conjunto dos pontos em que a fungdo ¢

a) fix) = [xIonde [x] = méax {n € Z | n < x} (Fungc

A

o= {3 %re8

x2-1 sexeQ

d)f(x)={—x2+l se x & Q

10. D€ exemplo de uma fung¢ao definida em R e que seja continy

11. Determine L para que a fung¢io dada seja continua no p
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X
b) f(x) = % sex#OemP:Q

L se x =0

12. D€ o valor (caso exista) que a fungdo dada deveria ter no ponto dado j
ponto. Justifique.

x sex<l1

€)g(x) = sex>1 emp=1

X

lx — 2l

x—

D fx)=

emp =2

13. Sabe-se que f € continua em 2 e que f (2) = 8. Mostre que existe § > 0

2-6<x<2+8>f)>T.

14. Sabe-se que f é continua em 1 e que (1) = 2. Prove que existe r > 0
3. 5
1-r<x<l+r =>5<f(x)<5.

I5. Seja fuma fungiio definida em R e suponha que existe M > 0 tal que | f (x
para todo x. Prove que f¢é continua em p.
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16. Suponha que 1 f (x) — f(1) | < (x — l)2 para todo x. Prove que

17. Suponha que { f(x) | < P para todo x. Prove que

x sex€eEQ

X sexGQéc

18. Prove que a fungdo f(x) = {_

2. Determine L para que a fungio dada seja continua no ponto dado. Justifique.

Vx — 3
b) f(x)=4 x-13 e X#3  emp=3
L se x=3

Vx -5
o #35
Afw=1Jx+rs w0 em p =35

L s¢e x =5

2+ £—1
/=9 x+1 e ¢ continua em —1?E em 0? Por qué?

2 se x=—1

6. Prove que existe 8 > 0 tal que

1—a<x<l+s=z2—%<x’+x< 2+%_

7. Ptvveq\ieexim5>0que

5
I-s<x<l+8m2-te M5 L
2 x*+1 2

que existe 8 = 0 tal que

0<lx—pl<d=IfmI<igl

9. Suponha que lim f(x) = L. Prove que existem r > 0, a ¢ 3 tais que, para todo x € Dy,
xop
O<lx=-pl<r=s a<fx<p
Interprete graficamente.

10. Suponha que lim f(x) = L. Prove que existem > 0 e M > 0 tais que, para todo x € Dy,
x=p )

O<ix—pl<r=Ifx)l=M
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1L Prove: lim f(x)=

xX—=p

L & lim [flx)—L]=0.
x=ap

12.Prove: lim f(x)=L < lm |f(x)—LI=0.
x—=p 1p

13.Prove: m L2l w0 o 1m L&

=0
Xx=pX=p x=p lx—=pl

14, Suponha que existe r > O tal que f(x) = Opara0 < |x — pl < reque lim f(x)= L Prove:
que L =0, e

(Sugestdo: Suponha L < 0 e use a conservagio do sinal.)

15. Suponha f continua em R e f (x) = 0 para todo x racional. Prove que f (x) = 0 para todo x,

1. Calcule, caso exista. Se ndo existir, justifique.

¢) lim flxy— f)

x—1 X —

x+1se x=1
onde f(x)=.{2x e x <1

d) lim ~'x
x>0

.o lx—1l1
e)limi——
x—>1 x—1

a4

O f - FO
l i i AR O LR
) lim "

-1 X —

xt1lse x=1
°“d°f(x)={2x se x <1

) ) lim f) —

2
_Jlx se x<1|
x 1 X — ondef(x) {Zx—lse x>1
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. x se xr=2
j) lim g(x) - g(z) onde g(_x) = _xz

v— 2 x—2 se x <2

N Tim g(x) — g(2)

¥ 27 x— 2

sendo g a fungio do item {f}

- g2
m) lim M onde g € a funcdo do item (f)
x—2" x -2
I A 2. A afirmagdo
E “« lim f(x)= lim f(x) = f continua em p”
x—=>p° x> p

¢ falsa ou verdadeira? Justifique.

2-3x+2

3. Dadaafungio f(x) = ¥, verifiqueque lim  f(x) =
x =1 x-1* 1
f¢écontinua em 17 Por qué?

4. Dé exemplo de uma funcdo definida em R, que nao seja cont

lim f(x)= lm f(x).
=2 x—2

2.Proveque lim %x = +o, onden > 0 é um natural.
x =5+%

Fonte: Elaborado pelo autor.
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INVENTARIO DO TEXTO DO STEWART

Quadro 22 - Inventario do texto do Stewart.

Conversdes Tratamentos Registro Coédigo

Uma apresentacéo do Célculo: o problema da area
C1:GE>LN T1.GE>GE GE JS.01.01
C3:GE>GR T2:GE>GE GE Js.oLor s " As ‘ As | \7 ase ] \i2
X \ / \ } \
T3:GE>GE GE isoLot : / g S
JS.01.01°
T4.GE>GE GE
JS.01.01
T5:GE>GE GE
JS.01.017
GE
C1:GE>LN T6:LN>LN LN JS.01.02 . i - g s : e
Seja A, a drea do poligono inscrito com 7 lados. A medida que aumentamos n. fica ev
1S.01.02° que A, ficard cada vez mais proxima da drea do circulo. Dizemos, entdo, que a drea do ¢
C2:LN>A LN e . o . » . .
¢ o limite das dreas dos poligonos inscritos e escrevemos
C2:.LN>A A JS.01.03 .
A= lim A,
n—oo
C3:GE>GR T7:GR>GR GR JS.01.04 va va va ya
L L (N L
T8:GR>GR GR JS.01.047 y ) ;
2 2 v v
T8:GR>GR GR UL S S .
JS.01.04”
GR
Uma apresentacido do Cilculo: o problema da tangente
C4LN>GR LN J5.02.01 Considere o problema de tentar determinar a reta tangente 7 a uma curva com equagao y
em um dado ponto P. (Daremos uma defini¢do precisa de reta tangente no Capitulo 2. F
C4:LN>GR T9:GR>GR GR JS.02.02
r/
C5:GR>A T9:GR>GR GR JS.02.03
T10:GR>GR
C5:GR>A A 1S.02.04
C6:A>LN
C10:GR>A
C6:A>LN TITLN>LN LN J5.02:05 Imagine agora o ponto Q movendo-se ao longo da curva em dire¢do a P, como na Figura
7. Vocé pode ver que a reta secante gira e aproxima-se da reta tangente como sua posi¢ao-li
C7:LN>A LN JS.02.06 mite. Isso significa que a inclina¢do mpo da reta secante fica cada vez mais préxima da incli-
nacdo m da reta tangente. Isso é denotado por
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C10:GR>A T10:GR>GR GR JS.02.07

C8:A>LN

T13:LN>LN 18.02.09 e dizemos que m € o limite de mpp quando Q tende ao ponto P ao longo da curva. U
que x tende a @ quando Q tende a P, também podemos usar a Equacio | para escrever|

CO:LN>A 15.02.09°

() = f(a)

Uma apresentagiio do Calculo: Velocidade

Quando olhamos no velocimetro de um carro e vemos que ele estd a 48 km/h, o que ¢
formacao indica? Sabemos que, se a velocidade permanecer constante, apos uma hora
terd percorrido 48 km. Porém, se a velocidade do carro variar, qual o significado de a
dade ser, em um dado momento. 48 km/h?

C10":LN>T T14T>T JS.03.02

1 = Tempo decorrido (s)| 0 2 4 6 8 10

d = Distancia (m)

C13:T>GR

| Intervalo de tempo

[ [ st Jean [wss) [aal [s02]
S0

Velocidade média (m/s)| 75 68 62 575 54

C15:T>LN T16:LN>LN JS.03.05

As velocidades médias em intervalos cada vez menores parecem ficar cada vez ma|
ximas de 5; dessa forma, esperamos que exatamente em 7 = 4 a velocidade seja cerca de
No Capitulo 2 definiremos a velocidade instantinea de um objeto em movimento col
mite das velocidades médias em intervalos de tempo cada vez menores.

JS.03.05°

C17:LN>GR T17:LN>LN

C18:LN>A

C16:T>A 75.03.07
distancia percorrida _ (1) — f(4)

tempo decorrido t—4

velocidade média =
C18:LN>A

C20:A>LN

que é a mesma coisa que a inclinaciio da reta secante PQ da Figura 8. A velocidade v (

=4¢0 A101-11MmiIt€ da ‘.AC.I‘ media auando .ll..ll-[l“ O C
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C21:LN>A

C22:LN>GE

C23:GE>A

C24:GE>A

C25:A>N

C26:N>A

C27:A>GE

C29:GE>LN

C29:GE>LN

C30:GR>LN

C31:LN>A

C32:A>LN

T19:A>A

T20:A>A

T21:A>A

T25:A>A

T27:A>A

T22:LN>LN

T23:LN>LN

T24:A>A

LN

JS.03.09

JS.04.03

JS.04.03’

JS.04.05

JS.04.07

JS.04.09

J1S.04.09°

J8.04.09*

JS.04.11

= iy LO=1®

=4t —

grego Aquiles e uma tartaruga para a qual foi dada uma vantagem inicial. Zendo argumentava
que Aquiles jamais ultrapassaria a tartaruga: se ele comegasse em uma posi¢io a; e a tartaruga
em 1, (veja a Figura 9), quando ele atingisse o ponto @, = 1, a tartaruga estaria adiante, em
uma posi¢io h. No momento em que Aquiles atingisse a3 = 2, a tartaruga estaria em 73. Esse

ia e, dessa forma, aparentemente a tartaruga estaria sem-
pre a frente! Todavia, isso desafia o senso comum.

Uma forma de explicar esse paradoxo usa a ideia de sequéncia. As posi¢oes sucessiV
Aquiles e da tartaruga sdo respectivamente (a, da, as, . . .) € (11, t2. 13, . . .), conhecidas
sequéncias.

Em geral, uma sequéncia {a,} ¢ um conjunto de nimeros escritos em uma ordem de
Por exemplo, a sequéncia

12345678

gura 10(a), ou desenhando seu grifico, como na Figura 10(b). Observe em ambas as fig
que os termos da sequéncia a, = 1/n tornam-se cada vez mais proximos de 0 a medida
cresce. De fato, podemos encontrar termos tao pequenos quanto desejarmos, bastando para
tomarmos n suficientemente grande. Dizemos, entdo, que o limite da sequéncia é 0 e ing
mos isso por

lim a, =L
now

serd usada se os termos «, tendem a um nimero L quando 7 torna-se grande. Isso signif
podemos tornar os niimeros a, tdo proximos de L quanto quisermos escolhendo um
cientemente grande.
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C33:LN>N

C34:N>A

C35:LN>GE

C36:GE>N

C37:N>LN

C38:N>LN

C39:LN>A

C40:LN>N

T25:A>A

T27:A>A

T28:A>A

T3T:A>A

T32:N>N

T33:N>N

T35:LN>LN

N JS.04.13 a=3.1
a=314
ay=3,141
a,=3.1415
as = 3.14159
ag = 3.141592

az = 3,1415926

A IS.04.15 Vamos voltar ao paradoxo de Zendo. As posi¢des sucessivas de Aquiles e da tartar
mam as sequéncias {a,} e {f,}.onde a, < t, para todo n. Podemos mostrar que amb:

A JS.04.15° P b S
anéneias tBm o mesmao limite:

lim a, = p = lim t,.

n—w n—w

Uma apresentagiio do Calculo: a soma de uma série

Outro paradoxo de Zendo, conforme nos foi passado por Aristételes, € o seguinte: “Umd
soa em certo ponto de uma sala ndo pode caminhar diretamente até a parede. Para fazei
ela deveria percorrer metade da distancia, depois a metade da distancia restante e, entad

vamente a metade da distincia que restou e assim por diante, de forma que o processo pod
ser sempre continuado e ndo terd um fim”. (Veja a Figura 11.)

LL.05.02

10100 1000

LN 78.05.06 Observe que a medida que somamos mais € mais termos, as somas parciais ficam cada vg

proximas de 1. De fato, pode-se mostrar que tomando um 7 suficientemente grande (isto|
cionando um nimero suficientemente grande de termos da série), podemos tornar a son
cial s, tdo proéxima de 1 quanto quisermos. Parece, entdo, razodvel dizer que a soma d

N 18.05.06’
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C39:LN>A A JS.05.08

C41:N>A

Limites e Derivadas: O probl da e da velocidade: O probl da

Encontre uma equacio da reta tangente a parabola y = x* no ponto P

C42:LN>GR JS.08.02

C43:GR>A

FIGURA 2

C44:A>LN As tabelas mostram os valores de mpo para vdrios valores de x préximos a 1. Quant

proximo Q estiver de P, mais proximo x estard de 1, e a tabela indica que mpp estard ma

Ca5:LN>T ximo de 2. Isso sugere que a inclinacdo da reta tangente 7 deve ser m = 2.

C46:LN>T

Dizemos que a inclina¢do da reta tangente € o /imite das inclinagoes das retas sec
expressamos isso simbolicamente escrevendo que

JS.08.08

C49:LN>A T36:A>A

lim mpp = m
T38A>A 15.08.08’ o2

y—1=2(x—-1)

C50:A>LN JS.08.10

A Figura 3 ilustra o processo de limite que ocorre neste exemplo. A medida que
a P ao longo da pardbola, as retas secantes correspondentes giram em torno de P e te

C51:LN>GR reta tangente 7.

C52:LN>GR

C46:LN>T T35:T>T T JS.08.06
C48:T>LN

A

A

C52:LN>GR T37:GR>GR JS.08.12

T42:GR>GR JS.08.12°
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T43:GR>GR GR JS.08.12””
C53:LN>T LN JS.09.01 EGIRETE O flash de uma cimera opera armazenando carga em um capacitor ¢ liberando-
-a instantancamente ao ser disparado. Os dados na tabela & esquerda descrevem a carga Q ar-
4 5 A : o
flash ter sido disparado). Use os dados para esbogar o grifico desta fungao  estimar a inclina-
C55:T>GR gio da reta tangente no ponto onde 1 = 0.04. [Observagdo: A inclinagio da reta tangente re-
Jéurica fluindo d itor  Iimpada do flash (medi i 1
C56:LN>T

C54:T>GR JS.09.03

C54:T>GR

C57:GR>T

R

(0.00: 100,00)
(0.02: 81.87) —742.00
(0.06: 54.88) —607.50
(0.08: 44.93) —552.50
(0.10:36.76)

Limites e Derivadas: O probl da e da velocidade: O probl da velocidade: E

Suponha que uma bola seja solta a partir do ponto de observagio no alto d
CN. em Toronto, 450 m acima do solo. Encontre a velocidade da bola apds 5 segundd

C58:LN>A JS.10.02

s(r) = 4.9

C59:A>T

Velocidade média (m/s)

5=1=<6 539
S=r=5l 4949
5=<1=<505 49.245
S=<1=<50l1 49.049
S=1=5001 49.0049

Intervalo de tempo

C61:T>LN T45:LN>LN JS.10.04

Parece que, a medida que encurtamos o periodo do tempo, a velocidade média fica c{
mais proxima de 49 m/s. A velocidade instantanea quando 1 = 5 ¢ definida como o
mite dessas velocidades médias em periodos de tempo cada vez menores, comega
t = 5. Assim, a velocidade (instantinea) apds 5 segundos €

T46:LN>LN JS.10.04'

c .

tragarmos o gréfico da fungdo distancia percorrida pela bola (como na Figura 5) e coi

rarmos os pontos Pa: 4.9a*) e Q(a + h: 4.9(a + h)?) sobre o grifico, entdo a inclinagio da
eta secante PO serd

C62:LN>GR T47:GR>GR JS.10.06

C63:GR>LN JS.10.06

que € igual a velocidade média no intervalo de tempo [a, @ + h]. Logo, a velocidade
tante = « (o limite dessas velocidades médias quando /1 tende a 0) deve ser igual a i|
¢ao da reta tangente em P (o limite das inclinacoes das retas secantes).

Limites e Derivadas: O Limite de uma funcio

Vamos analisar o comportamento da fungao f definida por f(x) = x> — x + 2 par{
res de x proximos de 2. A tabela a seguir fornece os valores de f(x) para valores de x
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C64:A>T T48T>T T J5.11.02 x ) x 1)
1.0 2.000000 3.0 8.000000
C66:T>GR T Js.11.02 15 2,750000 25 5,750000
1.8 3,440000 22 4.640000
1.9 3.710000 2,1 4.310000
C67:T>LN 1,95 3.852500 205 4.152500
1.99 3.970100 2,01 4030100
! 1,995 3985025 2.005 4,015025
C69:T>LN 1.999 3.997001 2,001 4,003001

C67:T>LN T49:.LN>LN JS.11.04 Da tabela e do grifico de f (uma paribola) mostrado na Figura 1, vemos que quando x es-
tiver préximo de 2 (de qualquer lado de 2). f(x) tenderd a 4. De fato, parece que podemos tor-
nar os valores de f(x) tdo préximos de 4 quanto qui ao tornar x i
C68:GR>LN T50:LN>LN JS.11.04' préximo de 2. Expressamos isso dizendo que o limite da fungio f(x) = x* — x + 2 quando
xtende a 2 € igual a 4”. A notagio para isso ¢

JS.11.04"

lin%(xz—x+2)=4

C72:A>LN T5T:LN>LN LN J5.11.06 m Definicao  Suponha que f(x) seja definido quando estd proximo ao nimero a. (Isso
significa que f ¢ definido em algum intervalo aberto que contenha a. exceto possivel-
mente no proprio a.) Entio escrevemos

C72:A>LN TS4A>A LN 15.11.06' lim () = L

T55:LN>LN LN JS.11.06" e dizemos “o limite de f(x). quando x tende a a, € igual a L™

se pudermos tornar os valores de f(x) arbitrariamente proximos de L (tdo proximos de
L i tornando x sufici proximo de a (por ambos os lados de

a)?nus nio igual a a.

Grosso modo, isso significa que os valores de f(x) tendem a L quando x tende a a. En
tras palavras, os valores de f(x) tendem a ficar cada vez mais préximos do nimero L & m¢
que x tende ao nimero a (por qualquer lado de @), mas x # a. (Uma definicao mais pry
serd dada na Secdo 2.4.

C73:LN>A T53:A>A JS.11.08

lim f(x) = L
C76:A>GR

f(x)—L quando x—ua

C75:A>LN T56:LN>LN JS.11.10

“f(x) tende a L quando x tende a a™.

C78:LN>GR
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C79:GR>A IS.11.19 A Figura 2 mostra os gréficos de trés fungdes. Note que, na parte (¢), f(a) ndo est

nida e, na parte (b), f(a) # L. Mas, em cada caso, ndo importando o que acontece em a
dade que lim,—., f(x) = L.

=1
2 _

1

(3" [JORN Estime o valor de lirxll
F o O

C80:A>T TST:ASA Js.12.02 SOLUCAD Observe que a fungdo f(x) = (x — 1)/(x* — 1) ndo estd definida quando
mas isso ndo importa, pois a defini¢ao de lim,—, f(x) diz que devemos considerar val;
C81:A>T

X que estdo proximos de a, mas ndo sdo iguais a a.

C81:A>T T58:T>T JS.12.04 1
0.400000
X 0.476190
C83:T>A Pt
0.499750
0499975

C85:A>GR T59:GR>GR JS.12.06
C86:LN>A JS.12.08
C87:A>GR

C87:A>GR T59:GR>GR GR JS.12.10 ¥

O Exemplo 1 estd ilustrado pelo grifico de f na Figura 3. Agora, vamos mudar |
mente f definindo seu valor como 2 quando x = 1 e chamando a fung¢@o resultante de

Essa nova fun¢@o g tem o mesmo limite quando x tende a 1

C88:GR>LN

J2+9 -3

Estime o valor de lina 7
e

C89:A>T T JS.13.02 ST -3
1 7
*1.0 0.16228
C91:T>LN 0.5 016553
=0.1 0.16662
005 0.16666
=001 0,16667
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A medida que 7 tende a 0, os valores da funcao parecem tender a 0,1666666 . . . e, assi
demos conjecturar que

C92:LN>A JS.13.04

. Se vocé tentar fazer esses cdlculos em sua calculadora, poderd obter valores diferentes,
C93:T>LN 15.13.06 mas finalmente vai obter o valor 0 para um 7 suficientemente pequeno. Isso significa que a
resposta é realmente 0, e nio §? Niio, o valor do limite ¢ £, como veremos na proxima segio.
O problema ¢ que a calculadora dd valores falsos, pois /F + 9 fica muito proximo de 3
C94:LN>A quando 1 € pequeno. (Na realidade, quando 1 € suficientemente pequeno, o valor obtido na cal-
culadora para /7 + 9 ¢ 3,000... .. com tantas casas decimais quanto a calculadora for capaz

de fornecer).

C95:A>GR T60:GR>GR GR JS.13.08 v N Y - \N\I
02 02
N N + W‘ ' ‘
C96:GR>LN T61:GR>GR GR J5.13.08 } [ | { i

(@) [=5.5] por [=0.1: 03] ® [=0.1:0.1] por [-0.1:03] (©1=107 10741 por [~0.1:03] (@ (=107, 1077] por [~0.1: 03]

T62GR>GR | GRGR | JS.13.08" FicuRAs

JS.13.08™

do Exemplo 2 em uma calculadora grifica ou computador. As partes (a) e (b) da Fj
mostram gréficos bem precisos de f e, quando usamos o trace mode (se disponivel), po
facilmente estimar que o limite ¢ de cerca de . Porém, se dermos um zoom, como ej
(d), obteremos grificos imprecisos, novamente em virtude de problemas com a subtr

C97:A>GR T63:A>A J5.14.01 ik

SEIEN Faca uma estimativa de lin}) 3
x—> X

SOLUCAD A funcdo f(x) = (sen.x)/x nio estd definida quando x = 0. Usando uma c:
dora (e lembrando-se de que, se x € R, sen x indica o seno de um angulo cuja medida
dianos € x), construimos a tabela ao lado usando valores com precisao de oito casas ded

C98:A>T JS.14.03

€100:T>GR W
2 |
o [
o |

C101:T>A

C97:A>GR GR JS.14.05

C99:A>GR

C100:T>GR

C102:A>GR

" N m
EEEOE Analise lim sen—.
a0 X
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C103:A>N

C104:N>A T64:A>A 15.15.05

C105:A>GR

C106:A>T

C107:T>A

C108:A>GR

C110:GR>LN

T68:A>A

T66:A>A

T67:A>A

GR

J$1502 | SOLUCAO Mais uma vez a fungo f(x) = sen(7r/x) nao estd definida em 0. Calculandq

¢do para alguns valores pequenos de x, temos

f(1) =senm =0 f(})=sen2z =0
f(3) = sen3m =0

f0.1) = sen 107 = 0

S(}) = sendm =0

£(0.01) = sen 1007 = 0

Da mesma maneira, £(0,001) = f(0,0001) = 0. Com base nessa informagcao, ficarfamq
tados a conjecturar que

. T
lim sen— = 0.
x—0 X

Dessa vez, no entanto, nossa conjectura estd errada. Observe que, embora f(1/n) = sen nj
para todo niimero inteiro 1, é também verdadeiro que f(x) = 1 para infinitos valores de x q
dem a 0. Vocé poderi ver isto a partir do gréfico de f mostrado na Figura 7.

JS.15.07 4 -

JS.16.01

cos Sx
FEEE Encontre li 3+ A
IR o i (1 + <255 )

JS.16.03 PR .
10000

0005 000010009

0001 000010000

JS.16.05

Mais tarde, veremos que lim,—q cos 5x = 1, e entdo segue que o limite € 0

Limites e Derivadas: O Limite de uma func¢io: Exemplo 6

[EEIEN A fungio de Heaviside, H, ¢ definida por

0 ser<0
m‘)-{l r=0

JS.17.02

FIGURAS
A fungio Heaviside.

Quando 7 tende a 0 pela esquerda, H(7) tende a 0. Quando 7 tende a O pela direita
tende a 1. Ndo hd um niimero tnico para o qual H(z) tende quando  tende a 0. Po:
lim,—o H(¢) ndo existe.

Limites e Derivadas: O Limite de uma funcio: Limites Laterais




417

C112:LN>A

C113:A>LN

C112:LN>A

C113:A>LN

C115:A>GR

C113":LN>A

C113":LN>A

C115:A>GR

C117:GR>A

T70:LN>LN

T7T:A>A

T74:LN>LN

T75:GR>GR

LN

LN

GR

JS.18.02

JS.18.04

JS.18.06

JS.18.06

JS.18.08

J5.18.08'

H(7) tende a 1 quando ¢ tende a O pela direita.

lim H(t) =0

t—0~

lim H(t) = 1

t—0+

[2] Definicdo Escrevemos
Jim f =L

e dizemos que o limite a esquerda de f (x) quando x tende a a [ou o limite d ef (x
quando x tende a a pela esquerda] ¢ igual a L se pudermos tornar os valores de f(x
arbitrariamente préximos de L, para x suficientemente préximo de a e x menor que a

menor que ¢. De maneira semelhante, se exigirmos que .x seja maior que a, obtemos “o lin
a direita de f (x) quando x tende a a ¢ igual a L™ e escrevemos

lim f(x) =L

S L
x — a X
(a) ]im_ fix)=L
y
L fx
0 a = X x

(b) lim+ flo)=L

x—a

[3] lim f(x) =L seesomentese  lim f(x) =L e lim f(x)=L
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Limites e Derivadas: O Limite de uma funcio: Limites Laterais: Exemplo 7

C118:GR>LN T79:LN>LN N J519.02 SOLUCAO A partir do gréfico, vemos que os valores de g(x) tendem a 3 & medida que ¢

tendem a 2 pela esquerda, mas tendem a 1 quando x tende a 2 pela direita. Logo
C120:LN>A LN 15.19.02'

(a) lim g(x) =3 (b) lim g(x) =1

T81T:A>A A JS.19.04

T82:A>A A JS.19.04'

(d) lim g(x) =2 e (e) lim g(x) =2

Limites e Derivadas: O Limite de uma funcio: Limites

1 -
2GELUEY Encontre lim —, se existir.

x=>0. X
C121:A>T T 15.20.02 ”
x 2

C123:T>GR x

bl | 1
C124:T>LN +0.5 4

*0,2 25

+0,1 100

+0.05 400

+0,01 10.000

+0.,001 1.000.000
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FIGURA 11

C124:T>LN T83:LN>LN JS.20.04

A medida que x tende a 0, x2 também tende a 0, e l/x2 fica muito gra

C125:GR>LN Js2004 | tabela na margerfl.) De fato. a 'partir do gl:éﬁco da fungéo f(x)l = 1/ da Figura 11, parece (
a fungiio f(x) pode se tornar arbitrariamente grande ao tornarmos os valores de x suficie

C126:LN>A mente proximos de 0. Assim, os valores de f(x) ndo tendem a um nimero, e ndo ex

C127:A>LN 15.20.06 existe. Expressa simplesmente uma maneira particular de niio existéncia de limite: 1/x]

ser tao grande quanto quisermos, tornando x suficientemente perto de 0.
C128:LN>A = a1

C129:A>LN J5.20.08 ara indicar que os valores de f(x) tendem a se tornar cada vez maiores (ou “a cresce
p q

tadamente™) a medida que x se tornar cada vez mais proximo de a.
C130:LN>A

E Definicao  Seja fuma fungio definida em ambos os lados de a, exceto possivel-
mente no préprio a. Entao

lim f(x) = o

significa que podemos fazer os valores de f(x) ficarem arbitrariamente grandes (tdo gran-
des quanto quisermos) tornando x suficientemente préximo de a, mas ndo igual a a.

C131:LN>A T85:A>A JS.20.10 ,

Outra notacdo para lim,_., f(x) = % ¢

flx) = quando

C132:A>LN T86:A>A J5.20.12

lim, ., f(x) = o

“o limite de f(x),quando x tende a a, é infinito™

C134:LN>GR T87:LN>LN

“f(x) se torna infinito quando x tende a a”

T88"LN>LN
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“f(x) cresce ilimitadamente quando x tende a a”

C133:LN>GR T89:GR>GR 15.20.16
C134:LN>GR GR 15.20.16' y=f(x)
C135:LN>GR \
C139:GR>A \/0 / a X
X=a
C139:GR>A
FIGURA 12
lim f(x)=o
x—a

Quando dizemos que um ndmero é um “negativo
grande”, queremos dizer que ele é negativo, mas
que seu valor absoluto é grande.

y.

~

FIGURA 13
lim f(x)=—c

C132"LN>A A 15.20.18
IE] Definicao Seja f definida em ambos os lados de a, exceto possivelmente no pr|
C136:GR>A LN 15.20.18' prio a. Entdo
C141:A>LN lﬂf(x) = -
C141:A>LN significa que os valores de f(x) podem ser arbitrariamente grandes, porém negativ
ao tornarmos .x suficientemente proximo de a, mas ndo igual a a.
C142:LN>A

O simbolo lim,—., f(x) = —o pode ser lido das seguintes formas: “o limite de f(x) ¢
tende a a é menos infinito”, ou *f(x) decresce ilimitadamente quando x tende a ™.

C144:LN>A TOTA>A 15.20.20
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C145:A>GR

C146:GR>A

C146:GR>A

C150:A>GR

C150:A>GR

C147:GR>A

C147:GR>A

C151:A>GR

C151:A>GR

C148:GR>A

C148:GR>A

C152:A>GR

C152:A>GR

C149:GR>A

C149:GR>A

C153:A>GR

T95:GR>GR

T96:GR>GR

T97:GR>GR

T104:A>A

T103:A>A

T105:A>A

T106:A>A

GR

GR

GR

GR

J5.20.22

JS.20.22"

J5.20.22"

J5.20.22™

Js.20.22"

Js.20.22""

Js.20.22"

Js.20.22"

J5.20.24

J5.20.24

Js.21.01

I 1 s N
i

(a) IimV floy==

®) lim f(x)=o (© lim f(x)=—c @ lim flx)=—=

FIGURA 14

[6] Definicio A reta x = a é chamada assintota vertical da curva y = f(x) se pelo
menos uma das seguintes condicdes estiver satisfeita:

lim /(x) = lim f(x) = o lim f(x) = %

lim f(x) =~ lim /() = ~= lim f(x) = ~o=

Por exemplo, 0 eixo y é uma assintota vertical da curva y = 1/x?, pois lim,—q (1/x?

C156:GR>A

JS.21.03

JS.21.03

O grificodacurva y = 2x/(x — 3) estd dado na Figura 15. A reta x = 3 é uma assinto
tical.
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C158:A>GR

C160:A>GR

T107:A>A
T108:A>A

T109:A>A

T109:A>A

T111T:A>A

T110:A>A

Limites e Derivadas: O Limite de uma fi

Js.22.02

J5.22.02'

JS.22.04

JS.22.06

FIGURA 15

Limites Infini 10

SETIUETN Encontre as assintotas verticais de f(x) = tg

existem assintotas verticals em potencial nos pontos nos quais cosx = 0. De fato,
cosx — 07 quando x — (7/2)” e cosx — 0 quando x — (7/2)", enquanto sen x é
tivo quando x estd proximo de /2, temos

lim tgx =
x—(m/2)~ g

lim tgx = —»
x—>(m/2)t

FIGURA 16
=itg-X
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FIGURA 17
O eixo y € uma assintota vertical
da funcao logaritmo natural.

C161:GR>A A JS.22.08

lim Inx = —o

x—0+

T112:A>A A JS.23.01

" 3, Cos5x)
J(lx_r’r’:' (x + 10-000) = 00001

T113:A>A

C162:A>LN T113:A>A 15.23.03 I

fo = {:" sex=3

T114A>A

E intuitivamente claro que quando .x estd proximo de 3, mas x # 3. entdo f(x) estd pr
de 5 e, sendo assim, lim,—.; f(x) = 5.

C163:LN>A T115:A>A LN JS.23.05

|[f)=5|<01 se |x—3|<8 masx#3

C163:LN>A

[f(x) =5]<01 se O0<|x—=3|<$

[ flx) = 5] <0.1 se 0<|x—3|<005

C164:A>LN TI16:A>A 15.23.07

T117:LN>LN

Assim, uma resposta para o problema ¢ dada por § = 0,05: isto &, se x estiver a uma d
cia de no maximo 0,05 de 3, entdo f(x) estard a uma distancia de no maximo 0.1 de 5

C165:LN>A JS.23.15

Se mudarmos o nimero 0,1 em nosso problema para o nimero menor 0,01, entao,
0 mesmo método, achamos que f(x) diferird de 5 por menos que 0,01, desde que x d
3 por menos que (0,01)/2 = 0,005:

|f(x) = 5] <001 se 0<|x—3]|<0,005

TBA>A LN J5.23.17 [f(x) = 5] <0001 se 0<|x—3|<0.0005

T119:A>A

[f) - 5| <e o<|x-3|<a=§
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T120:LN>LN J5.23.20

C166:A>LN Esta é uma maneira precisa de dizer que f(x) estd proximo de 5 quando x estd proxim
pois [1] diz que podemos fazer os valores de f(x) ficarem dentro de uma distancia arh

& de 5 tomando os valores de x dentro de uma distancia &/2 de 3 (mas x # 3).

C167:LN>A J5.23.20

Observe que [1] pode ser reescrita como:

se 3—-6<x<3+6 (x#3) entdo 5—e<f(x)<5+H

C169:LN>GR Js.23.22

C170:GR>LN

e isso estd ilustrado na Figura 1. Tomando os valores de x (# 3) dentro do intery
(3 — 8.3 + §). podemos obter os valores de f(x) dentro do intervalo (5 — €,5 + &).

C170:GR>LN T12tA>A N J5:23.24 [2] Definigao  Seja fuma fungdo definida em algum intervalo aberto que contenha o
nimero a. exceto possivelmente no préprio a. Entdo dizemos que o limite de f(x)
C171:LN>A T125:A>A LN 15.23.24' quando s tende’s a € 1€ cscrevemos
lim f(v) = L
C171:LN>A LN Js.23.24" se para todo nimero £ > 0 houver um nimero 8 > 0 tal que
se 0<|x—a|<8d entio |[f()-L|<e

lim, ., f(x) = L significa que a distancia entre f(x) e L fica arbitrariamente pequena toman
distancia de x a @ suficientemente pequena (mas nio igual a 0).

C173:LN>A T125:A>A 5.23.27 lim, ., f(x) = L significa que os valores de f(x) podem ser tornados tdo préximos de L qug

sejarmos, tornado-se x suficientemente proximo de @ (mas ndo igual a a).
C174:A>LN LN 15.2327

C174:A>LN

C175:LN>GE

lim, ., f(x) = L significa que para todo & > 0 (ndo importa quio pequeno & for) podemos
8 > 0 tal que, se x estiver no intervalo aberto (¢ — 8, a + 8) e x # a, entdio f(x) estard nq
valo aberto (L — &, L + &).

JS.23.30

C175:LN>GE

C176:GE>LN

A defini¢ao de limite afirma que. se for dado qualquer intervalo pequeno (L — &, |
em torno de L, entdo podemos achar um intervalo (¢ — 8, a + 8) em torno de a tal que
todos os pontos de (@ — 8,a + 8) (exceto possivelmente @) para dentro do intg
(L — &.L + &). (VejaaFigura 3.)

f
x f(x)
_——, .

a-d 4 a+d L-& L L+

C177:LN>GE J5.2332

C178:GE>LN

Outra interpretacio geométrica de limite pode ser dada em termos do gréfico de unj
¢do. Se for dado & > 0, entdo trocamos as retas horizontaisy =L + eey =L — ¢ ¢
fico de f (veja a Figura 4). Se lim, ., f(x) = L, entio podemos achar um nimero & 3
que, se limitarmos x ao intervalo (@ — 8, a + d) e deixarmos x # a, acurva y = f(x
entre asretas y = L — g e y = L + & (veja a Figura 5). Vocé pode ver que, se um dg
tiver sido encontrado, entdao qualquer 8 menor também servird.
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C179:LN>GR

T122:GR>GR

GR

JS.23.35

C181:LN>GR

C182:A>LN

C183:LN>GR

C184:GR>A

C185:A>LN

C186:LN>A

T123:GR>GR

T126:GR>GR

T127:A>A

T129:A>A

T130:A>a

LN

LN

JS.23.37

JS.24.01

JS.24.03

JS.24.05

J5.24.07

Use um grifico para encontrar um nimero & tal que
s |x=1]<8 emio |('-5x+6)-2|<02

Em outras palavras, encontre um niimero 6 que corresponda a ¢ = 0,2 na definicao d
mite para a funcdo f(x) = x> — Sx + 6coma = leL = 2.

se  092<x< 112  entdo 18<x*—-5x+6<22

|[x— 1] <008 entio |(x*—5x+6)—2]<02

Isso somente nos diz que, mantendo x dentro de uma distancia de 0,08 de 1, podemos
f(x) dentro de uma distancia de 0.2 de 2.

Embora tenhamos escolhido 6 = 0,08, qualquer valor menor positivo de & també
cionaria.

et T
A mlp\lln que o mlmem ﬁxo L d:vcri ser apfoxmudo pof v-lofes def(x) com um gmu de
precisio & (digamos 0.01). O individuo B entdo responde encontrando um nimero & tal que.
se 0 < |x—a| <8 entio]|f(x) = L| < & Nesse caso. A pode tornar-se mais exigente ¢
desafiar B com um valor menorde & (digamos, 0.0001). Novamente, B deve responder en-
um & quanto menor o valor de &, menor deve ser o
valorde&cvnﬁpmdenw Schcmpmvcmer,niolmpoﬂlquiopeqlmwAlmus entio
lim, o f(x) =

Limites e Derivadas: A Defini¢io Precisa de Limite: Exemplo 2

JS.25.02

Prove que lim (4x — 5) = 7.
frure

1. Uma andlise prelimii j ando um valor para 8). Seja & um nimero
positivo dado. Qi 8 tal que

se 0<|x—3|<8 entio |@x-5-7|<e

0<|x—3|<8 entio 4|x-3|<e
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TI3T:A>A A 15.25.04 isto €, se 0<|x—3|<8 entio |x—3|<§

Isso sugere que deveriamos escolher § = &/4.
T132:A>A

2. Demonstragdo (mostrando que este 8 funciona). Dado & > 0, escolha & = /4. Se
0 < |x = 3] < 8. entio
&

[x=5) =7 = [4v = 12] =djr = 3| <46=4( T ) =&

T133:A>A JS.25.06
s 0<|x-3|<& emio |@x-5)-7|<e

T134:A>A

Portanto, pela definigio de limite,

lim (4x — 5) =7
=3

C187:A>GR JS.25.08

T135:A>A A JS.26.01
[3] Definigao de Limite a Esquerda

T136:A>A A 15.26.01' lim f(x) = L
x—a~

se para todo nimero & > 0 houver um nimero 8 > 0 tal que

se a—-8<x<a entdo |f(x)-L|<e

[4] Definigao de Limite & Direita
lim f(x) =L
s—at
se para todo nimero & > 0 houver um niimero 8 > 0 tal que

se a<x<a+¥& entio |f) - L|<e

TsAA 230 J0EN  Use a Definicio 4 para provar que lir{)x+ Jz =10,
X—>
T139:A>A

0<x<8 entio |Jx—0|<e

T140:A>A JS.26.05

0<x<$éd entao Jx <@

T141:A>A

0<x<éd entio x<g?

T142:A>A 15.26.07 2. Mostrando que esse d funciona. Dado € > 0, seja 6 = £°. Se 0 < .x < 9, entao
T143:A>A Vr<Jo=iet=¢
|[Vx—0|<e

lim, o+ v/x = 0.

Limites e Derivadas: A Defini¢éio Precisa de Limite: Exemplo 4




C159":A>LN

C160":A>GR

C160":A>GR

C161":LN>GR

T144:A>A

T145:A>A

T146:A>A

T147:A>A

T148:A>A

T149:A>A

T150:A>A

T151:A>A

T152:A>A

T153:A>A

J5.27.02

JS.27.08

J5.27.10

J5.28.01

Js.28.01

JS.28.03

JS.29.01

JS.29.03

15.29.03'
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A3 Z0ES Demonstre que liu} x2=09.
ey

1. Conjecturando um valor para 8. Seja € > 0 dado. Temos de achar um nimero 8 > 0 tal
que
se 0<|x=3|<d emio |¥P-9|<e

Para relacionar |[x? — 9| com |x — 3| escrevemos [x* — 9| = | (x + 3)(x — 3)|- Assim
sendo, queremos & > 0 cumprindo
se  0<|x—3|<8 entio |x+3||x-3|<e

2. Mostrando que esse 8 funciona. Dado & > 0, seja 8 = min{l. &/7}.Se 0 < |x — 3| < &.
entio [x —3| <1 = 2<x<4 = |x+3|<7 (como na parte 1). Temos também

entio [x —3| <1 =>2<x<4 > [x+3[<7 (como na parte 1). Temos também
|x = 3| < &/7.logo

|x2—9|=|x+3||x—3|<7.§=s

Isso mostra que lim, .3 x> = 9.

[E] Definicao  Seja f uma fungdo definida em algum intervalo aberto que contenha
0 niimero a, exceto possivelmente no préprio a. Entao

lim f(x) =
xX—ra
significa que, para todo niimero positivo M, hd um nimero positivo 8 tal que

se 0<|r—a|<8 entio f)y>m

Isso diz que o valor de f(x) pode ser arbitrariamente grande (maior que qualquer nu
dado M) tornando-se x suficientemente préximo de a (dentro de uma distancia 8, em que
pende de M, mas com x # «). Uma ilustracdo geométrica estd na Figura 10.

o4
M y=Mm
0 a x
a—=% a+3d
FIGURA 10

- 1
2 H0ER Use a Definicao 6 para demonstrar que }l_l;l;l) 2 o

0<|x|]<8& entdio 1/x*>M

Assim, se escolhermos § = 1/y/M ese 0 < |x| < § = 1/y/M,entdo 1/x* > M. Isto
que 1/x? — o quando x — 0.
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N
FIGURA 11
C162":A>GR T153:A>A A JS.29.05
E] Definicao  Seja fuma fungio definida em algum intervalo aberto que contenha o
T154:A5A A 15.29.05' a, exceto p no préprio a. Entao
lim f(x) = —o=
x—a
significa que para todo niimero negativo N hd um nimero positivo 8 tal que,
se 0<|x—a|<8é enio flx)<N
C163%LN>A N Js.3001 [1[ Definicao  Uma fungio f ¢ continua em um nimero a se
C163:LN>A A 15.3001° lim f) = (@)
C164":A>LN

Observe que a Definigio 1 implicitamente requer trés coisas para a continuidade de fem a:
1. f(a) estd definida (isto €, a estd no dominio de f )
2 lim f(x) existe

xa

3. lim f(x) = f(a)

Se festd definida préximo de a (em outras palavras, f estd definida em um intervalo
contendo a, exceto possivelmente em «), dizemos que f € descontinua em a (ou que f te
descontinuidade em «) se f ndo € continua em a.

Geometricamente, vocé pode pensar em uma fungao continua em todo nimero de
tervalo como uma funcdo cujo grifico nao se quebra. O grifico pode ser desenhado s
mover sua caneta do papel.

Limites e Derivadas: Continuidade: Exemplo 1

o - B

FIGURA 2

SOLUCAD Parece haver uma descontinuidade quando a = 1, pois af o grafi
A razio oficial para f ser descontinua em 1 € que f(1) ndo estd definida.

O grifico também tem uma quebra em ¢ = 3, mas a razao para a descontinuidade é
rente. Aqui, £(3) estd definida, mas lim,—5 f(x) ndo existe (pois o limites esquerdo e d
sao diferentes). Logo f ¢ descontinua em 3.
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C169":GR>A LN 15.31.04 E a = 57 Aqui, f(5) estd definida e Iim, s f(x) existe (pois o [imite esquerdo e o
sdo iguais). Mas

lim () # £(5)

Logo. f ¢ descontinua em 5.

C170"A>LN T158A>A A 153201 1
2
X—%—2 — Sex #
C170":A>LN T159:A>A A 153201 (a) f(x) = T -2 (b) f(x) = 4 x?
I sex=
C170"":A>LN T160:A>A A 15.32.01" g
X = ixe=2 2
—————— sex
A 53201 ©fx)=9 x-2 (d) f(x) = [x]

1 sex = 2

(a) Observe que f(2) nao estd definida: logo, f'¢ descontinua em 2. Mais a frente veren|
que fé continua em todos os demais nimeros.

C170":A>LN JS.32.03

(b) Aqui £(0) = 1 estd definida, mas

. i I
S f0) = i

C172":A>GR

ndo existe. (Veja o Exemplo 8 na Secio 2.2.) Entao f ¢ descontinua em 0.

(¢) Aqui f(2) = 1 estd definida e

. Xl =x=2  (x=2)x+1)
Iy =l s ~B -3

—lin;(x-l- 1)=3

existe. Mas

lim /() # /()

logo. f ndo ¢ continua em 2.

C170""", JS.32.05

(d) A fungio maior inteiro f(x) = [x] tem descontinuidades em todos os inteiro:
lim,—, [x] ndo existe se n for um inteiro. (Veja o Exemplo 10 e o Exercicio 51 da Seci

¥ ¥ y ¥
=
==

1 1 1 . 1 —
0‘12 x °| x °||2 x o 1 2 3

@ f =]

C174":A>GR

~ S
Ls4exv‘0 x _fzzsexv‘l

(b) fo= [ 2 (©) f(x)=[ x
1

I sex=0

P2 -x-2
@ f)="—""7

sex=2
FIGURA 3
Grificos das fungdes do Exemplo 2
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C180":LN>A

C186":A>LN

C186":A>LN

C187":A>LN

C188:LN>A

T161:A>A A

T162:A>A A

T165:LN>LN LN
T166:LN>LN LN
T167:LN>LN LN

LN
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153207 A Figura 3 mostra os grificos das fun¢des no Exemplo 2. Em cada caso o grifi
pode ser feito sem levantar a caneta do papel, pois um buraco, uma quebra ou salto og
no grifico. As descontinuidades ilustradas nas partes (a) e (¢) sdo chamadas removivei

[2] Definicho  Uma funcdo f ¢ continua i direita em um nimero a se

lim £ = (@)

e f¢ continua i esquerda em a se
lim () = fla)

Limites e Derivadas: Continuidade: Exemplo 3

Em cada inteiro n. a funcio f(x) = [x] [veja a Figura 3(d)] ¢ continu
reita, mas descontinua a esquerda, pois

J5.33.02 lln’!.’ f(x) = hn‘!'- I[x]l =n= f (n)

JS.33.02

Jim £(9 = Tim [ =n = 1 # /()

JS.33.04

E] Definicao  Uma funcéo f ¢ continua em um intervalo se for continua em toq
15.33.04' os niimeros do intervalo. (Se f for definida somente de um lado da extremidade
intervalo, entendemos continuidade na extremidade como continuidade a direita

15.33.04" a esquerda.)

JS.33.04™

Nas Sec¢des 2.2 e 2.4, estudamos os limites infinitos e as assintotas verticais. Ld tomay|
x tendendo a um ndmero e, como resultado, os valores de y ficavam arbitrariamente gr
(positivos ou negativos). Nesta se¢@o vamos tornar x arbitrariamente grande (positivo ¢

JS.34.01
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C190:A>T

C191:T>GR

C192:T>LN

C192:T>LN

C193:GR>LN

C194:LN>A

C195:A>LN

C196:LN>A

C198:A>LN

C198:A>LN

C199:LN>A

C200:LN>A

C201:LN>A

C202:LN>GR

C208:LN>GR

T72:LN>LN

T73:A>A

LN

LN

LN

15.34.03
x fx)

0 ! |

= | 0
*2 0.600000
*3 0.800000
+4 0.882353
£S5 0,923077
*+10 0.980198
+50 0,999200
+100 0,999800
+1000 0.999998

15.34.05 Quanto maior o x, mais préximos de 1 ficam os valores def(x). De fato, temos a im|
sdo de que podemos tornar os valores de f(x) tdo proximos de | quanto quisermos se to
15.34.05 mos um x suficientemente grande. Essa situacio é expressa simbolicamente escrevendq

J5.34.07

para indicar que os valores de f(x) ficam cada vez mais préximos de L a medida que
maior.

JS.34.09
[1] Definigao Seja f uma fungio definida em algum intervalo (a. ). Entdo
15.34.10 lim f(x) = L

significa que os valores de f(x) ficam arbitrariamente préximos de L tomando x sufi-
cientemente grande.

Outra notagdo para lim, ... f(x) = L€

C200:LN>A

T174.A>A

JS.34.12

f(x) =L quando x— .
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T175:A>A

C203:A>LN T176:LN>LN LN JS.34.14 . . . . P
.. “o limite de f(x). quando x tende ao infinito, é L”
C205:A>LN

“o limite de f(x), quando x se torna infinito, é L~

C206:A>LN T177:LN>LN LN JS.34.16
C209:LN>GR

FIGURA 2
Exemplos ilustrando lim f(x)=L

T178:GR>GR GR 153418 y
T179:GR>GR y=f()
v=L
0 x

C207:GR>LN T180:LN>LN JS.34.20

Com relacdo ainda a Figura 1, vemos que para os valores negativos de x com grande v
absoluto, os valores de f(x) estdo proximos de 1. Fazendo x decrescer ilimitadamente para
lores negativos, podemos tornar f(x) tdo préximo de 1 quanto quisermos. Isso € expresso
crevendo

C211:LN>A 15.34.20

C212:A>LN T181T:A>A A JS.34.22
|Z| Definicao  Seja f uma fungdo definida em algum intervalo (—, a). Entdao
C212:A>LN LN 153422 lim f(x) =L
Pareary
C213:LN>A significa que os valores de f(x) podem ficar arbitrariamente préximos de L, tomando-
-se x suficientemente grande em valor absoluto, mas negativo.

C215:LN>GR




C214:A>LN

C216:LN>GR

C217:GR>A T183:A>A

C219:A>GR T185:A>A

T186:A>A

C219:A>GR

C220:A>GR

GR

JS.34.24

JS.34.26

JS.34.26'

JS.34.28

JS.34.30

433

FIGURA 3
Exemplos ilustrando li_[n_w fx)=L

[3] Definicao A reta y = L ¢ chamada assintota horizontal da curva y = f(x) s¢
lim f(x) = L ou lim f(x) =L

Um exemplo de curva com duas assintotas horizontais € y = tg”~'x. (veja a Figura
verdade,

4]

i

FIGURA 4
y=1gh
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C221:GR>LN GR 15.35.01 ¥
C222:GR>LN /I \\ LA
LY VL1 I\ A
C223:GR>LN \ N
0\ 2 K
\
\
FIGURA 5

SOLUCAO  Vemos que os valores de f(x) ficam grandes por ambos os lados como x —
entao

lim flx) =

- - b

C225:LN>A T190:A>A JS.35.05

Observe que f(x) torna-se grande em valor absoluto (porém negativo) quando x tende
esquerda: porém torna-se grande e positivo quando x tende a 2 a direita. Logo.,

lim f(x) =

x—>2+

lim f() = —

J5.35.05'

Quando x torna-se grande, vemos que f(x) tende a 4. Mas quando x decresce para Vi
negativos, f(x) tende a 2. Logo,

C226:LN>A T191:A>A A J$.35.07 lim f(.x) — 4 e lim f(x) — 2
xX—0w F=>=08

A JS.35.07

C227:A>LN TI92:A>A A 15.36.01 1 1

33" |JFY Encontre lim—e lim —.
C228:A>LN A 1536.01" mEX xmee X
C229:A>GR

De fato, tomando x grande o bastante, podemos fazer 1/x tdo préximo de 0 quanto q
mos. Portanto, conforme a Defini¢do 1, temos

C230:LN>A JS.36.03

x>0 X

C232:A>GR

Um raciocinio andlogo mostra que, quando x € grande em valor absoluto (porém neg
1/x é pequeno em valor absoluto (mas negativo): logo, temos também

C231:LN>A JS.36.04

C233:A>GR
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FIGURA 6

i =0, Ting & =
Py L, =

Limites e Derivadas: Limites Infini is: Limites Infini

C235:A>LN 15.37.02 ¢ usada para indicar que os valores de f(x) tornam-se grandes quanto x se torna grand

nificados andlogos sio dados aos seguintes simbolos:
C236:LN>A

Jim f@) = limf) == lim f() =

C237:A>LN T199:A>A JS.37.04

STEGEGER Encontre lim x*e lim x°.

x—>0 x——0
C238:A>LN T200:A>A JS.37.04'

SOLUCAO  Quando x torna-se grande, x” também fica grande. Por exem

C240:LN>A T20T:LN>LN 15.37.06 Na realidade, podemos fazer x* ficar tao grande quanto quisermos tomando x grande]
ciente. Portanto, podemos escrever

C238:A>LN JS.37.08

C239:LN>A

C242:A>GR T200:A>A JS.37.10

T202:A>A

T203:A>A
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FIGURA 11
limx3=oo, lim x3= —=

x—® —o

C245:GR>A T206:GR>GR GR JS.37.12

C245:GR>A A JS.37.12"

C246:GR>A

C247:GR>A FIGURA 10

C24T:GR>A T207AN>N J537.14 mas, como ilustra a Figura 12, y = ¢* torna-se grande muito mais rapidamente que |

quando x — .
C248:A>LN LN 15.37.14'

C249:A>LN T208:A>A A JS.38.01

m Definicao Seja f uma fungio definida em algum intervalo (a, %). Entiao

T210:A5A A 153801 tim ) = L

significa que para todo & > 0 existe um correspondente nimero N tal que

se  x>N  entdo |f()-L|<e

Em palavras, isso diz que os valores de f(x) podem ficar arbitrariamente préximg
(dentro de uma disténcia €, onde & € qualquer nimero positivo), bastando apenas torna
ficientemente grande (maior que N, onde N depende de €). Graficamente, isso quer diz(

ficientemente grande (maior que N, onde N depende de ). Graficamente, isso quer dizer
escolhendo x suficientemente grande (maior que algum niimero N), podemos fazer o gr{
de f ficar entre duas retas horizontais dadasy = L — eey = L + &, como na Figura 14.

C250:LN>GR T209:LN>LN 15.38.03

FIGURA 14 . 3
‘I'LI'I_I fo=L quando x estd aqui

C252:GR>A T211:GR>GR GR JS.38.05
y=fx)

y=L+e
C252:GR>A A JS.38.05 L e e

yv=L-=¢
C253:GR>A

FIGURA 15 0 N %
lim f(x) =L
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=

m Definicao Seja f uma fungdo definida em algum intervalo (=%, a). Entao
lim f(x) =L

significa que para todo & > 0 existe um correspondente nimero N tal que

se x<N entio |f&)—L|<e

C254:A>GR GR 15.38.07 ¥
y=fx)
C255:GR>A A 15.38.07" S LY SLte
€255:GR>A
N 0 g FIGURA 16
Jim f) =L
T213:A>A A 15.39.01 )
I =g =2 3
m =l
2
x—>o S5x° 4+ 4x + 1 5

P —x—-2
e QG S B
S5x°+4x + 1
C€256:A>GR GR 15.39.03 1
C257:GR>A A 15.39.03" y=07
y=05
C257a:GR>A @y
YT+ 1
C257a:GR>A 0 15
FIGURA 17

Limites e Derivadas: Limites des Precisas: E

¢!

. 1
A HUEER Use a Definicao 7 para demonstrar que lim —

x—x X

TeISARA 54002 | 50LucA0 Dado & > 0, queremos encontrar N tal que

T216:A>A

1
se x>N entao = =) =< e
%

1
se x>N=— entao
f>

C258:A>GR T217:A>A J5.40.04

Iim—=0

x—>m ¥




C259:GR>A

C260:GR>A

C260:GR>A

T220:GR>GR

GR

GR

JS.40.06

JS.40.06
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&=
£=02 &=0,
X 0
FIGURA 18
VA
y=M
M
0 N x
FIGURA 19
lim f(x) =

x—®

[9] Definicao Seja f uma fungdo definida em algum intervalo (a. ©). Entdo

lim £(5) = ==

significa que para todo positivo M existe um correspondente nimero positivo N tal
se x>N entdo f(x) > M.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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INVENTARIO DOS EXERCICIOS DO LIVRO DO STEWART

Quadro 23 - Inventario do exercicio do Stewart.

Questio

Verbos Conversée Representac¢des

N

T 1. Um tanque com capacidade para 1.000 litros de dgua ¢ drenado
pela base em meia hora. Os valores na tabela mostram o volume
V de dgua remanescente no tanque (em litros) apés # minutos.

t (min) 5] 10 15 20 25 30

V(L) 694 444 250 111 28 0

D (a) Se P ¢ o ponto (15, 250) sobre o grafico de V, encontre as i
clinacdes das retas secantes PQ. onde Q € o ponto sobre

grafico com ¢ = 5, 10, 20, 25 e 30.

ES (b) Estime a inclinacio da reta tangente em P pela média das in

clinacoes de duas retas secantes.

> . - ~ . . - 3
C T>GR (c¢) Use um grafico da funcgio para estimar a inclinacio da tan
ES gente em P. (Essa inclinacdo representa a razio na qual a dgu

flui do tanque apés 15 minutos.)
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2.  Um monitor € usado para medir os batimentos cardiacos d
paciente ap6s uma cirurgia. Ele fornece um nimero de bati
tos cardiacos apds r minutos. Quando os dados na tabela sa
locados em um grafico, a inclinacio da reta tangente repre
a taxa de batimentos cardiacos por minuto.

¢ (min) 36 38 40 42 44

Batimentos

) 2.530 2.661 2.806 2.948 3.080
cardiacos

O monitor estima esse valor calculando a inclina¢do de uma ret:
secante. Use os dados para estimar a taxa de batimentos cardia
cos ap6s 42 minutos, utilizando a reta secante entre os ponto
para os valores de ¢ dados.

Quais sdo suas conclusoes?

(a) t=36 e t=42

(b)) tr=38 e t=42

(c)r=40 e =42

d =42 e =44

3. Oponto P(2, —1) estid sobre acurvay = 1/(1 — x).

(a) Se Q € o ponto (x, 1 /(1 — x)), use sua calculadora para de-
terminar a inclinagfio da reta secante PQ, com precisdo de seis
casas decimais, para os seguintes valores de x:

(i) 1.5 (i1) 1.9 (iii) 1,99 (iv) 1.999

(v) 2.5 (vl 2.1 (vii) 2,01 (viii) 2,001

(b) Usando os resultados da parte (a), estime o valor da inclina
¢do da reta tangente a curva no ponto P(2, —1).
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el L= T

(c) Usando a inclinacdo da parte (b), encontre uma equacio deJ
reta tangente a curva em P(2, —1).

.- 4. O ponto P(0.5; 0) estd sobre a curva y = cos 7x.

(a) Se Q € o ponto (x, cos mx), use sua calculadora para det
minar a inclinacio da reta secante PQ (com precisido de s
casas decimais) para os seguintes valores de x:

(1) 0 (i) 0.4 (ii1) 0.49 (iv) 0,499

(v) 1 (vi) 0,6 (vii) 0,51 (viii) 0,501

(b) Usando os resultados da parte (a), estime o valor da inclina
¢do da reta tangente a curva no ponto P(0.5: 0).

(c) Use a inclinagdo obtida na parte (b) para achar uma equagao,
da reta tangente a curva em P(0.,5; 0).

- (d) Esboce a curva, duas das retas secantes e a reta tangente.

5. Uma bola € atirada no ar com velocidade de 10 m/s. Sua al
em metros ap6s ¢ segundos € dada por y = 101 — 4.9¢°.

D (a) Encontre a velocidade média para o periodo de tempo que cc
D meca quando 7 = 1,5 s e dura

b (i) 0.5s (i1) 0.1's

b (ii1) 0,05 s (iv) 0.01's

(b) Estime a velocidade instantinea quando r = 1.5 s.

6. Se uma pedra for jogada para cima no planeta Marte com

cidade de 10 m/s, sua altura (em metros) # segundos mais
dada pory = 10r — 1,86¢%
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(a) Encontre a velocidade média entre os intervalos de temg
dados:

@ [1,2] (i) [1: 1.5] (i) [1: 1.1]
(iv) [1: 1,01] (v) [1: 1,001]

(b) Estime a velocidade instantanea quando r = 1.

7. A tabela mostra a posi¢do de um ciclista.

t (segundos) | O | 2 3 4 5
s (metros) 0 1.4 S5: 10,7 173 25.8

D (a) Encontre a velocidade média nos periodos de tempo a seguit
D (i) [1.3] (i) [2, 3] (i) [3,5] (iv) [3.4]

D

D

(b) Use o grifico de s como uma fung¢io de 7 para estimar a ve/
locidade instantanea quando r = 3.

8. O deslocamento (em centimetros) de uma particula se move

para frente e para trds ao longo de uma reta € dado pela equs
de movimento s = 2 sen 7t + 3 cos 7t, em que 7 ¢ medido
segundos.

(a) Encontre a velocidade média em cada periodo de tempo:

@ [1,2] (i) [1: 1.1]
(i) [1: 1,01] (iv) [1: 1,001]

E-- (b) Estime a velocidade instantanea da particula quando r = 1.

9. O ponto P(1, 0) estd sobre a curvay = sen(lO'rr/x)
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D (a) Se Q for o ponto (x, sen(107 /x)), encontre a inclinagdo ¢

I reta secante PQ (com precisio de quatro casas decimais) pa
x=2,1514,13,121.1.05,06,0,7,08 ¢ 0,9. As inc
nagdes parecem tender a um limite?

C A=GR (b) Use um grafico da curva para explicar por que as inclinagoe:
E das retas secantes da parte (a) ndo estio proximas da inclina
¢do da reta tangente em P.

ES . . i 1

(c) Escolhendo as retas secantes apropriadas, estime a inclinacc
da reta tangente em P.
E AZLN A 1. Explique com suas palavras o significado da equacio
1
lim f(x) =5
E x—2 Fx)
E possivel que a equacio anterior seja verdadeira, mas
f(2) = 3?7 Explique.
E A>LN A 3 & &
2. Explique o que significa dizer que
I A
lim f(x) =3 N lim f(x) =7
E x—1- 2 ) b
Nesta situagio, ¢ possivel que lim,_.; f(x) exista? Explique.
E A>LN A . e - .
3. Explique o significado de cada uma das notacdes a seguir.
B oA @ lim f(x) = e 0) lim f() =~
X—>—3 X—>
D GR>A GR 4. Use o grafico dado de f para dizer o valor de cada quantidade, se
ela existir. Se ndo existir, explique por qué.
E GR-LN A (a) ‘liI]']_ f(x) (b) Vlin71+ f(x) (¢) lin} f(x)
D A : o s &
() f(2) (e) lim f(x) ) f4)
E A y
D A 14 /
E A, i
P |
0 2 4 X
E 1 L
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5. Paraa funcdo f, cujo grifico ¢ dado, diga o valor de cada quanti-
dade indicada, se ela existir. Se ndo existir, explique por qué.
(@) lim f(x) ®) lim f(x) (© lim f(x)

@ lm /() @ f0)

D GR>A GR 6. Paraa funcdo & cujo grifico ¢ dado, diga o valor da cada quanti-

dade, se ela existir. Se ndo existir, explique por qué.
E GRSLN | A Wl i B le Rl

(d) h(=3) (e) lim A(x) () lim h(x)
D GR>A A o .

(@ lim h(x) (h) A(0) (@) lim h(x)
E GR>LN A () h(2) (k) lim 7(x) () lim h(x)
D GR>A | A ’

N
E GR>LN A W
/
D GR>A A
-4 | =210 2 4 6 Xy

E GR>LN A | | | | [
D GR>A A
E GR>LN A
D GR>A
E GR>LN
D GR>A
E GR>LN
D GR>A
E GR>LN
D GR>A
E GR>LN
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GR>A

GR>LN

GR>A

GR>LN

GR>A

GR>LN

7. Para a funcdo g cujo grifico € dado, diga o valor da cada quan
dade, se ela existir. Se ndo existir, explique por qué.

(@) lim g(r) (b) lim g(r) (c) lim g(1)

(d) lim g(») () lim g(1) () lim ¢(7)

(©® 902 (h) lim (1)

y
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D GR>A GR 8. Paraafuncdo R, cujo grifico é mostrado a seguir, diga quem sao:
(a) lim R(x) (b) lim R(x)
D GR>LN A ¥2 23
(¢) lim R(x) (d) lim R(x)
D GR>A A o o
(e) As equacdes das assintotas verticais.
D GR>LN A
D GR>A A \\ - /ﬂ\
) /
GR>LN \\
/
A/
GR>LN \\ \ u/
GR>A
GR>LN

9. Para a funcio f cujo grafico € mostrado a seguir, determine o se-
guinte:
@ lim f() O lim () (© limf()
@ lim () @ lim f()

() As equagdes das assintotas verticais.

11-12 Esboce o grifico da funcdo e use-o para determinar os valore
de a para os quais lim,_., f(x) existe:

1l +x sex<<—1
n. f(x) = {x? se -1l <=x<1
2—x sex=1

l1+senx se x<O0
12. f(x) = {cos x se0<x<m
sen x se x>
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13-14 Use o gréfico da func¢do f para dizer o valor de cada limite, s
existir. Se ndo existir, explique por qué.

(@) lim f(x) (b) lim f(x)

() lim f (x)

C A>GR A

D GR>LN 13 f(x) = 1 ¢ 1/x
E GR>A ‘

15-18 Esboce o grifico de um exemplo de uma fun¢io f que satisfag
a todas as condicoes dadas.

15, lim f() =2, lim f()=-2, f(1)=2

C [ AGR 16. lim f(x) = 1. lim f(x)=~1. lim f(x) =0,

1ir;'l+ fx)=1, f(2) =1, f(0)ndo esta definido

> > >

>
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. Jim f() =4, lim f() =2, lim f() =2,

C A>GR

18 lim /() =2, lim f() =0, lim f(x)=3,
lim f() =0, f0)=2, f@&)=1

> > > >

19-22 Faca uma conjectura sobre o valor do limite (se ele existir) p

meio dos valores da funcdo nos niimeros dados (com precisao de s¢

casas decimais).

S A 9 tim—X 2

T>A =y X —x—2
x=25,2,1,205,201,2,005,2,001,
159,155,199,1995,1999

a=10, =05 —09, 095, —099, —0999,
—2; —1.5, —1.1,—191, —1 001

x l o
ClimS———= x =1, 205, 0.1, 0,05, 0,01

x—0 X

; liI(r)l+ xIn(x +x%), x=1,05,0,1,0,05,001, 0,005,000

23-26 Use uma tabela de valores para estimar o valor do limite.
vocé tiver alguma ferramenta grafica, use-a para confirmar seu |
sultado.

Jx+4 —2

X

23. lim
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21. (a) A partir do gréfico da fungdo f(x) = (cos 2x — cos x)/x* e
dando zoom no ponto em que o grafico cruza o eixo y, estime

o valor de lim, ¢ f(x).

(b) Verifique sua resposta da parte (a), calculando f(x) para va-

lores de x que se aproximem de 0.

ES A>GR A 28. (a) Estime o valor de
C GR>A i _SENX
im
D A>T x—0 Sen X
T>A tragando o grifico da fungdo f(x) = (sen x)/(sen 7rx). Forneg

sua resposta com precisdo de duas casas decimais.

(b) Verifique sua resposta da parte (a) calculando f(x) para valo-
res de x que se aproximem de 0.

29-37 Determine o limite infinito.

31. lim———
2t (x — 1)

> 4

€
32, lim———
o5t (x — 5)
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34. lim cotx

X

3. lim xcscx

x—=27~

x> — 2x

38. (a) Encontre as assintotas verticais da func¢io
_ X+l
s 3x — 2x?

(b) Confirme sua resposta da parte (a) fazendo o grafico da fung¢ag

A>G A

P “OR 39. Determine lirP R - lir{l+ R
x> XT= X—2T X© =
D A
(a) calculando f(x) = 1/(x* — 1) para valores de x que se apro!
D A ximam de 1 pela esquerda e pela direita,
D (b) raciocinando como no Exemplo 9, e
= (c) a partir do grafico de f.

D
D
C

. (a) A partir do gréfico da fun¢do f(x) = (tg 4x)/x e dando zoon
no ponto em que o grafico cruza o eixo y, estime o valor dg
lim, o f(x).

(b) Verifique sua resposta da parte (a) calculando f(x) para va

lores de x que se aproximam de 0.

41. (a) Estime o valor do limite lim,_, (I + x)"/* com cinco casas
decimais. Esse nimero lhe parece familiar?
(b) Ilustre a parte (a) fazendo o grifico da fun¢do y = (1 + ")
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42. (a)Faca o grifico da fungdo f(x) =e* + In|x — 4| pd
0 = x = 5. Vocé acha que o grafico é¢ uma representacio pi
cisade f?

(b) Como vocé faria para que o grafico represente melhor f?

b AT A 43. (a) Avalie a funcio f(x) = x* — (2%/1.000) para
I T>A A x=1,08,06,04,02,0,1 ¢0,05, e conjecture qual o valor de
D A>T 2x
lim |x? —
1 T>A x—0 ( 1.000 )

(b) Avalie f(x) para x = 0,04,002,001,0,005, 0003 ¢ 0,00
Faca uma nova conjectura.

4. (a) Avalie h(x) = (tg x — x)/x* para

x=1,05,0,1,005,001 ¢ 0,005.
tgx —x
3

(b) Estime o valor de lim

x—0 x

(c) Calcule h(x) para valores sucessivamente menores de x at
finalmente atingir um valor de 0 para /(x). Vocé ainda est
confiante que a conjectura em (b) estd correta? Expliquy
como finalmente obteve valores 0. (Na Sec¢do 4.4 veremo
um método para calcular esse limite.)

(d) Faca o grafico da fun¢@o h na janela retangular [—1, 1

por [0, 1]. Dé zoom até o ponto onde o grifico corta 0 €ixo |

para estimar o limite de /h(x) quando x tende a 0. Continug

D
LI<]

dando zoom até observar distor¢des no grafico de 4. Compare
com os resultados da parte (c).

C A>GR A 45. Faca o grifico da fungio f(x) = sen(sr/x) do Exemplo 4 na j

E GR>LN nela retangular [—1, 1] por[—1, 1]. Entdo dé um zoom em dir
¢do a origem diversas vezes. Comente o comportamento des
fungao.

46. Na teoria da relatividade, a massa de uma particula com veloc
dade v é
= J1 — v?¥/c?
onde mo ¢ a massa da particula em repouso e ¢, a velocidade ¢
luz. O que acontece se v — ¢~ ?
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ES A>GR A 47. Use um grafico para estimar as equagoes de todas as assintot:

D verticais da curva

y = tg(2 sen x) —-T<x<mw

Encontre, entdo, as equacdes exatas dessas assintotas.

948. (a) Use evidéncias numéricas e graficas para fazer uma conje
tura sobre o valor do limite

=1
lim ————
=1 % — 1

(b) A que distancia de 1 devera estar x para garantir que a fung
da parte (a) esteja a uma distancia de 0,5 de seu limite?

D GR=A A 1. Use o grifico dado de f para encontrar um nimero 8 tal que

GR
e |x—1|<8 enflo |f)—-1]<02

YA

1,2
l_ _____ - —
08

=Y

—t 1

0 07 1.1

2. Use o gréfico dado de f para encontrar um niimero 6 tal que

se Ogjlx—3]|< o entio |G~ 2| -<0,5
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D GR>A A 3. Use o grifico dado def(x) = \/; para encontrar um nimero 8 tal
que
GR
s |x—4|<6  entio |Vx —2|<04
y
y=Vx
24
1.6 |
|
|
!
0 9 4 9 x

4. Use o grifico dado de f(x) = x? para encontrar um nimero 8 tal
que

[x—1|<8& entio |x’-1]|<j3

AL

= 2
15 y=x

+———

0.5

C A>GR | A - ) .
/5. Use um grifico para encontrar um nimero & tal que
D
w -
se Xx—r <& entdo |gx—1/<0

T T
/6. Use um grafico para encontrar um nimero 6 tal que

se [x — 1] <& entio 04| <

7. Para o limite

lirr%(x3-—3x+4)=6

ilustre a Definic¢do 2 encontrando os valores de 8 que co
dama € =02ee = 0,1.
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8. Parao limite
2x
. e*—1
lim——=2
x—0 X
ilustre a Definicdo 2 encontrando os valores de 6 que co

damae =05¢ee =0,1.

9. Dado que lim, .,/ tg’x = =, ilustre a Defini¢io 6 enc
os valores de & que correspondam a (a) M =10
M = 10 000.

10. Use um grafico para encontrar um nimero 6 tal que

se SLx<I¥D entao — 2 I
Jx—95
LN 11. Foi pedido a um torneiro mecénico que fabricasse um disc

metal circular com drea de 1.000 cm?.

(a) Qual o raio do disco produzido?

D A>LN (b) Se for permitido ao torneiro uma tolerancia do erro de
+5 e¢m? na drea do disco, quio proximo do raio ideal da parte
(a) o torneiro precisa controlar o raio?

(¢) Em termos da defini¢do &, 8 de lim,—., f(x) = L. o que é x’
O que € f(x)? O que é a? O que ¢ L? Qual valor de & ¢ dado’]
Qual o valor correspondente de 6?7

12. Uma fornalha para a producio de cristais ¢ usada em y
quisa para determinar a melhor maneira de manufaturar
tais utilizados em componentes eletronicos para os
espaciais. Para a producio perfeita do cristal, a temperat
ser controlada precisamente, ajustando-se a poténcia de
Suponha que a relagio seja dada por

T(w) = 0,1w* + 2,155w + 20
onde 7 ¢ a temperatura em graus Celsius e w € a poténc
trada em watts.
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(a) Qual a poténcia necessdria para manter a temperatura en
200 °C?

(b) Se for permitida uma variaciio de =1 °C a partir dos 200 °C
qual serd o intervalo de poténcia permitido para a entrada?

(¢) Em termos da defini¢do &, 8 de lim,—., f(x) = L, o que é x
O que € f(x)? O que é a? O que € L? Qual valor de & é dado
Qual o valor correspondente de 87

13. (a) Encontre um ndmero § tal que se |x — 2| < 8,
|4x — 8| < e, onde & = 0,1.

(b) Repita a parte (a) com & = 0,01.

14. Dado que lim,—.»(5x — 7) = 3, ilustre a Defini¢do 2 encon
valores de & que correspondamae = 0,1, e = 0,05e e =

15-18 Demonstre cada afirmacdo usando a defini¢do €, 6 de
mite e ilustre com um diagrama como o da Figura 9.

PoooAaoR A 5. in@x +3) =5
C x—1

16. lim (3x + 3) =2
P A>GR A
C

x—>=2

clim (1= 40) = 13

18. lim Bx +5) = —1

x—>—2

19-32 Demonstre cada afirmacdo usando a defini¢do €, 6 de li
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24. limc = ¢

x—a

25. limx*=0

x—0

26. limx*=0

x—0

2. lim |[x| =0

x—0

28. lim+ J6+x =0

x——6

29. ]in%(xz—4x+ 5)=1

30. lin%(x2+2x—7)=1

32. limx® =8

x—>2

33. Verifique que outra escolha possivel de 6 para mostrar
lim, ;x> = 9 no Exemplo 4 ¢ 8 = min{2, &/8}.
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34. Verifique, usando argumentos geométricos, que a maior esd
possivel para o 8 para que se possa mostrar que lim, 3 x* =

0=419 +e — 3.

35. (a) Para o limite lim,— (x* + x + 1) = 3, use um grifi
encontrar o valor de 8 que corresponde a £ = 0.4.

(b) Usando um sistema de computacio algébrica para resolver ¢
equagio cubica x* + x + 1 = 3 + &, determine 0 maio
valor possivel para 8 que funcione para qualquer £ > 0 dado

(c) Tome € = 0.4 na sua resposta da parte (b) e compare com a
sua resposta da parte (a).

36. Demonstre que lim— = —.
=>2x 2

37. Demonstre que lim Vx =+Ja sea>0.

x—a

[Dica: Use |f - JE|= %]

P A 38. Se H ¢ a fungdo de Heaviside definida no Exemplo 6 na S¢
2.2, prove, usando a Defini¢do 2, que lim,_.o H(z) ndo ex
[Dica: Use uma prova indireta como segue. Suponha que

mite seja L. Tome & = 3 na definicdo de limite e tente cheg
uma contradi¢do. |

. Se a funcdo f for definida por

0 se x éracional
flx) = {

| sexéirracional

demonstre que lim,_.o f(x) ndo existe.

. Comparando as Defini¢des 2. 3 e 4, demonstre o Teorema 1
Secdo 2.3.
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1. Qudo proximo de —3 devemos deixar x para que

> 10 000?

(x + 3)*

42. Demonstre, usando a Definicdo 6, que lim L o
. stre, i , im ——=
AR Sk

43. Demonstre que ]iIJl+ Inx = —oo-
xX—>

44. Suponha que lim,_., f(x) = « ¢ lim,_., g(x) = ¢, onde ¢ € u
nimero real. Demonstre cada afirmagio

@ fim [£() + g(9] = =

(b) lim[f(x)g(x)] = se c>0

(© lim[f(x)g(x)] = —= se ¢ <0

1. Escreva uma equagio que expresse o fato de que uma fungio f¢
continua no nimero 4.

2. Sefé continuaem (—, ®), 0 que vocé pode dizer sobre seu gr.
fico?

3. (a) Do grifico de . identifique nimeros nos quais f ¢ descontinua
e explique por qué.
(b) Para cada um dos niimeros indicados na parte (a), determine

se f € continua a direita ou a esquerda, ou nenhum deles.

VA
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I GR>LN GR 4. Do grifico de g, identifique os intervalos nos quais g ¢ continua.

VA

™ S
B z/4x 7

5-8 Esboce o grifico de uma fun¢do que seja continua exceto para
descontinuidade declarada.

5. Descontinua, porém continua a direita, em 2

-
-

6. Descontinuidades em —1 e 4, porém continua a esquerda em -
e a direita em 4

Descontinuidade removivel em 3. descontinuidade em salto en

8. Naio ¢ continua a direita nem a esquerda em —2: continua §
mente a esquerda em 2

¢ A>GR | LN 9. A tarifa T cobrada para dirigir em um certo trecho de uma rodo-

E GR>LN via com pedagio € de $ 5, exceto durante o hordrio de pico (entre
7 da manha e 10 da manha e entre 4 da tarde e 7 da noite). quando
atarifaé de $ 7.

(a) Esboce um grifico de 7 como fun¢do do tempo ¢, medido em
horas ap6s a meia-noite.
(b) Discuta as descontinuidades da funcio e seu significado para
alguém que use a rodovia.

10. Explique por que cada funcdo € continua ou descontinua.

(a) A temperatura em um local especifico como uma funcio do
tempo.

(b) A temperatura em um tempo especifico como uma fungido da
distincia em direcdo a oeste a partir da cidade de Paris.

(c) A altitude acima do nivel do mar como uma funcio da dis-
tancia em direcdo a oeste a partir da cidade de Paris.

(d) O custo de uma corrida de taxi como uma funcio da distan-
cia percorrida.

(e) A corrente no circuito para as luzes de uma sala como uma
fung¢do do tempo.
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11. Suponha que f e g sejam fungdes continuas tal que g(2) = 6
lim,—> [3f(x) + f(x)g(x)] = 36. Encontre f(2).

12-14 Use a defini¢do de continuidade e propriedades de limites p
demonstrar que a fungio € continua em um dado nimero a.

12 f(x) =x2+J7—x, a=4.

13. f(x) = (x + 2xY)*, a=—1.

A 2t — 3t

14. h(1r) =Tt3, a=1.

15-16 Use a definicdo da continuidade e propriedades de limites pa
mostrar que a funcio € continua no intervalo dado.

2x 4+ 3
x—2

(2, ).

15. f(x) =

16. g(x) =23 —x, (-, 3]

17-22 Explique por que a fun¢do € descontinua no nimero dado a. E
boce o grifico da funcio.

E A>LN A
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E A>LN A 2

=

C A>GR 2. f(x) = R sex # 1 o

sex = |

-

COS X se x <0
0 sex =20

1 —x% sex>0

E A>LN A

2x2—5x—3
C A>GR
3
2. f(x) = a3 T a=3
6 sex =3

23-24 Como vocé “removeria a descontinuidade™ de f? Em outras
palavras, como vocé definiria f(2) no intuito de fazer f continug
em 2?

25-32 Explique, usando os Teoremas 4, 5, 7 ¢ 9, por que a fun¢ido
continua em todo o nimero em seu dominio. Diga qual ¢ o dominic

X

B~ EniE

2. G(x) = (1 +x%)

2. R(x) =x2+2x — 1
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E A>LN A

sen x
28. h(x) =
D (x) x+1

29. A(t) = arcsen(1 + 21)

A>LN A
E.- 32' N(r) i tg—l(l + e—rz)

33-34 Localize as descontinuidades da funcio e ilustre com um grd
fico.

senx sex < /4

cosx sex = /4

41-43 Encontre os pontos nos quais f ¢ descontinua. Em quais dess
pontos f € continua a direita, a esquerda ou em nenhum deles? Esbo
o grifico de f.
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D A>GR A

1 +x2 sex<0
! M. f()={2-x se0<x<2
c (x —2)? sex>2

x+1 sex<l|1
42. f(x) =19 1/x sel <x<3

Vx—3 sex=3

D A>GR A
| X+2 S@Ex=9

43. f(x) =14 e" se0<x=<1
¢ 2—x sex>1

44. A forca gravitacional exercida pela Terra sobre uma unidade
massa a uma distancia r do centro do planeta ¢

GM
3r ser<R

F(r) =

3 ser =R
r

onde M € a massa da Terra: R € seu raio; e G € a constante gray
tacional. F' ¢ uma funcdo continua de r?

D A 45. Para quais valores da constante ¢ a funcio f ¢ continua en
(=0, )?

2
cx”+2x sex <2
fy = {x3 —cx  sex=2

46. Encontre os valores de a e b que tornam f continua em toda parts

x1—4
=2
ax>’—bx+3 se2<x<3
2x—a+ b

se x <2

se x=3
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I A 47. Quais das seguintes fungdes f tém uma descontinuidade removi-
D A vel em a? Se a descontinuidade for removivel, encontre uma fun-
¢ilo g que seja igual a fpara x # a e seja continua em a.
I A 4
" =
(@) flx) = ., a=1
D x=1
3 2
¥ =g =K
' (b) f(x) = ————" a=2
D
(¢) flx) =[senx], a=m=

. Suponha que uma funcdo f seja continua em [0, 1], exceto er
0,25, e que f(0) = le f(1) = 3. Seja N = 2. Esboce dois grif]
cos possiveis de f. um indicando que f pode ndo satisfazer a cor
clusdo do Teorema do Valor Intermedidrio e outro mostrando qu
[ poderia ainda satisfazer a conclusio do Teorema do Valor Ir
termedidrio (mesmo que ndo satisfaca as hipoteses).

A 49. Se f(x) = x* + 10 sen x, mostre que existe um nimero ¢ tal qu
f(e) = 1.000.

50. Suponha f continua em [1, 5] e que as tnicas solugdes da equ
¢do f(x) = 6 sejam x = 1 e x = 4. Se f(2) = 8, explique p
que f(3) > 6.

59. Demonstre que f € continua em a se, € somente se,

,!i_r)r(l)f(a + h) = f(a).

60. Para demonstrar que seno ¢ continuo, precisamos mostrar
lim,—, senx = sena para todo nimero real a. Pelo Exercic
59, uma afirmacao equivalente € que

lim sen(a + h) = sena.
h—0

Use [6] para mostrar que isso ¢ verdadeiro.

-- 61. Demonstre que o cosseno € uma funcdo continua.

62. (a) Demonstre a parte 3 do Teorema 4.
(b) Demonstre a parte 5 do Teorema 4.
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D A 63. Para que valores de x a funcio f ¢ continua?

0 sex éracional

fx) = {

1 sex € irracional

64. Para que valores de x a fun¢do g € continua?

0 se x éracional
glx) = R
X sex € irracional

65. Existe um nimero que € exatamente uma unidade a mais do ¢
seu cubo?

67. Demonstre que a funcdo

x*sen(1/x) sex #0
0 sex =20

flx) = {

é continua em (—o°, ).

P A 68. (a) Mostre que a fungo valor absoluto F(x) = | x| € continua ¢

p toda parte.

(b) Demonstre que se f for uma funcdo continua em um interva
entdo também o € | f|.

(¢) A reciproca da afirmagdo da parte (b) também ¢ verdadeir
Em outras palavras, se | f | for continua, segue que f tambg
0 €? Se for assim, demonstre isso. Caso contrario, encont
um contraexemplo.

1. Explique com suas palavras o significado de cada um dos itens
seguir.

(@) lim /() =5 (0 fim f(x) =3

I A>LN 2

(a) O grifico de y = f(x) pode interceptar uma assintota verti

C A>GR cal? E uma assintota horizontal? Ilustre com graficos.

(b) Quantas assintotas horizontais pode ter o grafico de y = f(x)
Tustre com grificos as possibilidades.
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3. Para a fungio f. cujo grifico ¢ dado, diga quem sdo.

(@ lim f(x) (b) lim_f()
(© lim_f(x) (@ lim f(x)

(e) lim f(x) (f) As equacdes das assintotas

D GR>A A 4. Para a funcio g. cujo grifico € dado, determine o que se pede.
D GR>A A (@) lim g(x) (b) lim g(x)
D GR>A A (©) limg(x) (d) lim g(x)
D GR>A A (e) lim g(x) (f) As equagdes das assintotas
D GR>A A y l ‘
D GR>A GR // \\_//-
1
/|
02 X|
RRNYZE NV

5-10 Esboce o grifico de um exemplo de uma funcio f que satisfag
a todas as condicoes dadas.

lim f(x) = —e=,lim_f() =5, lim f(x) = =5

6. limf(x) =, lim f(x) = lim f(x) = —,

Jlim f(x) =0, lim f(x) =0, f(0)=0
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C A>GR A
A 7. lim f(x) = =, lim f(x) =0, lim f(x) =0,
A lim f() =, lim f(x) = —
A
A
lim f(x) =3, lim f(x) =0, lim f(x) = =, f¢im]

; 7O =3 Jim () = 4. lm (9 =2,
A lim f(0) = =, lim f(x) = =, lim_ f(x) = =,
! lim £(x) = 3

A

A

A

- im f(x) = =0, lim f(x) =2, f(0) =0, f¢&par

I A>T A /A . . .
/17 11. Faca uma conjectura sobre o valor do limite
C T>GR A 2
lim
x—>00 2x

calculando a fungio f(x) = x?/2* parax = 0. 1,2.3.4. 5,6,
8,9, 10, 20, 50 e 100. Entdo, use o graifico de f para comprov,
/11 12. (a) Use o grifico de

sua conjectura.
2 X
=l1-=
0= (1-2)

para estimar o valor de lim,_...f(x) com precisdo de du
casas decimais.
(b) Use uma tabela de valores de f(x) para estimar o limite c
recisdo de quatro casas decimais.

15-38 Encontre o limite ou demonstre que ndo existe.
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2 — 3y?
18. limz—y
y—= Sy~ + 4y

t— 1\t
20. lim
—o 2t + 3t — 5

) @2x*+1)?
21. 1
P (x — 1D*(x* + %)

lim (x + /x2 + 2x)

x—>—0

. lim (Va2 + ax — x? + bx )
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28. lim /x2 + 1

X—>0

4 2
o X = Bl

29. lim —;
x—=o X7 —x + 2

. lim(e™ + 2 cos 3x)

xX—>®

lim (x* + x7)

x——

1 + x°
32. Ii
x—lglm x4+

33. limw arctg(e™)

37. lim (¢ * cos x)
x—o

39. (a) Estime o valor de
lim (VA% %+ 1+ 1)

tragando o gréfico da funcdo f(x) = /x> + x + 1 +x
(b) Faga uma tabela de valores de f(x) para estimar qual serd

valor do limite.
(c) Demonstre que sua conjectura estd correta.
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ES

ES

A>GR

A>T

A>GR

GR>LN

/7 40. (a) Use um grifico de

FfX)=/3x2+8x+6 —/3x2+3x+ 1

para estimar o valor de lim,_... f(x) com precisdo de un

casa decimal.
(b) Use uma tabela de valores de f(x) para estimar o limite co

precisio de quatro casas decimais.
(¢) Encontre o valor exato do limite.

41-46 Encontre as assintotas horizontais e verticais de cada cury

Confira seu trabalho por meio de um grafico da curva e das estim
tivas das assintotas.

47. Estime a assintota horizontal da funcdo

3x? + 500x°
x* + 500x2 + 100x + 2000

f&) =

através do grifico f para —10 < x < 10. A seguir, determine a
equagio da assintota calculando o limite. Como vocé explica a
discrepancia?
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48. (a) Trace o grafico da fungio

V2x2 + 1

fi) = 3x—5

Quantas assintotas horizontais e verticais vocé observa? Use
o grafico para estimar os valores dos limites
. af2x%+ 1 .. w2+ 1
lim—— e lim ————
x—=o 3x — 5 x—>—o 3x — 5

(b) Calculando valores de f(x), dé estimativas numéricas dos li-
mites na parte (a).

(c) Calcule os valores exatos dos limites na parte (a). Vocé obtém
os mesmos valores ou valores diferentes para estes limites?
[Em vista de sua resposta na parte (a), vocé pode ter de veri-
ficar seus cdlculos para o segundo limite.]

49. Encontre uma férmula para uma funcgio f que satisfaca as ¢
A guintes condigdes:
A lim f() =0 lim /() = == () =0
A lim f(x) =2 lim f(x) = ==

50. Encontre uma férmula para uma funcdo que tenha por assintotas
verticais x = 1 e x = 3 e por assintota horizontal y = 1.

D A 51. Uma funcio f'¢€ a razdo de funcdes quadrdticas e possui uma ¢
D A sintota vertical x = 4 e somente um intercepto com o €ixo d
abscissas em x = 1. Sabe-se que f possui uma descontinuida
removivel emx = —1 e lim,—_; f(x) = 2. Calcule
(@) f(0) (b) lim f(x)

52-56 Encontre os limites quando x — % e quando x — —%. U
essa informacdo, bem como as interseccoes com os eixos, para faz
um esboco do grifico, como no Exemplo 12.

54. y =x’(x + 2)*(x — 1)
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55. y =3 — x)(1 +x)*(1 —x)*

56. y = x%(x%2 — 1)%(x + 2)

58. Por comportamento final de uma funcdo queremos indicar ui
descricdo do que acontece com seus valores quando x —
quando x — —%,

(a) Descreva e compare o comportamento final das funcoes

P(x) = 3x° — 523 + 2x 0(x) = 3x°
por meio do grafico de ambas nas janelas retangulai
[=2.2] por [=2,2] e [—10, 10] por [—10.000, 10.000].

(b) Dizemos que duas fung¢des tém o mesmo comportamento fir
se sua razdo tende a 1 quando x — %. Mostre que P e Q
0 mesmo comportamento final.

D A 59. Sejam P e Q polindmios. Encontre

se o grau de P for (a) menor que o grau de Q e (b) maior que
grau de Q.

60. Faca um esboco da curva y = x" (n inteiro) nos seguintes casc

(1) n=20 (i) n > 0, n impar

(iii) n > 0, n par (iv) n < 0, n impar

(v) n <0, n par
Entdo, use esses esbogos para encontrar os seguintes limites:
(a) lim x" (b) xl_igl_ x"

x—0t

{c) lilronox" (d) lim x”"

x—>—0
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P LN=A LN 62. (a) Um tanque contém 5.000 litros de dgua pura. Agua salgaJ
I A>LN A contendo 30 g de sal por litro de dgua € bombeada para de
tro do tanque a uma taxa de 25 L/min. Mostre que a conce
tracdo de sal depois de r minutos (em gramas por litro) é

30t
200 + ¢
(b) O que acontece com a concentracdo quando t — %?

C@) =

63. Seremos capazes de mostrar, no Capitulo 9 do Volume II, que,
sob certas condi¢des, a velocidade »(r) de uma gota de chuva

caindo no instante 7 é

o(t) = v¥(1 — e79"),

onde g € a aceleraciio da gravidade e v* € a velocidade final d

gota.
(a) Encontre lim, ... v(1).
s (b) Faca o gréfico de »(t) se v* = 1 m/s e ¢ = 9.8 m/s* Quant
tempo levard para a velocidade da gota atingir 99% de su
velocidade final?

C A.GR A A < -
/7 64. (a) Fazendo os grificos de y = ¢ /'° ¢ y = 0,1 na mesma tel
I descubra quio grande vocé precisard tomar x para qu
02
I il
(b) A parte (a) pode ser resolvida sem usar uma ferramenta gr
fica?

65. Use um grafico para encontrar um nimero N tal que

3x2+ 1

—_— =15
2x2+x+1

se x>N entao < 0,0

¢ A /- 66. Para o limite

D . JVax2+ 1

im
e x+ 1

=2

ilustre a Defini¢do 7, encontrando os valores de N que corre
pondamae =05ee = 0,1.
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67. Para o limite

ilustre a Definicdo 8, encontrando os valores de N correspt
dentesae =0,5ee =0,1.

Y g
68. Para o limite

ilustre a Defini¢do 9, encontrando um valor de N corresponder
aM = 100.

69. (a) De que tamanho devemos tomar x para que 1/x* < 0,0001
(b) Tomando r = 2 no Teorema 5, temos a igualdade

Demonstre isso diretamente usando a Definicdo 7.

70. (a) De que tamanho devemos tornar x para que 1/ Vx < 0.000
P (b) Tomando r = % no Teorema 5, temos a igualdade

1
S

Demonstre isso diretamente usando a Defini¢do 7.

1
M. Use a Defini¢do 8 para demonstrar que lim — = 0.

x—>—w X

72. Demonstre, usando a Defini¢io 9, que lim x* = o,
x—>00

73. Use a Defini¢do 9 para demonstrar que lim e¢* = o,

X—>®

74. Formule precisamente a definicio de

P A lim f(x) = —o

xX—>—00

Entdo, use sua defini¢cio para demonstrar que

lim (1 +x3) = —

x—>—0
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75. Demonstre que

lim () = lim £(1/0

e lim f(x) = lim £(1/1)
x—>—® 1 o
se esses limites existirem.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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