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Resumo

As correlagdes sao onipresentes na natureza e tém desempenhado um papel extremamente
importante na vida humana por um longo tempo. Por exemplo, na economia correlagdes
entre oferta e demanda sdo extremamente importantes para um homem de negécios (ou
mesmo para um governo) tomar decisdes a respeito de sua politica de investimento. No
campo da biologia, correlagdes genéticas sdo fundamentais para seguirmos caracteristicas
individuais. A rela¢do entre distribui¢do de renda e taxa de criminalidade é apenas um dos
exemplo vindos das Ciéncias Sociais. De um modo geral, a correlacdo é uma quantidade
que descreve o grau de relacdo entre duas varidveis. No dominio cldssico, essa quantidade
pode ser medida no ambito da teoria da informacdo, desenvolvida por Shannon em 1948.
Focando no assunto do presente trabalho, a discussdo sobre a natureza quantica das corre-
lagdes permeia a fisica desde que Einstein, Podolski e Rosen publicaram seu famoso artigo
criticando a mecéanica quantica. Desde entdo, as chamadas correlagdes quanticas tém se
mostrado uma ferramenta muito importante no estudo da Fisica de muitos corpos.

Outra caracteristica da Fisica de muitos corpos é que certos sistemas, em certas con-
di¢des, exibem o que chamamos de transicdo de fase quantica. Tais transi¢des sdo andlogas
as transigdes classicas, mas sendo governadas por flutua¢des de natureza puramente quan-
tica, podendo ocorrer a temperatura zero, ao contrario das primeiras, que sdo guiadas por
flutuagdes térmicas. Um dos principais fendmenos que caracterizam estas transi¢oes é o fato
de que o comprimento de correlacdo (definido entre dois subsistemas do sistema global)
torna-se de longo alcance no ponto de transi¢do. Isso significa que tais subsistemas podem
estar fortemente correlacionados mesmo estando separados por uma grande distancia.

O objetivo deste trabalho é o estudo de correlagdes quanticas, mais especificamente
do emaranhamento e da incerteza local quantica (LQU), em cadeias de spin que apresentem
uma ou mais transi¢des quanticas de fase. Especificamente, estudamos trés modelos de

cadeias de spin: Os modelos XY e XY7T, que sdo cadeias formadas por spins-1/2, sendo

vi



que o segundo considera interacdo entre trés spins enquanto o primeiro somente entre pares;
um modelo formado por particulas bosonicas de spin-1. Como conclusédo geral, temos que
as correlacdes quanticas fornecem uma ferramenta muito boa para o estudo de fenomenos
criticos, oferecendo, entre outros, um meio de identificarmos uma transi¢do quantica de

fase.
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Abstract

Correlations are ubiquitous in nature and have played an extremely important role in hu-
man life for a long time. For example, in economy, correlations between price and demand
are extremely important for a businessman (or even a government) to make decisions regar-
ding their investment policy. In the field of biology, genetic correlations are central to follow
individual characteristics. The relationship between income distribution and crime rate is
just one example coming from the social sciences. Mathematically, correlation is a number
that describes the degree of relationship between two variables. In the classical domain, this
number can be computed in the context of information theory, developed by Shannon in
1948. Focusing on the subject of the present work, the discussion regarding the quantum
nature of the correlations permeates physics since Einstein, Podolski and Rosen published
their famous article criticizing quantum mechanics. Since then, the so-called quantum cor-
relations have been shown to be a very important tool in the study of many-bodies physics.

Another feature of many-body physics is that certain systems, under certain condi-
tions, exhibit what we call quantum phase transition. Such transitions are analogous to the
classical transitions, but being governed by purely quantum fluctuations and, as such, may
occur at zero temperature, unlike the former, which are guided by thermal fluctuations. One
of the main phenomenon that characterizes these transitions is the fact that the correlation
length (defined between two subsystems of the global system) highly increases at the tran-
sition point. This means that such subsystems can be strongly correlated even if they are
separated by a large distance.

The main goal of the present work is the study of quantum correlations, specifically
the entanglement and the local quantum uncertainty (LQU), in systems presenting one or
more quantum phase transitions. Specifically, we consider three models of spin chains: 1)
The XY and the XYT, which describes chains of spins- 1/2 —the second considering three

spins interaction while the first one takes into account only pairwise interactions; 2) A model
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describing a chain formed by bosonic spins, i.e. particles with spin-1. As a general conclu-
sion, quantum correlation provides a very powerful tool for the study of critical phenomena,

providing, among other things, a means to identify a quantum phase transition.

X



Capitulo 1

Introducao

Estudos de modelos quénticos de cadeias de spins tem sido um importante assunto
em fisica de muitos corpos. Estudos tedricos e experimentais tem mostrado, em muitos ma-
teriais magnéticos, que elétrons sdo bem localizados devido a forte repulsdao Coulombiana,
e célculos iniciais mostraram que a interagdo entre elétrons pode ser bem representada por
um modelo de Hamiltoniano descrevendo um conjunto de spins interagentes [1].

O primeiro tratamento matematico dado a este tipo de sistema considerou a cha-
mada cadeia de spins de Heisenberg, e foi apresentado por H. Bethe em 1931 [2], em que
uma técnica para o calculo dos autovalores do Hamiltoniano da cadeia foi introduzida.
Pouco tempo depois, o estado fundamental de energia foi encontrado por Hulthén [3]. No
entanto, o método utilizado por esses autores era limitado e impossibilitava a generalizagdo
para cadeias que ndo fossem unidimensionais. Motivados por essa dificuldade, Lieb e co-
laboradores [4] propuseram dois novos modelos, denominados XY e Ising quantico, para
descrever cadeias de spins mais gerais. Tais modelos sdo semelhantes ao modelo proposto
para a cadeia de Heisenberg, com solugdo analitica apresentada no préprio trabalho. Esses
modelos apresentam interacdo quantica de troca entre spins vizinhos tomadas aos pares,
sendo o primeiro dado por uma cadeia anisotrépica e o segundo por uma cadeia isotrépica.

Um modelo considerando interacdo de troca entre trés vizinhos foi proposto na Ref. [5],



sendo denominado de cadeia de spin XY 7. Um tratamento mais detalhado destes modelos
serd fornecido no Capitulo 3.

As cadeias dos modelos XY e XYT sdo formadas por particulas de spin-1/2 e apre-
sentam diversas aplicacdes como, por exemplo, em comunicagdo [6] e computacdo quan-
tica [7]. Cadeias de particulas bosonicas também sdo estudadas, como o modelo apresentado
em [8,9], onde temos cadeias formadas por a&tomos de spin-1 situados em redes 6ticas. Neste
trabalho, além das cadeias fermidnicas, também consideraremos um modelo bosdnico.

Estudos realizados nesses modelos verificaram a existéncia de transi¢des quanticas
de fase. Um fato importante é que a transi¢do ocorre, em alguns modelos, mesmo quando a
temperatura do sistema vai a zero. Transi¢des de fase que ocorrem a temperatura nula sdo
denominadas transi¢des de fase quanticas [10]. Uma caracteristica dessas transi¢des é que
no ponto de criticalidade —ponto em que ocorre a transi¢do de fase— ocorre a divergéncia
do comprimento de correlacdo, grandeza que nos fornece o quao distante dois subsistemas
da cadeia podem estar separados enquanto ainda permanecem correlacionados. E impor-
tante observar aqui, que o comportamento divergente desse comprimento de correlagdo ndo
estd associado necessariamente ao comportamento das correlagdes quanticas existentes no
sistema [11]. Este comprimento de correlacdo se refere a fungao de correlacdo de dois pontos
da rede.

Vérios autores abordaram a questdo do comportamento das correlagdes (classicas
e quanticas) em cadeias de spins, dentre os quais mencionamos aqui os trabalhos pionei-
ros [12,13] que calcularam o emaranhamento em cadeias descritas pelo modelo de Ising
unidimensional, analisando o que ocorre nas proximidades da transi¢do de fase desses mo-
delos. Os autores de [13] também realizaram a anélise para o modelo de cadeia XY. Foi
observado nesses trabalhos que o emaranhamento entre dois sitios da cadeia atingia um
valor maximo nas proximidades do ponto critico. Outros trabalhos foram realizados com
o intuito de estudar correlagdes quanticas em cadeias de spins, como as referéncias [14-17]

que apresentam estudos do emaranhamento em sistemas criticos e [14, 18,19] que estudam



o comportamento da discérdia quéantica (uma medida de correlagdes quanticas para além
do emaranhamento que serd introduzida no préximo capitulo) no modelo da cadeia de
spin-1/2 XY. Para o modelo com interacdo entre 3 spins vizinhos, podemos citar os tra-
balhos [15,20,21] que realizam uma andlise do emaranhamento nesses sistemas e [20] onde
sdo analisadas as propriedades da discérdia quantica no modelo XY T'. Para o modelo de
cadeia de spin-1, as referéncias [8, 9] apresentam um estudo sobre o emaranhamento em
uma cadeia composta por dois dtomos de spin-1, sendo que a referéncia [9] também realiza
um estudo sobre a discérdia quantica nesse modelo.

O conceito de correlagdes quanticas surgiu ha aproximadamente 80 anos, quando
Schrodinger [22, 23] descreve as particulas propostas no artigo de Einstein, Podolsk e Ro-
sen (EPR) [24] como particulas emaranhadas, ou seja, particulas que possuiam correlagdo
de natureza ndo-classica e que ndo podiam ser descritas matematicamente por um vetor
de estado separavel (para um artigo recente de revisdo sobre emaranhamento, vide [25]).
No entanto, um tratamento matematico consistente, que permitisse a investigacao experi-
mental do problema, sé foi apresentado por J. Bell [26] quando este propde uma série de
desigualdades para as correlagdes estatisticas de um sistema bipartido. Tais relagdes, co-
nhecidas hoje como desigualdades de Bell, deveriam ser obedecidas por modelos fisicos
com caracteristicas locais e realistas (sistemas cldssicos). Experimentalmente verificou-se
que sistemas emaranhados nédo respeitavam essas desigualdades, possuindo, portanto, ca-
rater ndo-local, ou ndo-realista, ou ambos. Tais conceitos serdo apresentados em maiores
detalhes no préximo capitulo. Para um artigo de revisdo sobre desigualdades de Bell sobre
uma perspectiva geométrica veja [27]. Por algum tempo o emaranhamento foi associado
com néo-localidade e foi tido como sindnimo de correlagdo quantica, isto é, estados quanti-
cos eram estados emaranhados que violavam uma desigualdade de Bell. Porém, tal situagdo
mudou quando, em 1981, R. Werner [28] mostrou que existiam estados emaranhados que
ndo violavam nenhuma desigualdade de Bell assumindo, portanto, uma caracteristica local

(poderia ser descrito por um modelo realista local de variaveis ocultas). Isto significava que



estados emaranhados (ndo separdveis) poderiam ser descritos por uma teoria cldssica de
probabilidades, separando os conceitos de emaranhamento e ndo-localidade.

Uma mudanga na ideia de correlacdo quéntica surge quando Ollivier e Zurek [29]
apresentam uma medida de correlagdo baseada na informac¢do mutua entre duas partes de
um sistema quantico. Essa quantidade foi nomeada como discérdia quintica e poderia estar
presente mesmo quando o estado do sistema fosse separdvel, diferentemente do emaranha-
mento que é nulo para esses estados, sendo, neste sentido, mais abrangente. E evidente que
tal medida deve se reduzir ao emaranhamento para o caso de estados puros. Novamente
observamos uma separacdo entre os tipos de correlacdes consideradas quanticas. Agora ti-
nhamos estados emaranhados que violavam uma desigualdade de Bell e estados que nao
violavam e, além disso, tinhamos estados separdveis que continham um novo tipo de cor-
relagdo quantica, permitidos pelo principio da superposigdo. Mais recentemente, na refe-
réncia [30], foi proposta uma interessante medida de correlagdo, denominada incerteza local
quantica (LQU da sigla em inglés), que é baseada na minimiza¢do de uma quantidade deno-
minada skew information [31,32] que pode ser interpretada como a quantidade de incerteza
contida na medida de um observével local sobre um sistema bipartido. Portanto, a LQU
pode ser considerada uma medida da correlacdo quantica em um sistema bipartido devido
ao fato de que a existéncia de incerteza na medida de um observavel local (minimizada so-
bre todos os possiveis) é caracteristica de sistemas que contém correlacdo quantica [30], pois
isso impede que o estado do sistema seja auto-estado de um dos observaveis.

Desde entdo muitas outras medidas de correlacdo foram propostas na literatura e
estudadas em diversos sistemas e a partir de diferentes pontos de vista, desde puramente
informacional até suas rela¢cdes com termodinamica e relatividade. Para um artigo de revi-
sdo sobre este vasto topico, vide referéncia [33]

Neste trabalho, estudaremos correlagdes quanticas nos modelos de cadeias de spin-
1/2 XY e XYT anisotropicas, bem como em um modelo de cadeia bosonica, de spin-1 [8].

Nosso estudo focarda no comportamento do emaranhamento e da incerteza quantica local



nesses modelos, analisamos o que ocorre com essas medidas quando nos aproximamos do
ponto de criticalidade do sistema. O comportamento da discérdia quantica também sera
discutido.

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira: o capitulo 2 apresenta uma breve
discussdo sobre correlagdes quanticas, onde apresentaremos o emaranhamento, a discérdia
quantica e a incerteza quantica local. No capitulo 3, apresentamos alguns pontos sobre tran-
sicdo de fase cldssica, sobre transicdo de fase quantica, bem como a descricdo matematica
dos modelos aqui utilizados. No capitulo 4 serdo discutidos os comportamentos das corre-
lagdes introduzidas no capitulo 3 nas vizinhangas de um ponto de transi¢cdo quantica de fase
para os diversos modelos aqui considerados. Por fim, no capitulo 5, expomos as conclusdes

e perspectivas de trabalhos futuros.



Capitulo 2

Correla¢des quanticas

As correlagdes sdo de extrema importancia para o funcionamento e estudo da nossa
sociedade, tendo em vista que as utilizamos nas mais diversas dreas do conhecimento hu-
mano. No dmbito da Fisica, correlagdes surgem como uma quantificagdo do grau de relagdo
entre duas varidveis aleatérias de um dado sistema. Um sistema fisico pode ser constituido
de uma ou mais partes, sendo que no segundo caso temos a possibilidade da existéncia de
correlagdes entre as diversas varidveis de cada uma das diferentes partes, chamadas sub-
sistemas. Quando essa correlagdo existe, é possivel obtermos informagdo de uma parte do
sistema devido ao conhecimento de outra parte. Em outras palavras, do ponto de vista in-
formacional, podemos entender a correlagdo como a medida do quanto podemos aprender
sobre um dado subsistema quando adquirimos informacgao sobre outro.

Dada esta interpretagdo (e importancia), surge a pergunta: como podemos quantifi-
car a informacdo de uma determinada varidvel aleatéria?

Uma varidvel aleatoria é definida por um conjunto de possiveis valores que ela pode
assumir e por uma distribui¢do de probabilidades associada a estes valores. Ao conjunto
dos possiveis resultados de determinada varidvel aleatéria, damos a denominacédo de es-
paco amostral. Estes valores podem resultar, por exemplo, de uma medida que fazemos

sobre um sistema quantico. Como sabemos, em geral, o resultado deste processo de medida



é completamente aleat6rio. Para deixar mais claro, pegaremos como exemplo um dado de
seis faces com probabilidade de ocorréncia das faces igualmente distribuida (dado justo).
Nesse caso, nossa varidvel aleatéria, X, retornard um dos ntimeros, z, correspondente a face
do dado, a que ficar para cima como usualmente é feito. Portanto, o espaco amostral dessa
varidvel é o conjunto X' = {1,2,3,4, 5,6} e a probabilidade de ocorréncia de um desses resul-
tados serd 1/6, definindo, assim, a distribui¢dao uniforme p(X) = {1/6,1/6,1/6,1/6,1/6,1/6}
sobre todos os possiveis valores x que X pode assumir. Matematicamente, definimos, entao,
a variavel aleatéria como sendo o par (X, p(X)).

Para fazer a quantificacdo da informagao contida em uma varidvel aleatéria, vamos
considerar uma varidvel X com espago amostral X'. A probabilidade do resultado x ocorrer
serd denotada por p(x). A quantidade de informacdo contida nessa varidvel é quantificada
através da chamada entropia de Shannon [34]:

H(X) = = 3 pla) log, p(x). 2.1)

TeEX

Esta importante quantidade foi introduzida, em 1948, por C. Shannon, lan¢ando as
bases do que hoje conhecemos como teoria cldssica da informagao [34]. Estudando como
a informacgdo poderia ser transmitida de um local para outro sem ser degradada, Shannon
foi capaz de mostrar que essa é a tnica funcdo matematica que respeita trés postulados
muito naturais, introduzidos por ele, para uma medida de informagdo: (i) A informagao
contida em um evento deve ser fun¢do apenas da probabilidade, p, deste evento ocorrer;
(27) A informacdo contida em eventos independentes deve ser aditiva; (iii) A medida de
informagdo deve ser continua. O tultimo destes postulados pode ser entendido no sentido
de que uma mudanga infinitesimal na probabilidade de um evento ocorrer ndo pode causar
uma mudangca arbitrariamente grande na informacdo contida neste evento.

Partindo destes postulados, Shannon foi capaz de mostrar que a informagao contida

em um evento deve ser quantificada pela seguinte relacao

1
I =log, —.
p



Note que é natural definirmos a informagdo com relagdo ao inverso da probabilidade de um
dado evento ocorrer, pois quanto mais raro é o evento, mais informagdo ele nos fornece ao
ocorrer. Desta maneira, H(X) definida na Eq. (2.1), descreve a informagio média contida em
uma dada distribuicdo de probabilidades, portanto sendo carregada pela varidvel aleatéria
associada. Para uma descri¢ao detalhada da teoria de informagéo classica indicamos os exce-
lentes livros [35,36], onde também pode ser encontrada a defini¢cdo de todas as quantidades
informacionais (classicas) utilizadas nesta dissertacao.

De posse de uma maneira de quantificar a informagdo contida em uma variavel
aleatéria, podemos agora nos perguntar como quantificar a correlagio entre duas (ou mais)
varidveis. Para simplificar a discussdo, vamos considerar um sistema composto por duas
varidveis aleatérias, X e Y, com espagos amostrais X e ), e distribui¢des de probabilidades
para os resultados = e y ocorrerem denotadas por p(z) e p(y), respectivamente. Neste tra-
balho nos ateremos somente ao caso bipartido, deixando o caso multipartido para futuros
estudos. A probabilidade associada a ocorréncia do par (z,y), isto é, a probabilidade con-
junta de obtermos os dois resultados, serd denotada por p(x,y). Temos duas possibilidades
para essas varidveis: quando sdo independentes, ou seja, o resultado de uma variavel estd
completamente descorrelacionado do resultado da outra (como no caso de dois dados in-
dependentes); e quando sdo dependentes, caso em que as correla¢des entre as varidveis sdo
ndo nulas.

Comegaremos com o cendrio no qual elas sdo independentes. Neste caso, a probabi-

lidade associada ao resultado conjunto (z, y) pode ser escrita na seguinte forma

p(z,y) = p(z)p(y), (2.2)

indicando que elas sdo descorrelacionadas. A entropia conjunta de Shannon, H(X,Y’), ou

seja, a entropia associada a essas duas varidveis, toma entdo a forma

H(X,Y)=—= > plz,y)log,p(z,y). (2.3)

zeX,yey



Seguindo a interpretacdo dada a entropia de Shannon, esta quantidade pode ser interpretada
como a quantidade de informagdo contida no sistema descrito conjuntamente pelas varia-
veis aleatdrias X e Y. Mais precisamente, no estado que representa este sistema. Devido
a independéncia destas varidveis aleatérias e a consequente possibilidade de decomposi-
¢do da probabilidade conjunta na forma (2.2) (postulado da adigdo de Shannon), podemos

reescrever a entropia conjunta da seguinte maneira
H(X,)Y)=H(X)+ H(Y), (2.4)

0 que nos mostra que a informagdo contida em um sistema composto por duas partes in-
dependentes é, simplesmente, a soma da informagdo contida nas partes, de acordo com a
teoria de Shannon.

Por outro lado, quando consideramos varidveis dependentes, a condi¢gdo dada pela
equagdo (2.2) deixa de ser vélida. Surge entdo a definicdo da probabilidade condicional.

Para ver isso, consideremos as probabilidades marginais

plx) =D plz,y) 2.5)

py) = p(x,y) (2.6)

que definem as distribui¢des de probabilidade associadas as varidveis individuais. Para a

probabilidade conjunta teremos entado
p(z,y) = p(x)p(ylr) (2.7)
e, de maneira analoga,

p(z,y) = p(y)p(xly), (2.8)

sendo as quantidades p(y|z) e p(z|y) denominadas probabilidades condicionais. O significado

dessa quantidade é o seguinte: a probabilidade condicional p(z|y) nos da a probabilidade de
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obtermos o resultado x € X sabendo-se que o resultado y € ) foi obtido para a varidvel Y.
Pode-se ler p(z|y) como probabilidade condicional de = dado y. Definida essa quantidade,
podemos partir para a defini¢do da entropia condicional. A entropia condicional de Y, dado

que ja temos o conhecimento do resultado da varidvel X é escrita como

H(Y|X)==> plyl)log, plylz). (2.9)

Podemos também pensar nesta quantidade como sendo uma medida do quanto nossa ig-
norancia sobre uma variavel é reduzida quando conhecemos outra varidvel com a qual ela
esteja correlacionada. E possivel reescrever essa expressdo em termos das entropias conjunta

e de apenas uma das varidveis utilizando a expressdo (2.7), resultando em
H(Y|X)=H(X,Y) - H(X). (2.10)
De maneira andloga, podemos obter a expressao
HX|Y)=H(X,Y)—-H(®Y). (2.11)

De um outro ponto de vista, a entropia condicional nos d4 a quantidade de informacao ob-
tida sobre uma parte do sistema devido a medigao realizada na outra parte. Por exemplo,
H(X|Y) é a quantidade de informacao contida no subsistema X sendo que temos o conheci-
mento do resultado da medida do subsistema Y (informacdo que ganhamos ao medirmos o
sistema descrito por X). Desta interpretacéo, fica claro que esta quantidade s6 pode ser nao
nula quando houver correlagdo entre as duas variaveis aleatérias consideradas.

A quantidade de informagdo compartilhada entre as varidveis aleatdrias é o ponto
importante nessa secdo. Como podemos quantificar a informacdo compartilhada entre as
partes do sistema? Em outras palavras, como podemos quantificar o grau de correlagdo
entre as duas varidveis aleatérias? A quantidade que nos fornece isso é denominada infor-

macdo mutua e é definida como

[(X:Y)=H(X)+HY) - HX,Y). (2.12)
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Em outras palavras, esta quantidade é uma medida da diferenca entre as entropias indivi-
duais das duas varidveis (informagdo contida em cada uma delas) e da entropia conjunta
(informagdo que obtemos medindo as duas varidveis conjuntamente). Na figura 2.1 pode-
mos visualizar melhor o que foi discutido com respeito as entropias. Podemos verificar que
existe uma interse¢do entre os dois conjuntos que estdo representando as entropias H(X) e
H(Y'), onde localizamos a informacdo mutua, que nos remete a ideia de informagdo com-
partilhada entre as varidveis X e Y. Podemos notar que, para sistemas independentes, essa
quantidade é nula, o que faz sentido pois ndo teriamos nenhum sistema contendo informa-

¢do sobre o outro.

H(X,Y)

H(X) H(Y)

Figura 2.1: Diagrama de Venn para um sistema de duas varidveis aleatérias correlacionadas.

Outra maneira de escrevermos a informacdo mutua é utilizando a equagdo (2.10) ou
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a equacdo (2.11), obtendo as expressdes

[(X:Y)=H(Y)-HY|X) (2.13)
ou

[(X:Y)=H(X) - HX|Y), (2.14)

respectivamente. Perceba que na expressdo (2.12) ndo héd necessidade de conhecermos o
resultado da medida de nenhuma parte do sistema, ja em (2.13) e (2.14), temos que conhecer
um dos resultados. Esse conhecimento s6 é possivel de se obter por meio de medigdo sobre o
sistema considerado. Tal fato levou a defini¢do da discérdia quantica, pois a extensao destas
duas equagdes para o mundo quantico, devido ao processo de medida, é fundamentalmente
discordante.

Quando um sistema contém informacdo de outro, dizemos que esses sistemas es-
tdo correlacionados, portanto, vemos que a informagao mutua pode ser tomada como uma
medida da correlagdo entre dois sistemas fisicos [35].

Até aqui consideramos a teoria cldssica da informagdo. Como nosso objetivo é estu-
dar o comportamento de correlacdes quanticas em sistemas criticos, a seguir descreveremos
como a teoria classica de informacdo pode ser estendida para sistemas quanticos. Conside-
rando um sistema quéntico representado pelo operador densidade p definido em um espago
de Hilbert  de dimensdo finita, podemos medir o quanto de informagado temos nesse sis-

tema por meio da entropia de von Neumann, definida da seguinte maneira [37]:

S(p) = —Tr(plog, p). (2.15)

No caso de um sistema composto por duas partes, denominadas A e B e representado por
um operador densidade p4p, teremos a entropia conjunta S(A, B) escrita da mesma ma-
neira que estd colocado na equacao (2.15), porém, com o operador densidade global, quan-
tificando assim toda a informagdo contida no sistema composto. Esta quantidade é uma

generalizacdo direta da entropia de Shannon para o caso quantico, em que sistemas fisicos
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sdo descritos por um operador densidade ao invés de uma distribuicdo de probabilidades. A
partir desta definicdo podemos nos perguntar sobre como quantificar a correlagdo existente
entre dois sistemas quanticos quaisquer.

Fazendo o paralelo com a equacdo (2.12), podemos escrever uma expressdo para a

informagdo mutua quantica do sistema descrito pelo operador p,5 da seguinte maneira
Z(A: B) = S(pa) + S(ps) — S(pas), (2.16)

que, como Vvisto antes, nos fornece a quantidade de informagdo compartilhada pelas duas
partes do sistema. Lembrando que a informagdo mutua é tomada como a quantidade de
correlacdo contida entre dois sistemas, podemos tomar a expressdo (2.16) como a correla-
¢do total existente entre as partes A e B, isto é, a soma das correla¢des classica e quantica.
Devido a diferenga fundamental da natureza das correlagées cldssicas e quanticas, é natural
supormos que estas quantidades somam-se de maneira simples, resultando na informacgao
mutua.

Entretanto, quando tentamos escrever as expressdes andlogas as equacdes (2.14) e
(2.13) para o caso quantico, esbarramos no fato de que essas quantidades estdo definidas em
termos da entropia condicional, que por sua vez depende do conhecimento do resultado
obtido por um processo de medida realizada em uma parte do sistema. Portanto, para
termos a entropia condicional, temos que medir um dos sistemas considerados. Entretanto,
diferentemente do mundo cldssico, uma medida realizada em um sistema quéntico causa,
geralmente, uma perturbagao irreversivel neste. Podemos dizer que, no mundo quantico, a
aquisi¢do de informacgdo é um processo irreversivel.

Portanto, para definirmos a entropia condicional, precisamos considerar o operador
que representa uma medida em um sistema quantico, que sdo os chamados positive-operator-
valued measure (POVM), cujos elementos podem ser escritos como E, = M M,, sendo M, o
operador de medida e @ o resultado classico, associado ao elemento E,, dessa medida. O

conjunto {£,} é o POVM dado por todos os elementos F,. Sob esse conjunto de medidas, o
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estado inicial do sistema serd transformado como segue [29,33]

PAB — Z MapABMcJLra (217)

com o resultado a ocorrendo com probabilidade p, = Tr(E,pap). O estado condicional da

parte B, ap6s a medicdo ter sido realizada sobre o subsistema A, é entdo definido como

Tra(E,
psa = w_ (2.18)

Note que a defini¢cdo deste estado estd baseada no fato de que ndo apenas medimos o sis-
tema, mas também conhecemos o resultado a da medida. Tal resultado nos possibilita a
defini¢do de uma entropia condicional quantica de 5 dado o conhecimento da parte A do

sistema. Essa entropia é expressa como [29, 33]:

S(BH{E.}) Zpa PBla), (219)

que é uma média do conhecimento adquirido por um conjunto completo de medidas rea-
lizados sobre A. Dessa maneira, podemos escrever a forma anédloga da equagdo (2.14) para

um sistema quantico como segue

J (B :{Ed}) = S(ps) — S(B{Ed}). (2.20)

Esta quantidade encontra-se no centro de uma das mais utilizadas medidas de correla¢oes
quanticas, como veremos mais a frente.

Em resumo, temos agora uma maneira precisa de quantificar a correlagao total entre
dois subsistemas, tanto cldssicos como quanticos. Resta-nos, agora, separar a parte cldssica
da parte quantica desta quantidade. Neste trabalho, estaremos interessados nas correlagdes
quanticas. Dentre os vérios tipos de correlagdes quanticas ja propostas, descreveremos a se-
guir trés tipos de direto interesse para este trabalho: O emaranhamento (primeira medida de
correlagao proposta, como discutido na introdugao), a discérdia quantica (primeira medida
de correlacdo para além do emaranhamento) e a incerteza local quantica (uma medida base-

ada na incerteza em um observavel local devido a existéncia de correlagdes quanticas entre
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o sistema de interesse e o resto do universo). Para um tratamento mais detalhado destas e

de outras grandezas relacionadas, remetemos o leitor a referéncia [33].

2.1 Emaranhamento

A primeira das correla¢gdes quanticas a ser proposta e discutida foi o chamado ema-
ranhamento. Nomeado inicialmente por Schrodinger [22,25] ao descrever as particulas uti-
lizadas no experimento mental proposto por Einstein, Podolsky e Rosen [24] em 1935, o
emaranhamento foi qualificado como ndo apenas um dos muitos tragos da teoria quantica,
mas sim o tragco mais caracteristico dos sistemas quanticos [22,25].

A definicdo de emaranhamento é baseada na de estados separdveis. Vamos con-
siderar um sistema bipartido definido num espago de Hilbert do sistema composto H =
Ha ® Hp, com H, e Hp representando os espagos de Hilbert das partes A e B, respecti-
vamente. O caso de emaranhamento multipartido é muito mais complexo e ainda motivo
de grande debate na comunidade internacional. Neste trabalho, vamos considerar apenas
correlagdes entre dois subsistemas, as chamadas correla¢oes bipartidas, tanto para o ema-
ranhamento como também para os demais tipos de correlagdo. Dito isso, se o estado do

sistema for puro, dizemos que ele é separdvel se pudermos escrevé-lo na forma [38]

) = [¢a) ® [¢s) (2.21)

com [1)4) e |1p) representando os estados dos subsistemas A e B, nessa ordem. Quando
tratamos de estados de mistura a defini¢do torna-se diferente. Um estado geral p é dito

separdvel se puder ser escrito como uma soma convexa de estados produtos [38]
p=> pipy @ ply, (2.22)
sendo {p;} a probabilidade de o sistema estar no estado produto p'; ® p's.

A defini¢do de estado emaranhado é, entdo, feita por negacdo. Um estado é dito

emaranhado se ele ndo puder ser escrito na forma separavel, ou seja, se ele ndo puder ser
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escrito na forma (2.21) ou na forma (2.22). Se for possivel essa representacdo dizemos entdo
que o estado possui emaranhamento nulo [25].

Uma defini¢do operacional de emaranhamento pode ser dada por meio das chama-
das operagdes locais assistidas por comunicagdo classica (LOCC). Para entender melhor o
que seriam estas LOCC vamos considerar o seguinte caso: tomemos um sistema composto
por duas particulas, enviamos uma das particulas a um observador situado em um labora-
tério A e a outra enviamos a um outro observador, situado em um laboratério B, separado
espacialmente de A. Cada observador pode agir localmente em seu laboratério (operagdes
unitdrias, medidas, etc.) e eles podem se comunicar classicamente (telefone, radio, etc.). A
esse protocolo damos o nome de LOCC (devido o nome em ingles: Local Operations and
Classical Comunication). Esse protocolo nos permite criar apenas correlagdes de carater
classico, isto é, correlagdes cujos estados podem ser escritos na forma separdvel. Em outras
palavras, dado um estado escrito na forma 2.22 (ou na forma 2.21), é impossivel, por meio de
LOCC, transformar este estado em um ndo separdvel, isto €, é impossivel criar emaranha-
mento por meio de LOCC. Como pode ser observado, tal no¢do é muito importante para
protocolos de comunicagdo e processamento quantico de informagdo, em que o emaranha-
mento é um recurso que ndo pode ser criado localmente.

Devido a isso, uma definicdo operacional de emaranhamento pode ser feita da se-
guinte maneira: Estados emaranhados sdo estados que ndo podem ser gerados apenas por
operagdes locais e comunicacdo cldssica.

A pergunta natural que surge entdo é: dado um estado, este pode ser escrito na
forma separédvel ou ndo? Este é um problema fundamental e de dificil abordagem. Vérios
métodos para fazer essa classificagdo foram proposto, mas a complexidade aumenta expo-
nencialmente com a dimensdo dos sistemas considerados. De uma maneira geral, ainda nédo
sabemos como classificar um estado arbitrério.

Dentre os métodos propostos até o momento, citamos dois devido a sua importan-

cia: a viola¢do das desigualdades de Bell e o critério de transposicdo parcial positiva de
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Peres, que passamos a descrever a seguir.

2.1.1 Desigualdades de Bell

Para entendermos o contetido fisico das desigualdades de Bell, precisamos antes
descrever o problema colocado no chamado artigo EPR [24]. O objetivo de tal artigo era
o de mostrar que a mecanica quantica ndo poderia ser uma teoria completa, baseada em
conceitos naturais de realidade e localidade.

EPR consideraram os seguintes conceitos como naturais em uma teoria fisica. Rea-
lidade —se pudermos predizer, sem interferir no sistema, o valor de uma quantidade, entdo
esta quantidade é um elemento da realidade, possuindo uma representagdo matematica na
teoria associada. Localidade —o que ocorre em um laboratério ndo pode afetar o que ocorre
em algum outro que esteja espacialmente separado do primeiro (em um tempo inferior ao
que a luz levaria para viajar entre os dois laboratérios). Juntos, estes conceitos constituem a
chamada hipétese do realismo local.

Consideremos novamente duas particulas emaranhadas. Cada uma delas encontra-
se em posse de um cientista, denominados Alice (A) e Bob (B). Baseados na hipétese do
realismo local, EPR foram capazes de mostrar que a descri¢do dada pelo vetor de estado
da mecanica quantica a este sistema deveria ser incompleta. Isto porque, de acordo com
a mecanica quantica, observaveis (elementos da realidade) que ndo comutam ndo podem
ter seus valores simultaneamente especificados. No experimento mental proposto por EPR,
isso seria possivel. Logo, a teoria quantica deveria ser completada no sentido a permitir a
defini¢do simultanea de todos os elementos de realidade.

A ideia de realismo remete a existéncia de uma quantidade fisica, relacionada a
uma propriedade fisica do sistema, independentemente da nossa observacdo. Por exemplo,
se jogamos uma moeda que tenha duas faces diferentes, ela caird com uma das faces viradas

para cima, independentemente de olharmos ou nédo o resultado, ou seja, existe um resultado
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(cara ou coroa) para aquele evento independente da nossa medicdo. Esta simples observagao
parecia estar em contradi¢do com a mecédnica quantica, como evidenciado pelo paradoxo
EPR.

Este argumento perdurou até 1964, quando J. Bell colocou o problema em uma base
matemadtica sélida, conhecida hoje como desigualdades de Bell [26]. Este foi um passo extre-
mamente importante na discussdo, pois, pela primeira vez, o paradoxo estava pronto para
ser testado experimentalmente.

Fundamentalmente, as desigualdades de Bell sdo inequagdes que nos fornecem um
limite para a forca das correlagdes estatisticas dos resultados de medicdes realizadas em
sistemas bipartidos espacialmente separados. A mecanica quantica, por meio do emaranha-
mento, excede este limite, quando entdo dizemos que a desigualdade de Bell é violada por
estados emaranhados. Embora existam desigualdades hoje propostas para o caso multipar-
tido, tal discussdo encontra-se fora do escopo deste texto. Note que estas desigualdades
ndo dizem respeito a forca das correlagdes quanticas, mas apenas colocam um limite para as
correlagdes que podem ser criadas dentro do mundo cléssico.

A ideia central do argumento de Bell é a introdugao de certas varidveis, denomina-
das ocultas, que seriam necessdrias para completar a mecanica quantica, no sentido de EPR.
Matematicamente, Bell assumiu que existe uma distribui¢do de probabilidade conjunta dos
dois sistemas e da varidvel oculta (\) da qual a probabilidade quantica observada experi-
mentalmente seria a marginal, isto é

p(A,B) =) p(A, B, ).

Aqui escolhemos uma distribui¢do discreta para simplificar a discussdo, mas os argumentos

permanecem vélidos para distribui¢des continuas. Esta varidvel oculta seria a responsavel

pelo restabelecimento do realismo local, tdo arraigado na descrigao classica do mundo.
Impondo as condi¢des de realismo, isto é, de que o valor de qualquer quantidade

estd definido independentemente da medicdo, e também de localidade, Bell foi capaz de
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obter um conjunto de desigualdades que seriam respeitadas por qualquer teoria cléssica de

probabilidades. Toda desigualdade de Bell pode ser escrita na seguinte forma

(B) <«

sendo B o chamado operador de Bell (geralmente uma uma soma de diferentes correlacoes
entre operadores dos dois subsistemas considerados) e c o limite imposto pela teoria classica
de probabilidades a esta soma. O simbolo (-) representa uma média tomada sobre um nu-
mero muito grande de repeticdes do mesmo experimento. Isto significa que as correla¢des
permitidas por qualquer teoria realista local devem satisfazer estas desigualdades.

Em 1981 foi realizado o primeiro experimento mostrando que a mecénica quantica
viola, por meio de seus estados emaranhados, estas desigualdades e, portanto, ou a hip6-
tese de realismo, ou a de localidade, ou ambas, devem ser abandonadas. Por isso a mecanica
quantica é hoje descrita como sendo uma teoria ndo-local, embora o sentido fisico desta pa-
lavra deva ser considerado cuidadosamente, uma vez que sabemos que a mecanica quantica
é uma teoria local no sentido Einsteniano.

Portanto, estados quanticos que violam a desigualdade de Bell ndo podem ser des-
critos por um modelo local de varidveis ocultas, o que significa que possuem correlagdes
ndo-cldssicas na forma de emaranhamento. Isto é, a violagdo de uma desigualdade de Bell
nos diz imediatamente que o estado em questdo ndo pode ser escrito na forma separavel.
Em outras palavras, as desigualdades de Bell podem ser entendidas como testemunhas de
emaranhamento.

No entanto, em [28], foi mostrado que existe uma classe de estados emaranhados
que podem ser descritos por um modelo de varidveis ocultas e que, portanto, ndo violam
nenhuma das desigualdade de Bell. Logo, a violacdo da desigualdade de Bell é uma con-
digdo suficiente para a indica¢do da presenca de emaranhamento em um estado quantico,
mas ndo necessdria. Esta foi a primeira vez que os conceitos de ndo-localidade (associado

a violacdo de uma desigualdade de Bell) foi separado do conceito de emaranhamento (as-
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sociado a separabilidade de um estado quantico). Isto é, emaranhamento e ndo-localidade
eram conceitos distintos. Uma revisdo moderna destas desigualdades, do ponto de vista

geométrico, pode ser encontrada na referéncia [27].

2.1.2 Transposic¢ao parcial positiva

O critério de transposi¢do positiva parcial, proposto por A. Peres [39], é um critério
necessdrio para testar a separabilidade do estado de um sistema quantico. Para sistemas com
dimensodes2 x 2 e 2 x 3 (um dos subsistemas tem dimenséao 2 e o outro 2 ou 3) ele também é
suficiente. Para entender como este critério funciona, considere uma matriz densidade p4p

. . . . Tp . . . ..
que representa um sistema bipartido e a matriz p,7, obtida a partir da matriz original por
meio de uma transposicdo parcial sobre o subsistema B. Os elementos desta nova matriz

sdo calculados da seguinte maneira

(m|{ulpysny lv) = (m| (v]pas|n) |1, (2.23)

onde os indices m e n representam bases do subsistema A e os indices ;1 e v do subsistema
B. Dada esta definicdo, Peres mostrou que o estado p,p é separavel se a matriz p'}3, ainda
representar um operador densidade, isto é, se for positiva de trago unitario. Note que o
critério é simétrico, podendo ser aplicado também ao subsistema A.

Essa condicdo além de necessdria é suficiente quando estamos lidando com sistemas
de dimensdo 2 x 2 e 2 x 3 [25], como mencionado acima, e é um critério mais forte para in-
dicar separabilidade que o critério da violagdo da desigualdade de Bell [39], no sentido que
somente estados muito emaranhados violam Bell, mas qualquer estado emaranhado (consi-
deradas as dimensdes) é revelado pelo critério de Peres. Outros critérios de separabilidade
podem ser encontrados na referéncia [25].

Até o momento, sabemos caracterizar e identificar o emaranhamento. Entretanto,
ainda falta uma questdo importante a ser respondida, que é como podemos quantificar a

quantidade de emaranhamento presente em um sistema. Tal pergunta é fundamental uma
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vez que o emaranhamento é um recurso para realizarmos muitas operagdes que ndo seriam
possiveis de outra maneira como, por exemplo, o teletransporte [40]. O objetivo da tltima

parte desta secdo é o de discutir algumas das medidas propostas para este fim.

2.1.3 Medidas de emaranhamento

Muitas medidas de emaranhamento foram propostas na literatura e apresentaremos
apenas trés dessas medidas nessa se¢do, remetendo o leitor a referéncia [41] para outras me-
didas. Comegaremos com uma medida aplicdvel a estados puros e em seguida apresentare-

mos duas medidas aplicaveis a estados mistos.

Entropia de emaranhamento

A primeira medida de emaranhamento considerada aqui é a chamada entropia de
emaranhamento, proposta em [42]. Podemos definir a entropia de emaranhamento para um

estado puro |V 45), com matriz densidade pap = [V ap) (Vap |, como

Ee(pap) = S(pa) = S(ps), (2.24)

sendo S(px) = — Tr(px log, px) a entropia de von Neumann para a parte X.

A entropia de von Neumann pode ser escrita na forma

S(px) = —Z/\i logy A, (2.25)

em que {\;} sdo os autovalores de px, com X = A, B. Portanto, podemos escrever a entropia

de emaranhamento como segue:

Eolpas) = =Y _ Ailogy Ai. (2.26)

A entropia de emaranhamento pode ser considerada uma medida de emaranha-
mento devido ao fato de ndo podermos atribuir um estado definido (puro) para cada parte

do sistema se este estiver emaranhado globalmente. Isso pode ser visto da propria defini¢ao
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de emaranhamento apresentada anteriormente. Quando tomamos o trago parcial do estado
global, o estado de qualquer uma das partes serd misto, mesmo que o estado global seja
puro. Este fato foi observado por Schrédinger, afirmando que, em estados deste tipo, existe
mais informacado globalmente do que localmente.

Da definigdo da entropia de von Neumann vemos que estados puros tem entropia
nula, pois, todos os A; sdo nulos, exceto um deles, que tem valor 1. Para o caso de estados
mistos, teremos uma distribui¢do destes valores fazendo com que a entropia tenha um valor
finito. Como o grau de mistura dos estados locais estd associado com o grau de emaranha-
mento contido no sistema global, a entropia de uma das partes é entdo uma medida deste
emaranhamento.

Em outras palavras, quando a entropia de emaranhamento é nula, o estado de uma

parte do sistema bipartido é puro, levando a conclusao de que o estado global é produto.

Emaranhamento de formagao

O emaranhamento de formacado (EoF) é usado como medida de emaranhamento
para estados mistos [43,44]. Se pensarmos nessa mistura de estados como uma soma con-
vexa de vdrios estados puros, podemos adotar que o emaranhamento nesse estado misto
seria uma média do emaranhamento dos estados puros. No entanto, existem intimeras
maneiras de se obter um estado misto utilizando-se sua decomposigdo em estados puros.
Dentre as varias possibilidade, devemos tomar a média que minimiza o valor do EoF. Uma
vez que a entropia de emaranhamento quantifica o emaranhamento em um estado puro, o

EoF é dado por

Ef(PAB) = min piEe(|‘1’ixB>)7 (2.27)

pil¥yp)

com minimo tomado sobre todas as possiveis decomposi¢des de p4p em estados puros:

pas = Y pilWhp)(Vypl, (2.28)
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onde {p;} é a distribui¢do de probabilidades.

A interpretacdo fisica desta quantidade é a seguinte. Ela quantifica o niimero de
e-bits (estados maximamente emaranhados de dois qubits, isto é, elementos da base de Bell)
que sdo necessdrios para a formagdo do estado considerado, justificando assim seu nome.

Para sistemas de dois qubits, o EoF pode ser obtido analiticamente [43,44]

E¢(pap) = Ha (H— 21_02> : (2.29)
em que
Hy(z) = —zlogyz — (1 — z)logy(1 — z) (2.30)

é a entropia bindria e

Clpan) = max (0, A = VA = VA = VA (2.31)

é a chamada concorréncia [45]. Na expressdo da concorréncia, A\; sdo os autovalores de

paBpap €em ordem decrescente e

pap = (0y @ 0y)pap(oy @ oy), (2.32)
0 —
sendo p% 5 é o complexo conjugado de psp e o, = a matriz de Pauli.
v 0

Como definido, o emaranhamento de formacdo é uma fun¢do monotdnica da con-
corréncia, portanto, se esta for nula, o EoF também serd, o que nos garante que ndo ha
emaranhamento. Por outro lado, quando a concorréncia atinge seu valor maximo, o ema-
ranhamento é também méximo. Isso faz com que se utilize a concorréncia como sendo a

medida de emaranhamento, ao invés do EoF.

Negatividade

Como vimos anteriormente, o espectro da matriz obtida por meio de uma transpo-

si¢do parcial é independente da base escolhida para tomarmos a transposi¢do, bem como
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da parte escolhida para tal operacdo, isto é, podemos escolher tanto a parte A como a parte
B. A positividade (autovalores positivos ou nulos) da transposigdo parcial é uma condi¢do
necessdria para separabilidade. A quantidade chamada negatividade logaritmica é uma me-
dida de emaranhamento baseada neste fato. Esta grandeza é definida para medir o grau em
que o espectro da matriz transposta parcialmente viola a positividade.

Considerando um sistema bipartido descrito pelo operador densidade p4, a nega-

tividade é definida da seguinte forma [46]

T
1
N(p) = —Hp"‘BQH , (2.33)

onde p’ é a transposicdo parcial de pap e ||p"|| = Tr/pfp é a chamada distancia de trago
(ou norma).
Embora monotodnica, a negatividade ndo é aditiva. Uma medida mais apropriada é

a chamada negatividade logaritmica, definida como

En(p) = log, ||p" |- (2.34)

Esta medida, embora falhe ao ser convexa e assintoticamente continua (o que faz
com que ela ndo recaia na medida de emaranhamento para todos os casos puros), ela apre-
senta algumas vantagens, dentre as quais podemos citar a facilidade de calculo e suas diver-
sas interpreta¢des operacionais, como por exemplo ela fornecer um limite para a capacidade
de teleportagao [47].

Até pouco tempo atrds, acreditou-se que emaranhamento era a tinica correlagdo que
apresentava cardter quantico. Porém, no inicio desse século foi proposta a existéncia de um
novo tipo de correlacdo quantica, que ndo é necessariamente nula para estados quanticos

separdveis. Esse tipo de correlacdo serd considerado na préxima segao.
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2.2 Discordia quantica

Antes de definirmos a chamada discérdia quantica, retornaremos as equagdes defi-
nidas no inicio desse capitulo. Vimos que a Eq. (2.16) nos fornece a quantidade de correlacao
total compartilhada entre dois sistemas representados pelo operador densidade global p45.
Vimos também que temos outra expressdo, a equacdo (2.20), que pode ser obtida para a in-
formagdo mutua de um sistema quantico e que esta depende de uma medida sobre um dos
subsistemas. Portanto, com o intuito de obter uma quantificacdo da correlagdo classica que
ndo dependa de nenhuma medida especifica, foi proposta a maximizagdo da equagéo (2.20)

sobre todas as possiveis medidas { £, }, resultando em [29]

J(B: A) =maxJ (B {E.}) (2.35)

Note que a maximiza¢do na equagdo (2.35) é equivalente a uma minimizacdo da entropia
condicional apresentada em (2.20). Esta é uma medida da correlagdo classica compartilhada
entre os dois sistemas considerados. Tal afirmagdo estd baseada no fato de que uma medida
destréi as correlagdes quanticas presentes no sistema, restando apenas as cléssicas.

Tomando a diferenca entre as equagdes (2.16) e (2.35) temos
Q(A|B) = Z(A: B)—J(B: A)

= min > paS(psia) + S(pa) — S(pas)- (2.36)
a

que é a chamada discérdia quantica [29]. Portanto, a discérdia quantica nada mais é do que
a diferenca entre a correlacdo total e as correlagdes cldssicas presentes em um sistema. Ndo
temos motivos para duvidarmos de que estas correlacdes somam-se de maneira simples, ao
menos para o caso bipartido.

E importante ressaltar aqui que o termo J(B : A) presente na equacgao (2.36) é
uma medida de correlacdo cldssica, proposta independentemente por Henderson e Vedral

em [48], fazendo com que a discérdia possa ser tomada como uma medida genuina de cor-

relacdo quantica.
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2.2.1 Propriedades de Discérdia Quantica

Listaremos e discutiremos algumas das propriedades da discérdia quéntica.

1) E ndo-simétrica, implicando em que Q(A|B) # Q(B|A), em geral.

2) E ndo negativa, isto é, Q(A|B) > 0.

3) E invariante sob transformacdes unitarias locais.

A primeira propriedade segue diretamente da definicdo da discérdia. Existem hoje
propostas para esta medida que sdo simétricas, isto é, que consideram medidas sobre am-
bos os subsistemas, calculando a maximizacao sobre todas estas medidas. Entretanto, dada
a natureza das correlagdes como recursos que podem ser utilizados para a realiza¢do de ta-
refas, é natural pensar em uma medida assimétrica, uma vez que um observador de posse
de um sistema pode ser capaz de realizar menos operagdes do que o que tem a posse do
outro. Portanto, a discérdia calculada com a medida sendo feita na parte B, Q(A|B), ndo
serd necessariamente a mesma que a calculada medindo-se a parte A, Q(B|A) [29].

Para provar a segunda propriedade, precisamos definir alguns elementos. Consi-
dere um sistema bipartido, com espagos de Hilbert #, e H;, cujas dimensdes sdo dimH, = m
e dimH, = n, respectivamente. Seja L(#,) e L(H,) os espagos constituidos por todos os ope-
radores lineares em H,, e H,;, e, além disso, considere L(H,®H,;) o espago definido da mesma

maneira para o sistema global. Com isso definimos o produto interno como

(AIB) = Tr A'B. (2.37)
Sendo que os conjuntos de operadores hermitianos {4; : i = 1,2,--- ,m*} e {B; : j =
1,2,---,n?} constituem bases ortonormais para L(H,) e L(H,), respectivamente, isto é
Tr Ay Ay = 6,0 (2.38)
e
T B; By = b,51. (2.39)

O conjunto {A; ® B;} constitui entdo uma base ortonormal para L(H, ® Hy).
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Em particular, qualquer estado bipartido p € H, ® H; pode ser escrito como [49]
1]
onde ¢;; = Tr(pA; ® B;). Considere também um conjunto de medidas projetivas By, ortogo-
nais atuando em B.

O estado ap6s a medigao sobre a particdo B (por meio do operador By) é

1
pF = p—k([ ® By)p(I ® By), (2.41)

com p;, = Tr(I ® Byp) sendo a probabilidade de obtermos o resultado k. Entdo,
p” = . (242)
k

Substituindo (2.41) em (2.42), obtemos

p” = (I @ By)p(I @ By) (2.43)
k

o que nos leva, usando a equacdo (2.40), a

pP = Z Z cijA; ® BypB;By. (2.44)

kg
Sendo B; hermitiano, podemos escrevé-lo em termos das bases ortogonais, B; = >, \; ]b{ ) (b .

Escrevendo também By, = |by) (b;| resulta

PP =3k G @ 30, A [bi) (bel]) (07 10k ) (i (2.45)

= ZZ]kz cijorA; @ By, (2.46)

com ajy, = >, N {bi|b]) (b]|by,). Podemos reescrever a expressdo acima na forma:

Ci .a .
pP =" LA @ piBy. (2.47)
= Pk
1,7,k
Tomando o trago em B de p*, teremos Trp p* = ply = “2U% A, e, portanto, a equagao (2.47)
torna-se
p’ = Z Pl ® pi By (2.48)

Z'7j7k
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A entropia conjunta pode ser escrita na forma [37]

S(p”) = H(p) + Y pS(ph). (2.49)
k

Sendo pf, = Tra p* = Tra(ph ® By) = By, podemos escrever

Trap” = pp = Zpkplfé} = ZpkBk, (2.50)
! P

Utilizando o expressdo (2.49) em (2.50) obtemos S(p¥) = H(px), que leva a Eq. (2.49) a forma

> peS(ph) = S(p”) = S(p”). (2.51)
i
Sendo a entropia condicional dada por S(A|B) = mingz,y >, prS(pY), teremos

S(A|B) = min [S(p"”) = S(pp)] (2.52)

Sendo, p} = Trpp”, e, como p} = Trpp = pa, podemos escrever S(A) = S(ph).

Utilizando esse resultado e também a equacédo (2.52), podemos escrever
S(A) = S(AB) = S(p3) + S(pp) — S(p") (2.53)

Notemos que o lado esquerdo da equagdo (2.53) é a expressdo que nos dd a medida da
informagdo cldssica do sistema, o que denominamos de J(A : B) anteriormente. E o lado
direito é a informacdo mutua /(A’ : B’) do sistema ap6s a realizacdo da medida na parte
B, portanto, a correlagdo total do sistema apds essa medida. Logo, podemos concluir que

J(A: B)=1I(A": B) e, portanto, a discérdia é dada por:
Q(A|B)=I(A:B)—-1(4A": B (2.54)

Como operagdes quanticas locais, que foi o que foi realizado em I(A’, B’), ndo aumentam a

informagdo mutua, temos que
I(A": B') < I(A,B), (2.55)
e, entao,

Q(pan) 2 0. (2.56)
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Provando assim a propriedade 2.

A igualdade é atingida para o caso em que ndo hé diferenca entre as informagdes
mutuas antes e depois da medida, ou seja, quando a informa¢do mutua do sistema ndo
é afetada pela medida realizada sobre o sistema, o que é uma caracteristica de sistemas
classicos. Portanto, se p = p” temos Q(A|B) = 0.

Esta medida tem desempenhado um papel importante no estudo das correla¢des
quanticas presentes em um dado sistema, dando origem a vdrias outras defini¢des, como
pode ser visto no artigo de revisdo publicado em [33]. Além de encontrar aplica¢cdes em
diversos protocolos de informacdo e computagdo quantica [50,51], suas relagdes com a ter-
modindmica também foram demonstradas [52], fazendo com que esta medida adquirisse
alta relevancia para a teoria quantica da informacéo.

A seguir descreveremos uma nova medida de correlagdo quantica, recentemente

introduzida na Ref. [30], e que serd central ao estudo realizado nesta dissertagao.

2.3 Incerteza quantica local

Antes de definir a chamada Incerteza quantica local, precisamos apresentar o con-
ceito de skew information, primeiramente introduzida em [31]. A skew information é uma
medida da quantidade de incerteza na medida de um observavel quantico devido exclusi-
vamente a ndo-comutatividade deste observavel com o estado do sistema antes da medida,

isto é, é uma incerteza puramente quantica, sendo definida da seguinte forma [31]
1 Lo

onde K é um observével quantico e p é o estado de um sistema bipartido. Observe que esta
quantidade é nula somente se o estado do sistema considerado for um autoestado do ob-
servavel medido. Neste caso, temos certeza absoluta do resultado da medida. Em qualquer

outro estado, teremos uma varidncia ndo nula para os possiveis resultados da medida deste
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observével. Esta variancia, de origem quantica, é o que é detectado pela skew information.

Esta observacdo nos leva a uma importante propriedade da skew information, a
saber, que ela é sempre menor ou igual a variancia I(p, K) < (K?),—(K >i, sendo aigualdade
atingida quando o estado é puro, ou seja, quando ndo temos incerteza cldssica sobre qual
estado puro o sistema se encontra.

Visto isso, podemos introduzir a incerteza quantica local (LQU da sigla em inglés)
como sendo a minimizacdo da skew information sobre todas as possiveis medidas locais. A
ideia basica é a seguinte. Se existe um operador local cujo resultado da medida pode ser pre-
visto com certeza, entdo este sistema ndo estd quanticamente correlacionado com nenhum
outro. A minimizagdo é inspirada na ideia da discérdia, definida anteriormente, e tem como
objetivo introduzir uma quantidade que independe dos observéveis sendo mensurados.

Consideramos entdo que psp representa um sistema bipartido e K* = K} @ I é
um observavel, com K% sendo um operador hermitiano atuando no sub-espaco de A. A

representa o espectro deste operador. A LQU é entdo definida como [30]
A A

sendo a minimizacdo realizada sobre todos os observédveis em A com espectro A ndo-degene-
rado. A consideragdo da ndo degenerescéncia do espectro do observavel é feita com intuito

de obtermos a maior quantidade de informacao possivel sobre observavel na medida.

2.3.1 Propriedades da LQU

A seguir apresentaremos e discutiremos algumas das principais propriedades da
incerteza local quantica.

1) A LQU A-dependente, para qualquer A ndo degenerado, é invariante por trans-
formacgao unitéria local.

2) E nula se e somente se o estado p do sistema for um estado de discérdia zero com

relacdo a medida de um observavel em A.
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3) E reduzida 8 uma medida de emaranhamento quando o estado p do sistema é um
estado puro.

Para provar a invariancia da LQU sob transformacédo unitaria local vamos conside-
rar um estado de um sistema bipartido dado pelo operador densidade p e uma transfor-
macdo unitdria arbitrdria sobre este estado definida por Uap p UL g, sendo Upp = Uy ® Up.
Consideramos aqui operagdes locais, pois, operagdes globais podem criar correlagdes, inclu-
sive emaranhamento. Consideremos o operador de medida na parte A do sistema dado por

KA = K4 ®1p, de forma que a LQU para esse caso ¢ dada por
Us(Uap p Ulp) = minZ(Uap p Ulp, Ka). (2.59)
Usando a defini¢do da skew information mostrada na equagéo (2.57), podemos escrever
I(Wan p Ul Ka) = =5 TH{{(Uas p Ulp) ., K} (2.60)
Abrindo os termos da equagdo acima, obtemos a seguinte expressdo
TWUan p Ul Ka) = =5 TH{(Uas p U)K a(Uas p U)o

+ Ka(Uap pUlp)? Ka(Uag p Ul p)?

NI

— (Uap pUlg)? KaKa(Uag pUlp)

— Ka(Uap pUly)?(Uap p Uly)2 Ka}, (2.61)

Agora, utilizando a propriedade ciclica do trago, a unitariedade do operador Uyp, e o fato

de que
(Uap pUlp)? = Uap p* Uly (2.62)
podemos reescrever a equacdo (2.61) na forma

1 1
T(WUap pUly Ka) = —=T{p? Ul ,KaUnp p? Ul ;KaUnsg
2

N[

+ UNGKAUap p2 ULy KaUsp p
- p% ULBKAUAB ULBKAUAB p%

— Ul KaUsg p2p? Ul sKaUs. (2.63)
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A equacdo (2.63) pode agora ser reescrita como
I(Uag pUlg, Ka) = I(p, Ul g KaUap). (2.64)

Como a minimizacgdo realizada em K4 é equivalente a uma minimizacao realizada no ob-

servavel transformado unitariamente UI, 5K aU 4B, temos que

Ur(Uap p Ul ) = Ualp), (2.65)

provando, dessa forma, que a LQU é invariante por transformacgdes unitdrias locais.

Para provar a segunda propriedade vamos considerar um sistema bipartido, AB,
que possui um estado classicamente correlacionado p. com relacdo a medidas em A, ou
seja, ndo hd incerteza quéantica em uma medida local realizada no subsistema A. Estados
desse tipo sdo conhecidos como estados de discérdia zero em relagdo a particdo A [53]. Para
estados desse tipo, podemos escrever ao menos um conjunto de projetores que mantém esse
estado invariante, digamos, {II, = H;“ ® IP tais que, p. = y_ . 1Lipll;. Claramente estes
estados tem discérida nula. Estados que possuem correlagdes apenas cldssicas com relagdo
a medida na parte A tomam entdo a forma geral p. = >, p; |i) (i |4 ® pp, sendo { i)} as bases
ortonormais do subsistema A.

Considerando um observavel K" = K @ I, com K diagonal nas bases defini-
das por {I1#}, temos que, para um estado classicamente correlacionado, ocorre [p,., K11 = 0
garantindo que U4 = 0. Por outro lado, o fato de a LQU ser nula nos garante a existén-
cia de um observavel local K 4, tal que Z(p, K4) = 0. Portanto, K4 comuta com a matriz
densidade do sistema, podendo entdo ser diagonalizados simultaneamente. Considerando
que o observavel K4 é ndo-degenerado, seus autovetores definem uma tnica base { |k;) } no
espaco do subsistema A. Com isso, uma possivel base de autovetores para o operador K4 é

{1ki) 4 ® |¢ij) 3} e 0 estado deve ser definido por

pica = Y iy ki) (ki [4 @ |035) (05 | (2.66)
que é um estado de discérdia nula. Portanto, isso prova que U4 (p) se anula se, e somente se,

p for um estado classicamente correlacionado com relagdo a medidas na parte A [53].
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2.3.2 Formas fechadas

A solugdo deste processo de otimizagao para sistemas bipartidos de dimensao 2 x d
foi obtida na mesma referéncia [30] em que a LQU foi definida. Considerando um sistema
bipartido de dimens&o 2 x d descrito por uma matriz densidade p 45, definido em um espago

C?> ® C?, temos que a LQU definida em 2.58 admite a forma fechada

UA(PAB) =1- )\max{WAB}a (267)

em que A, é o autovalor médximo do observavel medido e W, é uma matriz simétrica

3 x 3 cujos elementos sdo dados por

1 1
(Wag)ij = Tr{pig(oia ®1p)pig(o;a @ 1p)}, (2.68)

sendo o;4 a i-ésima matriz de Pauli atuando sobre o subsistema A (i, = x,y,2). As ma-
trizes de Pauli surgem quando parametrizamos o operador de medida K4 na forma K, =
Vo, AVAJr =11 - 04, com |ff| = 1. Fazer essa parametrizagdo corresponde a normalizar a LQU
para a unidade quando o estado estd maximamente emaranhado. Estados de dimensdo
2 x d sdo uma classe muito importante de estados quando consideramos as aplicagdes em
processamento quantico de informagao.

Uma forma fechada para sistemas bipartidos com dimensdes d4 x dp foi proposta
em [54]. Considerando um sistema bipartido de dimensdes d4 x dp descrito por uma matriz
densidade p4p e definido em um espago C?*4 ®C%, com d 4 e dj, sendo as dimensdes das partes

A e B respectivamente, a LQU para esse sistema admite a forma fechada dada por [54]

2
Uy = T Amaz(Wij ), (2.69)
A

com M., sendo o autovalor maximo da matriz W, com dimensao (d4 — 1) x (d% — 1), e cujos

elementos sdo dados por

Wij = Tr{pip(Xi ® Liy)pip(\; @ Lay)} — Gy L. (2.70)
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As matrizes G;; e L que aparecem acima sdo dadas por

Gij = (9ij1s 2 Gigs* » Gijaz—1) (2.71)

e
L= (Tr(pap M ®1ay), -+, Tr(pap M @ 1ay), -+, Tr(pap g1 @ 1a,))7, (2.72)

onde definimos

fiji = % Tr([Ai, Al Ax) (2.73)

e

1

Gijk = 1 Tr({ i, A\j F k). (2.74)

As matrizes \; sdo as matrizes geradoras do espago da parte A do sistema, e surgem,
assim como no caso de um sistema de dimensao 2 x d, da parametrizagdo do operador de
medida. Notemos que, para o caso de d4 = 2 recaimos na forma apresentada na equagdes
(2.67) e (2.68), uma vez que o vetor (;; torna-se nulo devido a anticomutagdo das matrizes

de Pauli que passam a ser as geradoras do espago nesse caso.



Capitulo 3

Transicdo quantica de fase

Neste capitulo vamos discutir alguns pontos sobre transi¢des quanticas de fase, bem
como trés modelos muito utilizados na literatura para descrever cadeias de spins que tam-
bém foram considerados nesse trabalho. Na primeira secdo apresentaremos os pontos basi-
cos sobre transigdo de fase, buscando identificar e diferenciar as que podem ser descritas por
uma teoria classica e as que ndo podem. Para a construcdo desta segdo utilizamos as referén-
cias [10,55,56]. Na segunda secdo apresentaremos os trés modelos especificos de cadeias de
spin: o modelo XY com interac¢do entre dois e trés spins vizinhos, o chamado modelo XYT,
e um modelo descrevendo uma cadeia de spin-1, isto é, uma cadeia bosoénica. No préximo
capitulo iremos, entdo, estudar o comportamento das correlagdes quanticas nestes modelos,

com foco nas vizinhangas de uma transi¢do quantica de fase.

3.1 Transicao de fase

Transi¢oes de fase sdo fendmenos que levam um sistema fisico de uma fase em que ele
possui determinado ordenamento em sua estrutura para outra fase com ordenamento di-
ferente, causando uma mudanga nas propriedades fisicas do sistema. A transformacdo do

gelo em 4gua liquida e da dgua liquida em vapor de dgua sdo exemplos de transi¢des de

35
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fase mais comuns e recorrentes no nosso dia-a-dia. Outro exemplo que podemos citar, que
ndo é tdo perceptivel em nosso cotidiano, é a transicdo, em um material ferromagnético,
da fase ferromagnética, em que os spins do material estdo alinhados e apontando em uma
mesma dire¢do, para a fase paramagnética, na qual temos os spins do material apontando
em dire¢des e sentidos diversos, aleatérios. Nesses casos, transi¢des da dgua e do material
ferromagnético, temos exemplos de transi¢des de fase classicas, que ocorrem a temperatura
tinita, sendo guiadas por flutuagdes termodindmicas. Nosso objetivo aqui é estudar siste-
mas criticos quanticos, em que as transi¢des de fase sdo guiadas por flutuagdes quanticas,
ocorrendo a temperatura zero.

A seguir discutiremos estes dois tipos de transi¢des de fase, para deixar claro suas

diferengas, nos aprofundando nos sistemas quanticos, nosso principal interesse aqui.

3.1.1 Transicao de fase classica

Transi¢des de fase cldssicas sdo transi¢cdes devidas aos efeitos da temperatura sobre o sis-
tema, isto é, sdo causadas pelas flutua¢des térmicas. No caso da transi¢do liquido-sélido
que ocorre na dgua, por exemplo, a mudanca de fase ocorre quando resfriamos o sistema,
retirando-lhe calor, até atingir a chamada temperatura critica de solidificacdo da agua (0°C
quando submetida a pressdo de 1A¢m), considerando que estamos mantendo a pressdo cons-
tante. Nesse caso hd a mudanga da fase onde as moléculas de d4gua estavam desordenadas
para a fase onde existe um maior ordenamento dessas moléculas [55]. E importante observar
que as propriedades termodindmicas das duas fases sdo distintas.

Uma transicao de fase classica pode ser classificada de duas maneiras distintas: tran-
si¢des de primeira ordem e transi¢des de segunda ordem. Para entender essa classificagao,
recorreremos a um exemplo que pode ser encontrado na referéncia [56].

Vamos considerar o diagrama de fase, representado na figura 3.1, de um fluido sim-

ples em termos da pressdo (p) e da temperatura (7'). No diagrama podemos ver as regides
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Solido
Liquido

~
Ponto critico

D e e

&

Ponto triplo

Gasoso

v

T, T

Figura 3.1: Diagrama de fase de um fluido simples.

correspondentes as fases sélida, liquida e gasosa deste fluido. As linhas continuas represen-
tam as linhas de coexisténcia das fases que elas separam, isto é, pontos sobre estas linhas
constituem uma mistura das duas fases. No ponto triplo mostrado, temos uma regido de
coexisténcia das trés fases. Como ja foi mencionado, a transigdo ocorre quando passamos de
uma fase para outra e, pelo gréafico, podemos perceber que essa transicdo pode ser atingida,
nesse caso, quando alteramos a temperatura, a pressdo, ou ambos. Podemos variar essas
quantidade de tal maneira que a passagem de uma fase para outra se d4 através de uma
das linhas de coexisténcia presente no grafico ou podemos atingir valores de temperatura e
pressdo acima dos valores criticos (denotados por p., T¢, respectivamente) fazendo com que
a transicdo ocorra sem que passemos por uma linha de coexisténcia. A transi¢do que ocorre
ao atravessarmos uma linha de coexisténcia é denominada de transi¢do de primeira ordem,
j& a transicdo que ocorre quando extrapolamos o ponto critico é denominada transi¢do de

segunda ordem [56].
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Para identificar a ocorréncia de uma transi¢do, analisamos uma quantidade termo-
dindmica do sistema que sofrerd mudanga na transicio. A essa quantidade, introduzida
por Landau, damos a denominacdo de parametro de ordem. O parametro de ordem deve
ser o parametro que apresente a maior diferenca entre as fases do sistema [55]. Podemos
aplicar a classificagdo acima mencionada pela andlise do parametro de ordem. Quando o
parametro sofre descontinuidade no momento da transicao, classificamos a transi¢do como
de primeira ordem (ou transi¢do descontinua), j4 quando o parametro de ordem vai a zero

continuamente a transi¢do é denominada de segunda ordem (ou transi¢do continua).

3.1.2 Transicao quantica de fase

Transi¢des de fase quanticas, assim como as transi¢des cldssicas, sdo caracterizadas por uma
mudanga em alguma propriedade do sistema. No entanto, enquanto transicoes classicas sdo
causadas por flutuagdes de natureza cldssica, como as flutuagdes térmicas, as transi¢oes de
fase quanticas sdo causadas por flutua¢des exclusivamente quanticas.

Para discutimos transi¢des de fase quéanticas vamos considerar um sistema fisico
descrito por um operador hamiltoniano H(g), que depende de um paradmetro de acopla-
mento g, geralmente controlado externamente, como um campo magnético por exemplo.
Sob variagdes dessa quantidade, o sistema geralmente se comporta de maneira analitica. No
entanto, existem casos em que essa analiticidade deixa de existir. E nesta regido de quebra
de analiticidade que estamos interessados.

Vamos considerar que estamos analisando, por exemplo, o estado fundamental do
hamiltoniano de uma certa configuragdo de 4tomos. Se temos a presenca de um cruzamento
de niveis entre o estado fundamental e o primeiro estado excitado em um dado ponto g =
ge, temos entdo um ponto de ndo-analiticidade no estado fundamental, onde este passa a
ser o primeiro estado excitado do sistema e o primeiro estado excitado torna-se o estado

fundamental. No ponto de cruzamento, o estado fundamental passa a ser degenerado. Na
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figura 3.2 esbogamos o gréfico da energia em fun¢do do parametro g para um certo sistema

[10].

>
g. g

Figura 3.2: Cruzamento entre os niveis de energia fundamental e excitado no ponto g = g.

[10].

Uma outra possibilidade € a existéncia de uma aproximagéo entre os autovalores de
energia referentes aos estados fundamental e excitado quando nos aproximamos do ponto

g = g., como estd ilustrado na figura 3.3.

A

/=

i >
9. g

Figura 3.3: Aproximagdo dos valores de energia dos estados fundamental e excitados no

ponto g = g. [10].

A diferenca entre as energias do estado fundamental e do primeiro estado excitado,
no poto critico g, torna-se menor quando tomamos a dimensao do sistema maior. Por exem-

plo, se nosso sistema é uma cadeia de 4tomos, quanto maior for a cadeia menor serd a
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diferenga entre a energia do estado fundamental e a energia do primeiro estado excitado,
quando nos aproximamos do ponto critico. Essa diferenca torna-se nula quando tomamos o
limite de tamanho infinito do sistema, o chamado limite termodinadmico, gerando um ponto
de ndo analiticidade no estado fundamental em g = g. [10].

Os pontos ndo analiticos em determinada funcdo do sistema, para o limite de uma
cadeia infinita, sdo considerados uma manifestacdo de uma transicdo de fase quantica, e por
esse motivo podem ser utilizados para sinalizar uma transicdo de fase.

Assim como nas transi¢des cldssicas, podemos classificar as transi¢des de fase quan-
tica em primeira e segunda ordem (existem transicdes de maior ordem, mas ndo iremos
tratar destes efeitos aqui). As transi¢des de primeira ordem sdo as que possuem cruzamento
entre as funcdes do estado fundamental e do primeiro estado excitado, como foi mostrado
na figura 3.2. J4 as transi¢des de segunda ordem sdo caracterizadas por um desaparecimento
da escala caracteristica de energia das flutua¢des acima do estado fundamental quando nos
aproximamos do ponto critico [10].

Para entendermos isso melhor, é preciso definir essa escala caracteristica de energia,
a qual denominaremos por A. A escala de energia caracteristica representa a diferenca entre
a energia do estado fundamental e a energia do primeiro estado excitado acima do estado
fundamental, portanto, se essa diferenga for ndo nula, A serd o chamado gap de energia. O

comportamento de A nas proximidades do ponto g = g. é dado da seguinte maneira [10]
A~ Jlg— g™ 3.1)

sendo J a escala de energia de um acoplamento microscépico caracteristico e zv é o cha-
mado expoente critico. E possivel notar que o valor de A na equacéo (3.1) diminui quanto
mais nos aproximamos do ponto de criticalidade, tornando-se nulo quando g = g, carac-
terizando uma transicdo de fase de segunda ordem, uma vez que o desaparecimento desse
gap de energia nos leva a uma néo analiticidade do estado fundamental, como discutimos

anteriormente.
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Outra quantidade que podemos utilizar para identificar a transi¢do de fase quantica
é a escala de comprimento caracteristica de correlacdes £. Essa escala de comprimento deter-
mina o decaimento das correla¢des do sistema a longas distancias. Quando temos dois spins
separados a uma distdncia maior que o comprimento de correlagdo para determinado valor
de g, dizemos que esses spins estdo descorrelacionados. Uma caracteristica desse compri-
mento de correlagdo é que, tanto para o caso de transi¢des cldssicas quanto para transi¢des
quanticas, ele aumenta com a aproximagdo do ponto critico do sistema e diverge, tornando-
se infinito, quando atingimos o ponto critico. Em outras palavras, na transi¢do de fase o

sistema torna-se altamente correlacionado. A divergéncia do inverso desse comprimento é

dada por [10,57]
£~ Mg — gel” (3.2)

onde A é uma escala de comprimento inversa a ordem do espacamento da estrutura e v
é um expoente critico. E importante deixar claro aqui que essa divergéncia ocorre apenas
para transi¢des de segunda ordem, tanto no caso das transi¢des cldssicas quanto no caso
das transi¢des quanticas. Notemos que tanto a escala de energia caracteristica, A, quanto o
inverso da escala de comprimento da correlagdo, !, decaem com a proximidade do ponto
critico, portanto, podemos fazer uma comparacdo entre esses dois parametros obtendo a

seguinte relacdo:
A~ (3.3)

sendo z um expoente critico. Essas duas quantidades, A e £ ~1, caracterizam uma transicdo
de fase quantica pelo seu anulamento no ponto critico do sistema. Lembrando que os pa-
rametros de ordem tem a caracteristica de se anularem no ponto de transi¢do de fase (para
os casos de transigdes de fase de segunda ordem), podemos considerar tanto A quanto £
como parametros de ordem de um sistema fisico.

Até aqui consideramos um sistema em que a temperatura é mantida nula. Porém a

realizagdo experimental dessa condigdo é muitas vezes invidvel. Surge dessa inviabilidade
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a necessidade do entendimento do comportamento, préximo de um ponto critico, de um
sistema quantico a uma temperatura nao-nula.

Com a consideragdo de temperatura finita no sistema, temos duas possibilidades:
no primeiro caso, a transi¢do desaparece para valores de 7' # 0, mantendo o ponto critico
apenas paral’ = 0. Jd no segundo caso, a transicdo para temperatura ndo-nula existe, porém
ndo pode ser tratada da mesma maneira que é tratada no caso 7' = 0 [57].

No primeiro caso, em que existe singularidade apenas para 7" = 0, todas as fun¢des
termodinamicas do sistemas sdo fungdes analiticas de g para 7' > 0, o que nos aponta uma
ndo existéncia de transi¢do de fase, mesmo quando atingimos o valor g = g. (calculado para

temperatura nula). A representacdo grafica desse caso pode ser vista na figura 3.4.

9c g

Figura 3.4: O ponto critico existe apenas para temperatura nula [10].

Ja no segundo caso, temos a presenga de uma linha de transicdo de fase para tem-
peraturas ndo-nulas. A transi¢do que ocorre é uma transi¢do de fase de segunda ordem, ou
seja, nessa linha de transicdo, a energia livre termodindmica é ndo-analitica. Apresentamos
na figura 3.5 um gréfico representando o que acontece nesse caso.

Podemos notar que a medida que o valor da temperatura diminui, menor fica a di-
ferenca |g — ¢.| (considerando o valor de ¢ para a transi¢do a uma temperatura 7’), sendo
que essa diferenga é nula quando atingimos o valor 7' = 0. Como vimos anteriormente,
quando essa diferenga torna-se nula temos a caracterizagdo de uma transi¢do de fase quan-

tica. Portanto, podemos perceber que a transi¢do de fase quantica s6 ocorrerd quando o
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Figura 3.5: Linha de transi¢do de fase a temperatura ndo-nula terminando no ponto critico

[10].

sistema estiver a temperatura nula. Do contrario, a transicdo sera classica.

Contudo, a contribuicdo de flutuagdes quénticas tem influéncia no processo de tran-
sicdo, mesmo com esta ocorrendo a temperatura ndo-nula. Para sabermos em que regime
essa contribuicdo é significativa, vamos recorrer ao conceito de tempo de equilibrio térmico
local, que denominaremos por 7.,. Essa quantidade é definida como o tempo necessério
para que um sistema restabelega o equilibrio apds a imposi¢do de uma perturbacdo externa
fraca, como um pulso de calor por exemplo. Caracterizaremos a seguir a importancia da
contribuigdo das flutuagdes quéanticas baseadas no tempo de equilibrio do sistema [10].

Quando a temperatura é ndo-nula no sistema, temos a presenca de uma escala de
energia associada a essa temperatura dada por £,7T’, sendo k;, a constante de Boltzmann.
Entdo, se compararmos essa escala de energia com a escala de energia definida em (3.1),
teremos duas regides, apresentadas no diagrama de fase da figura 3.6, onde uma prevalecera
em detrimento da outra.

Na regido (2) da figura 3.6, onde prevalece a escala de energia A, temos que o tempo

de equilibrio satisfaz

h
Teq > l{,‘b_T (34)

A consequéncia desse tempo de equilibrio grande é que a dindmica do sistema torna-se

efetivamente classica [10].
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Figura 3.6: Diagrama de fase nas vizinhangas do ponto critico [10].

Porém, nosso interesse ndo é nessa regido, mas sim na regido onde os efeitos quan-
ticos influenciam o sistema. A regido (1) da figura 3.6, onde isso ocorre, é a que prevalecem
os efeitos da escala de energia relacionada a temperatura. Nessa regido temos um tempo de

equilibrio térmico dado por
Teq ~ (3.5)

Para tempos de equilibrios dessa ordem, ndo podemos usar uma descri¢cdo efetivamente
classica para descrever o reequilibrio do sistema. Flutuagdes térmicas e quanticas sao im-
portantes nessa regido e ha uma competicdo entre elas, sendo dificil diferenciar qual é a
predominante. A predominancia das flutuagdes quanticas é evidente quando a temperatura
do sistema se anula (ou torna-se muito pequena no sentido definido acima), pois as flutua-
¢Oes térmicas se anulam, permitindo-nos afirmar que a transigdo é efetivamente quantica.

Com objetivo de deixar a ideia de transi¢do de fase quantica mais clara, apresenta-
remos um exemplo em que essa transi¢ao ocorre.

Trataremos de uma transi¢do de um sistema de particulas bosonicas de fase super-
fluida para a fase isolante [58]. O sistema considerado é um gés formado por particulas

bosonicas localizadas em redes 6ticas submetido a baixa temperatura, fazendo com que o
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gds torne-se um condensado de Bose-Einstein, que apresenta um comportamento super-

fluido. Esse sistema pode ser representado por um operador hamiltoniano na forma [58]:

H= —JZGZT%+Z€“¢+%UZW<W— 1), (3.6)
(i.5) i i

onde (i, j) representa a soma sendo feita sobre os vizinhos préximos, a! e a; os operadores
criacdo e aniquilacdo bosdnicos no sitio 7, n; 0 operador ntimero de 4tomos no i-ésimo sitio
da rede, J é o termo que caracteriza a for¢a da constante de tunelamento das particulas
entre os sitios adjacentes e U é o termo responsavel pela forca de repulsdo entre os dtomos
localizados no mesmo sitio.

Um comportamento interessante desse sistema ocorre quando aplicamos o poten-
cial de rede no condensado. Se o potencial for aplicado de maneira suave, o condensado
permanece na fase superfluida enquanto as interagdes de repulsdo atomo-atomo forem pe-
quenas quando comparadas com a constante de tunelamento. Caso a interagdo de repulsdo
adtomo-atomo seja maior que constante de tunelamento, o sistema passa a ter um compor-
tamento de isolante de Mott, que é caracterizado por uma ocupacio igualitdria dos sitios
da rede, ou seja, cada sitio da rede possuird a mesma quantidade de particulas. O J no
Hamiltoniano (3.6) é funcdo do potencial da rede 6tica, portanto, a mudanga do potencial
gera uma mudangca na relagdo entre J e U, atingindo o ponto critico quando a transi¢do de
tase superfluido-isolante ocorre. Um tratamento mais detalhado dessa transi¢cdo pode ser

encontrado na ref. [58].

3.2 Modelos para cadeias de spins

Nesta secdo apresentaremos trés modelos que servirdo de base para nosso estudo
sobre o comportamento de correla¢des nas vizinhancas de um ponto critico. A saber, sdo eles
o modelo XYT', que pode ser visto como o modelo XY para interagdo entre particulas com

spin-1/2, mas considerando interagdo entre trés spins simultaneamente, o préprio modelo
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XY e, por altimo, um modelo para um sistema de spin-1, isto €, para bésons.

3.2.1 Cadeia de spin XYT

Vamos inicialmente apresentar o modelo XY 7. Esse modelo descreve uma cadeia
anisotrépica de spin-1/2 sob acdo de um campo magnético externo transverso, com inte-
ragdo entre trés spins. Uma representagdo esquematica do modelo é apresentada na figura

3.7 [5].

Figura 3.7: Representagdo esquemadtica da cadeia XYT [5].

O hamiltoniano que rege esse sistema é dado por [20]

I+7v\ . . 1—7
e = (5t (7))
N
=Y (oot + ol 050), (37)
=1

sendo ¢%*¥* as matrizes de Pauli atuando no sitio j:
j J

01

o’ = , (3.8)
10
0 —2

o — , (3.9)
1 0
1 0

o = . (3.10)
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N é o nimero total de spins na cadeia, v é o grau de anisotropia da cadeia, A é a forga do
campo magnético externo e « é a forca de interagdo entre os trés spins.

Este modelo pode ser diagonalizado analiticamente. Isso pode ser feito da seguinte
maneira. Primeiro devemos fazer um mapeamento dos operadores de spin c™¥* em ope-
radores fermidnicos sem spin através de uma transformacdo de Jordan-Wigner dada da se-

guinte maneira [10]

07 =1—2clc;, (3.11)
o =] = 2cfe)(cf +¢)) (3.12)
1<J
e
O’? = — H(l - QCIci)(c;r- —¢j) (3.13)
1<j

com c} e ¢; sendo os operadores criagdo e aniquilagdo de fermions sem spin. Utilizando essa

transformacao podemos reescrever o hamiltoniano do sistema na forma

N

H= - > { H%l +cl e +(clel ) — o) (3.14)
7j=1

+ 204(0}_10]-“ + C}J,_lcjfl) + A1 — QC;Cj)}. (3.15)

Para prosseguirmos com a diagonalizagdo desse operador, recorremos a uma trans-

formacao de Fourier dos operadores de fermions sem spin

1 i2wkj
C;i = ——— CLexp N 3.16
j \/N g k €XP ( )
comk = —M,--- ,M e M = %L para valores de N impar. Em seguida, fazemos uma

transformacao de Bogoliubov utilizando os operadores

0 0
dj, = cos Ekck - isz’n;kcik (3.17)

sendo o angulo ¢, definido por cos b, = i com g5, = \/ei + [ysin(zg)]?, € = A — cos(zg) —

2accos(2zy) € xp = Q’nr—’“ Com isso, podemos escrever o operador hamiltoniano na forma
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forma diagonal [20]

1
H=> 2, (dldk — 5) . (3.18)
k

Estamos aqui interessados no comportamento das correla¢des entre dois spins desta
cadeia. Precisamos, portanto, definir o operador densidade reduzido que representa estes
spins (considerando o estado fundamental da cadeia). Para obtermos tal matriz devemos
recorrer a alguns argumentos de simetria. A cadeia XY T possui duas simetrias: a de trans-
lagdo espacial e a chamada simetria Z,, ou de paridade. A simetria de translagdo garante
que as correla¢des entre os dois spins considerados dependam somente da distancia entre
eles, e ndo de suas posigdes especificas na cadeia. A simetria Z, é devido a comutagdo do
operador hamiltoniano com o operador paridade X, = 01, ® 05, ® - - - ® on,. Considerando
essas simetrias, a matriz densidade do sistema reduzido de dois spins desta cadeia toma a

forma [21]

pu 0 0 pu

0 pa2 p3 O
p = ) (3.19)

0 p32 p33 O

pan 0 0 pu

com elementos dados por

1
pu =1 (1+2(0) + {070%,,). (3.20)
]' z __z

P22 = P33 = 7 (1= {of07,)) . (3.21)

1
P23 = P32 = 7 (<<7f0f+r> + <O-7%JO-§/+T>) ) (3.22)

1
P = pPa =7 (<Uf<7f+r> - <U?U§J+r>> ; (3.23)
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(1=2(0%) + (o707,,)) » (3.24)

A

P44 =

sendo 7 a distancia entre os spins. As expressoes das fungdes correlacido de dois pontos

(ofot) e da magnetizacdo (0*) sdo dadas por [20]

. 1 1
(0%) = v ; ey tanh (Beg)] - (3.25)
g-1 g-—2 - G-
Jo g-1 - G—rt1
(op07) = : (3.26)
9r—2 Gr-3 - °° g-1
g1 9o ° G—r42
g2 g1 - G—r43
(op0y) = ; (3.27)
9r Gr—1 - g1
e
(o0507) = (0%)* = (9rg—r), (3.28)
com

Gr = — Z [cos(xgr)ex + v sin(xyr) sin(zy)] X

tanh (Beg)

. 3.29
Nex (3.29)

De posse desta matriz densidade, podemos estudar o comportamento de qualquer
medida de correlacdo quantica, como veremos no préximo capitulo.

Esse modelo apresenta duas linhas de transicdo de fase quanticas, separando as
fases ferromagnética, spin-liquido I e spin-liquido II. Nesse modelo, a transi¢do ndo ocorre

para valores especificos de A e o, como podemos ver na figura 3.8
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Figura 3.8: Diagrama de fase para o modelo XYT [60].

Notemos que a mudanca de fase do sistema depende tanto do valor de a quanto do

valor de A\. Por outro lado, os valores de v ndo influenciam no comportamento do sistema

[59].

3.2.2 Cadeia de spin XY

O modelo de cadeia de spin XYT" pode se transformar em outros modelos quando
adotamos alguns valores para os pardmetros de anisotropia (7), interacdo entre os spins
(a)) e campo (A). Um desses modelos é o XY, que é uma cadeia de spin anisotrépica, com
interacdo entre dois spins, e sujeita a uma campo magnético externo na diregdo z. Portanto,
para obtermos o hamiltoniano do modelo XY basta tomarmos o limite & — 0 na equagao

(3.7) [18], resultando em

Hyy = _Z{(l‘f‘v) ;ff+1+<1_77> o; J+1+>\O'} (3.30)

Assim como o modelo XYT, este também possui solugao analitica, que pode ser obtida por
meio de uma transformacado de Jordan-Wigner seguido por uma transformacdo de Bogoliu-
bov [19], da mesma maneira que no modelo XYT.

Para obtermos o estado reduzido de dois spins, vamos utilizar o estado térmico
a temperatura finita e levar em conta a simetria Z, que o modelo, assim como o modelo

XYT, também possui, além da simetria translacional. Com isso, de maneira completamente
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andloga ao caso anterior, é possivel encontrarmos o estado reduzido do sistema para os spins
0 e n, que é dado por [13]

Pon = Z{IO” + (0%) (6§ + 02) + Z (ahoh) agot, (3.31)

1=x,Y,2

Esse sistema também apresenta invariancia translacional e, portanto, o estado reduzido tem
dependéncia apenas da distancia entre os spins considerados.
As expressdes das fungdes correlagdo de dois pontos (ojc’,) e da magnetizagdo (o7)

para este modelo sdo dadas por [18]

(") = — /w (1 4+ A7t cos ¢) tanh(Swg) do (3.32)
0 2wy ’
G, G, - G,
GO G—l to G—r+1
(ogoy) = , (3.33)
Gr—2 Gr—3 G—l
Gl GO T G—r+2
Gy Gi o Gy
(op0y) = : (3.34)
G Gy - Gy
e
(o0507) = (0%)? = (GG ), (3.35)

sendo wy, = /(YA 1sing)? + (1 + A 1cos ¢)2/2, 8 = 1/kT, k a constante de Boltzmann e

G, = /7r M[COS(T¢)(1 + A cosg)—
0

27’(’&.)(;5

YA sin(r¢) sin ¢]dg. (3.36)

Esse modelo possui uma transi¢do de fase quantica governada pelo pardmetro . A

transicdo que ocorre aqui é uma transi¢do de segunda ordem, no valor critico A\, = 1. Para
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valores de A > 1, a magnetiza¢do na dire¢do x assume valores diferentes de zero. Por ou-
tro lado, para valores de A < 1, a magnetiza¢do na dire¢do x se anula. A magnetizacdo na
direcdo z é diferente de zero para todos os valores de A\. Podemos considerar entdo, a mag-
netiza¢do na dire¢do x como um parametro de ordem para o modelo XY [16], sinalizando a

transi¢do de fase que ocorre na linha critica A\, = 1.

3.2.3 Cadeia de spin-1

Nessa se¢do apresentaremos um modelo que se diferencia dos apresentados anterior-
mente. Temos aqui um modelo formado por 4tomos de spin-1, ou seja, temos uma cadeia
de particulas bosonicas, diferentemente do caso dos modelos anteriores, que sdo formados
por particulas de spin-3, que sido fermidnicas. Atomos bosonicos (a baixas temperaturas)
podem ser aprisionados por redes 6ticas como observado em [61, 62], formando as cadeias
que podem ser descritas por este modelo.

Aqui consideraremos um modelo mais simples, mas que ja apresenta propriedades
interessantes, como veremos. Nosso sistema é formado por dois 4tomos de spin-1, localiza-
dos em uma rede 6tica. A dinamica de 4tomos bosonicos em redes 6ticas pode ser descrita
pelo chamado modelo de Bose-Hubbard [63]. Redes 6ticas podem ser formadas por lasers
ortogonais, criando pogos de potenciais que podem ser controlados pela intensidade dos
lasers [9,63]. Os atomos encontram-se no regime denominado de Mott, garantindo a exis-
téncia de apenas um atomo por pogo [8]. Cada dtomo pode assumir um dos trés estados
possiveis de spin, —1, 0 ou 1, aos quais associamos os estados |—1) , |0) e |1), respectiva-
mente. Podemos representar o operador hamiltoniano do sistema na forma conhecida como

de Bose-Hubbard [9]
H=J(S;-S2) + K(S1-Ss) + B(S; + S5) (3.37)

sendo J a constante de acoplamento linear e K a constante de acoplamento ndo-linear, en-

quanto S,, é o operador de spin atuando no sitio n. O terceiro termo da equacgdo (3.37) é



3.2. MODELOS PARA CADEIAS DE SPINS 53

referente a presenca de um campo magnético B alinhado na diregdo z, perpendicular a ca-
deia. Por simplicidade, tomaremos J > K fazendo com que a parte nado-linear possa ser

ignorada, o que leva o hamiltoniano a ser escrito na forma [9]
H = J(S1-8S2) + B(S] +535). (3.38)

Escrevendo explicitamente a expressdo acima e assumindo que o termo de acoplamento no

eixo z é muito menor que o termo de acoplamento nos eixos = e y, temos
H = J(S755+5YSY)+ B(S; + 53). (3.39)

A representagao matricial do operador de spin, para o caso de sistemas de spin-1, é

dada por [9]
010
1
S =— ,
\/5 1 01
010
0 —i 0
1
SY=— _ ,
V2 1 0 1
0 7+ 0
1 0 0

00 —1
Por fim, podemos usar os operadores de abaixamento e levantamento definidos, respectiva-

mente, na forma [8]:

S~ = 85" —iSY (3.40)

St = 5% +isY, (3.41)
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para obter o operador hamiltoniano dado da seguinte maneira:

J

H = (87 Sy +SyS5) + B(Si + 55). (3.42)

Os autovalores e autovetores do operador hamiltoniano dado pela equagdo (3.42)

podem ser obtidos analiticamente, sendo dados por [8]:

H|1,1) = 2B|1,1), (3.43)
H|-1,-1) = —2B|-1,-1), (3.44)
Hyy) = 0, (3.45)
Hly) = %(—zBiJ)\¢§>, (3.46)
Hs) = S@BxI)]), (3.47)
+ _ i +
Hly) = iﬁ\¢4>. (3.48)
e
W) = = (-1 - =11, (3.49)
5) = S=(0,-1) £ |-1,0)). 3.50)
1
+ = R
‘\113> - \/§(|170>i|071>>7 (351)
oo L T
Uy) = \/5\ 1,1)i]0,0>+\/§]1, 1). (3.52)

Quando o sistema estd em equilibrio térmico a uma dada temperatura 7', podemos

representar o operador densidade do sistema como [9]:

p(T) = % > e T |) (i (3.53)

)
H ~ .
sendo |¢;) os autovetores correspondente aos autovalores £; e Z = Tre™ 7 a fungdo de parti-

¢do, considerando k, = 1. Utilizando os autovalores e autovetores calculados anteriormente,
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podemos encontrar o operador densidade para o sistema dado por:
]_ —2B
p(T) = {1 (] + () -1, -1) (-1, -1 (3.54)

+ e L 1) (1, 1] 4 el F) o) (U]

+ e ) |0y ) (W | + ) | (|

©oEE) [y (| + e CF) u) (w |
) 1oy (o)),

com a funcdo de partigdo Z = 1 + 2cosh (22) + 4 cosh (£) cosh <%> + 4 cosh (%) e 0s

valores de m e n dados por m = 2~ e n =

]ls

Sistemas descritos pelo modelo de Bose-Hubbard predizem transicdo de fase entre
as fases superfluida (SF) e isolante de Mott (IM) [63]. A fase SF é caracterizada por uma
ocupacdo desigual dos sitios da rede e por uma grande flutuagdo do ntiimero de ocupagdo
dos sitios. J4 a fase IM é caracterizada por uma pequena flutua¢do do ntimero de ocupagdo
dos sitios e por uma igualdade da quantidade de 4&tomos em cada sitio da rede.

No entanto, esta transicdo ocorre para um grande ntiimero de 4tomos e 0 nosso sis-
tema possui apenas dois 4tomos, ndo apresentando portanto essa transi¢do. O que ocorre
aqui é uma transicdo da fase anti-ferromagnética, quando os spins estdo paralelos e apon-
tando em sentidos diferentes (com relagdo ao campo magnético externo de referéncia), para
a fase ferromagnética, em que os spins continuam paralelos mas agora apontando no mesmo
sentido. A constante de troca J é a responsdavel pela transi¢do de fase. Quando temos J > 0
o sistema estd na fase anti-ferromagnetica e quando J < 0 o sistema encontra-se na fase

ferromagnética [9].



Capitulo 4

CorrelacOes quanticas e cadeias de spins

Neste capitulo apresentamos estudos sobre o comportamento das correlagdes quan-
ticas, como medidas pelo emaranhamento e pela incerteza quantica local, nas cadeias de
spins discutidas no capitulo anterior, a saber, as cadeias fermidnicas descritas pelos modelos
XY e XYT, bem como para um modelo bosonico de spin-1. Nosso principal interesse aqui
é na regido de criticalidade, onde a transicdo de fase ocorre. Também apresentamos uma
discussdo sobre resultados obtidos na literatura para a discérdia quantica nesses modelos.
Como veremos, os resultados aqui mostrados claramente revelam que correla¢des quanti-
cas sdo uma ferramenta extremamente 1til para o estudo de fendmenos criticos na fisica de

muitos corpos.

41 Modelo XY

O modelo matematico aqui utilizado estd descrito na se¢do 3.2.2. O operador hamil-

toniano que representa este sistema é dado pela equagao (3.30):

L+7\ . . l—~
Hxy = —Z{( ) g J+1+<T> o ]H—i—/\a}

Esse modelo possui uma transi¢cdo de fase quantica de segunda ordem que ocorre

56
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quando atingimos o ponto critico A, = 1, que separa os comportamentos ferromagnético
e paramagnético que o sistema pode assumir. As préximas duas subsec¢des consideram o
comportamento do emaranhamento e da incerteza quantica local, LQU, respectivamente,

para este modelo.

41.1 Emaranhamento

Este tipo de correlacdo foi estudado, para este modelo, nas referéncias [13, 15, 18].
Apresentaremos, aqui, as principais conclusdes obtidas nestas referéncias.

Considerando o estado reduzido de dois spins desta cadeia, como mostrado no ca-
pitulo anterior, procederemos com o estudo do emaranhamento, como calculado pela con-
corréncia [45]. Vamos considerar o seguinte intervalo de varia¢do para os parametros fisicos
do modelo: v € [0,1] e A € [0, 2]. Consideraremos a temperatura nula. Isto é, o estado funda-
mental da cadeia completa é o estado térmico a temperatura zero, e o estado reduzido dos
dois spins é entdo o trago parcial deste estado global sobre todos os qubits, menos os dois
considerados.

Na figura 4.1 apresentamos o comportamento do emaranhamento quando conside-
ramos os primeiros vizinhos da cadeia.

Percebe-se que o emaranhamento apresenta um rapido decaimento nas proximida-
des do ponto critico do sistema e torna-se descontinuo em \ = 1 para valores do parame-
tro de anisotropia, v, préximos de zero. Por outro lado, tem um comportamento continuo
quando 7 assume valores mais elevados. Podemos notar também que o emaranhamento
apresenta comportamentos diferentes com relacdo a variagdo de y em fases distintas. Para o
intervalo 0 < A < 1 o emaranhamento cresce com o aumento de -y, comportamento contrario
ao observado para o intervalo 1 < A < 2, em que o emaranhamento decresce com o aumento
de ~.

Como ressaltado anteriormente, esperamos que as correlagdes apresentem um com-
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Emaranhamento
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Figura 4.1: Emaranhamento, considerando os primeiros vizinhos, como fun¢ao dos parame-

tros v e A para o modelo XY, para temperatura 7' = 0.

portamento de longo alcance na regido critica, isto é, esperamos que spins distantes ainda
mantenham correlagdo. Para investigarmos essa expectativa, nas figuras 4.2, 4.3 e 4.4 mos-
tramos o comportamento do emaranhamento considerando os segundos, terceiros e quartos
vizinhos da cadeia. Os n-ésimos vizinhos da cadeia sdo aqueles que distam nb um do outro,
sendo b o parametro de rede.

Nota-se que o decaimento no ponto de criticalidade se mantém quando tomamos
vizinhos mais distantes que os primeiros. No entanto, ocorre um decrescimento conside-
réavel no valor do emaranhamento. Quanto mais distantes estiverem os spins, mais préximo
de zero estara o valor do emaranhamento. Para os terceiros e quartos vizinhos, temos que
considerar também o valor da constante de anisotropia do sistema, pois, nesses casos, s6
h& emaranhamento para valores de v préximos de zero, mostrando que o emaranhamento
é fortemente influenciado pela distancia entre os sitios, ndo concordando com o comporta-
mento apresentado pelo comprimento de correlagdo, que é de longo alcance. Tal fato indica

uma diferenca clara entre estes dois tipos de correlagdes, e também revela que o emaranha-
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Figura 4.2: Emaranhamento, considerando os segundos vizinhos, como fun¢do dos parame-

tros v e A para o modelo XY, para temperatura 7' = 0.
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Figura 4.3: Emaranhamento, considerando os terceiros vizinhos, como fun¢do dos parame-

tros v e A para o modelo XY, para temperatura 7' = 0.

mento é um tipo mais fragil de correlagéo.

Podemos dizer que o emaranhamento é um bom indicador da transi¢do de fase
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Figura 4.4: Emaranhamento, considerando os quartos vizinhos, como func¢do dos parame-

tros v e A para o modelo XY, para temperatura 7' = 0.

quantica nesse modelo quando estivermos tratando do emaranhamento entre os primeiros
vizinhos, para valores de v préximo de zero. Porém, quando consideramos emaranhamento
entre vizinhos mais distantes, temos dificuldades em identificar a transi¢do devido ao rdpido
decaimento do emaranhamento, bem como sua nulidade para constantes de anisotropias
7 ~ 1 para os primeiros vizinhos, acima de v = 0.5, para o emaranhamento entre os terceiros
vizinhos e v ~ 0.3, para o caso do emaranhamento entre os quartos vizinhos.

Vamos agora considerar o comportamento de outro tipo de correlacdo quantica,

como medido pela incerteza local quantica, LQU.

412 LQU

Um estudo da LQU para o modelo XY pode ser encontrado na referéncia [59].
Consideramos aqui a mesma faixa de variacdo dos parametros do sistema que foram
consideradas na se¢do precedente, bem como temperatura nula. Utilizamos a forma fechada

apresentada na segdo 2.3.2 para a construcdo dos gréficos apresentados, considerando a cor-
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relacdo entre os primeiros, segundos, terceiros e quartos vizinhos, da mesma maneira que
procedemos no caso do emaranhamento.
Na figura 4.5 podemos ver o comportamento da LQU considerando a interagdo en-

tre os primeiros vizinhos da cadeia quando variamos os parametros do sistema.

0.4
0.35
0.3

0.25

0.2

LQu

Figura 4.5: Incerteza quantica local, considerando os primeiros vizinhos, como fungdo dos

parametros v e A para o modelo XY, para temperatura 7" = 0.

Notemos que, no ponto de criticalidade do modelo, A\. = 1, a LQU apresenta uma
grande variacdo no seu valor, apresentando des-continuidade nessa regido. Devido a essa
descontinuidade esperamos que a derivada da LQU nos forneca uma fung¢do que possua
uma divergéncia nesse ponto, sinalizando a transi¢do de fase quéantica. A referéncia [59]
apresenta um estudo sobre a LQU juntamente com o comportamento de sua primeira deri-
vada com respeito a A\. A derivada da LQU entre os primeiros sitios vizinhos apresenta um
comportamento divergente sob a linha de transi¢do de fase, podendo ser considerada como
uma boa identificadora da transicdo de fase quantica que ocorre nesse sistema [59].

Para analisarmos o comportamento de longo alcance da LQU, consideremos a inte-

ragdo entre vizinhos mais distantes. Tal comportamento para os segundos, terceiros e quar-
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tos vizinhos sdo apresentado nas figuras 4.6, 4.7 e 4.8, respectivamente.

0.4

Figura 4.6: Incerteza quantica local, considerando os segundos vizinhos, como fun¢do dos

parametros v e A para o modelo XY, para temperatura 7' = 0.

LQu

Figura 4.7: Incerteza quéntica local, considerando os terceiros vizinhos, como fungdo dos

parametros v e A para o modelo XY, para temperatura 7' = 0.
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0.4

LQu

Figura 4.8: Incerteza quantica local, considerando os quartos vizinhos, como fungdo dos

parametros v e A para o modelo XY, para temperatura 7" = 0.

Podemos notar que o comportamento da LQU é similar em todos os casos, pos-
suindo uma descontinuidade no ponto de transi¢do de fase. A primeira derivada da LQU
também apresenta divergéncia para quando tomamos vizinhos mais distantes [59]. Por-
tanto, a transi¢do de fase quantica desse modelo pode ser estudada através do comporta-
mento da LQU (e de sua primeira derivada) entre os spins vizinhos da cadeia. Temos tam-
bém uma grande diferenga entre as correla¢des nas diferentes fases que o sistema pode estar
mostrando que ha um grande crescimento da correlagdo quantica na transi¢do de fase.

Diferentemente do que ocorre com o emaranhamento, a LQU é uma boa quantidade
para a identificacdo da transi¢do de fase para todos os valores de 7y e ndo tem um decaimento
muito grande quando tomamos os vizinhos mais distantes. Isso, além de mostrar uma das
diferengas entre estes dois tipos de correlacdo quantica, emaranhamento e LQU, também
indica que a LQU é mais robusta e apresenta comportamento compativel com o do com-
primento de correlacdo, sendo de longo alcance, indicando que o sistema, na regido critica,

estd fortemente correlacionado também no nivel quantico. Portanto, podemos considera-la
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como uma boa indicadora de transi¢do de fase quantica para esse modelo, tanto devido a
grande diferenga entre as correlagdes nas diferentes fases, quanto com rela¢do ao ndo desa-
parecimento para vizinhos mais distantes.

Célculos da discérdia quéntica para este modelo considerando primeiros, segundos,
terceiros e quartos vizinhos foram apresentados nas referéncias [18,19]. Nesses trabalhos
sdo apresentados o comportamento da discérdia quantica com a variacdo dos parametros
v € [0,1] e A € [0,2], considerando também temperatura nula, e variando a distancia entre
os sitios. Os resultados apresentados mostram que a discérdia tem um pequeno decréscimo
com o aumento da distancia entre os sitios e que hd uma grande diferenca entre a correlagdo
nas regides A > 1 e A < 1, o que faz com que o comportamento da discérdia seja similar
ao comportamento da LQU, diferente entdo do emaranhamento. Além do mais, no ponto
critico do sistema temos uma taxa méxima de crescimento dessa func¢do. Portanto, a medida
da discérdia nesse modelo é, também, considerada como um bom identificador de transicao
de fase quantica.

Na préxima se¢do veremos o que ocorre com essas medidas de correlagdo quantica
quando adotamos um modelo um pouco mais geral que o XY/, a cadeia de spin 1/2 com

interacdo entre trés spins vizinhos, o modelo XY7.

4.2 Modelo XYT

Nessa secdo, apresentamos os resultados para as correlagdes quénticas no modelo

apresentado na sec¢do 3.2.1. O operador hamiltoniano que descreve esse modelo é dado pela

{(T) ojoi .+ (T) ojod + )\aj}

zZ T Y z Y
Q (Uj_laj Ojt1 + 0;_10; 0j+1) .

equagdo (3.7):
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Mais uma vez considerando um operador densidade reduzido de dois spins da ca-
deia. Consideraremos novamente a LQU, o emaranhamento e a discérdia quantica.

Para este modelo, a LQU foi estudada na referéncia [59]. Um estudo sobre a discér-
dia quantica pode ser encontrada na referéncias [20] e a referéncia [15] apresenta um estudo

sobre o emaranhamento entre dois sitios desta cadeia.

42.1 LQU

Aqui calculamos a LQU para o modelo descrito na secdo 3.2.1. Esse modelo se di-
ferencia do modelo XY devido a intera¢do entre trés spins, enquanto o modelo XY apre-
senta apenas interacdo entre pares de spins. A intensidade dessa interacdo é governada pelo
parametro . Quando tomamos o = 0 recaimos no caso da cadeia de spin descrita pelo
modelo XY. Calculamos a LQU variando os valores dos parametros A e o no intervalo
0,2], mantendo a temperatura nula e o valor de v = 0.5 fixo. Os cdlculos foram realizados
considerando uma cadeia finita, com N = 2000 spins.

O comportamento da LQU considerando os primeiros vizinhos apenas, isto é, to-
mando dois spins separados por uma distancia igual ao pardmetro de rede, é apresentado
na figura 4.9.

Podemos perceber que ha um crescimento stbito do valor da LQU em uma deter-
minada faixa de valores para a e \. Para entender o que ocorre nessa regido, vamos recorrer
a figura 4.10 que representa o diagrama de fase para o modelo XY7T em funcdo de a e .

O diagrama de fase nos mostra que esse sistema possui trés fases para os intervalos
considerados dos pardmetros o € [0,2] e A € [0, 2], as fases spin-liquido I (SL1) e spin-liquido
IT (SL2) bem como uma fase ferromagnética [60]. Comparando o diagrama apresentado
aqui com os resultados obtidos para a LQU, podemos perceber que a mudanga brusca no
comportamento da correlacdo quéntica ocorre nas proximidades da linha de transicdo de

tase do sistema, tanto da linha de transigdo entre as fases ferromagnética-SL1 quanto para
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0.4

0.35

Figura 4.9: LQU considerando os primeiros vizinhos, como func¢do dos parametros a e J,

para o modelo XYT com N = 2000 spins, temperatura” = 0ey = 0.5.
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Figura 4.10: Diagrama de fase para o modelo XYT" [60].

a proximidade da linha de transicdo entre as fases SL1-SL2. Isso nos mostra que a LQU
claramente muda de comportamento quando atravessa uma linha critica.

Agora nos perguntamos se a LQU apresenta, neste caso, 0 mesmo comportamento
de longo alcance observado para o modelo XY'. Para responder a essa pergunta, mostramos
o comportamento da LQU para os segundos, terceiros e quartos vizinhos nas figuras 4.11,

4.12 e 4.13, respectivamente.
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LQu

Figura 4.11: LQU considerando os segundos vizinhos, como fun¢do dos parametros « e A,

para o modelo XY7T' com N = 2000 spins, temperatura 7 = 0 e y = 0.5.
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Figura 4.12: LQU considerando os terceiros vizinhos, como fung¢do dos parametros o e A,

para o modelo XY7T com N = 2000 spins, temperatura 7' =0 ey = 0.5.

Podemos perceber que o comportamento da LQU, quando tomamos vizinhos mais

distantes, se mantém qualitativamente inalterado, assim como ocorre para o comportamento
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Figura 4.13: LQU considerando os quartos vizinhos, como fungdo dos parametros « e A,

para o modelo XY7T' com N = 2000 spins, temperatura 7 = 0 e y = 0.5.

da LQU para o modelo XY, ou seja, a LQU nédo sofre forte influéncia da distancia entre os
sitios para o qual estd sendo calculada. Importante citarmos aqui que o comportamento
qualitativo da LQU para qualquer distancia entre os sitios também néo sofre influéncia do
valor do pardmetro de anisotropia do sistema, portanto, para qualquer valor de v a LQU terd
um comportamento similar. O mesmo ocorre quando variamos o tamanho da cadeia, como
podemos ver na figura 4.14, onde estamos considerando a LQU entre os primeiros vizinhos
para uma cadeia de tamanho N = 100 spins. Notamos que o comportamento é similar ao
apresentado na figura 4.9 que representa a mesma medida para uma cadeia de N = 2000
spins. Isso nos diz que, também neste modelo, os spins estdo fortemente correlacionados,
na regido de transigdo de fase, também no sentido quantico.

Portanto, a correlagdo quantica medida através da LQU pode ser tomada como uma
quantidade ttil para o estudo do comportamento critico de sistemas descritos pelo modelo
XYT a temperatura nula, para cadeias finitas e diversos valores da anisotropia, tendo em

vista que a mudancga quantitativa dessa medida é abrupta nas proximidades das linhas de
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LQu

Figura 4.14: LQU considerando os primeiros vizinhos, como func¢do dos parametros « e A,

para o modelo XYT com N = 100 spins, temperatura 7’ = 0 e y = 0.5.

transicdo de fase, linhas criticas do modelo, bem como para diferentes distancias entre os
sitios considerados.

No trabalho [59], os autores apresentam o comportamento da primeira derivada da
LQU para o modelo XYT quando variamos os parametros « e A. Foi considerada uma ca-
deia de tamanho N = 2000 spins, a temperatura nula, e v = 0.5. Percebe-se que a primeira
derivada da LQU tem um comportamento divergente quando o sistema sofre transicdo de
tfase, o que era esperado, pois a variagdo da LQU nessa regido é muito grande, como vemos
nas figuras acima. Esse comportamento se mantém para diferentes tamanhos de cadeias,
diferentes valores de 7 e para diferentes distancias entre os sitios, uma vez que o compor-
tamento da LQU néo é alterado sob mudangas desses parametro. Isso indica que o sistema
esta fortemente correlacionado nas regides criticas. A derivada da LQU é tida, entdo, como
uma identificadora da transi¢do de fase quantica nesse sistema, devido a essa divergéncia.

Outras medidas de correlagdo quantica tem sido estudadas nesse sistema. Pode-

mos citar a referéncia [15] onde os autores apresentam um estudo do emaranhamento neste
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sistema, como medido pelo emaranhamento de formagdo (EoF), para calcular o emaranha-
mento entre sitios vizinhos. Foi considerada uma cadeia de spins de tamanho N = 2001,
parametro de anisotropia 7 = 0.5 e temperatura nula. O EoF foi calculado em fungdo de o
e A\ variados no intervalo [0, 2]. Os resultados foram semelhantes aos mostrados aqui para
a LQU, isto é, o emaranhamento apresenta mudangas stibitas nas regides onde ocorrem as
transi¢des de fase do sistema. Além disso, é mostrado que a derivada do EoF tem um com-
portamento divergente quando o sistema estd na linha de transi¢do, assim como ocorre com
a derivada da LQU. O comportamento do EoF e de sua primeira derivada também néo
variam qualitativamente com crescimento da cadeia ou com a mudanga na anisotropia do
sistema. Portanto, pode-se considerar o emaranhamento como uma boa ferramenta no es-
tudo da regido critica desse sistema, uma vez que sua derivada também é uma indicadora
da transicdo de fase quantica para o modelo XYI" para os varios valores de N e v, devido
sua divergéncia.

O comportamento da discérdia quantica para uma cadeia XYT foi apresentado na
referéncia [20]. O célculo foi feito para uma cadeia com N = 2001 spins, adotando v = 0.5
e variando os parametros o e A e, tomando A = 0, variando-se « e . Para os dois casos
a discérdia apresentou uma mudanga brusca nas regides onde o sistema passava por uma
transicdo de fase, assim como as outras medidas citadas até aqui. No entanto, a diferenca do
comportamento da discérdia com relagdo ao comportamento do EoF e da LQU é que, para
o caso onde foi assumido A = 0, a discérdia apresentou uma singularidade que esta relaci-
onada a uma transicdo de fase de primeira ordem. J4 sua primeira derivada com relagao ao
parametro ) e a segunda derivada com relagdo ao parametro vy possuem comportamentos
divergentes quando tomamos o limite termodindmico. O comportamento da discérdia e de
suas derivadas sdo entdo ferramentas bastante tteis para o estudo e identificacdo da regido
critica de sistemas descritos por esse modelo.

Portanto, temos que, para o modelo de cadeia de spin XYT, as medidas de corre-

lagdo adotadas aqui se mostraram boas indicadoras das regides criticas do sistema, assim
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como suas derivadas, que divergem nas linhas criticas.

4.3 Spinl

Nesta tiltima sec¢do trataremos da cadeia bosonica definida na secédo 3.3.3. O opera-

dor hamiltoniano que descreve esse sistema é dado pela equgédo (3.39)
H = J (5755 + S{SY)+ B(S;+53). (4.1)

Apresentaremos os resultados obtidos para os comportamentos do emaranhamento
e da LQU. Além disso, discutiremos, também, os resultados obtidos para a discérdia quan-
tica. O estudo sobre o emaranhamento foi apresentado na referéncia [8] enquanto o resul-

tado para a LQU é inédito.

4.3.1 Emaranhamento

Estamos considerando um modelo de cadeia de spin-1 com dois spins. Esse modelo
possui uma transi¢do de fase que leva o sistema da fase ferromagnética para a fase antiferro-
magnética, ocorrendo quando variamos a constante de troca J entre os dois spins. O ponto
critico se d4 quando J = 0, separando os regimes J > 0 (fase antiferromagnética) e J < 0
(fase ferromagnética) [9].

Para calcular o emaranhamento nesse modelo utilizamos a medida de negatividade
e variamos os parametros B (campo magnético) e 1" (temperatura) nos intervalos [0, 1], es-
colhendo diferentes valores de J.

Na figura 4.15 apresentamos o comportamento do emaranhamento entre os dois
atomos da cadeia. Notemos que o emaranhamento sofre forte influéncia da temperatura e
do campo magnético, decaindo com o aumento do campo e da temperatura. No entanto,
para temperaturas muito baixas, da ordem de 7' = 0.01, o emaranhamento tem um compor-

tamento diferente com relacdo ao campo magnético. Para esses valores de temperaturas, o
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emaranhamento atinge um valor constante, e méximo, para valores do campo entre 5 = 0
e B =~ 0.2. Quando B atinge o valor aproximado de 0.2, o emaranhamento sofre um decai-
mento stbito, tornando-se constante novamente para o intervalo entre B ~ 0.3 e B ~ 0.5,

onde ocorre outro decaimento stibito, que leva o emaranhamento a zero.

SRR
R
Sk

Figura 4.15: Variagdo do emaranhamento com o campo magnético e com a temperatura para

o modelo de cadeia de spin 1 com J = 1.

Podemos observar esse comportamento com mais clareza na figura 4.16, onde apre-
sentamos o emaranhamento em funcdo do campo magnético para valoresde J = 1e T =
0.01.

Para os outros valores de temperatura, como por exemplo 7' = 0.1, como mostrado
na figura 4.17 e T' = 0.3 como mostrado na figura 4.18, temos sempre um decaimento da
LQU quando o valor do campo magnético aumenta.

Foi encontrado também o comportamento do emaranhamento em funcdo de B e T’
para diferentes valores de J. Apresentamos, nas figuras 4.19 e 4.20, a variagdo do emara-
nhamento como fung¢do dos parametros B e T, para os valores de J = 5 e J = 10, respecti-

vamente.
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Figura 4.16: Variacdo do emaranhamento com o campo magnético para o modelo de cadeia

despinlcom J=1e7T =0.01.
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Figura 4.17: Variagdo do emaranhamento com campo magnético para o modelo de cadeia

despinlcom J=1eT =0.1.

Percebe-se que o emaranhamento continua a sofrer um decaimento com o aumento

da temperatura, porém de forma mais suave e passa a sofrer pouca influéncia do campo
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Figura 4.18: Variagdo do emaranhamento com o campo magnético para o modelo de cadeia

despinlcom J=1eT =0.3.
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Figura 4.19: Variacdo do emaranhamento com o campo e com a temperatura para o modelo

de cadeia de spin 1 com J = 5.

magnético. Quanto maior o valor de J, menor serd a influéncia do campo magnético no

comportamento da correlagdo e mais suave serd o decaimento dessa correlagdo com a tem-
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Figura 4.20: Variagdo do emaranhamento com o campo e com a temperatura para o modelo

de cadeia de spin 1 com J = 10.

peratura. O comportamento contrario pode também ser observado. Quando tomamos um
valor muito pequeno para J, observamos que o emaranhamento sofre muita influéncia do
campo magnético e da temperatura. Podemos observar isso na figura 4.21, que nos mostra
que, para J = 0.01, temos que o emaranhamento entre os dois spins estd presente somente
para valores muito baixos de B e T'. Quando usamos o valor critico J = 0, o emaranhamento
torna-se nulo. Portanto, podemos identificar a transigdo de fase do modelo utilizando esse
comportamento do emaranhamento. Além disso, quando tomamos valores de J mais eleva-
dos, fazemos com que o emaranhamento entre os spins torne-se mais resistente aos efeitos
da temperatura e do campo magnético.

Portanto, o emaranhamento é fortemente influenciado pela temperatura e pelo campo
magnético neste sistema, decaindo com seu crescimento. No entanto, a escolha do valor da
constante de troca do sistema também tem grande influéncia no comportamento do ema-
ranhamento, nesse caso, quanto maior for o valor da constante de troca, menos influéncia

dos parametros B e T' o emaranhamento sofrerd. Esse é um comportamento esperado, pois
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Figura 4.21: Variagdo do emaranhamento com o campo magnético e com a temperatura para

o modelo de cadeia de spin 1 com J = 0.01.

conforme a forca da interagdo entre os spins aumenta, a for¢a das correla¢gdes também deve
aumentar.

A seguir, apresentamos os resultados referentes a LQU para este modelo.

4.3.2 LQU

Aqui apresentamos os célculos da LQU entre as duas particulas desse sistema. Para
isso, utilizamos a forma fechada apresentada na segdo 2.3.2, considerando d; = d, = 3. O
comportamento da LQU foi obtido para os parametro .J e 7' variando nos intervalos [—10, 10]
e [0, 2], respectivamente.

Na figura 4.22 é mostrado o comportamento da LQU quando consideramos B = 0.

Percebemos que, para temperaturas préximas de zero, a LQU possui comporta-
mento constante em duas regides, separadas pelo valor de J = 0. Nesse ponto, a LQU
sofre uma mudanga brusca em seu valor, levando-a de seu maximo para seu minimo valor.

Para valores mais elevados de temperatura, o comportamento é mais suave quando néo es-
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Figura 4.22: Variacdo da LQU com a constante de troca J e com a temperatura para o modelo

de cadeia de spin 1 com B = 0.

tamos proximo do ponto de transicdo de fase J = 0. Na linha definida por J = 0, a LQU
assume o valor maximo para cada valor de temperatura. Essa linha é a linha de transigdo de
fase do sistema.

Para outros valores de campo magnético, a LQU apresenta mudancas subitas de
comportamento para baixos valores de temperatura. As figuras 4.23 e 4.24 mostram o com-

portamento da LQU quando tomamos os valores do B = 0.5 e B = 1, respectivamente.
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Figura 4.23: Variacdo da LQU com a constante de troca J e com a temperatura para o modelo

de cadeia de spin 1 com B = 0.5.

Figura 4.24: Variacdo da LQU com a constante de troca J e com a temperatura para o modelo

de cadeia de spin 1 com B = 1.

Podemos perceber que o aumento do valor de B ndo tem grande influéncia no
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comportamento da LQU quando ndo estamos a considerando temperaturas muito baixas
(T" = 0), uma vez que o comportamento nessas regides mantem-se similar. No entanto, nas
proximidades de 7" = 0, a LQU assume um comportamento que possui variagdes muito
drésticas. Como podemos ver em 4.23 e 4.24, a fun¢do passa por decaimentos stbitos e por
regides de estabilidade. Importante notarmos que a LQU ndo assume valores nulos, dife-
rentemente do que ocorre com o emaranhamento, mesmo com o aumento da temperatura.
Isso nos indica que a LQU pode ser uma melhor ferramenta para o estudo da criticalidade
neste tipo de sistema.

Fizemos também a andlise da LQU quando sao variados o campo e a temperatura no
intervalo [0, 1]. Escolhemos trés valores de .J para fazer essa andlise. A figura 4.25 apresenta

o comportamento da LQU quando tomamos J = 1.
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Figura 4.25: Variagdo da LQU como funcdo de B e T" para o modelo de cadeia de spin 1 com

J =1

Podemos observar que a LQU apresenta um comportamento similar ao apresen-
tado pelo emaranhamento, quando tomamos o valor J = 1, como mostrado na figura 4.15,

inclusive nas regides onde a funcdo se mantém constante e onde sofre os decaimentos, a
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temperaturas muito baixas. No entanto, enquanto o emaranhamento assume valores pro-
ximos de zero para temperaturas e campos elevados a LQU néo se anula, indicando que o

sistema encontra-se quanticamente correlacionado.

Nas figuras 4.26 e 4.27 apresentamos o comportamento da LQU para os valores de

J = 5e J = 10, respectivamente.
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Figura 4.26: Variagcdo da LQU como fungdo de B e T para o modelo de cadeia de spin 1 com

J =5.

Notemos que a LQU ndo sofre muitas variagdes com relagdo ao aumento do campo
magnético conforme aumentamos o valor J, e que decai com a temperatura de maneira su-
ave, da mesma forma que acontece com o emaranhamento, ou seja, a LQU também torna-se
mais robusta aos efeitos externos quando aumentamos os valores da constante de troca en-
tre os &tomos. Pudemos notar entdo que emaranhamento e LQU possuem comportamentos
semelhantes para esse sistema, com a diferenca que o emaranhamento é mais sensivel a
varia¢Oes dos parametros do sistema.

A ref. [9] faz um estudo sobre a discérdia quantica e sobre o emaranhamento nesse

modelo. Os resultados apresentados pelos autores mostram que o comportamento da dis-
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Figura 4.27: Variagdo da LQU como fungdo de B e T" para o modelo de cadeia de spin 1 com

J = 10.

cérdia é similar ao comportamento apresentado pelo emaranhamento, com rela¢do aos para-
metros 7" e J, sofrendo um decaimento com o crescimento do valor de 7', e adquirindo uma
maior resisténcia aos efeitos da temperatura quanto maior for o valor de J. Nesse trabalho
ndo sdo apresentados os comportamentos dessas quantidade em func¢do do campo magné-
tico. Foi observado que o emaranhamento é mais sensivel aos efeitos da temperatura que
a discordia quantica (assim como o observado aqui com rela¢do a LQU) e que o emaranha-
mento torna-se nulo para a regido critica do sistema, diferentemente da discérdia, que tem
um decaimento abrupto nessa regido, mas nao se anula.

De maneira geral, podemos dizer que as correlagdes quanticas sdo ferramentas tteis
para a investigacdo dos fendmenos criticos do presente modelo, com a LQU (bem como a
discérdia) apresentando comportamento mais robusto que o emaranhamento, tornando-as

candidatas naturais para estudos futuros.



Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Nesse trabalho nos propormos a estudar correlagdes quénticas em sistemas forma-
dos por cadeias de spins que possuem comportamento critico para determinados valores
dos parametros caracteristicos de cada sistema. Embora também discutimos a discérdia
quantica, nosso foco foram nas correlagdes como quantificadas pelo emaranhamento e pela
incerteza local quantica (LQU). Utilizamos essas medidas para estudar o comportamento
da correlacdo quantica entre pares de spins dessas cadeias. Consideramos os modelos XY
e XYT, que sdo cadeias anisotrépicas formadas por particulas de spin-1/2 bem como um
modelo de cadeia formada por duas particulas de spin-1.

Para o modelo XY, foram calculadas o emaranhamento e a LQU entre os sitios
vizinhos. Consideramos os primeiros, segundos, terceiros e quartos vizinhos e variamos o
parametro de anisotropia v no intervalo [0, 1] e a forca do campo magnético externo A no
intervalo [0, 2] mantendo a temperatura 7' = 0. Percebemos que tanto o emaranhamento
quanto a LQU sofrem mudangas bruscas nas proximidades do ponto de criticalidade, que
é dado por A\, = 1 para esse modelo. No entanto, uma diferenga importante entre essas
medidas é que a LQU néo sofre grandes mudancas qualitativas e nem quantitativas quando
tomamos vizinhos mais distantes que os primeiros, enquanto o emaranhamento tem um

decaimento expressivo quando calculado entre sitios mais distantes. Isso reflete uma das

82
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diferengas entre estes dois tipos de correlagdo, indicando ainda que a LQU é uma quantidade
mais robusta para o estudo de sistemas criticos.

O LQU também foi calculada para o modelo XY T. Esse modelo difere do modelo
XY pela presenca de interacdo de troca entre trés spins vizinhos, enquanto o modelo XY
admite apenas interacdo de troca entre dois spins. Essa interagdo entre trés spins é regida
pelo pardmetro . Calculamos a LQU para os quatro primeiros vizinhos variando os para-
metros « e A no intervalo de [0, 2], para 7' = 0. Notou-se que a LQU sofre grandes variagdes
em duas regides desse modelo e que essas regides coincidem com as linhas de transi¢des de
tases que ocorrem para os intervalos considerados dos parametros. Nao variamos o para-
metro «y pois as correlagdes ndo sofrem mudancgas qualitativas quando isso é feito, apenas
pequenas mudancas de cardter quantitativo.

Por fim, para o modelo de cadeia bosonica, calculamos o emaranhamento entre as
duas particulas variando o campo magnético B e a temperatura 7', ambos no intervalo de
[0, 1], mantendo o valor de J constante. Os resultados apresentados mostraram que o emara-
nhamento tem um decaimento com o aumento da temperatura e do campo magnético. Um
comportamento interessante aparece quando assumimos o valor 7' = 0.01. Nesse regime
existem dois intervalos em que o emaranhamento do sistema é constante com o crescimento
do campo e decai rapidamente a zero quando atingimos B ~ 0,5. Ja para outros valores
de temperatura o comportamento é decrescente sempre. Estudamos o comportamento do
emaranhamento para diferentes valores da constante de troca .J e percebemos que com o
aumento do valor de J o emaranhamento adquire mais "resisténcia"aos efeitos da tempe-
ratura e campo magnético e, para valores muito elevados de J, como por exemplo J = 10,
o emaranhamento apresenta um decaimento suave com relacdo aos parametros do sistema.
Por outro lado, para valores muito pequenos de J, os efeitos da temperatura e do campo sdo
muito intensos sobre o emaranhamento entre os spins. Para J = 0.01 o emaranhamento s6
toma valores considerdveis (mesmo que pequenos) para B e T proximos de zero.

Além disso, discutimos os resultados obtidos em [18,19] para a discérdia no modelo
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XY, para a discérdia nos modelos XY T [20] e spin-1 [9] e para 0 emaranhamento no modelo
XYT[15].

As correlagdes quanticas sofrem mudangas abruptas no comportamentos nas pro-
ximidade de pontos criticos de sistemas descritos pelos modelos apresentados aqui. Esse
comportamento faz com que as correlagdes quanticas sejam uma boa ferramenta de estudo
de regides criticas do sistemas modelados por cadeia de spin.

A fisica de muitos corpos tem demonstrado renovado interesse nos tltimos anos
devido a aplicacdo de ferramentas advindas da teoria da informagdo ao estudo de proprie-
dades termodinamicas de sistemas criticos. Baseado no estudo preliminar apresentado aqui,
nosso objetivo para o futuro é abordar questdes sobre o processo de termalizagdo nestes sis-
temas. Ap6s um sistema de muitos corpos ser retirado do equilibrio térmico, como ele segue
sua rota de volta ao equilibrio? Sob quais condi¢des um sistema quantico atinge o equilibrio?
Qual o estado que caracteriza este equilibrio? Acreditamos que o estudo do comportamento
das correlagdes quanticas, especialmente a LQU, por estar diretamente relacionada a vari-
ancia de observaveis, possa servir de guia para abordarmos estas e outras questoes ligadas

a termodinamica de sistemas quanticos que apresentam comportamento critico.
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