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Resumo

Este trabalho apresenta sugestoes para aplicagao de atividades em sala de aula rela-
cionadas aos jogos de apostas. Apresentando ainda um contexto histérico do estudo
das Probabilidades e o desenvolvimento do contetido através de simulagoes de jogos,
visando além de aplicar o conteiido, apresentar os riscos do investimento em diversas
situagoes. Para isto, foram apresentados os contetdos, defini¢oes e conceitos de Proba-
bilidade e Analise Combinatoria, bem como a apresentagao das regras e caracteristicas
de jogos de cartas, moedas, dados, par ou impar, loterias e de apostas em jogos online.
Inicialmente sao apresentadas situagoes que podem ser aplicadas a nivel superior e pos-
teriormente sao apresentadas dinamicas de jogos para serem aplicadas em sala de aula
com alunos do Ensino Bésico, através de simulacoes e analise dos resultados obtidos.
Cujo resultado esperado ¢ a compreensao do contetido de probabilidades por parte do
aluno e que eles percebam e facam anélises dos riscos de participacao em atividades

relacionadas as apostas em jogos.

Palavras-chave
Probabilidade. Jogos. Apostas online. Odds.



Abstract

This paper presents suggestions for the application of classroom activities related to
betting games. It also presents a historical context of the study of probabilities and the
development of content through game simulations, in addition to applying the content
and presenting the investment risks in various situations. The contents, definitions
and concepts of probability and combinatorial analysis were presented as well as the
presentation of the rules and characteristics of card games, currencies, dice, odd or
even, lotteries, and betting in online games. Initially, situations are presented that
can be applied at a higher level then later, game dynamics are presented to be applied
in the classroom with elementary school students through simulations and analysis
of the results obtained. The expected result is the understanding of the content of
probabilities on the part of the student and that they perceive and analyze the risks

of participating in activities related to gambling.

Keywords
Probability. Games. Online betting. Odds.



Lista de Figuras

2.1
2.2
2.3
2.4

3.1
3.2
3.3

Valor das apostas e probabilidades de acerto na Mega-sena . . . . . . . 44
Valor das apostas e probabilidades de acerto na Quina . . . . . . . .. 46
Probabilidades de acerto na Lotofacil . . . . . ... ... ... ..... 48
Tiposde Roleta . . . . . . . . . . .. ... . . . 50
Lucro médio do jogador por participagao . . . . . . . .. .. .. .. .. 96
Lucro a longo prazo para ¢ > % ...................... 98

Prejuizo a longo prazo para ¢ < % .................... 98



Sumario

Introducao

1 Probabilidade
1.1 Histéria da Probabilidade . . . . . . . . . . .. ...
1.2  Conceitos Bésicos de Probabilidade . . . . . . . . . . . . .. ... ...

1.2.1
1.2.2
1.2.3
1.2.4
1.2.5
1.2.6
1.2.7

Teoria dos Conjuntos . . . . . . . . . ... .. ... ... ...,
Anélise combinatéria . . . . . .. ... oL
Definicao Cléssica de Probabilidade . . . . . .. . ... ... ..
Definicao Frequentista de Probabilidade . . . . . ... ... ..
Definicao Subjetiva de Probabilidade . . . . . .. .. ... ...
Definicao axiomatica de Probabilidade . . . . . ... ... ...

Probabilidades Condicionais e Independéncia de Eventos . . . .

1.3  Varidveis Aleatorias Discretas . . . . . . . . . .o

1.3.1
1.3.2
1.3.3
1.3.4

Conceito de Variavel Aleatoria Discreta . . . . . . . . . . . . ..
Média e Variancia . . . . . . . . ...
Propriedades da Variavel Aleatoria Discreta . . . . . . ... ..

Lei Forte dos Grandes Nimeros . . . . . . . . . . .. . ... ..

2 Probabilidades associadas a jogos
2.1 Loterias . . . . . . . .. e

2.1.1
2.1.2

2.2 Roleta

Historia dos Jogos de Loteria . . . . . . ... .. .. .. ....
Como funcionam os Jogos de Loteria . . . . . .. .. ... ...
2.1.21 Mega-sena . . . . . ...
2.1.22 Quina . . . ...
2.1.23 Lotofacil . . . . . . . ..

17

19
19
21
21
23
26
28
29
30
32
35
36
36
37
39



2.2.1 Historia dos jogos de Roleta . . . . . . .. .. ... ... .. .. 49

2.2.2  Como funcionam os jogos de Roleta . . . . . .. ... ... ... 50

2.3 Cartas . ... 54
2.3.1 Historia dos jogos de cartas e origem do baralho . . . . . . . .. 55
2.3.2 Poquer . . . ... %)
2.3.2.1 Historia do Poquer . . . . . .. ... ... 5%}

2.3.2.2 Como funcionam os jogos de Poquer . . .. .. .. .. 56

2.3.3 Blackjack (Vintee Um) . .. .. .. .. ... .. ... ... 59
2.3.3.1 Historia do Blackjack . . . . . . .. ... .. ... ... 5%¢)

2.3.3.2 Como funcionam os jogos de Blackjack . . . . . .. .. 59

24 Moedas . . ... 61
2.4.1 Historia das Moedas . . . . . .. .. ... L. 61
2.4.2 Curiosidade: Aplicacao dos Jogos de Moedas no futebol . . . . . 62
2.4.3 Como funcionam os jogos de Moedas . . . . . . ... ... ... 63

25 Dados . . ... 64
2.5.1 Historia dos jogos de Dados . . . . . .. ... ... ... ... 64
25.2 Craps . ... 65
2.5.2.1 Historiado Craps. . . . . . .. ... ... ....... 65

2.5.2.2  Como funcionam os jogos de Craps . . . . . ... ... 65

2.6 Apostas online em jogos esportivos . . . . . .. ... 70
2.6.1 Historia das apostas em jogos esportivos . . . . . ... ... .. 71
2.6.2  Como funcionam as apostas online em jogos esportivos (futebol) 72
2.6.2.1 O que sdo odds (cotagoes) e como calcular? . . . . . . 73

2.6.2.2 Tiposdeapostas . . . . . ... ... ... ... 74

2.6.2.3 Apostas online em partidas de jogos de futebol. . . . . 81

2.6.2.4 Probabilidade em partidas de Futebol . . . .. .. .. 88

3 Propostas de aplicacoes de Probabilidade em situagoes de jogos 95
3.1 Dados . . . .. 95
3.2 Loteria . . . . . . . . e e 101
3.3 Roleta . . . . . o 103
3.4 Apostasonline . ... ... ... 105
3.5 Método Martingale . . . . . .. ... oL 108

15



4 Probabilidade no Ensino Médio

4.1 Parametros Curriculares . . . . . . . .. ..

4.2  Aplicagoes da Probabilidade relacionada aos jogos no Ensino Médio . .

421 Jogodedado ... ... .......
4.2.2 Jogo Par ou Impar . ... ... ...
4.2.3 Loteria: Mega-Sena . . . . . ... ..

4.2.4  Simulacao de aposta em jogos online
5 Consideracgoes Finais
Consideragoes Finais

Referéncias bibliograficas

116
116
119
119
123
126
132

137

137

139



Introducao

No decorrer de pouco mais de dez anos atuando como professor do Ensino Basico em
escolas publicas e particulares, pude perceber ao analisar a grade curricular e conver-
sando com outros professores da area de Matemaética, que o conteiido de Probabilidade
¢ quase sempre deixado de lado e muitos alunos obtém pouco acesso a resolucao de
problemas e exercicios dessa disciplina. Muitas vezes a Probabilidade é apresentada
somente na fase final do Ensino Fundamental, mais precisamente no tltimo bimestre
do 99 ano e também na 22 Série do Ensino Médio, onde o contetdo comeca a avan-
car um pouco, porém na maioria das vezes de forma bem superficial, principalmente
na rede publica. Em alguns casos, o contetido é repassado aos alunos apenas com a
apresentacao das formulas, sem contextualizacao, de maneira que muitos alunos sim-
plesmente desistem de buscar o entendimento e analisar situacoes problemas de forma
interpretativa, o que torna o conteiido desinteressante.

Atualmente, principalmente com a estruturagao da Base Nacional Comum Curri-
cular (BNCC), podemos observar avangos e a expectativa é que os estudos da anélise
combinatoria e da probabilidade sejam realizados em todas as séries do Ensino Fun-
damental, através da unidade teméatica “Probabilidades e Estatistica”, o que garante o
contato dos alunos com o contetido, bem como a sua aplicacao.

Dentro dessa perspectiva, surge a proposta de trabalhar a aplicacao teoria da Pro-
babilidade através de Jogos, para atuar de forma ladica, com o intuito de estimular e
aprimorar a compreensao dos alunos diante da apresentacao do contetido, durante o
periodo de estudos na Educacao Basica. A ideia principal é apresentar algumas situa-
coes que envolvam a apostas em jogos, mesmo sabendo que geralmente os alunos nao
podem participar dessas apostas, pois, na pratica, apostar financeiramente em jogos
é considerada uma atividade ilegal para menores de 18 anos. Entretanto, a principal
proposta deste trabalho é apresentar situacoes problemas, cujo objetivo é orientar e

demonstrar que investimentos em apostas aleatorias podem representar alto risco para
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a situacao financeira do individuo. E importante mostrar também que praticamente to-
das as situagoes de apostas em jogos sao acompanhadas por especialistas, cujo objetivo
principal da banca é obter lucro. Por isso, é importante ir além do papel didéatico de
tratar sobre o contetido de Probabilidade, pois cabe ao professor apresentar o contetido
e orientar seus alunos para que possam compreender e inclusive repassar para seus
familiares, visto que muitas pessoas podem nao jogar, mas sempre conhecem alguém
que jogue e essas informagoes sao importantes, pois é necessario ter responsabilidade
ao escolher investir no universo das apostas em jogos de diversas formas.

Dentro deste cenario, é importante que o professor ao ministrar as aulas propostas,
tenha profundo conhecimento sobre a Probabilidade, bem como as normas e regras
para participacao em cada situagao de jogo, conheca suas aplicacoes e seja capaz de
adaptar o nivel de aplicacao do contetdo ao seu respectivo nivel de aprendizado.

Este trabalho foi desenvolvido com o intuito de promover uma interacao entre os
alunos com a Probabilidade e suas aplicacoes através de jogos, principalmente voltado
aos alunos do Ensino Médio, buscando levar a linguagem Matematica e Probabilistica
com mais clareza e de forma conexa, com aplicacoes envolvendo o cotidiano dos alunos
e resolucao de problemas para serem desenvolvidos em sala de aula.

Para realizar este trabalho, desenvolvemos cinco capitulos. No primeiro, apresen-
tamos uma breve introducao sobre a histéria da probabilidade, teoremas e defini¢oes
sobre o contetido e apresentamos ainda os conceitos de analise combinatoria e principios
de contagem, ou seja, neste capitulo é apresentado todo referencial tedrico necessario
para compreender as aplicacoes que serao apresentadas na sequéncia do trabalho. No
segundo capitulo, abordamos a probabilidade associada a jogos, bem como a apresenta-
cao das regras e defini¢oes de cada modalidade especifica de jogo e apostas. No terceiro
capitulo, apresentamos cinco propostas de aplicacoes da probabilidade em situacgoes de
apostas e jogos em nivel de Ensino Superior. No quarto capitulo, a ideia é apresentar
situagoes de apostas e jogos em nivel de Ensino Fundamental e Médio, mostrando pro-
postas para serem aplicadas em sala de aula, com o intuito de desenvolver o conteido
de Probabilidade em Matematica, de forma interativa, buscando a participacao dos
alunos, bem como a sua compreensao de forma pratica e objetiva. Para finalizar, no
ultimo capitulo, a ideia é apresentar as consideracoes finais sobre o trabalho desenvol-
vido e conclusoes sobre a aplicacao dentro do contetido, de acordo com as situacoes

apresentadas.
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Capitulo 1

Probabilidade

1.1 Historia da Probabilidade

A necessidade do ser humano em tratar de problemas do cotidiano tais como, jogos e
seguros pela tentativa de quantificar riscos associados & acidentes, naufragios e mortes
podem ser considerados como fatores pioneiros para o estudo das probabilidades. A
criatividade e o interesse em momentos que proporcionassem o desenvolvimento de
atividades de entretenimento para determinada época, mostrava o caminho para a
procura de objetos que pudessem ser utilizados em determinadas atividades.

Podemos dizer que um dos fatores que levaram ao inicio da Teoria das probabilida-
des, era a realizacao de jogos, visto que desde a civilizacao mais antiga, os jogos eram
uma fonte de entretenimento. Em uma dessas passagens, podemos citar o surgimento
do Astragalo que nos tras uma referéncia do que viria a ser o jogo do dado, segundo
(CALABRIA e CAVALARI, 2013) “No inicio da era pré-Crista os Babilonios, os Egip-
cios, os Gregos e os Romanos usavam o astragalo, para os jogos e as brincadeiras. Este
objeto é considerado o ancestral do dado e continha quatro lados: o concavo, o convexo,
plano e o sinuoso. A pontuacao para cada lado era trés para o lado concavo, quatro
para o lado convexo e um e seis para os outros lados. Os ntimeros dois e cinco eram
omitidos.”

Ainda sobre os jogos e a Teoria das Probabilidades, podemos citar David (apud
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CALABRIA e CAVALARI, 1962, p.6) que sobre essa relacao nos diz que existem alguns
indicios de que os jogos de azar também colaboraram para a origem do pensamento
probabilistico. Estes jogos eram utilizados em cerimonias religiosas e adivinhacoes, e,
também, eram empregados em situacoes de lazer, passando a ser uma recreacao na
civilizagao romana quando a Europa estava sob seu dominio.

Como podemos ver, estudos e pesquisas sobre a teoria das probabilidades nao ha-
viam sido aprimorados até o momento. Nao havia registros de pesquisa mais elaborada
sobre o assunto, somente dados e relatos de situagoes que podem ter levado a refle-
xao sobre uma possivel elaboracao do que posteriormente iremos tratar de teoria das
probabilidades.

A partir deste momento podemos observar que os primeiros calculos probabilisti-
cos foram realizados por estudiosos italianos dos séculos XV e XVI, dentre os quais
destacamos frei Luca Pacioli (1445 - 1517), Niccolo Fontana, mais conhecido como
Tartaglia (1499 - 1557) e Girolamo Cardano (1501 - 1576). Eles realizaram estudos
nos quais compararam as frequéncias dos eventos e estimaram as chances de se ganhar
nos jogos de azar, mas nao apresentaram teoremas que se baseassem em alguma teoria
(SILVEIRA, 2001).

Embora os primeiros registros sobre probabilidades sejam muitos séculos antes, a
origem da teoria das probabilidades esta ligada aos jogos de azar. Girolamo Cardano
(1501-1576) e Galileu Galilei (1564-1642) estao entre os primeiros matematicos a ana-
lisar, matematicamente, o jogo de dados.

No século XVII, o chamado “problema dos pontos” foi discutido por vérios mate-
maticos. Vejamos a titulo de curiosidade o enunciado do problema dos pontos.

Determine a divisao das apostas de um jogo de azar entre dois jogadores igualmente
habers, supondo-se conhecido o placar no momento da interrupgao do jogo e o niumero
de pontos para ganhar o jogo.

Ele foi proposto por a Blaise Pascal (1623-1662) em 1654. Pascal trocou cartas
com Pierre de Fermat (1601-1665) sobre esse problema. Dessa correspondéncia entre
Pascal e Fermat e de suas pesquisas observando varias situagoes de jogos de azar é que
evoluiu a teoria das probabilidades.

Outros matematicos que se dedicaram, direta ou indiretamente, ao estudo das pro-
babilidades foram: o holandés Christian Huygens (1692-1695), ao qual ¢ atribuido o
primeiro livro sobre probabilidades; Abraham Moivre (1667-1754), francés que viveu
na Inglaterra na época de Newton e Halley e escreveu, em 1718, a Doutrina das pro-
babilidades; e Jacob Bernoulli (1654-1705).
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Mais tarde, Leonhard Euler (1707-1783) e Jean Baptiste D’Alembert(1717-1783)
desenvolveram outros estudos sobre probabilidades, aplicando-os a Economia, as ci-
éncias Sociais e as loterias. Segundo (BOYER, 1974), “entre os problemas de loteria
que Euler publicou em 1765, o mais simples ¢ o seguinte: suponha que n bilhetes sao

numerados consecutivamente de 1 a n e que trés bilhetes sao tirados ao acaso; entao a

23 »
n.(n—1) *
Ainda segundo Boyer, “a teoria das probabilidades deve mais a Laplace (1749-1827)

probabilidade de que trés ntimeros consecutivos sejam tirados é

que a qualquer outro matematico. A partir de 1774 ele escreveu muitos artigos sobre o
assunto, cujos resultados ele incorporou no classico Théorie anaytique des probabilités
de 1812. Ele considerou a teoria em todos os aspectos e em todos os niveis”.

Mais recentemente, os nomes de Jules Henri Poincaré (1854-1912), Emile Borel
(1871-1956) e John von Neumann (1903-1957) aparecem ligados ao estudo de probabi-
lidades e teoria de jogos.

Atualmente, a teoria das probabilidades é muito usada na teoria dos jogos, em
Estatistica, Biologia, Biologia Matematica, Mecanica Estatistica, Fisica de particu-
las, Geografia, Psicologia, Sociologia, Fconomia, pesquisa operacional, computacao,

esporte, etc.

1.2 Conceitos Basicos de Probabilidade

Nesta secao, apresentamos a teoria basica que dard suporte ao desenvolvimento
das aplicagoes relacionadas a jogos. Demonstracoes serao omitidas nesta etapa, para
analisa-las, sugiro a leitura de MORGADO (2016), NETO e NETO (2005), LEBENS-
ZITAYN e COLETTI (2008), NETO e OLIVEIRA (1998), MEYER (1995) e JAMES
(1996).

1.2.1 Teoria dos Conjuntos

Nesta subsecao, abordamos algumas nocoes basicas de teoria dos conjuntos, apesar
de subentender que o leitor ja tenha uma certa familiaridade com o contetido, por isso,
vamos apresentar algumas notagoes que iremos utilizar ao longo desta dissertagao para
uma boa leitura e compreensao de alguns simbolos mateméaticos. Vejamos a seguir

algumas notacoes:
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Conjguntos sao representados por letras maitsculas do nosso alfabeto, por exem-

plo: A, B,C e assim por diante.
O Conjunto universo é representado pela letra grega 2 (C)mega).

Os elementos dos conjuntos sao representados por letras miniisculas a, b, ¢ e assim

por diante.
O conjunto vazio é representado pela letra grega ¢.

A relac@o de um determinado elemento pertencer ou nao pertencer a um conjunto

é representado pelas letras gregas € e ¢, respectivamente.

O simbolo n(A) representa o niimero de elementos ou a cardinalidade do conjunto

A.

Para indicar se um conjunto é subconjunto (estd contido) em outro conjunto

utilizamos o simbolo C.

Para representar a uniao de dois conjuntos A e B (conjunto dos elementos que
pertencem a A ou B) indicamos AUB. Simbolicamente, AUB = {z € Q|z € Aou
x € B}. Geralmente a uniao de n conjuntos Ay, As, ...A,, é definida analogamente

e representada por (J;_; A;.

Para representar a intersec¢do entre dois conjuntos A e B (conjunto dos ele-
mentos que pertencem a A e B simultaneamente) indicamos A N B, ou seja
ANB ={x€Qlz € Aex € B}. Geralmente a intersecgdo pode ser represen-
tada por (), 4;.

Dois conjuntos A e B sao denominados disjuntos se AN B = ¢. Quando temos
mais de dois conjuntos, dizemos que eles sao disjuntos quando forem disjuntos

tomados dois a dois.

Chamaremos A¢ de conjunto complementar de A o conjunto dos elementos de

2 que nao pertencem ao conjunto A. Representaremos da seguinte forma A¢ =

{z e Qlz ¢ A}.

Chamamos de conjunto diferenca de A e B, representado por A — B, o conjunto
formado pelos elementos que pertencem a A e nao pertencem a B, onde: A—B =
ANBc={reQr e Aex ¢ B}.
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e Para uma sequéncia {z,},>1 de nimeros reais, escrevemos z, — z quando
lim, o, = x; x, T x significa que 7 < x5 < ... e x, — x; x, | x signi-

fica que 1 > x5 > ... e 1, — .

Vejamos agora algumas propriedades importantes que relacionam os conceitos defi-

nidos anteriormente.

Teorema 1.2.1. (Propriedades dos conjuntos)
T1) Para todo conjunto A C Q, AU¢, AN =¢;
T2) AC Bo AUB = B;
T3) ACBe ANDB = A
Ti) AuU(BUC)=(AUB)UC
T5) AN(BNC)=(ANB)NC;
T6) AN (BUC)=(ANnB)U(ANC);
T7) AU(BNC)=(AuB)N(AUC);
T8) AUA = QAN A = ,6° = 0,0 = ¢;
T9) (A)° = A; A C B ¢ B° C A°;
T10) (AU B)¢ = A°N B¢;
T11) (AN B)¢ = A°U B¢;

Definicao 1.2.2. (Particio de um conjunto)
Seja A um conjunto nao vazio. Uma particio de A é uma familia de conjuntos

Ay, Ag, ..., Ay, todos nao vazios, tais que:
i) AAUAU...UA, = A;

Portanto, os conjuntos Ay, As, ..., Ax sao disjuntos dois a dois e sua unido € o

conjunto A. Dizemos também que A foi particionado pelos conjuntos Ay, As, ..., Ag.

1.2.2 Analise combinatoria

Nesta secao, apresentamos algumas definigoes e teoremas relativos a Analise Combi-
natoria, com énfase a aplicacoes do Principio Fundamental de Contagem. A utilizagao
desta ferramenta auxiliara na resolucao de problemas onde se faz necessario o calculo
do nimero de elementos de determinados conjuntos, sem a necessidade de enumerar

todos os elementos.
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Proposicao 1.2.3. (Principio aditivo de contagem,)
Dados os conjuntos Ay, As, ..., Ay disjuntos, com ni,ne,...,ny elementos, respecti-

vamente, entao Ay U Ay U ... U AL possui ny + Ny + ... +ny elementos.

Proposicao 1.2.4. (Principio Fundamental de Contagem ou Principio da Multiplica-
¢do)

Se existem ny maneiras de se tomar uma decisao Dy e, para cada uma delas, ns
maneiras de se tomar uma decisao Dy, e assim por diante até ny maneiras de se tomar
uma decisao Dy, entao o numero de maneiras de tomarmos sucessivamente as decisoes
D1, D5, ..., Dy € dado por ny - ny - ... - Nk, vdlido para qualquer numero de decisoes

SUCESSIVAS.

A nocao de permutacdo esta associada ao ato de permutar, ou seja, reordenar um
grupo de objetos. Dado um conjunto finito A, uma permutacdo dos elementos de A
é uma lista ordenada, ou seja, uma sequéncia, na qual cada elemento de A aparece
exatamente uma vez. Por exemplo, quando A = {v,w,z,y, 2}, temos que a lista
ordenada (z,v,w, z,y) é uma permutacao dos elementos de A, na qual o primeiro é z,

o segundo ¢é v, e assim por diante.

Proposicao 1.2.5. (Permutagdes Simples)
O niumero de permutacgoes simples de n elementos distintos € indicado por P, e

dado por P, = n!.

Em uma permutacao com objetos repetidos, cada objeto deve aparecer na permuta-

¢ao exatamente a mesma quantidade de vezes que aparece na lista original.

Proposicao 1.2.6. (Permutagoes com Repeti¢ao)
O nidmero de permutacoes de n elementos tais que um ou mais deles sao repetidos

é indicado por P2 e dado por:

n!
Pa17a27--~7ak —
n

ol gl ol
Na indicagao P2 temos n elementos, dos quais aq € do tipo ay, aa do tipo
as, e assim por diante até oy, do tipo ay, onde aq,as, ..., a; $ao distintos.

A quantidade de permutagoes circulares de um conjuntos com n objetos (distintos)
é o nimero de maneiras de coloca-los ao redor de um circulo, de forma que disposi¢oes

que coincidam pela aplicagao de uma rotacao sejam consideradas iguais.
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Proposigao 1.2.7. (Permutagoes Circulares)
O nidmero de permutacées circulares dos n elementos, que indicamos por (PC),, €é

dado por:

(PC), = (n—1).

Uma combinacao simples de n elementos distintos, tomados p a p, é qualquer escolha
de p elementos dentre os n elementos dados. Em uma combinagao, apenas o conjunto
dos elementos escolhidos é relevante, de modo que a ordem em que eles forem tomados
nao importa. Escrevemos C? para indicar a quantidade de combinacoes de n elementos,

tomados p a p.

Proposicao 1.2.8. (Combinagoes Simples)
O numero de combinacoes simples de n elementos tomados p a p, onde o niimero
de maneiras de ordenar os n elemento é n! e os numeros de maneiras de ordenar os

elementos em cada um dos grupo sdo p! e (n —p)l. é dado por:

n!

= ——
" pl(n—p)

Corolario 1.2.9. (Combinagoes Complementares) De modo geral, para cada grupo
de p elementos escolhidos entre os n disponiveis, existe um grupo de n — p elementos

associado. Assim, a sequinte igualdade € verdadeira:

cr = cnv.

Dado um conjunto de n objetos distintos, o ntimero de maneiras de escolher p
dentre eles, onde podemos escolher vérias vezes o mesmo elemento e de forma que a
ordem em que os p elementos sao escolhidos nao é importante, ¢ chamado de nimero de

combinagoes completas ou combinagoes com repeticao de n escolhe p, sendo denotado

por C'RP.
Proposicao 1.2.10. (Combinagdes com repeticao ou combinagoes completas)
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O nimero de solucoes inteiras e nao negativas de x1 + o+ ...+, = p € dado por:

CRy, = C£+p—1'

Podemos observar que as permutacoes e as combinacgoes estao relacionadas com as
acoes de ordenar e de escolher, respectivamente. No entanto, existem situacoes nas
quais precisamos escolher e ordenar simultaneamente e essas situacgoes sao chamadas
de arranjos simples.

Um arranjo simples de n elementos distintos, tomados p a p, é qualquer maneira de
listar ordenadamente p elementos, tomados dentre os n elementos dados. Escreveremos

AP para indicar a quantidade de arranjos simples de n elementos, tomados p a p.

Proposicao 1.2.11. (Arranjos Simples)
O numero de arranjos simples de n elementos tomados p a p, onde o numero de
maneiras de escolher p dos n elementos é C? e o nmiimero de maneiras e ordenar os p

elementos escolhidos € p!, € dado por:

|
A =CPple AP = "
(n—p)!

1.2.3 Definicao Classica de Probabilidade

Quando iniciamos qualquer leitura sobre conceitos elementares de probabilidades,
quase sempre verificamos a seguinte definicao: Razao entre o nimero de “casos favo-
raveis” e o numero de “casos possiveis”, esta definicao aparece em varios livros, em
qualquer que seja o grau de Ensino em que o assunto seja abordado. Segundo (MOR-
GADO), essa foi a primeira defini¢ao formal de probabilidade e apareceu pela primeira
vez de forma clara na obra Liber de Ludo Aleae de Jeronimo Cardano (1663), po-
rém também foram atribuidas as obras de De Moivre (1718) e Laplace (1812). Neste
trabalho, destacamos a Probabilidade e suas varias propriedades, a definicao de fun-
cao de conjunto que também é aplicada a probabilidade e as aplicagoes das Varidveis
Aleatorias discretas, para reforcar e esclarecer algumas informagoes e definicoes. Va-
mos abordar alguns exemplos para melhor compreensao do significado e aplicacao na

resolucao de situacoes problema.
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Para definir probabilidade através da referéncia de Laplace dada pela razao entre
o numero de casos favordveis pelo numero de casos possiveis, é preciso supor que os

experimentos aleatorios tenham as seguintes caracteristicas:

i) Existe um ndimero finito de eventos elementares e a unido de todos os eventos

elementares é o espaco amostral.
ii) Os eventos elementares tem a mesma probabilidade de ocorréncia.

iii) A ocorréncia de um determinado evento é a unido dos eventos elementares, onde

o nimero de eventos elementares é menor ou igual ao niimero de casos possiveis.

A partir dessas caracteristicas, temos a seguinte definicao:

Definigao 1.2.12. (Defini¢ao cldssica de probabilidade).

Seja um espaco amostral Q0 com n(QQ) resultados possiveis (chamados eventos sim-
ples), todos equiprovdveis. Seja ainda A um evento com um total de n(A) eventos
simples. Entao, a probabilidade de A, denotada P(A), € definida por:

P(A) = =2,

n(

~—

Tomando a razao entre o nimero de casos favordveis a um determinado evento
(A) e o nimero de casos possiveis (espaco amostral) () e sendo este finito, néo-
vazio, e supondo que seus subconjuntos sao equiprovdveis, verificamos as consequéncias
imediatas da definicao com as sequintes propriedades:

1) Para todo evento A, 0 < P(A) < 1;

2) P(Q)=1;

3) P(¢) = 0;

4) Se AN B = ¢, entao P(AU B) = P(A) + P(B).

Exemplo 1.2.13. Duas moedas sao jogadas simultaneamente. Qual é a probabilidade

de obter duas coroas?

Solucao:
Vamos indicar cara com K e coroa com C, logo podemos verificar o espago amostral
Q= {(KK),(CK),(KC),(CC)}, observando n(2) = 4. Se A representa o evento

“obter duas coroas”, entdo A = {(CC)}, logo n(A) = 1, portanto P(A) = % =1
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Analisando alguns livros que falam sobre Probabilidade, principalmente no Ensino
Médio, é comum nos depararmos apenas com a definicao classica de Probabilidade,
porém, é facil verificar que nem todo experimento aleatorio possui espago amostral
equiprovavel para que possamos aplicar a definicao classica diretamente, por isso neste
trabalho vamos analisar as diferencas entre a defini¢ao frequentista e subjetiva de pro-
babilidade, com o objetivo de demonstrar a diferenciacao de aplicagao dentro do con-
tetdo.

Neste trabalho abordamos as outras maneiras de definir probabilidade: Definicao
frequentista, definicdo subjetiva e defini¢ao axiomatica. Esta tltima prové um trata-

mento formal rigido a um modelo probabilistico.

1.2.4 Definicao Frequentista de Probabilidade

Segundo (JUNIOR, 2016) a definicio frequentista surge na segunda metade do sé-
culo XVII. Nao propriamente como uma definicdo, mas como um critério empirico para
avaliar célculos associados a probabilidades relativas a jogos. A defini¢ao classica ja
estava estabelecida. Entretanto, havia muitos erros nos célculos realizados devido a
falhas nas técnicas de contagem. Como podemos ver, através de aplicacoes em situa-
¢oes problemas envolvendo Probabilidades, foi necessario estabelecer um fundamento
para que pudéssemos aplicar a definicao classica de Probabilidade com a finalidade de
resolver algumas questoes principalmente em situagoes de jogos. Fazia-se necessario
ter certeza de que um determinado experimento pudesse ser repetido com uma certa
frequéncia. Para isso, seriam realizados experimentos estatisticos com a finalidade de
garantir uma baixa variacao dos resultados obtidos e assim certificar uma determinada
regularidade em certos eventos. Vejamos agora a definicdo frequentista de Probabili-
dade:

Definicao 1.2.14. (Frequentista)

Suponhamos um determinado experimento cujo espaco amostral é €2 e A um evento
qualquer desse espaco amostral. Suponha que o experimento é repetido n vezes e seja
n(A) o nimero de vezes que A ocorre nessas repeticées. Entao definimos a probabilidade

do evento A por:



Em palavras, P(A) € a propor¢ao (limite) de vezes em que A ocorre, ou seja a
frequéncia limite de A.

Vejamos o uma aplicacao da defini¢ao frquentista observando o seguinte exemplo:

Exemplo 1.2.15. Uma moeda ¢ lan¢cada diversas vezes. Os resultados obtidos nos

lancamentos estd na tabela a sequir:

Tabela 1.1: Resultados obtidos nos lancamentos de uma moeda

Primeiros n langcamentos | 10 | 100 | 1.000 | 10.000 | 100.000 | 1.000.000
N© de caras 7 54 518 5.063 50.215 500.602
N de coroas 3 46 482 4.937 49.785 499.398
Proporcao de caras 0,7 10,54 | 0,518 | 0,5063 | 0,50215 0,500602
Proporc¢ao de coroas 0,3 0,46 | 0,482 | 0,4937 | 0,49785 0,499308

Note que se A € o evento sair cara no lancamento de uma moeda honesta, entdo:
1
P(A) = 3.

Pelos resultados obtidos temos:

Tabela 1.2: Proporcao de caras obtidas em n lancamentos

n | 10 | 100 | 1.000 | 10.000 | 100.000 | 1.000.000
2 10,7 ]0,54 | 0,518 | 05063 | 0,50215 | 0,500602
Assim,
n(4)
P(A) ~ —————— =~ 0,500602.
()~ To00.000 ~
No limate,
A
tim A o5
n—oo N

1.2.5 Definicao Subjetiva de Probabilidade

Segundo (JUNIOR, 2016) a definicio subjetiva pode ser vista como uma estima-

tiva do que o individuo pensa que seja a viabilidade de ocorréncia de um evento. A
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probabilidade subjetiva ¢ baseada no julgamento pessoal, acimulo de conhecimento, e
experiéncia do pesquisador. Pode ser 1til, quando nao ha possibilidade de utilizagao
da probabilidade classica ou frequentista. Ou seja, podemos analisar que nem sem-
pre é possivel aplicar diretamente as definicoes classsica ou frequentista, pois nao é
possivel garantir uma regularidade na distribuicao de frequéncia de um determinado
evento. Por isso, podemos concluir que existem situacoes nas quais a repeticao de um
evento nao pode ser realizada e outras em que elas nao podem ser realizadas em iguais

condicoes.

Exemplo 1.2.16. Vejamos alguns exemplos, nos quais, podemos aplicar a definicao
subjetiva de Probabilidade:

a) Desejamos verificar a probabilidade de ocorréncia de um tornado na cidade do
Rio de Janeiro.

b) Calcular a Probabilidade de wvitéria da selegao da Venezuela no préximo jogo
contra a selecao Brasileira.

¢) Calcular a probabilidade de um estudante ser aprovado no vestibular.

1.2.6 Definicao axiomatica de Probabilidade

Definicao 1.2.17. (Classe de eventos aleatorios)
Seja 2 um espaco amostral. Uma classe de eventos aleatorios para £ é uma classe

de eventos F de () satisfazendo:
i) Qe F;
ii) Se A € F entio, A° € F;

iii) Se A, € F paran = 1,2, ... entdo,
YA eF
n=1

A defini¢do a seguir apresenta formalmente o conceito de probabilidade, uma vez

aplicado temos um tratamento matematico rigoroso para o experimento aleatorio.

Definicao 1.2.18. (Aziomdtica(Kolmogorov(1933)))
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Seja 2 um espago amostral (conjunto). Probabilidade é uma funcgao P(.) definida

em uma classe F de eventos aleatorios do espago amostral ), tal que:
(A1) 0 <P(A) <1, para todo A € F,
(A2) P(Q) =1,

(A3) Aditividade enumerdvel: para qualquer sequéncia Ay, As,... € F de eventos

dois a dois disjuntos:

¢ (00) - S

A tripla (2, F, P) é chamada de espago de probabilidade.

Observagao: Se o espaco amostral 2 for finito ou infinito enumeravel, definimos a
probabilidade na classe F de todos os subconjuntos de €2, a qual podemos representar
por 22 ou P(2) (conjunto das partes de ). Neste caso, escrevendo © = {wy,ws, ...},
associamos a cada w;, i = 1,2, ..., um namero p(w;) tal que p(w;) > 0e > = p(w;) = 1.
Para i = 1,2, ..., p(w;) é a probabilidade do evento simples w;. A probabilidade de um
evento A € F é definida por:

P(A) = 3 plws).

w; €A

Exemplo 1.2.19. Ao langcarmos um dado podemos observar a face que cai voltada para
cima. O espago amostral é Q = {1,2,3,4,5,6} e verificamos que hd 2° = 64 eventos.
Ezremplos desses eventos sao &, (evento impossivel), Q) (evento certo), A = {2,4,6},

que ocorre, se e somente se, o resultado do langcamento for par, etc.

Proposicao 1.2.20. (Propriedades de uma Probabilidade)
i) P(@)=0;
ii) P(A°) =1— P(A);
iii) Se A C B, entao P(A) = P(B) — P(B — A);
iv) Se A C B, entao P(A) < P(B);
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iv) Para qualquer evento A e B, temos: P(AU B) = P(A)+ P(B) — P(AN B);
v) Aditividade finita: para qualquer sequéncia Ay, As, ..., A, € F de eventos dois a

dois disjuntos:

=1

vi) Principio da Inclusdo e exclusdo: Para quaisquer n eventos, Ay, A, ..., Ay, te-

vii) Subaditividade finita: Para quaisquer eventos Ay, As, ..., A,, temos:

() < S

=1 i=1

viii)Subaditividade enumerdvel: Para quaisquer eventos Ay, As, ..., temos:

(00) < S

i=1

1.2.7 Probabilidades Condicionais e Independéncia de Eventos

Definicao 1.2.21. (Probabilidade Condicional)
Seja (2, F,P) um espaco de probabilidade. Dados dois eventos aleatdrios A € F
e B € F tais que P(B) > 0. Definimos a probabilidade condicional de A dado que B

0COTTeEU POT!

P(AN B)

PIAIB) = =55

A defini¢ao acima nos permite escrever P(AN B) = P(B).P(A|B).

Proposicao 1.2.22. Seja B tal que P(B) > 0. Entdo:
a) P(¢|B) =0, P(QB) =1, 0 <P(A[B) < 1;
b) P((AUC)|B) =P(A|B) + P(C|B), se ANC = ¢.
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Podemos provar que, fixzado B tal que P(B) > 0, P(.|B) € uma probabilidade sobre

o espaco amostral B.

Teorema 1.2.23. (Teorema da multiplica¢io)
Se Ay, Ag, ..., Ay, sdo eventos com P(Ay N AsN...NA,_1) > 0. Entdo:

P(AiNAyN...NA,) =P(A)P(Az| A1)P(As| (A1 N A))..P(AL (A N A NN Apsr)).

Teorema 1.2.24. (Teorema da Multiplicagao Condicional)
Seja (Q, F,P) um espago de probabilidade. Sejam B, Ay, As, ..., A, eventos aleato-
rios em F tais que P(AyNAsN...NA,—1) >0 eP(B) > 0. Entao:

P(AyNAyN...NA,B) =
P(A;|B).P(A3]A; N B).P(As|Atn AN B)...P(A,]AiN...NA,_1 N B).

Teorema 1.2.25. (Férmula da Probabilidade Total Condicional)
Seja (2, F,P) um espaco de probabilidade e I um conjunto enumerdvel de indices.
Suponha que os eventos aleatorios B;, 1 € I formem uma particao do espaco amostral

Q, isto €

i)B; N B; = 0, Vi # j;

i) Bi = ;

i€l
i11)P(B;) > 0 Vi.
iv)P(C) >0
Dado um evento aleatdrio A € F temos:
P(A|C) =) P(Bi|C).P(A|B;NC).
icl

Teorema 1.2.26. (Férmula da Probabilidade Total)
Seja (2, F,P) um espaco de probabilidade e I um conjunto enumerdvel de indices.
Suponha que os eventos aleatdrios B;,1 € I formem uma particao do espaco amostral

Q, isto €
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i)B; N B; = 0,Vi # j;
i) Bi = ©;
el

iii)P(B;) > 0 Vi.

Dado um evento aleatorio A € F temos:

P(A) =) P(A|B;).P(B;).

el

Teorema 1.2.27. (Teorema de Bayes)
Seja (2, F,P) um espaco de probabilidade e I um conjunto enumerdvel de indices.
Suponha que os eventos aleatorios B;,1 € I formem uma particao do espaco amostral

Q. Dado um evento aleatorio A € F temos para todo j € I:

B ]P’(A|Bj)‘P(Bj)
MWM—ZwmﬂmM&f

Definicao 1.2.28. Dois eventos A e B sao chamados independentes se:
P(AN B) =P(A).P(B).

Uma consequéncia tmediata desta definicao € que o vazio ¢ e o espaco amostal )

sao independentes de qualquer outro evento, porque, se A € um evento, entao:

P(AN¢) =P(¢) =0 =P(¢).P(A).

P(ANQ) = P(A) = P(A).1 = P(A).P().

Definicao 1.2.29. Ay, A, ..., A, sdo independentes se para toda escolha de i1, 19, ..., 1,
k=2..nta quei; € {1,2,...,n}, j=1,2,...,k, temos:
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Definicao 1.2.30. (Continuidade da Probabilidade)
Seja (2, F,P) um espaco de probabilidade e {A,} uma sequéncia de eventos alea-

torios em F tal que A, C A, 1 para todo n. Se A =lim, .., A, entdo:

P(A) = lim P(A,).

n—00

De forma andloga, se {A,} € uma sequéncia de eventos aleatdrios em F tal que

Any1 C A, para todo n e A = lim,,_,o A, entao:

P(A) = lim P(A,).

n—o0

1.3 Variaveis Aleatorias Discretas

Fungoes que associam ntmeros reais a pontos amostrais do espago amostral sao cha-
madas variaveis aleatorias e essas dizem respeito a caracteristicas numéricas associadas
ao experimento aleatorio.

A variavel aleatoria é chamada discreta quando no experimento aleatério a quanti-
dade de possiveis valores que ela pode assumir é finita ou no maximo infinito enume-
ravel.

No caso de uma variavel aleatéria discreta definimos a funcao de probabilidade que
associa probabilidade positiva a cada valor possivel da variavel aleatéria e zero aos
demais valores. Geralmente, podemos obter uma funcao probabilidade diretamente
através do célculo das probabilidades dos eventos do espaco amostral original do expe-
rimento.

Vale destacar que as variaveis aleatérias podem ser também continuas, porém estas
serao interessantes para os casos em que as variaveis assumam valores em subintervalos
da reta numérica ou para aproximacao de variaveis aleatorias discretas. Tais probabili-
dades poderao ser determinadas com o conhecimento da distribuicao de probabilidade
da variavel aleatoria, porém, neste trabalho iremos destacar somente os casos aplicados
em variaveis aleatorias discretas.

Além das variaveis aleatorias discretas e continuas, existem ainda as variaveis ale-

atorias singulares e mistas.
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1.3.1 Conceito de Variavel Aleatoria Discreta

Definicao 1.3.1. Uma varidvel aleatoria X em um espago de probabilidade (2, F,P)

€ uma funcao a valores reais definida em §, tal que

{X<z}={weQ: X(w) <z} eF

Definicao 1.3.2. A funcao de distribuicao acumulada de uma varidvel X € a funcgao
F = F, definida por

Fl)=P(X <2)=PweQ: X(w) <z),zeR

Propriedade 1.3.3. Propriedades fundamentais de uma funcao de distribuicao:
(F1) F & uma funcdo nao-decrescente: x < y, entao F'(z) < F(y).
(F2) F é continua a direita: se x,, | x, entdo F(z,) | F(x).
(F3) Se z,, | —o0, entdo F(z,) | 0; se x, T +o0, entdo F(x,) T 1.
Observacao: Uma fungdo F': R — R que satisfaz (F1), (F2) e (F3) é a fungao de

distribuicao de alguma variavel aleatoria X.

Definicao 1.3.4. Seja X uma varidvel aleatdria discreta. A funcao p(x) = P(X = z)
€ chamada funcao de probabilidade de X.

1.3.2 Meédia e Variancia

Definigao 1.3.5. A Esperanca (média, valor esperado) de uma varidvel aleatoria dis-

creta X € definida por:

px = E(X) = ZxIP’(X = ).

xT

Observacao: A esperanca esta definida somente quando a soma (integral) é bem
definida.

Proposicao 1.3.6. Se a varidvel aleatoria discreta X tomar somente valores nao-

negativos, ou seja, X (w) > 0 para todo w € ), entdo:
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E(X)=) P(X >n)=)» PX >n).

Propriedade 1.3.7. (Propriedades da Esperanc¢a)

P1) Se X = ¢, entio E(X) = c.

P2) Se X <Y entio E(X) < E(Y), se as esperangas estao bem definidas.

P3) Linearidade.

(i) Se E(X) estd bem definida, entio E(aX + b) = aE(X) + b para todo a,b € R
(Convencionando: 0.00 =0);

(1)) E(aX +bY) = aE(X) + bE(Y), quando o termo a direita da igualdade tem
sentido. (Vale resaltar que: Se E(X) = +oo, entdo 0 = E(X — X) # E(X) — E(X)),
pois +00 e —oo nao tem sentido).

P4) Desigualdade de Jensen. Seja ¢ uma fun¢ao conveza definida na reta. Se a

varidavel aleatoria X € integravel, entao

Ep(X) > p(EX).

1.3.3 Propriedades da Variavel Aleatéria Discreta

Defini¢ao 1.3.8. Seja X uma varidvel aleatdria discreta e h(X) uma fun¢io de X.

Entao:

E(h(X)) =Y h(z)P(X =),

Definicao 1.3.9. A waridncia de uma varidvel aleatdria discreta X integrdvel com

esperanca | € dada por:
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Proposicao 1.3.10. A varidncia de uma varidvel aleatéria X integrdavel com esperanca

i € dada por:

Var(X) = E(X?) — [E(X)]* = E(X?) — p*.

Se Var(X) < oo, entao \/Var(X) é chamado de desvio padrao de X.

Definicao 1.3.11. (Independéncia de Varidveis Aleatorias)
Seja (X1, Xa, -+, X)) um vetor aleatorio (vetor onde cada entrada é uma varidvel
aleatoria). As varidveis aleatorias Xy, Xo, -+, X, sao ditas independentes se para

quaisquer conjuntos borelianos A; CR, 1 =1,2,--- ,n vale

P(X) € Ai; Xz € Agi--+ 1 X, € A,) = [[IP(X; € A))].

i=1
Definicao 1.3.12. Seja (X1, Xo, ..., X,,) um vetor aleatdrio.
A Fungao de distribuicao conjunta F : R™ — [0,1] é dada por:

FX1,---,Xn(x17 ...,ZEn) = F(Xl S X1, ,Xn S {En)

Para todo (xq,...,x,) € R"
Teorema 1.3.13. Se X, Xs, -+, X, sao independentes entao
FX1§X2§"' 1 Xn (‘7“1’ Toy -+ ;x’n> - H FXz (:UZ)

i=1

Reciprocamente, se existem funcoes Fi,--- , F, tais que para todo i

lim Fi(x) =1
T—r00

FX1§X2§“'§X7L($1; xQ’ e 7xn> - H E(sz)
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para toda escolha de (xq1,--- ,x,) € R™ entao as varidveis aleatorias X1, Xo, -+, X,

sao independentes e Fx, = F;,Vi=1,2,--- n.
Teorema 1.3.14. Seja (X1, Xa, -+, X,) um vetor aleatdrio discreto. As varidveis
aleatorias X1, Xo, -+, X, sdo ditas independentes se para toda escolha de (xy1;--- ;xy)

n

DX Xy X (L1 T25 0 3 ) = pr(il%)
i=1

Teorema 1.3.15. Seja (X1, Xo, -+, X,,) um vetor aleatdrio. Entio se E(X; + Xy +
- X,,) faz sentido:

E <i XZ-> = iE(XZ-).

Teorema 1.3.16. Se as varidveis aleatorias Xq, Xs, -+ , X,, sdo independentes entao:

Var <z": XZ) = z”: Var(X;).

1.3.4 Lei Forte dos Grandes Numeros

A esperanca matemética de uma variavel aleatéria X é também chamada de Média
ou valor esperado de X. Se X é discreta, F(X) é uma espécie de média ponderada, onde
determinamos os pesos como probabilidades, entdao F(X) é uma média ponderada dos
valores possiveis de X. Suponha que temos um experimento aleatério com uma variavel
aleatoria X associada. Suponha que o experimento é repetido n vezes em condigoes
idénticas. Podemos verificar, que o valor da média E(X) sera o limite quando n — oo
da média amostral dos valores observados para X nas n repeticoes. O valor amostral
da média observada convergira para F(X) quando o valor de n repeti¢oes aumenta.
Assim, dizemos que “esperamos” obter a longo prazo um valor médio F(X). Analisando
este principio podemos obter uma versao do que vira a ser a Lei dos Grandes Nimeros.

Antes de enunciar a lei forte dos grandes niimeros vamos definir convergéncia quase

certa.
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Definicao 1.3.17. Seja (Q, F,P) um espago de probabilidade, { X, }n>1 uma sequéncia
de varidveis aleatorias em (2, F,P) e X uma varidvel aleatoria em (Q, F,P). Dizemos

que X, %X se,

Plwe Q, X(w) - X(w)) = 1.

Intuitivamente falando, X, converge quase certamente para X, se P(w € Q, | X, (w)—
X(w)| > € infinitas vezes) = 0.
Logo, como probabilidade 1, dado € > 0 existe N (¢) aleatdrio tal que paran > N (g).

|Xn(w) - X(W)| S E.
Teorema 1.3.18. (A Lei Forte de Kolmogorov)
Sejam X4, Xo, ... varidveis aleatorias independentes, identicamente distribuidas e

integrdveis, com E(X,) = p. Entao,

quase certamente.

A lei forte dos grandes numeros diz que para qualquer € > 0, com probabilidade 1,

existe N(e) aleatério tal que para N > N(e), 52 € (u—e&;pu+¢).

Corolario 1.3.19. (Lei Forte de Borel, 1909)
Sejam Xy, Xa, ... independentes e identicamente distribuidas tais que P(X, = 1) =

p,P(X, =0)=1—p. Entao *S;Z—” — p quase certamente, onde S, = X1 + ... + X,,.

Teorema 1.3.20. (Primeira Lei Forte de Kolmogorov)

Sejam X1, Xo, ... varidveis aleatorias integrdaveis e independentes, suponha que

o0

Z VarXn < +00.

n2

n=1

40



Entao as X,, satisfazem a Lei Forte dos Grandes Niumeros, isto é,

(Xi+ o+ X) _[BX) 4.+ B

quase certamente.
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Capitulo 2

Probabilidades associadas a jogos

E comum, principalmente quando iniciamos a abordagem do contetido de Probabili-
dades no Ensino Médio, associar algum tipo de problema envolvendo situacao de jogos,
pelo simples fato de que quase todos alunos conhecem algum tipo de jogo, por conhecer
alguém que joga, através de informacoes na internet, redes sociais e até mesmo parti-
cipar de jogos de cartas, tiro ao alvo, jogos de dados, jogos online, etc. Por isso, este
tema foi escolhido, com a finalidade de varias possibilidades de aplicacao dentro do
conteudo e por se tratar de uma atividade ludica, onde podemos apresentar aos alunos
véarias formas de resolucao de situacoes problemas envolvendo o cotidiano.

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais PCN (1998), os jogos cons-
tituem uma forma interessante de propor problemas, pois permitem que estes sejam
apresentados de modo atrativo e favorecem a criatividade na elaboracao de estratégias
de resolucao e busca de solucoes. Propiciam a simulagao de situacoes-problema que
exigem solucoes vivas e imediatas, o que estimula o planejamento das acoes; possibili-
tam a construcao de uma atitude positiva perante os erros, uma vez que as situacoes
sucedem-se rapidamente e podem ser corrigidas de forma natural, no decorrer da acao,
sem deixar marcas negativas.

Portanto, neste capitulo, destacamos alguns tipos de jogos, dentre eles as Loterias,
os jogos envolvendo dados, as roletas, alguns jogos de cartas, moedas e jogos online,
dentre os quais faremos uma abordagem um pouco mais especifica voltada para apostas
em jogos de futebol, com a finalidade de possiveis aplicacoes de situacoes problemas

envolvendo jogos e probabilidade em sala de aula.
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2.1 Loterias

2.1.1 Histéria dos Jogos de Loteria

Os jogos de loteria nos moldes que funcionam atualmente, tiveram sua origem em
meados do século XX, mais precisamente no ano de 1962, sendo administrada pela CEF
- Caixa Economica Federal, porém, somente apos a década de 70 que os jogos foram
impulsionados e o niimero de apostas comecaram a aumentar, através de campanhas
de divulgacao. Um fator que auxiliou no aumento do niimero de apostas foi o fato de a
partir deste momento parte dos valores arrecadados com as apostas serem destinados
para a propria populacao, ou seja, a exploracao das loterias pela Caixa Economica
Federal tem sido autorizada pelo Estado, onde a principio a arrecadacao de recursos
devem ser revertidos em beneficio da sociedade, para investimentos em saude, educa-
¢ao, seguranca piblica, esporte e cultura. No esporte, alguns projetos como o bolsa
atleta, programa de apoio e incentivo a atletas olimpicos nacionais, sao financiados pela
arrecadacao das apostas. Segundo informacoes disponiveis no proprio site de Loterias
da caixa, do total arrecadado, uma parte da verba é destinada ao Comité Olimpico
Brasileiro (COB) e também ao (CPB) Comité Paraolimpico Brasileiro.

Sobre a origem das atividades de jogos lotéricos no Brasil, podemos destacar sua
origem no final do século XVIII, cujo principal objetivo nao era arrecadar recursos e
favorecer a populagdo. Segundo (CANTON, 2010), O governador da época em Minas
Gerais, Luiz da Cunha Menezes, com o objetivo de arrecadar recursos para o término
das obras da Casa de Camara e Cadeia (atual Museu da Inconfidéncia) de Vila Rica,
hoje em dia chamada de cidade de Ouro Preto, solicitou & Presidéncia da Camara
Municipal autorizacao para promover uma loteria.

Existem outro jogos similares aos das Loterias, cujo objetivo nao é apenas de cunho
social, mas pessoal, dentre eles podemos citar os Bingos, porém essa pratica ¢ tratada
como irregular em nosso pafs desde 2002, porém, existe uma mobilizagao para a libera-
cao da pratica deste jogo em nosso pais, porém ainda necessita ser julgada e aprovada
pelo Congresso Nacional e Senado.

Por isso, nesta etapa focamos somente nos jogos de loterias, abordamos a funci-
onalidade de alguns jogos e apresentamos exemplos que envolvam a probabilidade,
analisando as chances de acertar os niimeros sorteados em cada uma das situacoes.

As informacdes sobre cada modalidade de loteria, apresentadas a seguir, sao reti-
radas do site da Caixa Economica Federal (CAIXA,s/d).

43



2.1.2 Como funcionam os Jogos de Loteria

2.1.2.1 Mega-sena

Podemos dizer que a Mega-Sena ¢é o jogo de loteria que apresenta o maior niimero
de apostadores, principalmente pelo alto valor da premiacao, segundo o jornal extra de
08 de maio 2019, mais de 1,8 milhdes de pessoas fizeram apostas na Mega da virada
(Mega-Sena cujo sorteio é realizado no final de cada ano) e a premiagao superou a casa
dos 170 milhoes de Reais, em 2019 a premiacao se aproximou dos 300 milhoes de reais,
segundo o site da propria Caixa Econémica Federal.

Para jogar, o apostador deve escolher de 6 a 15 nimeros entre os 60 disponiveis
em uma cartela que pode ser retirada em qualquer casa lotérica ou também fazer a
selecao através do site ou aplicativo da Caixa Econdémica Federal, o valor das apostas,
bem como o calculo das probabilidades disponibilizado pelo préprio site para acerto

em apostas tnicas sao definidos da seguinte forma:

Figura 2.1: Valor das apostas e probabilidades de acerto na Mega-sena

Probabilidade de acerto (1 em)

Quantidade de n® jogados Valor de aposta

Sena Quina CGuadra
6 4,50 50.063.360 154.513 2.332
7 31,50 7.151.980 44951 1.038
g 126,00 1.757.995 17.192 538
9 378,00 595.995 7.7 32
10 945,00 235.399 3.973 185
1 2.079,00 103.363 2211 129
12 415800 54.182 1.317 a0
13 7.722,00 29175 828 85
14 13.513,50 16.671 544 43
15 2252250 10.003 370 37

Fonte: http://loterias.caixa.gov.br/wps/portal /loterias/landing /megasena.
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Neste jogo, vale ressaltar que os apostadores ganham também se acertarem 4 ou 5
dezenas, e os sorteios acontecem as quartas-feiras e aos sabados, podem acontecer em
dias especiais como a Mega da Virada e a Mega de Independéncia.

Vejamos agora uma proposta de aplicacao de exercicio voltada ao ensino de Proba-

bilidades no Ensino Médio.

Exemplo 2.1.1. O Jogo da Mega-Sena consiste em marcar de 6 a 15 dezenas em um
cartao com 60 dezenas.

a) De quantas maneiras podemos escolher 6 dezenas para fazer uma aposta?

b) Um pessoa que faz uma aposta simples, ou seja, que marca 6 dezenas, paga
determinado valor. Digamos que esse valor seja de R$ 4,50. Quando sao escolhidas
mais do que 6 dezenas, os valores pagos sao os indicados na Figura 2.1. Qual € o

raciocinio que justifica esses valores?

Solucao:
a) A quantidade de apostas possiveis é o nimero de combinagoes das 60 dezenas

tomadas 6 a 6.

~ 60-59-58-57-56-55

CS8 = = 50.063.860.
60 6-5-4-3-2-1

Portanto, uma aposta pode ser feita de 50.063.860 maneiras.

b) Uma pessoa que escolhe 7 dezenas faz C¢ = 7 apostas simples. Uma pessoa que
escolhe 8 dezenas faz C§ = 28 apostas simples. Uma pessoa que escolhe 9 dezenas faz
C§ = 84 e assim sucessivamente. Desse modo, os valores pagos correspondem ao valor

de uma aposta simples, R$ 4,50, multiplicados por 7, 28, 84 e assim por diante.

2.1.2.2 Quina

Assim como a Mega-sena, a quina é um jogo de apostas que consiste no sorteio
de 5 dezenas detre 80 dezenas disponiveis. Neste caso o apostador pode escolher de
5 a 15 dezenas para realizar uma aposta, existe uma possibilidade de jogar utilizando
a surpresinha, onde os ntimeros sao escolhidos aleatoriamente pelo sistema, ou entao
pode escolher a modalidade Teimosinha, onde o jogador pode concorrer com a mesma

aposta, durante 3, 6, 12, 18 ou 24 sorteios consecutivos.
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Os sorteios da quina sao realizados durante toda a semana exceto aos domingos e o
apostador pode ganhar com um bilhete tnico, se dentre 2, 3, 4 ou 5 dezenas sorteadas
em um determinado concurso estiverem as dezenas marcadas no bilhete. O valor das
apostas seguem os critérios da mega-sena, onde o valor de cada aposta ¢ R$ 2,00 e para
cada nimero extra marcado no bilhete multiplicamos esse valor pela probabilidade de

acertos desses niimeros, como podemos ver no quadro abaixo retirado da propria pagina
de loterias da Caixa Economica Federal (CAIXA, s/d).

Figura 2.2: Valor das apostas e probabilidades de acerto na Quina

Probabilidade de acerto (1 em...)

Quantidade de n® jogados Valor de aposta
uina Cuadra Terno Dugue

5 2,00 24.040.018 64.106 palats 36
] 12,00 4.008.589 21.855 445 25
7 4200 1.144.763 9.409 281 18
b 112,00 429 256 4770 165 14
9 252,00 190.794 2687 115 12
10 504,00 95.396 1.635 &2 L
1 924,00 52.035 1.056 62 g
12 1.584.00 30.354 714 45 7
13 257400 18679 502 38 g
14 4.004,00 12.008 364 | 5.8
15 6.006,00 5.005 | 25 5,2

Fonte: http://loterias.caixa.gov.br/wps/portal /loterias/landing/quina

Se apds 90 dias o apostador nao resgatar o dinheiro da premiacao esses valores
sao repassados diretamente ao Tesouro-nacional para aplicacao no FIES - Fundo de

Financiamento ao Estudante do Ensino Superior.
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Exemplo 2.1.2. A Quina € um jogo de loteria que paga prémios aos acertadores de
2 (duque), 3 (terno), 4 (quadra) ou 5(quina) nimeros. Para jogar, o apostador deverd
escolher e marcar de 5 a 15 nimeros dentre os 80 disponiveis no volante. Amanda
queria fazer uma "fezinha'e foi a uma Casa Lotérica para jogar na Quina, mas como
s0 dispunha de R$ 2,00 resolveu fazer uma aposta de 5 nimeros (aposta simples) que
custava R$ 2,00. Qual € a chance de Amanda ganhar um terno da Quina com uma

aposta simples?

Solucao:
Inicialmente, devemos pensar nas possibilidades de Amanda acertar cada prémio
da Quina, para isso, iremos calcular a probabilidade de cada evento ocorrer. Neste

momento, devemos identificar os dados apresentados no problema.

e Experimento: Sortear 5 nimeros diferentes, no universo de 01 a 80.

e Espaco amostral: Neste caso, para determinar o niimero de elementos do espaco
amostral, temos que calcular de quantos modos distintos pode ocorrer o resultado

de um sorteio da Quina.

Outro fator a ser analisado é que a ordem do sorteio nao é importante, sendo assim,
utilizaremos combinacgoes simples para resolver esta situacao.

19 passo: Escolher 5 dezenas, dentre as 80 disponiveis:

80!  80-79-78-77-76-75! 2.884.801.920
50.750  5.4.3.2.1-75! 120

Coo = = 24.040.016.

29 passo: Determinar o niimero de casos favoraveis, ou seja, de quantas maneiras
Amanda pode acertar 3 nimeros (terno) com uma aposta simples. Para isso devemos
escolher dentre dos 5 ntimeros apostados 3 que estejam entre as dezenas sorteadas e
calcular a combinacao de 5 niimeros tomados 3 a 3 e os dois ntimeros restantes podem
ser qualquer um dos 75 que nao foram apostados, ou seja, a combinacao dos 75 ntimeros

tomados 2 a 2.

5! 7 5-4-3!75-74-730  11.000

— . = = = 27.750.
-2t 273t 31-2.1 2-1-73! 4

C’g ) 035 =

Logo, o niimero de casos favordveis de fazer um terno com a aposta é de 27.750

maneiras.
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32 Passo: Vamos a probabilidade de acertar um terno com uma aposta simples.

27.750 1
—— = — =0, 12%.
24.040.016 866 0,12%
Portanto, a probabilidade de Amanda acertar um terno na Quina é de 1 em 866

combinacoes ou 0,12%.

2.1.2.3 Lotofacil

O primeiro sorteio da Lotofacil foi realizado em 29 de setembro de 2003, o jogo tem
caracteristicas parecidas com as da mega-sena e da quina, porém, na Lotofacil ganha
quem consegue acertar 11, 12, 13, 14 ou 15 dessas dezenas, podendo apostar de 15 a
18 niimeros, dentre uma quantidade de 25 dezenas disponiveis. Mais uma vez, o valor
das apostas sera determinado pelo ntimero de dezenas selecionadas multiplicadas pelas
suas respectivas probabilidades de ocorréncia.

Os sorteios da Lotofacil sao realizados as segundas, quartas e sextas-feiras e a aposta
minima de 15 nameros custa R$ 2,50, como podemos ver no quadro abaixo retirado da

propria pagina de loterias da Caixa Economica Federal (CAIXA, s/d).

Figura 2.3: Probabilidades de acerto na Lotofacil

Apostas simples
Faixas de 15 nameros 16 nameros 17 nlmeros 18 nimeros
premiagio (1 aposta) (16 apostas) (136 apostas) (816 apostas)
Probabilidade - N. Probabilidade - N. Probabilidade - N. Probabilidade - N.
de ganhadores de ganhadores de ganhadores de ganhadores
(1 em): (1 em): (1 em): (1 em):
15 < a7 1035 .
ACERTOS 3.268.760 204.207 24.035 4.005
14 21.791 3.026 600 152
13 69 162 49 18
i2 59 2 9.4 5
11 1 5,9 37 29
PRECO A 1XR$250=RS 16 X AS 2,50 = RS 136 X RS 2,50 = RS 816 X RS 2,50 = RS
PAGAR 2,50 40,00 340,00 2.040,00

Fonte: http://loterias.caixa.gov.br/wps/portal /loterias/landing /lotofacil.
Assim como na quina, se apos 90 dias o apostador nao resgatar o dinheiro da
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premiacao, esses valores sao repassados diretamente ao Tesouro-nacional para aplicagao

no FIES - Fundo de Financiamento ao Estudante do Ensino Superior.

Exemplo 2.1.3. Sabendo que cada jogo custa R$ 2,50, quanto este apostador gastaria
se fizesse todos 0s jogos? Suponhamos que a estimativa de prémio do prozimo concurso
seja de R$ 2.500.000,00 e que este apostador tenha muito dinheiro, é vantajoso para

ele realizar esta aposta?

Solucao:

Inicialmente, devemos determinar em quantos jogos de 15 ntumeros (aposta simples)
o apostador deve apostar para ter a certeza que ganhard o prémio maximo, ou seja,
acertar os 15 nimeros sorteados, para isso, devemos calcular de quantos modos distintos
pode ocorrer o resultado de um sorteio da Lotofacil. Como a ordem de sorteio dos
niimeros nao é importante, utilizaremos a combinacgao simples para realizar este calculo,

ou seja, faremos a combinacao das 25 dezenas tomadas 15 a 15.

25! 25-24-23-22-21-20-19-18-17-16 - 15!

= = 3.268.760.
15! 10! 15!-10-9-8-7-6-5-4-3-2-1

15
C25 -

Portanto, devera realizar 3.268.760 apostas diferentes. Posteriormente, iremos mul-

tiplicar esse ntimero de apostas ao valor de cada aposta simples.

2,50 - 3.268.760 = 8.171.900.

Portanto, o apostador gastaria R$ 8.171.900 e como o prémio do proximo concurso

¢ menor que esse valor, podemos concluir que nao é vantajoso realizar esta aposta.

2.2 Roleta

2.2.1 Histéria dos jogos de Roleta

A Roleta (do francés Roullete, que significa pequena roda) foi criada no século XVIII.

Porém ha registros de que no século anterior ja se tenha desenvolvido algumas pesquisas
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em uma determinada méquina com pequenos movimentos circulares e perpétuos, que
outrora fosse aplicada em determinadas atividades do exoterismo. Acredita-se que a
origem advém do fato dos monges franceses estarem criando esta atividade para fugir de
uma possivel monotonia. Porém, existem passagens que atribuem a criacao das roletas
aos romanos, onde ao desmontar as rodas de suas carruagens de batalhas, utilizavam
estas para transformar em uma roda de azar ou simplesmente uma roleta.

O jogo se tornou popular com uma certa facilidade, inclusive passou a ser jogado
no continente americano, onde suas regras passaram a ser atualizadas e prontamente
atribuiu-se mais um valor, o 00, aumentando assim a vantagem da banca que, desta
forma, diminui as chances de ganho de um jogador nas apostas. Talvez por isso,
atualmente nos grandes cassinos onde sao realizados esses jogos, utiliza-se 0 mesmo

sistema de numeracao e somente as roletas do estilo americano.

2.2.2 Como funcionam os jogos de Roleta

Atualmente sao atribuidas duas maneiras de se jogar roleta, através da Roleta
Americana qua apresenta 38 casas 0, 00 e de 1 a 36 numeros e através da Roleta
Europeia que possui 37 casas de 0 a 36, veja a seguir um exemplo de cada uma das

roletas.

Figura 2.4: Tipos de Roleta

-.'|~i_||.||';j

WEX [ LHVH

EUROPEIA AMERICANA

Fonte: https://apostal(.com/cassino/artigo/o-que-faz-da-roleta-um-jogo-tao-popular

O jogo é realizado da seguinte forma, o Dealer (responsavel por girar a roleta), gira a

roleta, lanca uma bola e a partir deste momento ganha o jogo o apostador que escolher

50



o numero no qual a bola ira ficar quando a roleta parar de girar.

Provavelmente, por se tratar de um jogo popular, o jogo de Roleta apresenta uma
grande variedade de apostas e prémios. As apostas individuais, por exemplo, acontecem
na parte de dentro da mesa, cabe ao jogador escolher um determinado nimero, sendo
importante analisar as cores. Nesta situacao de aposta, a distribuicao dos prémios é
maior (35 a 1). Em contrapartida, essas jogadas apresentam a menor probabilidade de
acerto. Vejamos a seguir, segundo as regras disponiveis em (ODDSSHARK, 2008), e
(ANDRADE,2017) outros tipos de aposta que podem acontecer na parte de dentro da

mesa:

e (1 namero) O jogador aposta no namero que ele deseja que a bolinha pare em

cima quando a roleta parar de girar.

e (Street) Na mesma linha e com a mesma ficha podem ser apostados colocando

a ficha no comeco da linha.

e (Corner) Pode ser apostado colocando a ficha em cima do ponto intersecao das
linhas que pertence aos 4 nimeros ao mesmo tempo. A desvantagem desse tipo

de aposta é que os nimeros devem estar juntos.

e (Fileira Vertical Dobrada) Aposta nos nimeros 16, 17, 18, 19, 20 e 21. Para
esse tipo de aposta, coloca-se a ficha no comeco da linha que divide as filas

verticals centrais.

e (Basket) Na Roleta Europeia aposta nos nimeros 0, 1, 2 e 3. Ja na Roleta

Americana, aposta também no 00.

e (Dupla) Aposta em dois numeros ao mesmo tempo. Podem ser vizinhos verti-

calmente ou horizontalmente.
e (Rua) Aposta em 3 niimeros na orientagao horizontal.
e (Rua Dupla) Aposta em 6 nimeros vizinhos horizontalmente.
e (Quadrado) Aposta em 4 nimeros que formam um quadrado.

e (Trio ou Street) Na mesma linha e com a mesma ficha podem ser apostados
colocando a ficha no comeco da linha. Aposta nos trés primeiros ntmeros da

mesa: 0/00/1 (na roleta americana) / 0/1/2 (na roleta europeia).
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Confira as apostas do lado externo da mesa:

e (Vermelho ou Preto) Todos os niimeros da mesa possuem coloragao preta ou
vermelha (com excec¢do ao 0). O jogador aposta que o proximo nimero serd da

cor vermelha ou preta.

e (Par ou impar) O jogador prevé se o proximo nimero sorteado serda par ou
impar. Essa jogada pode ser realizada em conjunto com a vermelho/preto, para

aumentar sua premiagao.

e (Aposta de diizias) Na roleta americana ha 38 ntimeros, e na roleta europeia
sao 37. Esses nimeros sao divididos em 3 duzias (excluindo os nimeros nulos).

O jogador pode apostar qual delas terd um nimero sorteado.

e (Aposta de Coluna) A mesa do jogo de roleta é dividida em trés colunas.
A exemplo da aposta de duzias, o jogador pode realizar sua jogada em alguma

dessas colunas.

e (1-18 / 19-36) Aposta que prevé que o nimero sorteado fara parte de alguma

das divisdes da mesa.

Exemplo 2.2.1. Um dos jogos de azar presentes nos cassinos € a roleta. O jogo
consiste em lancar uma bola numa roleta que estd dividida num certo nimero de secgoes
numeradas e coloridas de vermelho, preto ou verde. A roleta europeia contém 36 sec¢oes
pretas ou vermelhas numeradas de 1 a 36 e uma seccao verde com o nimero 0. A roleta
americana contém mais uma seccao verde numerada com 00. O jogador poderd fazer
diferentes tipos de apostas, sendo estas feitas numa mesa que contém os numeros da
roleta, estando os nimeros de 1 a 36 distribuidos em 3 colunas e 12 linhas. O jogador
poderd apostar em niumeros isolados ou escolher conjuntos pré-definidos de nimeros,
por exemplo, os numeros de uma das trés colunas, os numeros pares ou 0S NUMET0Ss
coloridos a vermelho. Se o jogador consequir acertar no nimero que escolheu receberd
um prémio correspondente ao tipo de aposta que efetuou. Por exemplo, se apostou
apenas num numero e ele saiu na roleta, ficard com o dinheiro que apostou e receberd
mais 35 vezes o dinheiro que apostou; se apostar num nimero par (o zero ndo é contado)
e a bola cair numa seccao com um niumero nestas condicoes, receberd uma quantia de

dinheiro igual ao que apostou e manterd a quantia que apostou.

a) Qual € a probabilidade de obter nimero par para cada um dos tipos de roletas (o

0 e o 00 nao contam como nimeros pares)?
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b) Sabendo que o apostador deve escolher uma tnica dezena. Em qual roleta essa

aposta serd mais vantajosa?

¢) Qual a probabilidade de o apostador ganhar alguma premiacio, ao apostar em

um “Corner” {1, 2, /, 5} na roleta americana?

Solucao:

Item a) Para determinar a probabilidade de obter um nimero par na roleta eu-
ropeia, inicialmente definimos como espago amostral €2 todas as possibilidades dessa
jogada, como a bolinha pode cair nos seguintes niameros 2 = {0, 1,2, ...,36}, entao o
nimero de elementos do espago amostral serda n(2) = 37. Por outro lado, o evento
esperado F, ntimero de casas pares da roleta europeia é igual a n(E) = 18, sendo
E ={2,4,...,36}, portanto a probabilidade P(F) de se obter um nimero par na roleta

é igual a:

_n(E) 18
P(E) = O 48,65%.

Logo, a probabilidade de ser sorteado um niimero par na roleta europeia é de
aproximadamente 48,65%.

Para determinar a probabilidade de obter um ntmero par na roleta americana,
inicialmente definimos como espago amostral S todas as possibilidades dessa jogada,
como a bolinha pode cair nos seguintes nimeros S = {00,0,1,2, ..., 36}, entdo o nimero
de elementos do espago amostral serd n(S) = 38. Por outro lado, o evento esperado A,
nimero de casas pares da roleta americana é igual a n(A) = 18, sendo A = {2,4, ..., 36},

portanto a probabilidade P(A) de se obter um niimero par na roleta é igual a:

n(A) 18 9
P(A) =~ ST 7,37%

Item b) A roleta europeia, pelo fato de ter apenas o valor 0 na roleta, dando uma
probabilidade de % ~ 2,7% da banca ganhar, enquanto a probabilidade da banca
ganhar na roleta americana é de 3—18 ~ 2,63%.

Item c¢) Sabemos que a o nimero de casos possiveis de uma roleta americana

é n(S) = 38. Determinamos o nimero de casos favoraveis de um apostador ser
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premiado escolhendo um niimero que pertence ao corner representado pelo conjunto
B = {1,2,4,5}, logo n(B) = 4. Portanto, a probabilidade pode ser calculada da

seguinte forma:

_nmB) _4_2
P(B) = R 10, 53%.

Logo, a probabilidade de um apostador ser premiado pela aposta realizada no corner
{1, 2, 4, 5} & de aproximadamente 10, 53%.

2.3 Cartas

Nesta secao, apresentamos algumas regras de jogos de cartas, mais especificamente
sobre poquer e blackjack ou vinte e um, estes que sao muito comuns no cotidiano das
pessoas, como forma de passatempo e também sao muito procurados pelos apostadores
em cassinos e sites de jogos.

Inicialmente, uma hipotese para trabalhar alguma dinamica envolvendo jogos de
cartas é tentar adivinhar qual é a préxima carta a ser retirada e quais as chances reais
de vencer a partida com a retirada dessa carta, ou ainda, adivinhar qual é a carta
que esta com o seu adversario. Neste sentido, vamos abordar o Poquer e o Blackjack,
com objetivo de propor algumas questoes que envolvam a probabilidade e estes jogos.
Como dissemos inicialmente, seria invidvel nesta pesquisa abordar todos os tipos de
jogos de cartas, pois em cada lugar do mundo pode existir um tipo de jogo, com regras
diferentes e até mesmo regras iguais e nomes diferentes. Alguns tipos de jogos de cartas
muito populares em nosso pais ou mais precisamente na regiao de Goias sao, o Truco,
a Caixeta, a Canastra, o Pontinho, e etc.

Bastante popular entre os mais jovens, o jogo do UNO é praticado em algumas esco-
las de forma educativa, com a finalidade de estimular os alunos a realizarem operacgoes
mateméaticas de adicao e subtracao. O jogo é formado de cartas enumeradas de 1 a 9,
com 4 tipos de cores, a principio parece com o o baralho comum com cartas enumera-
das de 2 a 10, com o A (4s) e com as figuras K (rei), Q (Dama) e J (Valete), porém
vale ressaltar que o UNO é um jogo desenvolvido de forma lidica e assim apresenta
essas caracteristicas diferentes de um baralho convencional, porém também apresenta

algumas cartas especiais para dar dindmica ao jogo e neste caso vence quem ficar sem
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nenhuma carta no final do jogo.
Vejamos agora, um pouco sobre a Histéria do jogo de cartas da origem do baralho

convencional que é utilizado atualmente.

2.3.1 Histéria dos jogos de cartas e origem do baralho

Segundo algumas pesquisas em sites da internet, verificamos que nao se sabe ao
certo uma data especifica de sua criacao, mas existem relatos de que sua origem tenha
ocorrido no século X antes de Cristo, no oriente médio, alguns citam que o baralho é
originario da China, a pedido dos imperadores da época. Outros creditam a criacao do
baralho aos egipcios, arabes e indianos com funcoes religiosas e exotéricas.

E possivel observar nas pesquisas que o baralho tenha chagado a Europa por volta
do século XVI, onde comecou a ser produzido, tornando-se popular em varios paises.
O baralho que conhecemos hoje com as caracteristicas dos naipes e numeragao tem
uma grande influéncia dos franceses, pois reza a historia de que o Rei Carlos da Franca
tenha solicitado a um dos pintores da época que desenhasse cada naipe com a finalidade
de que as cartas de copas, representassem o clero, as cartas de ouros, representasse a
burguesia, a carta de espadas representasse a nobreza e as cartas de paus representassem

OS CaInponeses.

2.3.2 Pobquer

2.3.2.1 Histéria do Péquer

Atualmente o Poquer é um dos jogos de cartas mais praticado no mundo todo e deve
ser jogado por duas ou mais pessoas utilizando apenas um baralho convencional de 52
cartas. A dindmica do jogo de apostas é a seguinte, quem tiver a melhor combinacao
de cartas vence o jogo ou se o apostador fizer uma aposta e os demais desistirem. O
poquer é um jogo de muitas regras e sao muito importantes para o desenvolvimento
da atividade. Atualmente o Poquer é considerado um esporte de habilidade mental,
como xadrez por exemplo, mas é pouco aplicado em questoes de probabilidade voltadas
para o Ensino Médio, certamente pelo fato de ser um jogo de apostas, considerada uma
atividade ilicita em nosso pais, porém é muito conhecido pelos jovens principalmente

por praticantes de jogos online.
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Nao se sabe ao certo, quando foi criado o jogo de Poquer, fazendo algumas pesquisas
em site de jogos como (BODOG, 2020) e (TITANPOKER, 2013), (POKERSTARS,
2001) podemos ver que a maioria trata o Poquer como jogo originario da China no
século X, alguns fundamentam sua criacao de origem Persa no século XVI, outros
tratam da sua origem na Franca, levado ao continente americano, onde de fato se
tornou cada vez mais popular estando diretamente associado a historias do Velho Oeste
do continente americano, onde o nome Poquer teve seu nome diretamente associado a
jogo de trapassas, pelo simples fato de que o apostador pode ganhar a banca mesmo

se estiver blefando, ou seja, mentindo para seus adversarios.

2.3.2.2 Como funcionam os jogos de Péquer

Existem algumas maneiras diferentes de jogar o Poquer, por este motivo, iremos
destacar apenas o jogo de Poquer Texas Hold’em, que é atualmente o sistema mais
abordado em casas de apostas e de cassinos.

A dinamica do jogo é a seguinte, cada apostador recebe duas cartas, na sequéncia
o Dealer distribui trés cartas sobre a mesa, nesta etapa ja pode haver vencedor, por
exemplo se um apostador colocar suas fichas sobre a mesa e os outros desistirem,
este apostador é decretado ganhador da rodada. Porém, se mais de um apostador
continuar cobrindo as apostas uns dos outros o Dealer continua colocando as cartas na
mesa até formar, no maximo, uma sequéncia com 5 cartas sobre a mesa, nesta etapa
sao conferidas as apostas e quem obtiver uma sequéncia com a maior pontuacao dentre
as regras do jogo leva as apostas da mesa. Segundo (ANDRADE,2017) existem apenas
nove modos (ou jogos) para pontuar no poquer. Em ordem decrescente de pontuacao

temos:

e Straight Flush Sequéncia de cartas do mesmo naipe com os ntimeros em sequén-
cia, nao existe empate para esta série, devem ser observadas as sequencias nu-
méricas para verificar qual é a maior série e portanto obtém um maior valor,
em alguns campeonatos sao definidos inicialmente, qual tipo de naipe é mais
importante, porém existe a jogada que é chamada de Royal Straight Flush,
considerada a maior pontuacao para desempate, consiste em uma sequéncia de
A, K, Q, J e 10 de naipe de ouros.

e Quadra Consiste em quatro cartas iguais. Caso haja empate (dois jogadores

com quadras), ganha o jogador com o maior valor da carta que forma a quadra.
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e Full House (ou Full Hand) E formado por uma trinca e um par. Caso haja

empates entre full houses, desempata a maior trinca.

e Flush Acontece quando o jogador tem todas as cartas do mesmo naipe. O
desempate entre flushes ocorre comparando as maiores cartas de cada jogador e,
havendo novo empate, uma nova comparacao entre as “maiores seguintes” até se
esgotarem as cinco cartas. Caso haja empate entre todas as cartas dos flushes,
sendo diferenciados apenas por seus naipes, é declarado empate, pois nao critério

de desempate.

e Straight Sequéncia de cartas em que o naipe nao importa. O desempate entre os
straights ¢ pelo valor das cartas da sequéncia (semelhante ao straight flush). Caso
haja empate, mudando apenas os naipes dos straights, é considerado empate por

nao haver critérios para desempatar.

e Trinca E uma sequéncia com trés cartas iguais. Caso haja empate entre trincas,
ganha aquela com maior valor das cartas (assim como as quadras, menciona-
das anteriormente). Se a diferenca for somente nos naipes das trincas, nao ha

desempate.

e Dois pares Como o proprio nome sugere, essa pontuacao é dada por dois pares
de cartas iguais. Caso mais de um jogador tenha essa pontuacao, compara-se os
maiores pares de cada jogador e, havendo novo empate, faz a comparacao entre

0s menores pares. Em um novo empate, nao ha outro critério para desfazé-lo.

e Par Dupla de cartas iguais. Caso haja empate de pontuacao, ganha o jogador
com maior valor de cartas que formam o par. Novo empate nao hé critérios que

desempate o desfecho da partida.

e Maior carta Se nenhum dos jogadores que permanecerem até a tltima rodada
de apostas fizer nenhuma das pontuacoes citadas acima, ganhard aquele com a
maior carta. Caso a maior carta de outro jogador coincidir, é declarado empate

na rodada.

Com base nessas informacoes, sobre as regras de pontuacao do Poquer, vamos ve-
rificar alguns céalculos de probabilidade envolvendo possiveis rodadas em determinadas

situacoes:
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Exemplo 2.3.1. Qual a probabilidade de um jogador de Poquer, consequir na primeira

rodada sair com a pontuacio Royal Straight Flush?

Solugao:

Inicialmente vamos determinar o nimero de possibilidades do espaco amostral n(€2),
neste caso, devemos considerar todas as 52 cartas do baralho, dessas cartas, o jogador
ird obter sua pontuagao escolhendo (neste caso, a ordem das cartas nao serd impor-
tante) 5 entre 7 cartas dentre todas disponiveis. Assim, o espago amostral consiste das

possibilidades de escolher 7 cartas entre as 52 disponiveis. Logo:

52! 52-51-50-49-48-47 - 46 - 45!

= = 133.784.560.
7! 45! 7-6-5-4-3-2-1-45!

n(§2) = ng =

Logo, existem 133.784.560 possibilidades de escolher 7 dentre 52 cartas disponiveis
no jogo. Agora, vamos determinar as possibilidades de o jogador sair com a pontuagao
Royal Straight Flush.

Sabemos que a pontuacao Royal Straight Flush é obtida quando o jogador tem a
sequéncia A, K, Q, J,10 do mesmo naipe, ou seja, o ntmero de casos possiveis n(A)
serd determinado de 4 maneiras, porém, como o jogador tem disponivel 7 cartas, sedo
5 delas um Royal Straight Flush, devemos ainda escolher duas cartas dentre as 47 que
sobraram para compor as cartas disponiveis para o jogador. Portanto, o ntmero de

casos favoraveis sera:

A0 47-46-45]  8.648
21.45! 2.1-451 2

n(A) = 4.0, = 4. = 4.324.
Sabendo que existem 4.324 combinacgoes possiveis de acontecer um Royal Straight
Flush em jogo de Poquer, entao, a probabilidade de um jogador sair com um Royal

Straight Flush sera dada por:

n(A) 403 4.324

PA - = =
(4) n(Q)  CI, ~ 133.784.560

~ 0,00003232 ou = 0,003232%.
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2.3.3 Blackjack (Vinte e Um)

2.3.3.1 Histoéria do Blackjack

Também conhecido como Vinte e um, o Blackjack é um jogo de cartas muito
popular nas casas de apostas americanas foi inclusive abordado no filme “Quebrando a
banca” (2008 - Sony,EUA) e tornou-se ainda mais famoso, visto que muitos apostadores
preferem esse jogo pelo grau de facilidade das regras. O objetivo principal do jogo é
obter uma pontuacao maior que o adversario sem ultrapassar 21 pontos, o apostador
que conseguir esta facanha ganha o jogo.

Blackjack surgiu em meados do século XVIII na Franga, como passatempo para a
nobreza e eram criadas festas para jogar “Vigent en Un” (Vinte e Um em francés) e
ganhou vérios adeptos da época, dentre eles o mais famoso era Napoleao Bonaparte.
Segundo historiadores, o Blackjack ou Vinte e Um teve origem através de outros dois
jogos de raizes italianas o 31 (Trentuno) e o jogo 7% (Sette e mezzo), o jogo passou
a ser chamado de Blackjack quando chegou aos Estados Unidos e passou a ser jogado

nos cassinos americanos.

2.3.3.2 Como funcionam os jogos de Blackjack

Como ja foi citado anteriormente, por ser um jogo de regras ficeis, o jogo atrai uma
grande quantidade de apostadores profissionais pelo mundo inteiro. E jogado com até 8
baralhos com a finalidade de dificultar a contagem de cartas distribuidas aos jogadores
e o jogador que obtiver a maior pontuacao sem extrapolar 21 pontos vence o jogo.

Sobre os valores de carta durante os jogos: As cartas de 2 a 10 tem o mesmo valor
original, as figuras, valete, damas e reis valem 10 pontos cada e o A ou &s é uma carta
especial que pode valer 1 ou 11 pontos. Se o jogador tiver 10 pontos na primeira carta
o as valera 11 pontos finalizando assim a partida,visto que nesta situacao o jogador
completa os 21 pontos, porém se a primeira carta € menor do que 10, o &s passa a valer
1 ponto, pois diminui as chances de ultrapassar 21 pontos rapidamente, determinando
outras possibilidades de pontuacao.

No jogo, sao distribuidas, duas cartas para cada jogador e normalmente sao viradas
para cima, inclusive para a Banca, porém uma carta fica voltada para cima e a outra
fica voltada para a mesa, dessa forma a Banca tem a possibilidade fazer 21 um pontos
somente se uma das cartas voltada para cima é um as ou uma carta de pontuacao igual a

10 pontos e se isso acontecer, a mesa so perde se o outro jogador também fizer 21 pontos.
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Verificado que a Banca nao tem um Blackjack, cada jogador pode fazer sua jogada.
Depois que todos os jogadores fizerem suas jogadas o Dealer representante da Banca
deve jogar até obter uma pontuacao maior que 17 e menor que 21 sem ultrapassar
um numero de 5 cartas, caso a banca ultrapasse 21 pontos, todos os jogadores que
ndo estouraram sua pontuacao saem vitoriosos. As jogadas podem ser realizadas da
seguinte forma em cada rodada, apds a distribuicao das cartas pela banca, segundo

(ANDRADE, 2017) cada jogador pode optar por uma jogada da seguinte maneira:

e Stand Comando para o dealer parar. Significa que o jogador nao quer mais

cartas (provavelmente por estar satisfeito com a sua combinagao).
e Hit Significa que o jogador quer receber mais uma carta.

e Dobrar Caso o jogador decida que precisa de uma (e s6 uma) carta adicional,
entdo ele pode dobrar sua aposta e receber mais uma carta (ndo ha a garantia que
sera boa para o jogador). Esta opcdo é oferecida apenas para as duas primeiras

cartas ou em cada uma das cartas ap6s o jogador usar o Dividir.

e Split Ou Dividir, faz com que o jogador divida suas cartas em duas maos,
formando dois jogos distintos. Essa opcao de jogada s6 pode ser feita se as duas
primeiras cartas tiverem o mesmo valor de pontos. Nesse caso, cada uma dessas
cartas serd a primeira carta de uma nova mao. Cada jogador pode dividir duas
ou trés vezes, da forma mais conveniente e até mesmo usar o Dobrar em cada

uma das maos que foi dividida.

e Surrender Alguns cassinos oferecem a op¢ao de Surrender (ou Reden¢do) nas
primeiras duas cartas. Se o jogador nao gostar de suas cartas de sua mao, ele
pode pedir a redengao (antes do dealer revelar a carta da mesa) e perder somente

a metade de suas fichas.

Por apresentar varias formas e combinacgoes distintas para que o jogador ganhe uma
rodada de Blackjack, nao iremos apresentar nesta dissertacao todas as probabilidades,
visto que o nosso principal objetivo ¢ mostrar alguns exemplos e aplicacoes do célculo
das probabalidades em situagoes que devem ser aplicadas ao Ensino Médio, entao
vamos somente demonstrar alguns exemplos e calcular a probabilidade em situacoes

especificas do jogo.
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Exemplo 2.3.2. Em uma rodada de Blackjack, que estd sendo jogado com um unico
baralho, qual a probabilidade de um apostador vencer, sabendo que a Banca jd revelou

ter 21 pontos?

Solucao:

Neste caso n(Q2) = CZ), pois sabemos que a banca dispoe de uma carta de pontuagao
igual a 10 e um as, portanto, para determinar o espago amostral é necessario escolher
2 cartas dentre 50 disponiveis. Por outro lado, para obter o niimero de casos favoraveis
n(A), o apostador devera ter necessariamente um as e uma carta de pontuagao igual a
10, para isso, devemos combinar as situagoes da seguinte forma: Escolher 1 &s dentre os
disponiveis, ou seja C3 e escolher uma carta de pontuagdo 10 dentre as 15 disponiveis,
pois sabemos que sao 4 cartas 10, e 12 figuras, porém uma delas ja estd com a banca,

portanto devemos ter C}-. Entdo, a probabilidade sera calculada da seguinte forma:

n(A)  CLCl 315 45

n(Q)  C3, T 1.225 245

P(A) = ~ 0,03673 ou ~ 3,673%.

2.4 Moedas

2.4.1 Historia das Moedas

Sabemos que os objetos de metal sao apreciadas por muitas pessoas em nossa atua-
lidade, mas, antigamente esses objetos eram ainda mais apreciados. Sua producao era
muito trabalhosa, exigia, além dos dominios e técnicas de fundigao, existia a necessi-
dade de conhecer a fonte desses objetos, onde eles eram encontrados e essas referéncias
nao eram de facil acesso, ou seja, nem todos tinham acesso a essas informacoes.

A supervalorizacao destes objetos foi tamanha que eles passaram a ser utilizados
como moedas que ao pesquisar no dicionario significam “peca de metal, geralmente
circular, cunhada por instituicao governamental para ser usadas como meio de paga-
mento”.

Devido a falta de uma documentacao suficiente, a origem das moedas ainda é uma
incognita para muitos arquedlogos e historiadores. Mas podemos verificar em algumas
pesquisas, que o inicio da cunhagem das moedas geralmente é atribuido aos asiaticos,

mais precisamente na Asia Menor e posteriormente ela passou a ser adotadas pelas
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cidades gregas. Segundo (FLORENZANO, 2001) em uma publica¢do na revista do
museu de Arqueologia e Etmologia de Sao Paulo-SP, Com relacao as fontes escritas, hé
duas tradicoes principais que se registram: uma que posiciona o surgimento da moeda
de ouro e prata na Asia Menor, entre os lidios e outra que atribui a Fidon, tirano de
Argos a cunhagem das primeiras moedas de prata na cidade de Egina. Note-se, que
a excecao de Herodoto (século V a.C.), e também de Xendfanes de Colofon (século
VI a.C.), citado por Pollux (século II d.C.), todas as demais fontes sao posteriores ao
século IV a.C.

A partir dai, as moedas passaram a ser utilizadas no mundo inteiro, na sua historia,
podemos citar uma evoluc¢do, partindo mais precisamente pelos gregos (Atenas, Egina
e Corinto) até o que conhecemos atualmente, sendo utilizada no comércio, como grande
passo para a evolucio financeira da populacdo mundial. E certo que, a instituicio das
moedas no mercado financeiro desde o século VI tem um grande contexto de caracte-
rizacao do Estado ao qual a moeda esta diretamente associada como podemos ver ao
citar Holloway (apud FLORENZANO, 2001, p.203) que diz: “a emissao de moedas tem
a ver com o controle, com o poder instituido muito mais do que com qualquer aspecto
economico, de crescimento comercial ou de aprofundamento de relagoes de mercado. A
moeda é fruto da polis grega, é resultado de transformacoes profundas no pensamento
grego e na maneira de se medir e de se avaliar coisas e servicos. A moeda é um instru-
mento de poder e de manipulagao do poder; como elemento constitutivo da pdlis grega
servia a tirania e ao poder democratico”.

A partir deste momento, apresentamos algumas curiosidades sobre as situacoes es-
pecificas da moedas atribuidas a aplicagoes em jogos e suas probabilidades, com a
finalidade de tornar a compreensao por parte dos leitores dessa dissertacao, das apli-
cacoes que serao associadas as atividades envolvendo a Probabilidade como contetido

a ser trabalhado com alunos do Ensino Médio.

2.4.2 Curiosidade: Aplicagcao dos Jogos de Moedas no futebol

Pense na seguinte situagao. Uma selecao bi-campea do mundo disputando, em
casa, a semifinal de uma competicao como Eurocopa, o jogo vale vaga para a final da
competicao, o adversario é forte, porém, com pouca expressao no cenario mundial. A
principio podemos pensar que a equipe bi-campea é claramente a favorita para avancar
até a final, mas a disputa que serd decidida em jogo tnico conta com a inspira¢ao

do time adversario e dramaticamente a partida termina empatada em 0x0, sendo esta
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acrescida de uma ainda mais dramatica prorrogacao que continua sem gols, vocé pode
dizer, ok, vamos para os pénaltis e resolver essa historia, s6 que nao. Entra em campo,
neste momento, a poderosa e sublime moeda para resolver essa situacao. Este jogo
realmente aconteceu na semifinal da Eurocopa de 1968, em Napoles-Italia, entre Itélia
(Bi-campea mundial) e Unido Soviética e para alegria da nacao italiana o capitdo do
time na época, Giacinto Facchetti, escolheu a face certa da moeda e assim a Italia con-
seguiu chegar a final da Eurocopa, sagrando-se campea em cima da antiga [ugoslavia.
Curiosamente a primeira partida também terminou empatada, porém no regulamento
da final estava prevista a realizagao de uma segunda partida e nesta a selecao italiana
venceu o jogo por 2x0 (CALCIOPEDIA, 2013).

Analisando esta situacdo, vimos que uma moeda nao-viciada decidiu uma partida
historica, seguindo a definicao classica de probabilidade, onde as chances de a Ttalia
vencer era 50% e para a Unido Soviética vencer a partida as chances também eram de
50%. Observando a situacao do jogo, de onde a Itélia vinha de dois titulos mundiais,
jogando em casa, esta aplicagao da moeda para decidir o jogo através da moeda nao
parece muito justa. De fato, poderia se ter escolhido uma forma subjetiva de proba-
bilidade para resolver a situacao do confronto, como a analise do histérico de jogos
entre as equipes. Atualmente, em alguns casos, sao atribuidos critérios técnicos para a
solucao de casos assim, como gol marcado fora de casa, para confrontos de ida e volta,
equipe mais disciplinada e inclusive pénaltis, embora muitos considerem esse sistema
de desempate como jogo de sorte, existem varios estudos que mostram que alguns fa-
tores sao relevantes, como quem cobra o pénalti primeiro, habilidades dos jogadores,
etc., vale ressaltar que as disputas de pénalti no futebol foram instituidas a partir de
1970 pela FIFA (Federagao Internacional de Futebol).

2.4.3 Como funcionam os jogos de Moedas

De todos os jogos que citamos até o momento a moeda é o mais simples. Consiste
de uma moeda separada entre cara e coroa, portanto o espaco amostral de uma moeda

simples é dado por Q = {K,C}, ou seja n(Q2) = 2 e portanto a probabilidade de sair

cara (K) em um langamento da moeda é dado por P(K) = Z((g)) =1=50%¢a

probabilidade de sair uma coroa em um determinado experimento simples é dado por
c . . A

P(C) = % = 1 = 50%. Podem ocorrer langamentos sucessivos ou simultaneos de

moedas, como veremos no exemplo a seguir:
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Exemplo 2.4.1. (PIC - OBMEP)' (CARVALHO, 2017) Pedro e Joio combinaram de
langar uma moeda 4 vezes. Pedro apostou que, nesses 4 lancamentos, nao apareceriam

2 caras sequidas; Joao aceitou a aposta. Quem tem maior chance de ganhar a aposta?

Resposta: Inicialmente iremos determinar o niimero de eventos que podem acontecer
no espago amostral n(€2). Como em cada lancamento existem duas possibilidades,
sair cara (k) ou coroa (C), entdo o nimero de possibilidades do espaco amostral sera
2-2-2-2 =16, logo n(2) = 16. Todas essas sequéncias tem a mesma probabilidade
de ocorréncia, ja que o resultado de um lancamento nao afeta os demais e h4 a mesma
chance de sair cara ou coroa. Vamos verificar quais dessas sequéncias levam a vitoria
de Pedro.

12 caso: Pedro vence, quando sairem todas as coroas (CCCC);

22 caso: Pedro vence, se nos langamentos sairem uma tinica cara (KCCC), (CKCC),
(CCKC), (CCCK);

32 caso: Pedro vence, se nos langamentos sairem duas casas (CKCK), (KCKC),
(KCCK), Lembrando que, neste caso, nao pode ocorrer duas caras seguidas;

492 caso: Pedro perde, se sairem 3 ou mais caras.

Logo, o nimero de sequéncias favoraveis a Pedro é igual a 8, e sua probabilidade

8 _

de vitoria ¢ igual a {5 = % = 50%. Portanto, ambos tem a mesma chance de vitoria.

2.5 Dados

2.5.1 Histéria dos jogos de Dados

Como ja foi citado no topico de Historia da probabilidade, podemos afirmar que os jogos
de dados quase deram a origem ao tema que estamos abordando nesta dissertacao e
que hoje é objeto essencial no ensino da Matemaética, no estudo das Probabilidades.
A origem do dado, esta diretamente associada ao osso Astragalo (osso do calca-
nhar de um determinado animal com formato de um tetraedro irregular) que segundo
historiadores essa transicao foi ocorrendo de forma lenta no decorrer do tempo, mais
precisamente em todo de 2 mil anos. Estima-se que os primeiros dados tenham surgido
através do polimento das laterais arrendondadas do astragalo até que ficassem planas,
segundo (CALABRAIA e CALAVARI, 2013) A passagem de astragalo para dado ocor-

1P]roglrama de iniciagao cientifica Jr. da Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas
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reu simultaneamente em diferentes partes do mundo e os formatos nem sempre foram
ctibicos. Os matemaéticos gregos, por exemplo, provavelmente construiram dados po-
liédricos. Hoje com a evolucao dos materiais, os dados passaram a ser fabricados com
metais e marfim, porém, atualmente os dados sao feitos basicamente com celulose e
fibra de vidro.

Existem varias maneiras e jogos diferentes que podemos utilizar os dados, é comum
observar em situacoes de jogos de dados que pessoas criem diferentes brincadeiras
modelos distintos de regulamentos como entretenimento, porém nesta pesquisa iremos
falar apenas do Craps, jogo que assim como o Blackjack, a roleta e o Poquer sao jogos

muito populares em cassinos pelo mundo inteiro.

2.5.2 Craps

2.5.2.1 Histéria do Craps

Ha registros de que soldados ingleses jogavam, durante o periodo de guerras o que
entre eles era chamado de “Hazard” que posteriormente viriam a se chamar Craps. Na
Franca, também havia um jogo muito popular que era chamado de “Crabes”, mas este
jogo foi se tornando conhecido até atravessar o oceano atlantico e chegar ao Canada.
Neste avanco do jogo, com a mudanga de continentes, linguagens e sotaques é que
o Crapes surgiu e passou oficalmente a ser conhecido desta forma. Mais tarde, o
jogo passou por novas modificacoes, onde foram adotadas as técnicas e regras que sao

aplicadas até hoje em varios cassinos.

2.5.2.2 Como funcionam os jogos de Craps

Tecnicamente, o jogo consiste em prever o resultado do par de faces voltadas para
cima no lancamento de um dado. Nos cassinos, as apostas sao realizadas e os dados
sao lancados pelo jogador, feito isso, se o jogador obtiver de 7 ou 11 pontos ele vence,
porém se a soma for 2, 3 ou 12 ele perde imediatamente o que apostou. Se a soma
estiver entre 4 e 6 ou entre 8 e 10 ele continua jogando, partindo para uma nova rodada
e em cada rodada pode haver uma nova situagao de aposta que depende ou nao da

situagao do jogo. Segundo (ANDRADE, 2017) Vejamos abaixo alguma situagoes:

e Pass Line (Linha de Passagem) ou Linha de Frente. Quando a mesa chama

“facam suas apostas” antes do lancamento inicial, os jogadores apostam no espaco
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destinado. O lancamento inicial é feito. Se a soma dos dados for 2, 3 ou 12 os
jogadores perdem automaticamente. Se a soma dos dados for 7 ou 11 os jogadores
ganham automaticamente. Se qualquer outra soma for obtida, esse resultado se
transformara em Ponto, e uma espécie de disco (denominada de puck com os lados
contendo ON e OFF) é colocado sobre o a coluna desse niimero com a indica¢do
ON. Se o nimero do Ponto sair novamente, as apostas Pass Line ganham; se sair
um 7 a aposta perde e a rodada acaba; qualquer outro valor obtido na soma nao
causa nenhuma acao no jogo e a rodada continua. Apostas na Linha de Passagem
nao podem ser removidas nem modificadas. Elas ficam comprometidas até o puck
indicar OFF (no final da rodada), quando as apostas sao transferidas para o canto

da mesa e comecara uma nova rodada.

Don’t Pass Line (Linha nio Passa) ou Linha Traseira. Esse campo de apostas
fica oposto ao Pass Line. Essa aposta ganha se o lancador obtiver 7 antes do
Ponto, mas perde se o lancador obtiver o Ponto antes do 7. Essa aposta é feita
antes do lancamento inicial. Ela ganha com 2 ou 3. Caso saia 12 ela nao é
retirada da mesa, mas também nao ganha. Com qualquer outra pontuacao, o

Ponto é estabelecido.

Come (Vinda) Fica disponivel depois que se estabelece o Ponto. As apostas
Come ganham se aparecer um 7 ou 11 e perdem se sair um 2, 3 ou 12. Qualquer
outro ponto associard essa aposta a esse ponto ou ao 7. Essa aposta ganha se o
ponto aparecer antes do 7 e perde se o 7 aparecer antes do ponto. Essas apostas
nao tem o uso do puck, ficam vinculadas somente ao reaparecimento do ponto ou
do 7.

Don’t Come (Nao vem) é o oposto da aposta Come. Ganha com 2 ou 3 e
perde com 7 ou 11. Caso saia 12, a aposta continua na mesa. Qualquer outro
resultado gera o Ponto. As apostas Don’t Come ganham com o 7 vindo antes
do ponto e perdem se o ponto sair antes do 7, ficando as apostas restritas ao

aparecimento desses dois resultados.

Odds é considerada uma estratégia de defesa. O valor méximo de uma aposta
Odds ¢é de duas vezes o valor de sua aposta original (igual a soma do apostado
com o valor que ganharia). O jogador pode fazer full Odds em qualquer uma das
apostas: Pass Line, Don’t Pass Line, Come ou Don’t Come, afim de garantir que

ele nao perca totalmente a quantia que esta apostando.
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Field (Campo) é uma aposta de uma tnica rodada. A aposta Field ganha se
os ntmeros forem 3, 4, 9, 10 ou 11 e paga dobrado se o resultado for 2 ou 12.
A aposta Field perde para 5, 6, 7 ou 8 e pode ser realizada antes de qualquer

rodada.

Big 6 ou Big 8 (6 grande ou 8 grande) sio as apostas em que 0 6 ou o 8 sdo
lancados antes do 7. Esse tipo de aposta pode ser feita antes de qualquer rodada,

mas acaba quando se atinge o 7 ou outro ponto (4, 5, 9 ou 10).

Place to Win (Lugar para ganhar) é uma aposta em um dos nimeros 4, 5,
6, 8, 9 ou 10 (que devem sair antes do 7). Esse tipo de aposta deve ser feita no

espaco da mesa que contém o numero desejado em "4, 5, SEIS, 8, NOVE, 10".

Buy (Compra) é uma aposta que reserva 5% para o perdedor (seja ele mesa
ou o proprio jogador). O jogador aposta em um ponto, que deve sair antes do 7.
Esse tipo de aposta pode ser feita a qualquer momento, assim como altera-la ou

até mesmo remové-la.

Lay (Configuragao) é a aposta contraria a Buy. Na Lay, o 7 deve sair antes
do ponto. O vencedor da aposta leva o prémio, com excecao dos 5% que ficam

reservado para a mesa.

Any 7 (Qualquer 7) quando o jogador deseja que saia 7 na préoxima rodada.

Esse tipo de aposta paga até quatro vezes o valor apostado.

Any Craps (Qualquer Crap) quando o jogador espera que o proximo resultado

seja 2, 3 ou 12.

Any 11 Bets (Qualquer 11) quando o resultado seguinte deve ser 11. Paga

até 15 vezes o valor apostado.

Horn (Chifre) é o tipo de aposta que se espera que o resultado seja um dos
quatro extremos: chifre inferior 2 ou 3 e chifre superior 11 ou 12. No chifre

inferior o jogador recebe 30:1 e no chifre superior o jogador recebe 15:1.

Hardway (Duras) As apostas duras sao aquelas que geram os resultados 4, 6,
8 ou 10 com os valores dos dados iguais (242, 3+3, 4+4 ou 5+5). Pagam T:1

para resultado 4 ou 10 e 9:1 para resultado 6 ou 8.
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Vejamos agora, algumas aplicacoes de probabilidade envolvendo o jogo Craps em

exercicios voltados ao Ensino Médio.

Exemplo 2.5.1. O jogo Craps, jogado com dois dados, é um dos jogos de aposta
mais rdpido e mais popular da América. As regras sio as sequintes. Apenas o total
dos dois dados é contado. O jogador langa os dados e ganha se o total das somas na
primeira jogada for 7 ou 11, perde se for 2,3 ou 12. Qualquer outra soma é chamada de
"nonto". Se no primeiro lancamento sair um point, o jogador lanca os dados novamente
repetidamente até que, ele ganhe tirando o seu point novamente, ou perde se lirar 7.

Qual € a chance do jogador ganhar?

Solucao:

Considere os seguintes eventos no lancamento de dois dados:
e A: “A soma das faces voltadas para cima ser 77;

: “A soma das faces voltadas para cima ser 117

: “A soma das faces voltadas para cima ser 4”;

: “A soma das faces voltadas para cima ser 57;

: “A soma das faces voltadas para cima ser 8”;

B
C
D

e [: “A soma das faces voltadas para cima ser 6”;
F
G: “A soma das faces voltadas para cima ser 97;
H

: “A soma das faces voltadas para cima ser 10”.

Inicialmente, vamos calcular a probabilidade de o jogador ganhar na primeira ro-
dada. Aplicando o Principio fundamental de contagem , temos: n(2) = 6.6 = 36, por-
tanto o nimero de casos possiveis é igual a 36. O niimero de casos favoraveis, neste caso,
é o obtido observando as possibilidades para que a soma dos dados seja 7 ou 11, por-
tanto, A = {(1,6);(2,5);(3,4); (4,3); (5,2); (6, 1)}, logo n(A) = 6 e B = {(5,6);(6,5)},

logo, n(B) = 2 como os eventos sdo independentes temos:

6 2 8 2
P(AUB)= —+ — = — = -~ (,2222.
( ) 36 36 36 9 ’



Porém, se o jogador sair com a pontuacao 4, 5, 6, 8, 9 ou 10, ele faz um ponto

e segue para a proxima rodada, tendo que acertar a mesma pontuagao para vencer o

jogo, vejamos a seguir as possibilidades para cada caso favoravel:
12 Rodada

o C'={(1,3);(2,2); (3,1)}, portanto, n(C) = 3, logo P(C) = =

D = {(1,4);(2,3)(3,2); (4, 1)}, portanto, n(D) = 4, logo P(D) = =;

F =1{(2,6);(3,5); (4,4); (5,3); (6,2)}, portanto, n(F) = 5, logo P(F) = 2;

H = {(4,6);(5,5)(6,4)}, portanto, n(H) = 3, logo P(H) = 2.
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E ={(1,5);(2,4);(3,3); (4,2); (5, 1)}, portanto, n(F) = 5, logo P(F) = %;

G =1{(3,6);(4,5)(5,4); (6,3)}, portanto, n(G) = 4, logo P(G) = %;

36

Porém vale ressaltar que nesta segunda rodada o jogador nao pode obter soma 7 e

n(Q) = 30, ou seja todos os niimeros disponiveis menos as 6 possibilidades de soma 7

para que ele possa jogar repetidamente, sendo assim temos:
22 Rodada

Se sair na primeira rodada a soma 5, temos P(D|DU A) = =;
Se sair na primeira rodada a soma 6, temos P(E|E U A)

Se sair na primeira rodada a soma 8, temos P(F|F U A) = >

Se sair na primeira rodada a soma 10, temos P(H|H U A) =

Se sair na primeira rodada a soma 4, temos P(C|C'U A) = 3;

4
10°

5 .
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Se sair na primeira rodada a soma 9, temos P(G|G U A) = 2;

5
11°

Agora para sabermos a probabilidade do jogador ganhar, devemos pensar na conta

como uma probabilidade condicional: como se os resultados indicados representam

as chances do jogador ganhar dado que saiu o nimero indicado, por exemplo, Se na

primeira rodada a soma foi quatro, na segunda a soma necessariamente devera ser

quatro e assim sucessivamente, logo a probabilidade dele ganhar é:

3
36

3 4 4 5 D 5 5 4 4 3

3
. — =~ 0.271.
36 10+36 11+36 11+36 10+36 9 0,27
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Logo, a probabilidade do jogador ganhar é de 0,222 + 0,271 ~ 0,493.

2.6 Apostas online em jogos esportivos

Nesta secao, iremos tratar de uma modalidade de apostas que vem aumentando
significativamente a quantidade de adeptos pelo mundo inteiro, sao apostas online em
jogos esportivos. Na realidade, apostas em jogos esportivos acontecem praticamente
desde o surgimento dos esportes, pois quando vocé escolhe um time para torcer, ou
escolhe torcer para um determinado lutador, por exemplo, acreditando que o seu time
ou o seu lutador favorito ird ganhar a partida e entao saira feliz da disputa, principal-
mente se nesta situacdo algum objeto ou valor financeiro for apostado e ganhar, pelo
fato de ter realizado a escolha certa. Neste caso de apostas em jogos, também estamos
falando de apostar financeiramente, com a possibilidade de apostar, nao somente no
seu time ou jogador favorito, mas existe a possibilidade de apostar dinheiro em jogos
ou jogadores que vocé talvez nem conheca.

No inicio do capitulo, citamos que, no Brasil a pratica de apostas em jogos ¢ ilegal,
exceto se apostar em jogos de loteria da Caixa Economica Federal. Porém o governo
passou a observar que o pais estava deixando de arrecadar varios impostos, pois os
brasileiros estavam procurando sites de outros paises, onde a pratica dos jogos é regular
e nestes sites faziam suas apostas, por isso, em 2018, o governo federal, que no periodo
era governado por Michel Temer, decretou a lei n® 13.756/18 | liberando a pratica de
apostas em jogos online no pafs, para que através dessa lei pudessem arrecadar impostos
e assim passar a ser uma fonte de arrecadacao a mais para o nosso pais. Porém, a
lei ainda precisa ser regulamentada para permitir a exploracao legal desta modalidade
lotérica e a geragao dos beneficios sociais previstos na lei. Segundo (SALVARO, 2019), a
justificativa para a sua edicao foi a de que a pratica é encontrada legalmente em diversos
paises, gerando renda, emprego e possibilidades de ganhos financeiros ao apostador e
aos clubes, além da evasao de divisas que poderiam ficar no Brasil.

Nos sites de apostas online, é possivel encontrar os mais variados tipos de com-
peticoes para realizar suas apostas, como por exemplo, futebol, voleibol, basquetebol,
ténis, ténis de mesa, corrida de carros, corrida de cavalos, hoquei, futebol americano, e-
esportes (jogos de videogame online), politica, olimpiadas, e inclusive partidas de jogos

de cassinos (Blackjack, Poquer, roletas, ...), em fim, tudo que se tratar de competicao

2 Disponivel em: http://www.planalto.gov.br/ccivil 03/ At02015-2018/2018/Lei/L13756.htm
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pode ser apostado nestes sites. Existem varias regras de se jogar online, escolhendo
sua modalidade de competicao favorita, jogos que serao disputados em uma data es-
pecifica, jogos em tempo real (inclusive nesta modalidade, as probabilidades podem
variar no decorrer da partida e o apostador pode modificar suas apostas no decorrer
deste tempo), também é possivel apostar na performance de um determinado jogador,
qual time faz o primeiro gol da partida, etc. Em jogos cuja disputa contém trés possi-
bilidades de resultados (vitoria, empate e derrota) ele pode escolher em um resultado
exclusivo, como a vitéria de um clube, ou escolher apostar na possibilidade de dois
resultados, como por exemplo, vitéria ou empate para o time da casa. Na subsecao
sobre como funcionam as apostas online em jogos esportivos iremos falar mais sobre
cada tipo de aposta. Passamos agora a falar um pouco sobre a origem e historia sobre

as apostas em jogos esportivos e apostas online.

2.6.1 Histéria das apostas em jogos esportivos

Segundo (RODRIGUES, 2013), acredita-se que as primeiras apostas surgiram na Grécia
antiga, ha cerca de dois mil anos, precisamente nos Jogos Olimpicos da Antiguidade.
As primeiras Olimpiadas incluiam em seu calendario competicoes de maratonas, salto
em distancia, lancamento de dardo e disco, e boxe. Enquanto o evento ocorria, os
espectadores apostavam valores sobre os resultados de cada disputa. Com o passar
do tempo, a civilizacao romana passou a adotar apostas nos seus eventos e na Idade
Média eram realizadas através de duelos e torneios de cavaleiros, até chegar a idade
Moderna, onde as corridas de cavalos eram vistas como fontes de apostas, onde as
apostas passaram a ser o foco principal do torneio.

A partir do Século XVIII, as apostas em eventos esportivos passaram a tomar conta
do cenario mundial, Segundo (RODRIGUES,2013), com o passar dos tempos, prati-
camente todas as formas esportivas comecaram a se organizar e se expandiram com
extraordinaria rapidez por todo o mundo. Na segunda metade do século XIX, as pri-
meiras associacoes esportivas alcancam o seu auge. A época, o jornal impresso e o
radio eram os Gnicos meio de comunicagao disponiveis para se acompanhar os jogos,
mas o advento da televisao revolucionou o universo das apostas, pois as competicoes
comecaram a ser pela populacao. A partir de entao, passam a ser divulgados os resul-
tados dos jogos na programacao diaria. Mais tarde, surgem canais especializados e o
mundo dos esportes mudou por completo. E com o surgimento das novas tecnologias

de comunicacao, em especial a Internet, quase no final do século XX, o esporte acom-
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panha outro fenémeno da época: a globalizacao. A industria esportiva passa a ser uma
organizagao internacional e as apostas acompanharam o ritmo.

Segundo (SALVARO, 2019), em meados da década de 1990 no Estado de Antigua
e Barbuda, foram regulamentas as primeiras leis que liberavam a pratica de apostas
online, principalmente durante a realizacao de jogos de Poquer, a partir dai, os sites
comecaram a criar varias possibilidades de regras para a pratica de apostas esportivas,
em variadas modalidades e diferentes competicoes. Devido ao sucesso dos sites de
apostas, os paises e estados passaram a regulamentar e exigir regras de boas praticas
para manter a liberagao dos jogos de apostas, dentre elas para que os sites criassem
sistemas para verificar caso de abusos de apostas ou apostadores que, empolgados
com a pratica, tivessem prejuizos excessivos pudessem ser acompanhados para que
nao houvesse danos significativos. Para (CHAGAS,2016), no passado as competicoes e
jogos consistiam-se apenas em um mero passatempo. Contudo, no decorrer dos tempos
assumiram o status de “industria de apostas”, que detém uma posicao multibilionaria,
devido principalmente ao crescente nivel de comercializagao dos esportes.

Desta forma, a pratica de apostas em jogos online se difundiu no mundo inteiro,
com vérias possibilidades de aplicacoes. A tendéncia é que esta realidade seja ainda
mais utilizadas por varios jogadores, com a finalidade de faturar sobre a banca e buscar
lucros, simplesmente apostando em seus jogos favoritos ou passando a conhecer cada
vez mais a realidade de outros esportes.

Por isso, nesta secao, apresentamos algumas regras de apostas em jogos online,
bem como a apresentacao de alguns termos utilizados nos sites de apostas, para que
possamos conhecer um pouco mais sobre as formas de apostas em variadas modalidades
esportivas. Por fim, apresentamos de uma forma mais especifica os varios tipos de
apostas online em jogos de futebol e um modelo de calculo da probabilidade relacionada

a partidas de futebol.

2.6.2 Como funcionam as apostas online em jogos esportivos

(futebol)

Inicialmente, é valido ressaltar que nao iremos, nesta secao, falar sobre todas as
possibilidades de apostas e modalidades esportivas ou simplesmente abordar todas
as apostas possiveis, pois demandaria uma dissertacao inteira, e ainda ficariam muitas

situagoes sem respostas. Por isso, vamos tratar sobre as regras e possiveis apostas online
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sobre partidas de futebol, visto que, o nosso principal objetivo ¢ abordas técnicas de
aplicacao do contetido de probabilidade no Ensino Médio. Para realizar esta pesquisa,
observamos as regras gerais dos jogos online e as regras especificas do futebol nos sites
(SPORTINGBET, 2005), (ODDSSHARK, 2008) e (APOSTAGOLOS, 2008).

2.6.2.1 O que sao odds (cotagGes) e como calcular?

Nas apostas esportivas sempre nos deparamos com o termo odds, de origem inglesa,
odds, na pratica, tem o mesmo significado de probabilidades, porém o termo odds em
apostas online significa a representacao das cotagoes que serao aplicadas a cada ele-
mento que serd apostado. As cotacdes sao a chave para obter lucro neste mercado.
ODDS representa o indice que mostra o valor que a casa de apostas nos vai pagar
por cada real apostado no evento, tendo em conta a probabilidade deste resultado.
Como tal, apostar num resultado altamente provavel ird4 produzir apenas pequenas re-
compensas, enquanto uma aposta particularmente arriscada num evento extremamente
improvavel pode ser muito lucrativa, se for bem-sucedida. Geralmente sao fornecidos
trés tipos de odds, onde o jogador pode escolher o que se sentir mais a vontade para

jogar, sejam elas decimais fracionarias ou americanas.

e Odss decimais: As cotagoes sao apresentadas na forma decimal, exemplo: 1,25;
3,67; ... Este é o tipo de Odds mais utilizado no Brasil. Para saber quanto
vocé receberéd se acertar a aposta, é s6 multiplicar o valor apostado pelos odds.
Exemplo, existe uma partida de futebol que sera realizada, Sao Paulo x Gua-
rani, e a cotagdo do Sao Paulo ganhar é 2,50, se vocé apostar R$ 10,00, nesta
cotagio(odds) de 2,50, basta multiplicar 10-2, 50 e vocé recebera R$ 25,00, neste
caso, os R$10,00 apostados e receberda R$ 15,00 de lucro. Para calcular qual a
probabilidade de vitoria do Sao Paulo atribuida pela banca neste caso, basta di-
vidir 100 por 2,50 e a probabilidade seria 40%. Portanto, quanto menor o Odds,

maior o favoritismo da equipe.

e Odss fracionarios: Mais utilizado na Europa. O niimero da esquerda mostra
qual é o lucro que voceé tera ao apostar o valor da direita. Nesse exemplo, a aposta
em uma cotacao (3/2) no valor de R$ 2,00 resultaria no retorno do dinheiro
investido, e ainda mais R$ 3. Caso aposte R$ 10,00 (cinco vezes 2), recebera
o lucro de R$ 15 (cinco vezes 3). Para transformar esse valor em porcentagem,

some os dois nimeros 3 + 2 = 5. Em seguida, use o resultado obtido para dividir
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o nimero da direita: 2 -+ 5 = 0,4. Multiplicamos por 100 para encontrar a
porcentagem, que é 40%. Nesse formato, quanto maior o numero da esquerda
em relacao ao da direita, mais favorito o atleta é. Como no exemplo do UFC, o
lutador com odds 4/7 ¢ favorito (63% de chances), enquanto o lutador com odds
6/4 ¢ o azardo (40% de chances).

Odss americanos: (+150 (Aposte R$ 100,00 para receber R$ 150,00) ou -150
Aposte R$ 150,00 para receber R$ 100,00) Muito utilizado em ligas americanas,
como NFL, UFC ou NBA, esse formato de odds é um pouco mais complicado de
entender. Isso porque alguns niimeros levam valor positivo (+) e outros levam
valor negativo (-), e isso muda a forma como devem ser lidos. Existem diferengas
ao se calcular a probabilidade de cada evento. Se o niimero for positivo, some 100
e use o resultado para dividir 100. Nesse exemplo, temos 150 + 100 = 250. Em
seguida, 100 <+ 250 = 0,4. Ou seja, a probabilidade nesse caso também é 40%.
No caso do valor negativo, some 100 e divida o nimero original pelo resultado
da soma. Teremos 150 + 100 = 250. Entao, 150 + 250 = 0,6. Ou seja, 60%
de chances. Como pode ver, o lucro a receber por um nimero negativo ¢ bem
menor, ao passo que as probabilidades sdo maiores. Isso significa que, no UFC, o
lutador com odds de —175 é o favorito (63% de chances), enquanto o atleta com
odds de +150 ¢ o azarao (40% de chances).

2.6.2.2 Tipos de apostas

Os sites de apostas podem variar os tipos de apostas, porém em parte deles o apostador

pode escolher entre trés tipos de apostas diferentes. Comecando com uma selecao, vocé

pode escolher opcao de aposta single, com duas ou mais vocé pode fazer uma aposta

acumulada, e com trés ou mais selecoes vocé pode fazer uma aposta “system”. Caso opte

por mais de duas selegoes, o sistema propoe por padrao o modo de apostas acumuladas.

Os tipos de apostas apresentados a seguir sao retirados dos sites (SPORTINGBET,
2005), (ODDSSHARK, 2008) e (APOSTAGOLOS, 2008).

e Single ¢ a aposta mais simples. Vocé prevé um resultado, define o valor e faz
a aposta. Se a sua previsao estiver correta, vocé vence a aposta. Os ganhos sao

calculados ao multiplicar as cotas pelo valor apostado.

e Acumuladas se vocé fizer apostas em dois ou mais resultados (ex. em dois

jogos de futebol diferentes), elas sdo exibidas como apostas acumuladas automa-
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ticamente. O valor total das cotas ¢ calculado ao multiplicar as cotas de cada

selecao.

System Assim que vocé tiver escolhido trés ou mais sele¢oes (até oito) em seu
boletim de apostas, vocé pode fazer uma aposta system. O ntmero de possiveis
apostas system dependem do niimero de resultados previstos. As apostas system
possiveis com as suas selecoes serao exibidas automaticamente. Cada possibili-
dade é acompanhada por um botao de informagao em que vocé pode clicar para
mais informacdes sobre o principio subjacente a aposta system. A diferenca entre
apostas acumuladas e system é que vocé pode vencer uma aposta system mesmo
que nem todas as suas selecoes sejam vencedoras. Por exemplo, no caso de uma
aposta system 2/3 vocé ganha mesmo que somente duas de suas selegoes sejam
vencedoras; observacao: Handicap A grande maioria das apostas disponiveis
pode ser combinada livremente. Existem algumas excecoes, no entanto, como
certas apostas de Formula 1 que s6 podem ser colocadas como apostas simples.
Sao as casas de apostas que decidem quais apostas podem ser combinadas e sua
decisao é baseada em varios fatores, como o respectivo jogo ou evento. Vocé serd

informado de sua decisao até o momento em que as apostas forem feitas.

Head-to-head Se um concorrente é claramente favorecido sobre o outro, as casas
de apostas geralmente permitirao ao competidor mais fraco uma “vantagem”; que

é levada em consideragao ao calcular o resultado final;

3Way, existem trés resultados possiveis e vocé deve escolher o caminho certo.
A aposta de futebol comum - vencer, empatar ou perder - é uma aposta 3Way
classica. Por exemplo, Bayern de Munique joga contra o Manchester United -
1, X, 2. As apostas 3Way geralmente se referem ao resultado no final do tempo
de jogo regular; 2Way, existem dois resultados possiveis e vocé deve prever
o correto. Essas apostas sao comuns para todos os tipos de esportes que nao
permitem empate (basquete, ténis, etc.). Ha também muitas apostas especiais

que funcionam de acordo com o mesmo principio.

Bankers s6 sao possiveis com apostas sistema, nao com apostas simples ou acu-
muladas. Se voceé esta realmente certo sobre o resultado de um jogo (por exemplo,
se houver um favorito claro), vocé pode selecionar esse jogo como um banker na
sua aposta do sistema. Nesse caso, vocé ganha a aposta se o banker estiver

correto e o critério de apostas sistema correspondente tiver sido satisfeito. A
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quantidade de ganhos em uma aposta sistema com um banker mais uma vez de-
pende da quantidade de dicas corretas. Se o banker estiver incorreto ou o critério
de apostas sistema nao estiver satisfeito, vocé perdera a aposta. Se vocé escolher
uma aposta sistema 2/3 com um banker, vocé ganha apenas se duas escolhas
de sua aposta sistema e seu banker estiverem corretos. A quantidade de ganhos
depende das cotas das selecoes que vocé ganhou. Os ganhos méximos da sua
aposta (banker correto e todas as outras selegoes da aposta sistema estao corre-
tas) serao exibidos quando vocé fizer a sua aposta. Também é possivel incluir

varios banqueiros dentro de uma tinica aposta no sistema.

Sistema 2/3 consiste em 3 apostas que venham de 3 selegoes - trés combinadas
de 2 selecoes. Pelo menos duas das trés selecoes devem ser corretas para obter
ganhos - a quantidade exata dos ganhos depende de quantas das selecoes se

revelem corretas.

Sistema 2/4 consiste em 6 apostas que venham de 4 sele¢oes - seis combinadas
de 2 selecoes. Pelo menos duas das quatro selecoes devem ser corretas para
obter ganhos - a quantidade exata dos ganhos depende de quantas das selecoes

se revelem corretas.

Sistema 2/5 consiste em 10 apostas que venham de 5 escolhas - dez de duas
selecoes combinadas. Pelo menos duas das cinco selecoes devem ser corretas para
obter ganhos - a quantidade exata dos ganhos depende de quantas das selecoes

se revelem corretas.

Sistema 2/6 consiste em 15 apostas que venham de 6 escolhas - quinze de 2
selecoes combinadas. Pelo menos duas das seis selecoes devem ser corretas para
obter ganhos - a quantidade exata dos ganhos depende de quantas das sele¢oes

se revelem corretas.

Sistema 2/7 consiste em 21 apostas que venham de 7 sele¢oes - 21 sele¢oes
de 2 combinadas. Pelo menos duas das sete escolhas devem ser corretas para
obter ganhos - a quantidade exata dos ganhos depende de quantas das selecoes

se revelem corretas.

Sistema 2/8 consiste em 28 apostas que venham de 8 escolhas - vinte e oito

selecoes de 2 combinadas. Pelo menos duas das oito escolhas devem ser corretas
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para obter ganhos - a quantidade exata dos ganhos depende de quantas das

selecoes se revelem corretas.

Sistema 3 /4 consiste em 4 apostas que venham de 4 sele¢des - quatro combina-
das de 3 selecoes. Pelo menos trés das quatro escolhas devem ser corretas para
obter ganhos - a quantidade exata dos ganhos depende de quantas das selecoes

se revelem corretas.

Sistema 3/5 consiste em 10 apostas que venham de 5 sele¢oes - dez combinadas
de trés selecoes. Pelo menos trés das cinco selecoes devem ser corretas para
obter ganhos - a quantidade exata dos ganhos depende de quantas das selecoes

se revelem corretas.

Sistema 3/6 consiste em 20 apostas que se venham de 6 sele¢des - vinte com-
binadas de 3 selecoes. Pelo menos trés das seis selecoes devem ser corretas para
obter ganhos - a quantidade exata dos ganhos depende de quantas das selecoes

se revelem corretas.

Sistema 3/7 consiste em 35 apostas que decorrem de 7 escolhas - trinta e cinco
multis de 3-pick (parlays). Pelo menos trés das sete escolhas devem ser corretas
para obter ganhos - a quantidade exata dos ganhos depende de quantas das

selecoes se revelem corretas.

Um sistema 3 /8 consiste em 56 apostas que venham de 8 sele¢oes - 56 combinadas
3 selecoes. Pelo menos trés das oito selegoes devem ser corretas para obter ganhos
- a quantidade exata dos ganhos depende de quantas das selecoes se revelem

corretas.

Sistema 4/5 consiste em 5 apostas que venham de 5 sele¢des - cinco combinadas
de 4 selecoes. Pelo menos quatro das cinco selegoes devem ser corretas para
obter ganhos - a quantidade exata dos ganhos depende de quantas das selecoes

se revelem corretas.

Sistema 4/6 consiste em 15 apostas que venham de 6 sele¢oes - quinze combi-
nadas de 4 sele¢oes. Pelo menos quatro das seis escolhas devem ser corretas para
obter ganhos - a quantidade exata dos ganhos depende de quantas das sele¢oes

se revelem corretas.
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Sistema 4/7 consiste em 35 apostas que venham de 7 sele¢oes - 35 combinadas
de 4 selecoes. Pelo menos quatro das sete selecoes devem ser corretas para obter
ganhos - a quantidade exata dos ganhos depende de quantas das selecoes se

revelem corretas.

Sistema 4/8 consiste em 70 apostas que venham de 8 selegoes - 70 combinadas
de 4 selecoes. Pelo menos quatro das oito selecoes devem ser corretas para obter
ganhos - a quantidade exata dos ganhos depende de quantas das selecoes se

revelem corretas.

Sistema 5/6 consiste em 6 apostas que venham de 6 selegdes - seis combinadas
de 5 selecoes. Pelo menos cinco das seis selecoes devem ser corretas para obter
ganhos - a quantidade exata dos ganhos depende de quantas das selecoes se

revelem corretas.

Sistema 5/7 consiste em 21 apostas que venham de 7 sele¢oes - 21 combinadas
de 5 selecoes. Pelo menos cinco das sete selecoes devem ser corretas para obter
ganhos - a quantidade exata dos ganhos depende de quantas das selegoes se

revelem corretas.

Sistema 5/8 consiste em 56 apostas que venham de 8 sele¢oes - 56 combinadas
de 5 selecoes. Pelo menos cinco das oito selecoes devem ser corretas para obter
ganhos - a quantidade exata dos ganhos depende de quantas das selecoes se

revelem corretas.

Sistema 6/7 consiste em 7 apostas que venham de 7 sele¢oes - sete combinadas
de 6 selecoes. Pelo menos seis das sete escolhas devem ser corretas para obter
ganhos - a quantidade exata dos ganhos depende de quantas das selecoes se

revelem corretas.

Sistema 6/8 consiste em 28 apostas que venham de 8 selegoes - 28 combinadas
de 6 selecoes. Pelo menos seis das oito escolhas devem ser corretas para obter
ganhos - a quantidade exata dos ganhos depende de quantas das selegoes se

revelem corretas.

Sistema 7/8 consiste em 8 apostas que venham de 8 sele¢des - oito combinadas

de 7 selecoes. Pelo menos sete das oito selecoes devem ser corretas para obter
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ganhos - a quantidade exata dos ganhos depende de quantas das selecoes se

revelem corretas.

Sistema canadense consiste em 26 apostas que venham de 5 selecoes. Dez
combinadas de 2 selecoes, dez combinadas de 3 selecoes, cinco combinadas de
4 selecoes e uma combinada de 5 selecoes. Pelo menos duas das cinco selecoes
devem ser corretas para obter ganhos - a quantidade exata dos ganhos depende

de quantas das selecoes se revelem corretas.

Sistema Goliath consiste em 247 apostas que venham de 8 escolhas. 28 combi-
nadas de 2 selecoes, 56 combinadas (3), 70 combinadas de 4 sele¢oes, 56 combi-
nadas de 5 sele¢oes, 28 combinadas (6-sele¢oes ), oito combinadas de 7 sele¢oes
e uma combinada de 8 selecoes. Pelo menos duas das oito selecoes devem ser
corretas para obter ganhos - a quantidade exata dos ganhos depende de quantas

das selecoes se revelem corretas.

sistema Heinz consiste em 57 apostas que venham de 6 sele¢oes. 15 acumuladas
de 2 selecoes, 20 acumuladas de 3 selecoes, 15 acumuladas de 4 selecoes, seis
acumulas de 5 selecoes e uma acumulada de 6 selecoes. Pelo menos duas das seis
escolhas devem ser corretas para obter ganhos - a quantidade exata dos ganhos

depende de quantas das selecoes se revelem corretas.

sistema Lucky 15 consiste em 15 apostas que venham de 4 escolhas. Uma
tnica aposta por escolha, seis acumuladas de 2 selegdes, quatro acumuladas (3)
e uma acumulada de 4 selecoes. Pelo menos uma das quatro escolhas deve ser
correta para obter ganhos - a quantidade exata dos ganhos depende de quantas

das selecoes se revelem corretas.

Sistema Lucky 63 consiste em 63 apostas que venham de 6 escolhas. Uma tinica
aposta por escolha, quinze acumuladas de duas selecoes, vinte acumuladas de 3
selecoes, quinze acumuladas de 4 selecoes, seis acumuladas de 5 sele¢oes e uma
acumulada de 6 selecoes . Pelo menos uma das seis escolhas deve ser correta para
obter ganhos - a quantidade exata dos ganhos depende de quantas das selecoes

se revelem corretas.

Sistema Lucky 31 consiste em 31 apostas que venham de 5 escolhas. Uma
tnica aposta por escolha, dez acumuladas de 2 selecoes, dez acumuladas de 3

sele¢oes, cinco acumuladas (4) e uma acumulada de 5 sele¢oes. Pelo menos uma
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das cinco escolhas deve ser correta para obter ganhos - a quantidade exata dos

ganhos depende de quantas das selecoes se revelem corretas.

e Sistema Patent consiste em 7 apostas que venham de 3 escolhas. Uma tnica
aposta por escolha, trés acumuladas (2) e uma acumulada de 3 selegbes. Pelo
menos uma das trés escolhas deve ser correta para obter ganhos - a quantidade

exata dos ganhos depende de quantas das selecoes se revelem corretas.

e Sistema Super Heinz consiste em 120 apostas que venham de 7 selegcoes. 21
acumuladas de 2 sele¢oes, 35 acumuladas (3 selegbes), 35 acumuladas (4 selecoes),
21 acumuladas (5) e sete acumuladas (6) e uma acumulada de 7 selegbes. Pelo
menos duas das sete escolhas devem ser corretas para obter ganhos - a quantidade

exata dos ganhos depende de quantas das selecoes se revelem corretas.

e Sistema Trixie consiste em 4 apostas que venham de 3 escolhas. Trés acumu-
ladas de 2 selecoes e uma acumulada de 3 selecoes. Pelo menos duas das trés
escolhas devem ser corretas para obter ganhos - a quantidade exata dos ganhos

depende de quantas das selecoes se revelem corretas.

e Sistema Yankee consiste em 11 apostas que venham de 4 escolhas. Seis acu-
muladas de 2 selecoes, quatro acumuladas de 3 selecoes e uma acumulada de 4
selecoes. Pelo menos duas das quatro escolhas devem ser corretas para obter ga-
nhos - a quantidade exata dos ganhos depende de quantas das selecoes se revelem

corretas.

Algumas apostas podem ser realizadas com o jogo em andamento, sao chamadas as
apostas ao vivo. Essas apostas sao oferecidas durante uma competicao. Portanto, as
cotas sao continuamente ajustadas de acordo com o andamento do evento.

As cotas no boletim da aposta sao atualizadas regularmente e, como tal, elas po-
dem aumentar ou diminuir a qualquer momento. Algumas configuracées podem ser
oferecidas pelo site, com a finalidade de facilitar e encurtar o processo de realizacao da

aposta da seguinte forma:

e Aceitar cotas mais altas: Se as cotas aumentarem, elas serao automaticamente
aceitas até que a aposta seja feitas. Isso também inclui aumento de cotas durante
a confirmacao da aposta. Vocé ainda precisard aceitar uma diminuicao das cotas

antes de poder fazer a aposta.

80



e Aceite qualquer alteracoes de cotas: As cotas maiores ou menores serao
automaticamente aceitas até que as apostas sejam feitas. Isso também inclui

mudancas de cotas durante a confirmacao da aposta.

Vejamos agora algumas regras para apostas online em partidas de jogos de futebol.

2.6.2.3 Apostas online em partidas de jogos de futebol.

Para apostar partidas de jogos de futebol, os apostadores tem uma grande variedade de
opcoes e formas distintas de jogar. Os tipos de apostas online em partidas de jogos de
futebol apresentados a seguir sao retirados dos sites (SPORTINGBET, 2005), (ODDS-
SHARK, 2008) e (APOSTAGOLOS, 2008). vejamos algumas situacoes especificas:

e Aposta no Placar Correto: Todas as apostas sao liquidadas no placar final, ao
final do tempo regulamentar. Existe uma opcao para "Qualquer outro placar'"que
inclua placares que nao aparecam na lista original de placares a apostar e que

serao liquidadas de acordo.

e Total de Gols - Acima/Abaixo: Prever se o ntimero total de gols marcados
no tempo regulamentar serd maior ou menor que um certo niimero, por exemplo,
acima/abaixo de 0,5 gol, de 1,5 gol, de 2,5 gols, etc. No caso de uma partida ser
interrompida antes que o tempo regulamentar seja completado, todas as apostas

serao anuladas a menos que ja determinadas.

e Total de Gols - Exato: Prever o niimero exato de gols marcados no tempo

regulamentar.

e Total de Gols 12 tempo - Exato e 22 tempo - Exato: Prever o nimero

exato de gols marcados em um tempo de 45 minutos.

e Niimero de Gols - Impar/Par: Prever se o niimero total de gols serd um

nimero impar ou par (nenhum gol marcado é contado como par).

e Numero de Gols 12 tempo - Impar/Par: Prever se o niumero total de gols
no 19 tempo serd um nimero impar ou um nimero par (nenhum gol marcado é

contado com par).

e Total de Gols - Acima/Abaixo 1° tempo e Acima/Abaixo 2° tempo:

Prever se o nimero total de gols marcados em um tempo de 45 minutos serd
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superior ou inferior a um determinado namero, por exemplo, acima/abaixo de
0,5 gols, 1,5 gols, 2,5 gols, etc. No caso de uma partida ser interrompida an-
tes do tempo tiver esgotado, todas as apostas serao anuladas a menos que ja

determinadas.

Equipe a Marcar Primeiro/Segundo/Proéximo Gol: Os gols contra contam

para o lado creditado com o gol.

Equipe a Marcar por Ultimo: Apostas serido anuladas se a partida for inter-

rompida.

1X2 e Acima/Abaixo (Resultado da Partida e Acima/Abaixo): Uma
previsao sobre quem vencerd a partida e o total de gols marcados durante o
tempo regulamentar, acima/abaixo. Se uma partida for interrompida, todas as

apostas nesses tipos de aposta serao anuladas.

Resultado da Partida e Ambas as Equipes Marcando: Uma previsao
sobre quem vencera a partida com as duas equipes marcando um gol durante
o tempo regulamentar. Todos os outros resultados estao disponiveis neste tipo
de aposta, incluindo equipe 1 ou 2 vencendo sem tomar nenhum gol; ambas as
equipes nao marcando gols e; ambas as equipes marcando gols, terminando a
partida empatada. Se uma partida for interrompida, todas as apostas desse tipo

serao anuladas.

Tipos de Aposta em Artilharia. Todas as apostas em artilharia (1°/ Ul-
timo/ Qualquer Momento) sao oferecidas nas principais partidas selecionadas.
Apostas liquidadas ao jogador que marcar (12/ Ultimo/ Qualquer Momento) na
partida, baseadas apenas no tempo regulamentar. Os gols contra nao contam
para nenhum tipo de aposta em artilharia. Os precos para jogadores nao cota-
dos estarao sempre disponiveis mediante pedido e esses jogadores serao contados

como vencedores no evento em que marcarem e nao tiverem sido cotados.

Primeiro Artilheiro da Partida: Apostas aceitas apenas no tempo regula-
mentar. Este tipo de aposta serd liquidada no jogador que marcar o primeiro
gol valido. Observe que gols contra nao contam na liquidacao das apostas. Se
a partida for interrompida a qualquer momento, o primeiro gol vilido marcado
conta. Se nenhum gol foi marcado no momento da interrupcao, todas as apostas

serao anuladas. Se um jogador nao entrou em campo antes do primeiro gol ser
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marcado, entao este jogador é considerado um “nao participante” e todas as apos-
tas neste jogador sdo nulas. (“Gols contra”): Se o primeiro gol é um “Gol contra”,
este tipo de aposta serd liquidada no jogador que marcar o préximo gol vélido,
exceto apostas em jogadores que nao entraram em campo antes do primeiro gol
ser marcado, o que significa que os jogadores sao considerados “nao participan-

7

tes”. Todas as apostas nesses jogadores sdo nulas. (“Nao estd na lista”): Se o
primeiro gol é marcado por um jogador que nao esta na lista de jogadores para
apostar, todas as apostas sao “perdedoras”, exceto apostas em jogadores que nao
entraram em campo antes do primeiro gol ter sido marcado, o que significa que
tais jogadores sao considerados “nao participantes”. Apostas nesses jogadores sao

nulas.

e Ultimo Artilheiro da Partida: Apostas aceitas apenas no tempo regulamen-
tar. Este tipo de aposta seré liquidada no jogador que marcar o ultimo gol valido
da partida. Se a partida for interrompida a qualquer momento, todas as apostas
serao anuladas. Se um jogador nao entra em campo durante a partida, entao este
jogador é considerado um "nao participante". Todas as apostas neste jogador sao
nulas. (“Gols contra”) Se o ltimo gol for um “Gol contra”, este tipo de aposta
serd liquidada ao jogador que marcar o préoximo gol valido seguinte, exceto as
apostas em jogadores que nao entraram em campo durante a partida. Tais joga-
dores sao considerados “nao participantes”, todas as apostas nesses jogadores sao
nulas. (“Nao Estd na Lista”): Se o ultimo gol for marcado por um jogador que
nao esteja na lista de jogadores a apostar, todas as apostas serao “perdedoras”,
exceto apostas em jogadores que nao entraram em campo durante a partida. Tais
jogadores sao considerados “nao participantes”, todas as apostas nesses jogadores

sao nulas.

e Artilheiros da Partida: Apostas aceitas apenas no tempo regulamentar. Este
tipo de aposta sera liquidada em todos os jogadores que marcarem um gol valido.
Se um jogador nao entra em campo durante a partida, entao este jogador é
considerado um “nao participante” - todas as apostas neste jogador sao nulas. Se
a partida for interrompida a qualquer momento, todas as apostas permanecem
validas se ja determinadas, exceto as apostas em jogadores que nao entraram em

campo durante a partida.

e Jogador a Marcar 2 Gols ou Mais: Apostas aceitas apenas no tempo regula-
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mentar. Este tipo de aposta sera liquidada em todos os jogadores que marcarem
2 ou mais gols vélidos. Se um jogador nao entra em campo durante a partida,
entao este jogador é considerado um “nao participante” - todas as apostas neste
jogador sao nulas. Se a partida for interrompida a qualquer momento, todas as
apostas permanecem validas se ja determinadas, exceto as apostas em jogadores

que nao entraram em campo durante a partida.

Jogador a Marcar 3 Gols ou Mais: Apostas aceitas apenas no tempo regula-
mentar. Este tipo de aposta serd liquidada em todos os jogadores que marcarem
3 ou mais gols validos. Se um jogador nao entra em campo durante a partida,
entao este jogador é considerado um “nao participante” - todas as apostas neste
jogador sao nulas. Se a partida for interrompida a qualquer momento, todas as
apostas permanecem validas se ja determinadas, exceto as apostas em jogadores

que nao entraram em campo durante a partida.

Jogador a Marcar e Sua Equipe Vencer a Partida: Apostas aceitas apenas
no tempo regulamentar. Este tipo de aposta seré liquidada em todos os jogadores
que marcarem um gol valido e sua respectiva equipe vencer a partida. Se um
jogador nao entra em campo durante a partida, entao este jogador é considerado
um “nao participante” - todas as apostas neste jogador sao nulas. Se a partida
for interrompida a qualquer momento, todas as apostas permanecem validas se
ja& determinadas, exceto as apostas em jogadores que nao entraram em campo

durante a partida.

Jogador Marcar e Sua Equipe Vencer a Partida: Apostas aceitas apenas no
tempo regulamentar. Este tipo de aposta sera liquidada em todos os jogadores
que marcarem um gol valido e sua respectiva equipe vencer a partida. Se um
jogador nao entra em campo durante a partida, entao este jogador é considerado
um “nao participante” - todas as apostas neste jogador sao nulas. Se a partida
for interrompida a qualquer momento, todas as apostas permanecem vélidas se
ja& determinadas, exceto as apostas em jogadores que nao entraram em campo

durante a partida.

Aposta em Duelo de Artilharia na Partida: Apostas aceitas apenas no
tempo regulamentar. Ambos os jogadores devem comecar a partida para que
as apostas sejam validas. Se um dos jogadores nao iniciar a partida, todas as

apostas sao anuladas.
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e Apostas Handicap: Sao liquidadas com base no(s) gol(s) inicial(is) dado a uma
equipe. Apostas liquidadas adicionando ou subtraindo o(s) gol(s) do resultado

regular.

e Um Tempo/Dois tempos: As apostas estao disponiveis na maioria das parti-
das com cotacao de precos 1 X 2. Apostas liquidadas com base no resultado da
partida no primeiro tempo e em todo o tempo regulamentar (por exemplo, ao fi-
nal de 45 minutos, incluindo acréscimos e apito final). As apostas serdo anuladas

se a partida for interrompida antes da conclusao do tempo regulamentar.

e Chance Dupla: Apostas liquidadas nos seguintes possiveis resultados em uma
partida de futebol especificada, por exemplo, 1) (1 ou X) Se o resultado for equipe
da casa vence ou empate, as apostas nessa opg¢ao serao vencedoras. 2) (X ou 2)
Se o resultado for empate ou equipe visitante vence, as apostas nessa op¢ao serao
vencedoras. 3) (1 ou 2) Se o resultado for equipe da casa ou equipe visitante
vence, as apostas nesta opcao sao vencedoras. Se uma partida for disputada em
um local neutro, a equipe listada em primeiro lugar é considerada a equipe da casa

para fins de apostas. Todas as apostas sao liquidadas em tempo regulamentar.

e Sem Empate Se a partida terminar em empate, apostas serao reembolsadas, por
exemplo, aposta em que nao havera empate (draw no bet), aposta em empate
ou vitoria da equipe visitante (Home no bet), aposta em empate ou vitoria da

equipe da casa (Away no bet).

e Total de Gols Diarios - nimero total de gols por dia: Apostas aceitas
apenas no tempo regulamentar. Os gols contra contam para fins de liquidacao.

Prorrogacao e cobrangas de pénaltis nao contam.

e Numero Total de Gols/Torneio: Esta aposta inclui todos os gols marcados
no tempo regulamentar (incluindo o tempo adicionado) e em prorrogagao. Gols

marcados nas cobrancas de pénaltis nao contam.

e Apostas em Torneios: Para todas as apostas referentes a artilheiros em um
torneio (por exemplo, Maior Artilheiro, Melhor no Duelo de Artilheiros, Artilheiro
da Equipe, Equipe Artilheira, Artilheiro da Liga...), gols marcados na prorrogacao

contam para efeitos de liquidacao. Cobrancas de pénaltis nao contam.
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Vencedor do Torneio ou da Taga: Se a equipe na qual a aposta foi feita nao
se qualificar, desistir ou for desqualificada, todas as apostas feitas na equipe serao

consideradas como perdedoras.

Artilheiro do Torneio: (Gols marcados em tempo regulamentar e prorrogacao
contam. Gols marcados em cobrancas de pénaltis nao contam. Aplicam-se regras
de desempate (dead-heat) em vez de considerar o jogador receber a Chuteira de

Ouro etc. (A equipe citada para o jogador serve apenas como referéncia)

Artilheiro/Equipe Artilheira: Gols marcados em tempo regulamentar e pror-
rogacao contam. Gols marcados em cobrancas de pénaltis nao contam. Regras
de desempate (dead-heat) aplicadas. Para a Copa da Inglaterra, os gols contam

a partir da 1? rodada.

Duplo: Vencedor do Torneio/Artilheiro do Torneio Um preco especial seré
aplicado para prever o Vencedor do Torneio e o Artilheiro do Torneio. Regras de

desempate (dead-heat) aplicadas.

Bola de Ouro: Este tipo de aposta ¢ liquidadas pelo vencedor da Bola de Ouro
(o melhor jogador do torneio declarado pela FIFA)

Melhor Equipe do Continente Apostas liquidadas na rodada em que uma
equipe sai da competicao, independentemente de prorrogacao. Uma equipe que
vencer a final serd considerada a melhor equipe. Regras de desempate (dead-heat)

aplicadas.

Totais do Torneios/Grupos/Diarios: Esta regra refere-se a todas as apostas
relativas ao ntumero total de gols, cartoes, escanteios ou penalidades méaximas
que ocorrem num torneio, num grupo de torneios ou num dia especifico de um
torneio que contém as opcoes de apostas “acima’ e “abaixo”. Para os totais de
Torneios/Grupos/Diarios serdo contados somente cartoes amarelos, vermelhos,
escanteios e penalidades maximas que ocorrem em tempo regulamentar (incluindo

tempo adicional).

Apostas de Rebaixamento Se uma equipe for removida da liga antes do inicio
da temporada, todas as apostas desse tipo serao anuladas e um novo tipo de
aposta sera formado. O rebaixamento incluira lugares autométicos e o resultado

de quaisquer decisoes de eliminatorias de promogao/rebaixamento.
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e Proximo Técnico Permanente: Apostas liquidadas no proximo técnico per-
manente, conforme anunciado pelo comunicado oficial do clube. Cartolas e trei-

nadores interinos nao contam para fins de liquidacao.

e Equipe Ganha os Dois Tempos: A partida de 90 minutos é tratada como dois
tempos separados de 45 minutos e, portanto, sua selecao deve marcar mais gols
do que a outra equipe em cada um dos dois tempos, por exemplo, se a sua selecao
marcar no primeiro tempo da partida e a partida terminar em 1 a 0, embora o
primeiro tempo tenha sido ganho por 1 a 0, o placar nos outros 45 minutos foi 0-0
e, portanto, um empate. Se isso ocorrer, apenas o primeiro tempo foi considerado

uma selecao vencedora e, portanto, as apostas serao liquidadas como perdedoras.

e Como Primeiro Gol Sera Marcado? “Falta” é a opcao vencedora se o jogador
que cobrar a falta marcar gol diretamente a partir da falta e for nomeado como
artilheiro. Qualquer gol marcado que nao seja um “Gol contra”, uma “Falta
direta”, uma “Penalidade Maxima” ou um “Gol de Cabeca” é liquidado como um
“Chute”. Isto significa que é considerado um “Chute” quando a bola entra na
rede para um gol valido de qualquer parte do corpo que nao seja a cabeca e nao
¢ um “Gol contra”, uma “Falta” direta ou uma “Penalidade Méaxima”. Essa regra

também se aplica a apostas em gols subsequentes.

e Decisoes VAR (arbitro assistente de video): As apostas sdo liquidadas
apenas no jogo normal. Se o arbitro alterar uma decisido apés consultar o Arbitro
Assistente de Video (VAR), essa decisao sera considerada uma Revisdo de VAR
e as apostas serao liquidadas de acordo. Uma checagem de VAR ocorre nos
bastidores e nao é seguida pelo arbitro. Todas as apostas serao liquidadas apenas
na Revisao VAR e nao em Checagens de VAR. Exemplo: O arbitro faz um sinal
de que uma Revisao VAR estd em andamento, fazendo um sinal de TV com
as maos, isso indica que uma Revisao VAR acontecera e o arbitro analisard o
incidente. Qualquer decisao posterior feita pelo arbitro apos a Revisdo do VAR
contard para fins de apostas. Checagens de VAR nao contam. Se um jogo for
abandonado, quaisquer apostas em que o resultado ja tenha sido decidido serao

validas, todas as outras apostas serao anuladas.

e Comeca e Termina Ganhando: Esta aposta sera liquidada na primeira equipe

que estiver ganhando em combinacao com o resultado no final do tempo regula-
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mentar, independentemente de quantas vezes a lideranca da partida tenha mu-

dado entre as equipes.

Periodos de Tempo: Para todas as apostas referentes a ocorréncias ou resulta-
dos em relacao a periodos de tempo, as apostas serao liquidadas no tempo exato,
conforme mostrado pelo relogio dos fornecedores de TV /Informagoes, por exem-
plo, apostas de 15 minutos, tempo do primeiro gol e hora do ultimo gol. Se os
resultados da cobertura de TV /provedores de informagoes nao estiverem dispo-
niveis ou forem ambiguos, as liquidagoes serao baseadas em estatisticas oficiais e

dados fornecidos por provedores de informacoes terceiros.

Tempo de Acréscimo Oficial 12 tempo/22 tempo: Apostas em acréscimos
sao liquidadas com base no niimero de minutos exibidos na quarta mesa de oficiais,

em vez do tempo real jogado.

Equipe Qualificada Para a Proxima Rodada: Se uma partida oferecida
dentro de uma rodada especifica de uma competicao for adiada, as apostas na
equipe a se qualificar ainda permanecem, independentemente do tempo de atraso.
Regras de adiamento /interrup¢ao nao se aplicam. Apesar de quaisquer interrup-
¢oes/suspensoes das partidas em questao, a aposta na equipe que realmente tem

direito a participar da préxima rodada sera considerada a vencedora.

Primeira Equipe a Sofrer Bola na Trave/Travessao: Todos as bolas na
trave/travessao contam para esta aposta, independentemente se a trave/travessao
foram atingidos no decorrer de um gol marcado ou nao, por exemplo, gol da equipe

da casa, sem trave/travessao acertado, gol da equipe visitante.

Existem ainda, uma grande quantidade de opcoes para realizar apostas e ainda

podem surgir novas modalidades dentro de um esporte especifico, como vimos em uma

das opcoes citadas acima, existe regra de apostas para o VAR que é uma tecnologia

que ainda esta sendo adaptada ao futebol.

2.6.2.4 Probabilidade em partidas de Futebol

Como citado anteriormente, existem variadas formas de se apostar no futebol. Em

algumas situacoes chega a ser um pouco inusitado, como no caso do VAR, porém o

futebol ¢ um dos esportes com um dos maiores indices de fas em todo o mundo, entao
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é facil compreender que os sites de apostas busquem o maior niimero de possibilidades
para chamar a atencao dos apostadores, que em sua grande parte sao verdadeiros apai-
xonados por futebol. Como seria muito extenso estudar cada caso de aplicacao da pro-
babilidades em todas as situacoes disponiveis de cada partida, neste topico abordamos
um modelo especifico do céalculo das probabilidades aplicadas ao futebol, observamos
um modelo utilizado por professores de Matematica da (UFMG) Universidade Federal
de Minas Gerais, para calcular das chances de um time vencer, empatar ou perder uma
partida de futebol.

E féacil verificar que nio existe um modelo exato para calcular as chances de uma
determinada equipe sair vencedora de uma partida de futebol, também nao podemos
dizer que ao iniciar uma partida, todos os resultados apresentam as mesmas chances
de ocorrer. Se tomarmos como referéncia a definicao classica de probabilidade, cada
resultado possivel de uma partida teria % ou 33,33% de chances de ocorrer, visto
que inicialmente cada equipe entra em uma partida com trés situagoes de resultados
possiveis, vitoria, empate ou derrota, sendo estes resultados determinados como espaco
amostral. Porém, se supostamente colocassemos frente a frente a equipe do Liverpool
(Atual campedo mundial de clubes de Futebol) e a equipe do Goiania E. C. (que
atualmente disputa a quarta divisdo do campeonato Brasileiro), acredito que nem o
mais otimista torcedor do Goiania E. C. acreditaria em uma probabilidade de 33, 33%
de chances da equipe sair vencedora neste confronto.

Um fator deixa claro que as probabilidades em jogos de futebol nao podem ser
calculadas de maneira simples como citada anteriormente, basta observar as odds de
um site de apostas online, Vejamos a seguinte situagao:

Na final do Campeonato Mundial de Clubes de futebol, as odds para o confronto
Flamengo e Liverpool, dispostas na forma decimal, determinava 1,57 para quem apos-
tasse na vitoria do Liverpool (Neste caso, se o apostador apostasse R$1,00 na vitoria
do Liverpool ele teria um retorno de R$1,57 — R$1,00 = R$0,57), 4,20 para as apostas
em qualquer resultado de empate no tempo normal, ou seja, um retorno de R$ 3,20 e
5,25 para quem apostasse na vitoria do Flamengo, obtendo retorno de R$ 4,25 para
cada R$ 1,00 apostado, segundo o site de apostas (ODDSSHARK, 2019).

Como citamos anteriormente, podemos calcular as probabilidades cuja banca en-

tende que deve ser atribuida a cada resultado, sendo assim, temos:

e Probabilidade de vitoria do Liverpool % =63, 7%.

e Probabilidade de empate ﬁ = 23,8%.
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e Probabilidade de vitéria do Flamengo ﬁ = 19%.

Assim, podemos observar que neste jogo especificamente o time do Liverpool é
considerado amplamente favorito. Mas, existe uma curiosidade, ao somar os resultados
obtidos em cada uma das probabilidade vamos obter o seguinte resultado: 63,7% +
23,8% + 19% = 106,5%. Ou seja, a principio, vocé pode pensar ter feito o calculo
errado, pois a soma das probabilidades deveria ser igual a 100%, porém o que acontece
é que as casas de apostas online, geralmente inflacionam as odds, com o intuito claro de
receber alguma vantagem pela participagao nas apostas, o que neste caso representaria
um valor de 6,5% sobre o valor apostado. Para fazer a correcao e determinar o valor
da probabilidade real de cada time, basta utilizar a regra de trés simples e calcular a
probabilidade sobre um valor total de 100%, feito isso, a probabilidade real para cada

resultado, sao apresentados da seguinte forma:

e Probabilidade de vitéria do Liverpool {5 = 59, 81%.

e Probabilidade de empate 123685 = 22,35%.

e Probabilidade de vitéria do Flamengo = 17, 84%.

1,065 065

Somando a probabilidade de ocorréncia de cada um dos resultados, obtemos 100%.

Analisando esta situacao em uma partida de futebol e utilizando a distribuicao
subjetiva de probabilidade, podemos dizer que ¢ possivel modelar a probabilidade dos
possiveis resultados em uma partida de futebol, porém nao é uma proposta tao simples,
depende de alguns fatores de uma situacao para a outra, de uma modelagem para a
outra. De fato, sabemos que as probabilidades foram calculadas através das odds
disponibilizadas pela banca, porém o caminho para o calculo dessas probabilidades é
feito de maneira inversa, ou seja a banca calcula as odds através das probabilidades.
Esse calculo depende de muitos fatores, impossiveis de se levar em conta nos minimos
detalhes. Como exemplos, temos o estadio onde é disputada a partida, a temperatura
no horario do jogo, se chove ou nao, os desfalques de cada equipe, os resultados recentes
dos times, a situagao de cada um no campeonato, o arbitro escalado para o confronto.
Por isso, neste momento, mostramos como é calculada a probabilidade seguindo o
modelo retirado do site (UFMG, 2005).

Para calcular a probabilidade de vitéria, empate ou derrota de um time em uma
determinada partida de acordo com a modelagem probabilistica disponivel no site,

facamos as seguintes observagoes:
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e As probabilidades dependerao apenas da historia das equipes dentro do proprio

campeonato.

e O mando de campo é um fator importante, mas times diferentes reagem de ma-

neiras diferentes a este fator.

e Vencer uma partida aumenta a probabilidade de vencer outras, perder aumenta

a probabilidade de perder, empatar aumenta a probabilidade de empatar.

O primeiro item, simplifica as situacoes relacionadas a uma partida entre Flamengo
(Atual campedo Brasileiro da Série A de 2019) e Atlético-GO (Recém promovido a
primeira divisdo do Campeonato Brasileiro), por exemplo, suponhamos que esses clubes
se enfrentem na 5% rodada do campeonato Brasileiro de 2020 e o Flamengo nao esta em
uma boa fase e perde os quatro jogos anteriores a essa rodada, enquanto o Atlético-GO,
em plena acensao, supostamente tenha vencido os altimos quatro jogos. Nesta situagao,
nao sera levado em consideragao o historico do passado vitorioso do Flamengo, mas sim
a sua trajetoria especifica nesta sequéncia, ou seja, sem levar em consideracao “o peso
da camisa”. Obviamente, que a histéria anterior de cada clube, os fatos recentes, os
desfalques seja por indisciplina ou contusao, elenco, se ele disputa outras competigoes
simultaneamente, todas essas situagoes podem influenciar no resultado do jogo, mas
esses fatores fazem a modelagem, em questao, ainda mais complexa. No segundo item,
temos a simplicidade do fator “mando de campo” e portanto é razoavel sugerir que este
item esteja inserido nesta modelagem, além de ser um calculo mais simples de fazer.
E a terceira situacao, trata de uma forma simples de afirmar que um time que vence
muitas partidas, tem mais chances de vencer, quem empata mais partidas, tem mais
chances de empatar e quem perde mais partidas, tem mais chandes de perder.

Aplicando a modelagem, através das situacoes descritas anteriormente, observamos
que a cada rodada, cada time é descrito por dois trios de nimeros (Mandante ou
Visitante).

e Mandante: Tendéncia de vencer, empatar ou perder jogos em casa.

e Visitante: Tendéncia de vencer, empatar ou perder jogos fora de casa.

Cada um desses nimeros é positivo e a soma de cada trio é sempre 1. Neste
momento, chamamos de p a probabilidade de vitoria do time mandante, ou seja, quando

o time A enfrenta o time B jogando em casa, e neste caso, essa probabilidade serd
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determinada pela média aritmeética entre a tendéncia de vitéria expressa pelo perfil do
mandante A e a tendéncia de derrota do perfil de visitante do time B. Analogamente,
obtemos uma probabilidade ¢ analisando as médias das tendéncias de empate dos dois
times, posteriormente, devemos somar as probabilidades, pois pode haver uma situacao
ou outra, e assim, vamos obter a soma das probabilidades iguais a 1, pois estes nlimeros
descrevem as probabilidades das trés alternativas consideradas.

Apo6s o término de cada rodada, é realizada a atualizacao dos resultados, para que
os perfis de cada time sejam alterados de acordo com o resultado obtido na rodada
anterior. Para isso, seré feita a média ponderada entre o perfil de antes da rodada e o
trio de nimeros que descreve o resultado anterior (1 para o resultado ocorrido e zero
para as ouras situagoes). Neste momento, serd aplicado um peso determinado para
aplicar a média ponderada, onde o perfil anterior ao tltimo resultado, naturalmente
deve receber um peso maior. Porém, ainda existe uma outra variavel, que sao os fatores
de vencer um adversario que vem de bons desempenhos nos resultados, ou em relacao
ao vencedor de uma partida com desempenho mais fraco. Com a andlise de variadas si-
tuacoes e simulacoes de resultados, determinaram que para calcular essa probabilidade
seriam aplicados peso 4 para a vitoria do mandante e peso 3 para os demais resultados,
empate e derrota. Ou seja, cada probabilidade devera ser multiplicada pelo trio [0,4;
0,3; 0,3], no entanto esses nimeros podem variar de um modelo para outro, de um
campeonato para outro, etc.

Vejamos um exemplo com a finalidade de ilustrar essa situacao e expressar as pro-
babilidades de uma partida de futebol, fizemos uma analise do campeonato Brasileiro
de 2019, onde na ultima rodada foi realizado o confronto entre Cruzeiro x Palmeiras.
Aplicamos a modelagem anterior, aos 10 jogos que antecederam esse confronto. Ini-
cialmente, verificamos os resultados dos tltimos 10 jogos da equipe do Cruzeiro que

antecederam ao confronto:

e Rodada 28: Cruzeiro 1 x 1 Fortaleza.

Rodada 29: Botafogo 0 x 2 Cruzeiro.

Rodada 30: Cruzeiro 1 x 1 Bahia.

Rodada 31: Atlético - PR 0 x 0 Cruzeiro.

Rodada 32: Cruzeiro 0 x 0 Atlético - MG.

Rodada 33: Cruzeiro 0 x 0 Avai.
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Rodada 34: Santos 4 x 1 Cruzeiro.

Rodada 35: Cruzeiro 0 x 1 CSA.

Rodada 36: Vasco 1 x 0 Crugzeiro.

Rodada 37: Grémio 2 x 0 Cruzeiro.

Note que o aproveitamento da equipe do Cruzeiro como mandante é de (Zero
vitéria em cinco jogos), ou seja, 0% de vitoria, (Quatro empates em cinco jogos), logo
80% de empate e (Uma derrota em cinco jogos), portanto, 20% de derrota, enquanto
0 aproveitamento como visitante em caso de vitéria ¢ de 20% (uma vitéria em cinco
jogos), 20% de empate (um empate em cinco jogos) e 60% de derrotas (Trés derrotas
em cinco jogos).

Agora, verificamos os resultados dos tltimos 10 jogos da equipe do Palmeiras que

antecedem o confronto:

e Rodada 28: Avai 1 x 2 Palmeiras.

e Rodada 29: Palmeiras 3 x 0 Sao Paulo.
e Rodada 30: Palmeiras 1 x 0 Ceara.

e Rodada 31: Vasco 1 x 2 Palmeiras.

e Rodada 32: Palmeiras 1 x 1 Corinthians.
e Rodada 33: Bahia 1 x 1 Palmeiras.

e Rodada 34: Palmeiras 1 x 2 Grémio.

e Rodada 35: Fluminense 1 x 0 Palmeiras.
e Rodada 36: Palmeiras 1 x 3 Flamengo.

e Rodada 37: Palmeiras 5 x 1 Goias.

Note que o aproveitamento da equipe do Palmeiras como mandante é de (trés
vitorias em seis jogos), ou seja, 50% de chances de vitoria, (um empate em seis jogos),
logo 16,67% de chances de empate e (Duas derroras em seis jogos), portanto, 33,33%

de chances de derrota, enquanto o aproveitamento como visitante em caso de vitéria
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é de 50% de chances (duas vitorias em quatro jogos), 25% de empate (Um empate em
quatro jogos) e 25% de derrotas (uma derrota em quatro jogos).

Seguindo as técnicas para o célculo da probabilidade, de acordo com o modelo
apresentado, vamos determinar o valor que representa a probabilidade de vitéria do
mandante p, neste caso o mandante da partida serd a equipe do Cruzeiro, assim,
teremos a média aritmética entre o perfil de vitoria do Cruzeiro, jogando como man-
dante e o perfil de derrota do Palmeiras, jogando como visitante, neste caso, temos:
p = w = 12,5% = 0,125. Agora, vamos calcular a média das tendéncias de em-
pate(e), o aproveitamento de empate do Cruzeiro como mandante é de 80% e o aprovei-
tamento de empate do palmeiras como visitante é de 25%, portanto, a média entre as
duas tendencias ¢é igual a e = w = 52,5% = 0,525. Pela propriedade da soma 1,
temos que a probabilidade do Palmeiras vencer é igual a 1—0,25—0, 525 = 0, 35 = 35%,
neste caso, podemos determinar um certo favoritismo para a equipe do Palmeiras, no
entanto, o resultado mais esperado para este jogo é de empate com 52,5%. Portanto,
as probabilidades de ocorréncia de cada um dos resultados possiveis na partida entre

Cruzeiro e Palmeiras sao:

e Cruzeiro 12,5%.
e Empate 52,5%.

e Palmeiras 35%.

Esta partida foi realizada no dia 08 de dezembro de 2019 no Estadio Mineirao em
Belo Horizonte, Minas Gerais e o resultado final da partida foi Cruzeiro 0 x 2 Palmeiras
e mostra o modelo de céalculo da probabilidade em uma partida futebol realizado pelos
professores de Matemaéatica da UFMG é interessante e importante para muitas situacoes,

inclusive para o calculo das odds de um site de apostas online.
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Capitulo 3

Propostas de aplicacoes de

Probabilidade em situacoes de jogos

Nesta secao, analisamos e verificamos aplicacoes dos conceitos, teoremas e defini¢oes
relacionadas a Probabilidade, bem como observamos algumas situagoes propostas sobre
jogos e apostas online. Para isso, apresentamos modelos de aplicacoes de probabilidade
em jogos de dados, loteria, roletas, aposta online relacionada ao futebol e para finalizar

um modelo de aplicagao proposta sobre o método de Martingale.

3.1 Dados

Suponhamos a seguinte situacao, um jogador paga k reais a banca, um dado honesto
é lancado. O jogador recebe da banca cX reais, onde X é a face obtida. Analisando

essas informacoes, os seguintes Teoremas podem ser enunciados:

Teorema 3.1.1. Seja L o lucro obtido pela participacao do jogador em uma rodada.

O lucro médio do jogador por participacao no jogo poderd ser calculado por:
—2k+7
E(L) = %

Demonstracgao.
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6 6
17
BX) =S aP(X =)= o =+
(X) ;x( z) ;x(j 5
9
B(L) = —k 4 o = Z2HETC
5 2

]

Neste caso podemos verificar trés situagoes para o lucro médio do apostador neste

jogo:

i) Sec= % = =2htTc — () = F(L) = 0, nesse caso, temos um jogo justo.

2k

ii) Se c < & = =2ktTe < 0 = E(L) < 0, nesse caso, em média, o jogador leva

prejuizo.
2k _ —2k4Tc ¥ E -
iii) Se ¢ > & = == > 0= E(L) > 0, nesse caso, em média, o jogador tem lucro.

A seguir temos um grafico para ilustrar a situacao:

° Jogador em média tem Lucro

2k

c>7

Jogador em média tem prejuizo

. 2k
e<

Figura 3.1: Lucro médio do jogador por participagao

Agora o jogador repete a aposta n vezes.
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Teorema 3.1.2. Seja L; o lucro na i-ésima aposta, onde 1 = 1, 2, ..., n e L(n) o
lucro total em n rodadas. Entao, o lucro médio em n participagoes serd calculado pela

sequinte formula:

Tc— 2k
E(L(n)) = n-< -
Demonstracao:
L(n)=> L.
i=1
Entao,
E(L(n)) = E (Z Lz-) => E(L)
i=1 i=1
Mas,
Tc— 2k
E(Ly)) = 5
Entao,
Tc— 2k

Teorema 3.1.3. O lucro a longo prazo obtido pelo jogador satisfaz

L(n) e Tc— 2/5.
n 2

Assim, para todo € > 0, com probabilidade 1, 3 N = N(e), aleatério tal que para

n> N(e), U g (T2 gy T2k 4 (),

Assim, a longo prazo: L(n) ~ 525 . p,

Vejamos a seguir dois graficos, no primeiro podemos observar que para n grande,

2k

— 0 apostador terd lucro. Para ¢ < % o apostador

ou seja, a longo prazo para ¢ >

terd prejuizo.
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L)1

n

7c — 2k
5 M P

Figura 3.2: Lucro a longo prazo para ¢ > 2—7’“

L(n)

n

7c — 2k
5 s

Figura 3.3: Prejuizo a longo prazo para ¢ < %

Demonstracgao.

Aplicando a Lei Forte dos grandes niimeros, temos:

98



— S E(Ly) =
n (L) 2
Para n grande, temos:
L(n) Tc—2k
n 2
Isto é,
Tc— 2k
L(n) ~ ¢ 5

Assim, L(n) ~ —n para n grande. Para todo ¢ > 0, com probabilidade 1, 3 N =
N(e) tal que %") e(-1—-e,—1+¢).
G'raficamente,

L(n)
n

Teorema 3.1.5. A probabilidade do jogador estar em lucro apds n rodadas, para n

grande, serd dado por:

P(L(n) >0)~1—¢ (Qk ;\;;_)5‘/3_”> .
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Demonstracao.
Queremos P(L(n) > 0). Para isso, temos:

g, L) B 5y

" Var(L(n))

E(L(n)) = M

Usando a independéncia das variaveis L;:

Var(L(n)) = Var (Z LZ») = Z Var(L;) = nVar(Ly).

Mas,
Var(L;) = Var(—k + cX) = *Var(X)
Onde,
6
Var(X) =) (z—E(X)? - P(X =2) =) (z—3,5°P(X =x) =
=1 =1
I 35
= —~EBE(X))?* === —-3,5)% = —
Entao,
35, 35,
Var(L;) = 15°¢ = Var(L(n)) 15"
n(7c—2k)
7, = K- -
Bn.c?
Logo,
L _ (Tc=2k)n 0—(7c—2k)n
Py >0y = KW= L T
c %n c. i’gn
(2k—Tc)n
— 2
=F (Z" - )
V12



B (2k —Tc)n V12
=P (Zn > 5 .C\/%_n>

B (2k — 7¢).A/3n
_P<Zn> /35 ) .

Aplicando o Teorema Central do Limite, temos:

~1_ o ((2k—70).\/3_n> .

cV/35

Exemplo 3.1.6. Tomando c =2 e k =8, teremos:

P(L(n)>0)%1—<;§< i—;l)

Portanto, se n = 105, por exemplo, entao a probabilidade de o jogador estar em

lucro apds 105 rodadas serd dada por:

3.105

?> =1-—¢(3)=1-0,9987 = 0,0013.

P(L(105) > 0) ~ 1—¢ (

Ou seja, em 105 rodadas é remota a chance do jogador estar em lucro.

3.2 Loteria

Suponha um jogo de loteria, com caracteristicas semelhantes as da megassena,
consiste em marcar 15 dezenas numa cartela de 60 dezenas disponiveis. O preco da
participacao é R$2.500,00 e seis ntimeros serao sorteados. O jogador ganha o pré-
mio, caso as 6 dezenas sorteadas estejam entre as 15 escolhidas inicialmente. O valor
do prémio ¢ R$30.000.000,00. Nessas circunstancias, podemos enunciar os seguintes

teoremas:
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Teorema 3.2.1. Seja A o evento onde o jogador é premiado, entao a probabilidade do

jogador marcar uma cartela e ser premiado serd aprorimadamente, 0,01%.

Demonstracao.
() () &£ 15-14-13-12-11-10 13
P(A) =82 207 _ 96 = =0,000099972 ~ 0,01%.
(4) (%) SO 60-59-58-57-56-55  130.036 e

Ou seja, a chance do jogador ser premiado é de aproximadamente 1 em cada 10 000

jogos.

Teorema 3.2.2. Seja L o lucro do jogador, entdo o lucro médio E(L) serd de aproxi-
madamente R$ 499, 17.

Demonstracgao.

Temos que:

E(L)=> 1-P(L=1).

Entao,
E(L) = —2.500- P(L = —2.500) + (30.000.000 — 2.500) - P(L = 30.000.000 — 2.500)

E(L) = —2.500 - P(L = —2.500) + 29.997.500 - P(L = 29.997.500)

E(L) = —2.500 - P(A®) + 29.997.500 - P(A)

13 13
E(L)=—2500-(1— 29.997.500 -
(L) ( 130.036) - (130.036)

130.023 13
E(L) = —2.500 - 29.997.500 -
(L) (130.036) * (130.036)

B(L) - —325.057.500 + 389.967.500
a 130.036 '

Logo,
~64.910.000

E(L) = = 499, 1694608.
(L) 130.036 ’
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Portanto, o apostador obtém um lucro médio de aproximadamente R$ 499,17 nesta
situacgao.

Observacao: O apostador apresenta lucro médio positivo, porém, existe um alto
risco de se perder o dinheiro investido. Em outras palavras, em média, o jogador
ganha, mas se de fato joga, provavelmente ird perder o dinheiro investido, pois este é

um investimento de altissimo risco.

3.3 Roleta

Como foi citado no capitulo sobre roletas, sabemos que existem dois tipos, a roleta
americana e a roleta europeia. Entao, o objetivo desta proposta é verificar o quanto
bancas podem faturar num jogo de roleta. Além disso, analisar o efeito da inclusao do

"00"na roleta americana. Vamos considerar algumas apostas externas e internas.

Tabela 3.1: Apostas Exeternas

Numeros | Prob. Americana | Prob. Europeia | Pagamento
Duzia 12 = =31,58% = =32,43% 2:1
Preto/Vermelho 18 = =47,37% = = 48,65% 2:1
Par/Impar 18 = = 47,37% = = 48,65% 2:1
Colunas 12 = = 31,58% 5= = 32,43% 2:1

Tabela 3.2: Apostas Internas

Nimero | Prob. Americana | Prob. Kuropeia | Pagamento
Numero Pleno 1 % =2,63% 3—17 =2."% 35: 1
Cavalo 2 = =5,26% = =541% 17: 1
Fila 3 = = 7,80% 2 =8,11% 11: 1
Equina 4 as = 10,53% - = 10,81% 8: 1
Rua 6 = 11,79% = =16,22% 5:1

Nas tabelas 3.3 e 3.4, vamos considerar algumas apostas externas e internas e os
respectivos lucros da banca por unidade apostada e o lucro médio. Para determinar o
lucro médio da banca devemos proceder da seguinte forma:

Como a banca paga 2:1 em caso de aposta em duzia na roleta americana, ou seja,
paga 2 unidades monetarias, para cada unidade monetaria apostada, entao se um

apostador opta por este jogo, recebera uma unidade monetéria, pois iremos descontar
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a unidade monetaria investida, logo a banca perde uma unidade. Se o apostador perde,

entao a banca recebe uma unidade monetaria, assim, calculando o lucro médio obtemos:

12

26

—1) —+ (1) —= =0, 3684.
(~1) g5 + (1) 50 =0,

Para obter o lucro médio da banca para 1.000 u.m., basta multiplicar o resultado

anterior por 1.000. Assim:

0,3684 - 1.000 = 368, 40.

Seguindo este exemplo, temos:

Tabela 3.3: Apostas Externas

(Americana)
Lucro médio
da banca por
un. apostada

(Europeu)
Lucro médio
da banca por
un. apostada

Lucro médio em
1.000 un. apostadas
na Roleta Americana

Lucro médio em
1.000un. apostadas
na Roleta Europeia

Dizia 0,3684 0,3514 368,40 351,40
Preta/ 0,0526 0,0270 52,60 927,00
Vermelho
Par / 0,0526 0,0270 52,60 27,00
Impar
Coluna 0,3684 0,3514 368,40 351,40
Tabela 3.4: Apostas Internas
(Americana) | (Europeu ) 1 -
L 1 Lo Lucro médio em Lucro médio em
Lucro médio | Lucro médio
1.000 un. apostadas | 1.000 un. apostadas
da banca por | da banca por . .
na Roleta Americana | na Roleta Europeia
un. apostada | un. apostada
N? Pleno 0,0989 0,0541 78,90 54,10
Cavalo 0,1053 0,0811 105,30 81,10
Fila 0,1316 0,1081 131,60 108,10
Esquina 0,1579 0,1351 157,90 135,10
Rua 0,2105 0,1892 210,50 189,20
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Considere 1000 unidades monetarias apostadas em cada uma das 9 tipos de apostas.
portanto, o total apostado serd 1.000 - (9) = 9.000 unidades monetarias (u.m.). Neste
caso, basta somar o lucro médio obtido multiplicado por 1.000 u.m. em cada uma das
situagoes de apostas na roleta americana e repetir o mesmo processo com a as apostas

na roleta europeia.

Tabela 3.5: Lucro médio da Banca

Roleta Americana | Roleta Europeia
368,40 351,40
52,60 27,00
52,60 27,00
368,40 351,40
78,90 54,10
105,30 81,10
131,60 108,10
157,90 135,10
210,50 189,20

Total 1 526,20 u.m. 1 324,40 u.m.

Portanto, o lucro médio da banca para 9.000 unidades monetérias apostadas sera
de 1.526,20 u.m. para apostas na roleta americana e 1.324,40 u.m. para apostas na

roleta europeia.

3.4 Apostas online

No capitulo sobre Probabilidade associada a jogos, vimos que existem equipes espe-
cializadas em calcular as Probabilidades de uma partida de futebol e de varias modali-
dades esportivas e jogos, essas analisadas por outras equipes de sites de apostas online
que por sua vez definem as odds, esses as inflacionam e disponibilizam aos jogadores
para que possam realizar suas apostas. No modelo proposto a seguir, faremos o cami-
nho inverso, vamos analisar as odds em uma situacao de apostas e posteriormente fazer
as conversoes para obter as probabilidades e verificar o lucro médio de uma banca em
cada milhao de unidades monetarias apostadas.

Considerando uma situagao de aposta online em uma partida de futebol, suponha

que a banca consegue obter as probabilidades associadas ao resultado da partida.
e Juventus 2,30.
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e Empate 3,40.

e Milan 3,00.
Cada R$ 1,00 apostado em cada uma das situagoes, em caso de acerto o lucro sera:

e Juventus 1.(2,30 — 1) = R$1, 30.
e Empate 1.(3,40 — 1) = R$2, 40.
e Milan 1.(3,00 — 1) = R$2, 00.

Fazendo a conversao verificamos que essas odds foram obtidas através das probabi-
lidades:

e Probabilidade de vitoria da Juventus: 5 = 43, 48%.
e Probabilidade de Empate: ﬁ = 29,41%.

e Probabilidade de vitoria do Milan: % = 33,33%.

A soma das probabilidades deveria ser 100% mas a partir das odds obtemos:

43,48% + 29, 41% + 33,33% = 106, 22%.

Na pratica a banca estima as probabilidades e as inflaciona para, em média, obter
lucro. Note que inflacionando as probabilidades as odds sao diminuidas e assim o
retorno do jogador.

Vamos supor que as probabilidades foram inflacionadas proporcionalmente, assim

temos:

e Probabilidade de vitoria da Juventus: 40, 93%.
e Probabilidade de Empate: 27,69%.

e Probabilidade de vitoria do Milan: 31, 38%.
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A tabela a seguir mostra o retrospecto entre as duas equipes até 13/02/2020.

Juventus | Empate | Milan
108 87 94
37,37% | 30,10% | 32,53%

Note que as proporcoes relativas ao historico do confronto diferem das probabili-
dades estimadas pela banca. De fato, a definicao frequentista nao pode ser aplicada,
nesse caso, ja que as partidas nao foram ao longo do tempo realizadas nas mesmas
condi¢oes. Mudaram jogadores, treinadores, estadios etc. A defini¢ao frequentista nao
serve para estimar probabilidades associadas a partidas de futebol.

Suponha j reais apostados no Juventus, e reais apostados no empate e m reais
apostados na vitoria do Milan.

Sejam os eventos J Juventus vence, E ocorrer empate e M Milan vence, vamos

também definir a variavel lucro da banca por L, entao:

E(L)=E(L|J)P(J)+ E(L|E)P(E)+ E(L|IM)P(M).
Assim, temos:
o E(L|J)=—j.1,30+ e+ m.
e E(LIE)=1¢€2,40+j+m.
o E(LIM)=—-m.2,00+j+e.

Entao,

E(L) = 0,4093(—1,3j + e 4+ m) 4 0,2769(—2,4e + j +m) + 0,3138(—2m + j + ¢)

E(L) = 0,6862m + 0,7231e + 0,5907j — 0, 532095 — 0, 66456 — 0, 6276m
E(L) = 0,0586m + 0,05854¢ + 0, 058615
E(L) ~ 0,0586(m + e + j)
E(l) ~ 5,86%(m + e+ j).
Onde m + e + j representa o total de apostas.
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Assim, em cada um milhao de unidades monetarias apostadas, em média a banca

lucra 58.600 unidades monetarias.

Observacgoes:

e Considerando que grandes bancas devem ter sistemas eficientes de previsao e
estimativas fica dificil um jogador numa grande quantidade de apostas ter lucro.

A longo prazo, em média, o prejuizo do jogador é realidade.

e Em funcao das odds colocadas pelas bancas é possivel extrair o lucro médio que

a banca estabelece.

3.5 Meétodo Martingale

A técnica consiste em apostar repetidamente e progressivamente num mesmo tipo
de resultado, até ele ocorrer. O objetivo é recuperar o que terd perdido até lucrar.

Nesta situagao podemos enunciar os seguintes teoremas e exemplos:

Teorema 3.5.1. A probabilidade de vencer em uma tentativa é p € (0,1). Suponha
que o jogador faca suas apostas indefinidamente. FEntao, a probabilidade dele nunca

vencer € zero. Logo, em algum momento ele vence uma aposta.

Demonstracao.

Sejam os eventos: A; "vencer na i-ésima repeticao'e B "nunca vencer", entao:

B:ﬁ@.
=1

Defina B,, "Perder todas as repeticoes até a n-ésima"

&—é&
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Temos:

n

P(B,) = P (ﬂ As) ~[[Pean=Ta-»=a-pr

=1

Pela continuidade da Probabilidade

P(B) = lim P(B,)= lim (1 —p)"=0.
n—oo n—o0
O
Logo, a chance de nunca vencer é 0. Portanto, em algum momento o jogador vencera

uma aposta.

Exemplo 3.5.2. Vamos observar a aplicagao do Método de Maringale considerando
uma aposta odds R$ 2,00.
Suponha que o apostador perde na primeira, sequnda, terceira e quarta aposta e

venca na quinta.

o 12 Aposta: R$ 10,00 na equipe com odds 2,00. Como ele perde o prejuizo é de
R§ 10,00.

2% Aposta: R$ 20,00 na equipe com odds 2,00 e ele perde. O prejuizo acumulado
¢ R$ 30,00.

3% Aposta: R$ 40,00 na equipe com odds 2,00 e ele perde. O prejuizo acumulado
¢ R$ 70,00.

4% Aposta: R$ 80,00 na equipe com odds 2,00 e ele perde. O prejuizo acumulado
¢ R$ 150,00.

5% Aposta: R$ 160,00 na equipe com odds 2,00 e ele vence. Ganha nessa rodada
R$ 160,00.

Concluimos que subtraindo R$ 150,00 do lucro R$ 160,00, temos o lucro final de
R$ 10,00 que é o valor da aposta inicial.
Passamos agora a analisar a funcionalidade do Método de Martingale, observe o

exemplo a seguir.
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Exemplo 3.5.3. Tome, por exemplo uma aposta de odds 2,00 e seja k a aposta inicial,
com a regra de dobrar a aposta a cada rodada até vencer pela primeira vez. Assim, dado
que a vitdria ocorre na i-ésima rodada o lucro do jogador (L,) serd o valor ganho na

i-ésima rodada (G,) menos o total perdido nas rodadas anteriores.

Entao,
P, =k+2k+4k + 8k + ... + (2" k)
Po=k-(1+2+448+..42"2)
Logo, P, = k(2" 1 —1).
E,

G,=2""1L.
Assim, o Lucro L, serad obtido da seguinte forma:

Ln:Gn_Pn
Lp=Fk- 2" — k. (2 — 1)
L, =k.

O lucro L, do jogador seria entao k reais, mas para isso ser garantido o apostador

precisaria de duas coisas que ele nao tem na pratica:

e Dinheiro infinito.

e Limite infinito para aposta nas casas.

Observacao: Logo, o método pode falhar ja que usualmente ha limites para valores
de apostas nas casas e no caso de se demorar a sair a vitéria pode chegar um momento

onde o jogador nao tenha mais dinheiro para apostar, ficando no prejuizo.

Passamos agora a analisar um exemplo para verificar a existéncia da Probabilidade

do jogador sair no lucro usando o método de Martingale.

Exemplo 3.5.4. Vamos fazer este cdlculo num exemplo prdtico com as odds iqual a
2,00, aposta inicial R$ 1,00 e limite de apostas R$ 1.000,00. Estamos supondo jogo

Justo, nmeste caso, o jogador precisa vencer até a 10% rodada.

Se vencer na rodada n o lucro sera:
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e 12 Rodada: +1 = 1.

e 22 Rodada: —1+2=1.

e 32 Rodada: —1—-2+4=1.

e 42 Rodada: —1—-2—-4+8=1.

e 52 Rodada: —1—-2—-4—-8+16=1.

e 62 Rodada: —1-2—-4-8-16+32=1.

e 72 Rodada: —1-2—-4—-8-16—-32+64=1.

e 82 Rodada: —1—-2—-4—-8—-16—32—64+ 128 = 1.

e 92 Rodada: —1 -2 —-4—-8—16 —32 — 64 — 128 + 256 = 1.

e 102 Rodada: —1—-2—-4—-8—16 —32 — 64 — 128 — 256 + 512 = 1.

e Perde todas as dez rodadas: —1—-2—-4—-8—-16—32—64— 128 —-256—512 =
—1.023.

Seja A; "Vencer na i-ésima rodada", entao:
10
P(L = —-1.023) = P(A{ nA5N..n A5, = [] P(AS)
i=1

10 1 1 10 1
P(L = —1.023) = H (1 — 5) = (5) = Top1 ™ 0,000976562.

1 1.023
PL=1)=1-PL=-1.023)=1- —— = """ .
( ) ( 023) 1024~ 1.000 990

Logo, o jogador tem alta probabilidade de lucrar R$ 1,00, a saber 0,9990 e um
pequeno risco de ter um prejuizo enorme R$ 1.023, 00.
O lucro médio E(L) é:
1.023 1

1.024 0.
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Exemplo 3.5.5. Considere uma aposta no jogo preto/vermelho em uma roleta euro-
peta. Nesse caso, o lucro médio do jogador seria negativo, uma vez que paga-se 2:1,

mas a probabilidade de vitoria € um pouco inferior a 0,5.

10 10 18 19 10
P(L=-1.023) = [[P(4) =]] (1 - ﬁ) = (§> ~ 0,001275.
=1

i=1

Nesse caso,

19\ 19\ " 19\
E(L)=1- (ﬁ) —1.023- (§> —1-1.02- (5) ~ —0, 3056.

Ou seja, em média, o lucro do jogador € negativo.

Exemplo 3.5.6. Vamos voltar a situacao da roleta americana com aposta inicial R$
20,00 e limite de apostas R$ 1.000, 00.
Nesse caso, o jogador precisa vencer até a 6% rodada. Vamos observar o lucro obtido

pelo jogador, quando vence em uma determinada rodada:

e 1% Rodada: +20 = 20.

I

o 2% Rodada: —20 + 40 = 20.

(S

o 3% Rodada: —20 — 40 + 80 = 20.
e 4% Rodada: —20 — 40 — 80 + 160 = 20.
e 52 Rodada: —20 — 40 — 80 — 160 + 320 = 20.

e 6% Rodada: —20 — 40 — 80 — 160 — 320 + 640 = 20.

Perde todas as 6 rodadas: —20 — 40 — 80 — 160 — 320 — 640 = —1.260.
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Suponha que o jogo é a aposta preto/vermelho numa roleta americana, entao:
6

18\°  /20\°
P(L = —1260) = Hp(Ag) = (1 — %) = (%) ~ 0,021255845.
=1

92 6
P(L=20)=1—P(L=-1260)=1— (—0> ~ 0,978744154.

38
E(L) = 20 [1 - (%)6

Nesse caso,

+ (—1.260) - (%)6

20\ ° 20\ °
E(L) =20 — 20 (3-2) —1.260 - (%)

92 6
E(L) = 20 — 1.280 (3—2)

E(L) ~ —7,20748284.

Ou seja, em média, o lucro do jogador € negativo.

Exemplo 3.5.7. Se Vence até a r-ésima rodada obtém lucro.
Se pensarmos no jogo preto/vermelho com odds 2,00 na roleta americana aposta

macial k e limite de aposta | temos:
e 1% Rodada: +k = k.
o 22 Rodada: —Fk + 2k = k.

e 3% Rodada: —k — 2k + 4k = k.

r® Rodada: —k — 2k — 2%k — ... — 2" 2k + 2" 1k = k.

Perde todas as r rodadas: —k — 2k — 2’k — ... — 2" 2k — 2" 'k = —k(1 + 2 +
224 42722 = — k(2 - 1).

Pois,
I)S=1+2+..+21
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) 2-S=2+4+..+2.

Subtraindo II por I, temos:
S =2"—1, sendor =min{n > 1;k-2" > [}.
Logo,

P(L = —k(2 1)) = (%)

P(L=k)=1- (g)

E(L) =k {1 - (%H +(—k)- (28— 1) (%)

E(DZk—k(%)T—k-T(

. Portanto,

w|l\:>
ol o
~

5
+
e
7N
AR
~__

5

ro-+(-(3)

Note que h(K, R) = E(L) < 0 para todo k > 0,r > 0.
Ou seja, em média o jogador perde embora no caso onde r € suficientemente grande,

tenha grande chance de sair vencedor.
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Capitulo 4

Probabilidade no Ensino Médio

4.1 Parametros Curriculares

Sobre o desenvolvimento do estudo da Probabilidade no Ensino Médio, podemos
observar até o presente momento que na maioria das escolas, principalmente na rede
publica, o contetido de Probabilidades recebe uma abordagem especifica somente na
22 Série do Ensino Médio, com base nos PCN! e nas abordagens dos livros didaticos.
No Ensino Fundamental, a abordagem é realizada como conceito béasico apenas no 9°
ano, apo6s a demonstracao o Principio Fundamental de Contagem, como breve intro-
ducao para a aplicacao da Estatistica, onde é apresentado aos alunos a distribuicao de
frequéncia simples e algumas noc¢oes de Medidas de tendéncia central.

Comparando PCN e BNCC?, podemos verificar que o estudo das Probabilidades
estd sendo cada vez mais inserido em outras séries da educacao bésica, pois ¢ uma
importante referéncia para aplicacao em outras disciplinas além da Matematica e em
diversas situacoes do cotidiano. Nesta perspectiva, aplicar aos alunos atividades que
envolvam a interdisciplinaridade e a insercao ao mercado de trabalho e que faga trans-
parecer o protagonismo juvenil sao fatores essenciais para o Ensino de Matematica nas

escolas, por esse motivo é necessario que a escola passe por essa reformulacao de apli-

1 A . . .
Parametros Curriculares Nacionais
2Base Nacional Comum Curricular
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cacoes de conteudos para que o estudo da probabilidade seja mais presente na rotina
do cotidiano escolar.

A importancia do estudo na area de Probabilidade se torna ainda mais importante
com a complementacao da BNCC sobre o que é desejado ao ensinar Probabilidades
através dessa nova formulagao, exposicao dos contetidos que esta sendo implementada
ao novo curriculo a ser trabalhado nas escolas. No tocante a Probabilidade, os estu-
dantes do Ensino Fundamental tém a possibilidade, desde os anos iniciais, de construir
o espago amostral de eventos equiprovaveis, utilizando a arvore de possibilidades, o
principio multiplicativo ou simulagoes, para estimar a probabilidade de sucesso de um
dos eventos. (BRASIL, 2017, p.517)

Nesse segmento, através da importancia de trabalhar e desenvolver os estudos so-
bre probabilidades desde as series iniciais do Ensino Fundamental de acordo com a

reformulacao curricular, podemos analisar que:

[...] oinicio da proposta de trabalho com probabilidade est4 cen-
trado no desenvolvimento da nocao de aleatoriedade, de modo que
os alunos compreendam que hé eventos certos, eventos impossi-
veis e eventos provaveis. E muito comum que pessoas julguem
impossiveis eventos que nunca viram acontecer. Nessa fase, é im-
portante que os alunos verbalizem, em eventos que envolvem o
acaso, os resultados que poderiam ter acontecido em oposicao ao
que realmente aconteceu, iniciando a construgdo do espaco amos-
tral. No Ensino Fundamental - Anos Finais, o estudo deve ser
ampliado e aprofundado, por meio de atividades nas quais os alu-
nos facam experimentos aleatérios e simulacbes para confrontar
os resultados obtidos com a probabilidade teérica - probabilidade
frequentista. A progressao dos conhecimentos se faz pelo aprimo-
ramento da capacidade de enumeracao dos elementos do espaco
amostral, que esta associada, também, aos problemas de conta-
gem. (BRASIL, 2017, p. 230).

Sobre o Ensino de Probabilidade através de Jogos, primeiramente, podemos retomar
a historia da probabilidade e verificar que a teoria das probabilidades, ou seja, o avanco
das pesquisas neste ramo é constituido em sua esséncia, por uma atividade envolvendo
um jogo e através da troca de cartas entre Fermat e Pascal buscando a solugao para o
“problema das cartas”. Portanto, ¢ importante verificar que, segundo o PCN, trabalhar
com propostas ludicas, em sala de aula, sao atrativos e sao significativos no processo

de aprendizagem dos alunos.
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Os jogos constituem uma forma interessante de propor problemas, pois permitem
que estes sejam apresentados de modo atrativo e favorecem a criatividade na elaboracgao
de estratégias de resolucao e busca de solugoes. Propiciam a simulacao de situagoes
problema que exigem solucoes vivas e imediatas, o que estimula o planejamento das
acoes; possibilitam a construcao de uma atitude positiva perante os erros, uma vez
que as situagoes se sucedem rapidamente e podem ser corrigidas de forma natural, no
decorrer da agao, sem deixar marcas negativas (BRASIL, 1998, p. 46).

Ainda em relacao a insercao dos jogos no ensino de Matemética, nos Parametros

Curriculares Nacionais de Matemética enfatiza-se que:

[...] além de ser um objeto sociocultural em que a Matematica
esté presente, o jogo é uma atividade natural no desenvolvimento
dos processos psicologicos bésicos; supoe um “fazer sem obriga-
¢ao externa e imposta”, embora demande exigéncias, normas e
controle. No jogo, mediante a articulagao entre o conhecido e o
imaginado, desenvolve-se o autoconhecimento - até onde se pode
chegar - e o conhecimento dos outros - o que se pode esperar e em
que circunstancias.

Para criancas, os jogos sao as acoes que elas repetem sistemati-
camente, mas que possuem um sentido funcional (jogos de exer-
cicio), isto &, sao fonte de significados e, portanto, possibilitam
compreensdo, geram satisfacao, formam hébitos que se estrutu-
ram num sistema. Essa repeticdo funcional também deve estar
presente na atividade escolar, pois é importante no sentido de
ajudar a crianga a perceber regularidades.

Por meio dos jogos as criangas ndo apenas vivenciam situacgoes
que se repetem, mas aprendem a lidar com simbolos e a pensar
por analogia (jogos simbolicos): os significados das coisas passam
a ser imaginados por elas. Ao criarem essas analogias, tornam-se
produtoras de linguagens, criadoras de convengoes, capacitando-
se para se submeterem a regras e dar explicagoes.

Além disso, passam a compreender e a utilizar convengoes e regras
que serdo empregadas no processo de ensino e aprendizagem. FEssa
compreensao favorece sua integracdo num mundo social bastante
complexo e proporciona as primeiras aproximagbdes com futuras
teorizagoes (BRASIL, 1997, p.35).

Com base nos PCN e BNCC é que surge essa proposta para trabalhar e desenvolver
com os alunos, principalmente do Ensino Médio, o contetudo de Probabilidade utili-
zando jogos. Buscando quantificar o conhecimento através de atividades ladicas, de

modo atrativo, para que os alunos se desenvolvam através de sua capacidade criativa e
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aprimorem de forma natural as reflexdes diante da solucao de situagoes problema en-
volvendo atividades do cotidiano, registrando e compreendendo com maior facilidade
o que foi desenvolvido durante a aplicacao e explicacao do contetido de Probabilidade

em sala de aula.

4.2 Aplicacoes da Probabilidade relacionada aos jo-

gos no Ensino Médio

Nesta secao, apresentamos quatro propostas para aplicacao da Probabilidade através
de jogos aos alunos do Ensino Médio. O objetivo principal, nesta etapa, é mostrar aos
alunos uma forma lidica de desenvolver o estudo da teoria da probabilidade, associando
jogos presentes no cotidiano, como o jogo de dados, jogo de par ou impar, jogo de loteria

e uma situacao de jogo online associado ao futebol.

4.2.1 Jogo de dado

Quando buscamos qualquer livro de Ensino Médio, para introduzir o contetudo de
probabilidades, ¢ comum ver em suas primeiras abordagens uma situagao envolvendo
jogos de dados. Provavelmente isso acontece, pois existem véarias situacoes envolvendo
o calculo da probabilidade mostrando a ocorréncia de um evento para um lancamento
de um dado. Também é comum, que em sua primeira abordagem seja apresentado aos
alunos o caso cléssico em que a ocorréncia dos eventos em um dado nao viciado sao
equiprovaveis, ou seja, cada face de um dado tem a mesma chance de sair voltada para

cima em relacao a outra. Para isso, segue o planejamento da aula envolvendo o jogo

de dados.

PUBLICO ALVO

Alunos da 22 Série do Ensino Médio.

DURACAO

Para conclusao da atividade serd necessario uma hora/aula.
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PRE-REQUISITOS

Espera-se que os alunos tenham conhecimentos prévios sobre nogoes de defini¢ao
classica de probabilidade e saibam diferenciar nimeros de casos possiveis e ntimeros de

casos favoraveis em um determinado evento.

OBJETIVOS

Aplicar a definicao classica de probabilidade de forma simples, analisar uma sequén-

cia de eventos e verificar qual dentre as situacoes propostas representam um jogo justo.

CONTEUDOS

Definicao classica de Probabilidade.

METODOLOGIA

Serao apresentadas aos alunos, trés situacoes de jogos com auxilio de um dado.
Depois de apresentar cada uma das situacoes, serao criados trés grupos e cada grupo
lancard o dado 30 vezes e sera registrado os resultados obtidos em cada uma das

situagoes, vejamos a seguir a dinamica de cada jogo.
12 Situacgdo: Um jogador paga 10 reais e lanca um dado, nao viciado, de seis faces.

O jogador recebera como premiacao 3 vezes o valor da face voltada para cima, entdo:

e Se a face voltada para cima for 1, o apostador recebe 3.1 = 3 reais, ou seja, tem

um prejuizo de 7 reais (3 — 10 = —7).

e Se a face voltada para cima for 2, o apostador recebe 3.2 = 6 reais, ou seja, tem

um prejuizo de 4 reais (6 — 10 = —4).

e Se a face voltada para cima for 3, o apostador recebe 3.3 = 9 reais, ou seja, tem

um prejuizo de 1 real (9 — 10 = —1).

e Se a face voltada para cima for 4, o apostador recebe 3.4 = 12 reais, ou seja, tem
um lucro de 2 reais (12 — 10 = 2).

e Se a face voltada para cima for 5, o apostador recebe 3.5 = 15 reais, ou seja, tem
um lucro de 5 reais (15 — 10 = 5).
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e Se a face voltada para cima for 6, o apostador recebe 3.6 = 18 reais, ou seja, tem
um lucro de 8 reais (18 — 10 = 8).

23: Situagdo: Um jogador paga 10 reais e lanca um dado, nao viciado, de seis
faces. O jogador recebera como premiacao 3 vezes o valor da face voltada para cima

menos um, entao:

e Se a face voltada para cima for 1, o apostador recebe 3.1 — 1 = 2 reais, ou seja,

tem um prejuizo de 8 reais (2 — 10 = —8).

e Se a face voltada para cima for 2, o apostador recebe 3.2 — 1 = 5 reais, ou seja,

tem um prejuizo de 5 reais (5 — 10 = —5).

e Se a face voltada para cima for 3, o apostador recebe 3.3 — 1 = 8 reais, ou seja,

tem um prejuizo de 2 reais (8 — 10 = —2).

e Se a face voltada para cima for 4, o apostador recebe 3.4 — 1 = 11 reais, ou seja,
tem um lucro de 1 real (11 — 10 = 1).

e Se a face voltada para cima for 5, o apostador recebe 3.5 — 1 = 14 reais, ou seja,

tem um lucro de 4 reais (14 — 10 = 4).

e Se a face voltada para cima for 6, o apostador recebe 3.6 — 1 = 17 reais, ou seja,

tem um lucro de 7 reais (17 — 10 = 7).

32: Situacdo: Um jogador paga 10 reais e langa um dado, nao viciado, de seis
faces. O jogador recebera a premiacao da seguinte forma: Se sair a face 1 voltada para
cima, ele vai pagar 5 reais a mais para a banca, se sair a face 2 voltada para cima, ele
nao paga nada a mais e nao recebe nada, se sair a face 3 voltada para cima, ele recebe
5 reais da banca, se sair a face 4 voltada para cima, ele recebe 15 reais da banca, se
sair a face 5 voltada para cima, ele recebe 20 reais da banca e se sair a face 6 voltada

para cima, ele recebe 25 reais da banca, da seguinte forma:

e Se a face voltada para cima for 1, o apostador paga 5 reais a mais, ou seja, tem

um prejuizo de 15 reais (—5 — 10 = —15).

e Se a face voltada para cima for 2, o apostador nao paga nada a mais e nem recebe,

ou seja, tem um prejuizo de 10 reais (0 — 10 = —10).
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e Se a face voltada para cima for 3, o apostador recebe 5 reais, ou seja, tem um

prejuizo de 5 reais (5 — 10 = —5).

e Se a face voltada para cima for 4, o apostador recebe 15 reais, ou seja, tem um
lucro de 5 reais (15 — 10 = 5).

e Se a face voltada para cima for 5, o apostador recebe 20 reais, ou seja, tem um
lucro de 10 reais (20 — 10 = 10).

e Se a face voltada para cima for 6, o apostador recebe 25 reais, ou seja, tem um
lucro de 15 reais (25 — 10 = 15).

Separados os grupos, os dados serao lancados e posteriormente cada grupo apresenta
os resultados obtidos. Apds anélise dos resultados de cada situacao, os alunos deverao

responder as seguintes questoes:

a) Em cada uma das situagoes de jogo, qual a probabilidade do jogador obter lucro?
b) Qual jogo é mais vantajoso?
¢) Qual jogo é menos vantajoso?

Para responder o item a), é necessario que o aluno identifique dentro do espago
amostral Q = {1,2,3,4,5,6} o niimero de casos possiveis n(£2) = 6 e nimero de casos
favoraveis sendo a escolha de uma das faces do dado para apostar durante a rodada,

como existe em cada caso 3 chances de obter lucro, logo n(A) = 3, entdo:

P(A) = g — 50%.

Portanto, 50% de chances obter lucro com face escolhida estar voltada para cima
em cada uma das situagoes.

Para responder os itens b) e ¢), como o espago amostral relativo a face obtida no
lancamento de um dado nao viciado, é equiprovavel, espera-se que os alunos concluam
que na primeira situacao o apostador tende a levar vantagem, na segunda situacao o
apostador tende a levar prejuizo e na terceira situagao observa-se um jogo justo, sem

uma grande margem para lucro ou prejuizo. Veja a seguinte situacao:
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Suponha que um dado honesto seja langado seis vezes e que nesses seis lancamentos
cada uma das faces saia uma vez voltada para cima. Entao, o jogador obteria os

seguintes resultados:

e 12 Situagdo: (—7) + (—4) + (—=1) + (2) + (5) + (8) = +3, ou seja, lucro de 3

reais.

e 22 Situagdo: (—8)+ (—5) +(—2)+ (1) + (4) + (7) = =3, ou seja, prejuizo de 3

reais.

e 32 Situagdo: (—15) + (—10)+ (—5) + (5) + (10) + (15) = 0, ou seja, nem lucro,

nem prejuizo.

Podemos observar que, na 3? situacdo para cada valor de prejuizo existe com a
mesma probabilidade um valor de lucro simétrico, enquanto na 12 situacao, para cada
valor de prejuizo existe um valor de lucro (comparando os modulos) uma unidade
maior, com mesma probabilidade, o que torna a 1? situacao mais vantajosa em relacao
a 3% situacao. No caso da 22 situacdo, para cada valor de prejuizo existe um valor de
lucro (comparando os modulos) uma unidade menor, com mesma probabilidade.

Portanto, é esperado que os alunos observem essa relacao e indiquem que a 12 situ-

acao & mais vantajosa, enquanto a 22 situacao seja identificada como menos vantajosa.

MATERIAIS

Quadro, pincel, dados, caneta e caderno.

AVALIACAO

O aluno seréd avaliado observando-se sua participacao e empenho durante as ativi-

dades propostas e discussao de resultados.

4.2.2 Jogo Par ou Impar

Geralmente muito utilizado em diversas atividades do nosso cotidiano, onde é im-
portante escolher uma equipe ou pessoa que ird comecar uma brincadeira ou um jogo,

o “par ou ifmpar” é muito popular e é comum refletir se representa um jogo justo ou
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nao, se é possivel determinar um padrao e buscar uma regularidade de vitérias neste
jogo.

Nos jogos de varzea de futebol e nas “peladas” ou “rachas”, jogos de futebol entre
amigos ¢ comum utilizar o par ou fmpar para decidir quem escolhe um determinado
jogador para o seu time ou quem comeca com a bola, mas fica uma pergunta, porque
o futebol profissional comeca sempre com cara e coroa e nao par ou impar? Por esse
motivo, torna-se interessante mostrar aos alunos que o jogo do par ou impar pode nao
ser um jogo tao justo. Nesta atividade, iremos comparar duas situacoes que podem ser
observadas em um jogo de par ou impar e tentar mostrar aos alunos que o jogo pode

nao ser tao justo, para isto iremos propor a seguinte aula:

PUBLICO-ALVO

Alunos da Segunda série do Ensino Médio.

DURACAO

Para conclusao da atividade serdo necessarias duas horas/aula.

PRE-REQUISITOS

Espera-se que os alunos tenham conhecimentos prévios sobre noc¢oes de definicao
classica de probabilidade e saibam diferenciar nimeros de casos possiveis e ntimeros de

casos favoraveis em um determinado evento.

OBJETIVOS

Aplicar a definicao classica de probabilidade de forma simples, observar a diferenca
do espaco amostral nas duas situacoes que serao apresentadas, analisar uma sequéncia

de eventos e verificar dentre as situagoes propostas, qual representa um jogo justo.

CONTEUDOS

Definicao classica de Probabilidade.
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METODOLOGIA

Serao propostas duas dinamicas, na primeira situacao, cada aluno devera jogar o par
ou impar contra outro colega de classe, podendo escolher as seguintes opgoes, colocar
0,1, 2, 3, 4 ou 5 dedos. Na segunda situagao, cada aluno devera jogar contra outro
colega de classe, tendo que colocar pelo menos um dedo, ou seja, escolher a seguinte
opgao, colocar 1, 2, 3, 4 ou 5 dedos. Em cada uma das situacoes, os alunos deverao
registrar em uma tabela, quantas vezes a pessoa que escolheu par ganhou e quantas
vezes a pessoa que escolheu impar ganhou. Apds a analise dos dados serdo realizados

os seguintes questionamentos aos alunos:

a) Os dois jogos sao justos?
b) E possivel estabelecer uma estratégia para vencer o jogo do par ou impar?

E esperado que no item a), que os alunos ao serem apresentados aos espacos amos-
trais das duas situagoes e comparando com a anélise dos resultados obtidos durante a
dinamica, percebam que a 12 situagao representa um jogo mais justo, pois analisando
o espago amostral, podemos esperar a chance de a soma ser par, ser igual a chance de

a soma ser impar, veja o espaco amostral da primeira situagao:
O ={(i,7),1,7 €{0,1,2,3,4,5}}.

Como podemos ver das 36 possibilidades do espaco amostral, em 18 delas a soma
¢ par e as outras 18 sao impares, sendo assim a probabilidade de o jogador escolher
par e ganhar é 50% e de o jogador escolher par e perder também é 50%. Portanto é
provavel que em uma série de vérias rodadas jogando o par ou impar que essa série
represente um equilibrio entre o niimero de jogadores apostaram no resultado par e
entre os jogadores que apostaram no resultado impar.

Na segunda situagao, quando o jogador deve escolher colocar pelo menos um dedo
para jogar, podemos ver um desequilibrio dentre as possibilidades do espaco amostral,

como podemos ver analisando os possiveis resultados na representacao a seguir:

QQ - {(l,j),l,j € {172a3747 5}}

Neste caso, podemos ver que as chances de obter um resultado par em uma rodada
¢ maior e portanto, a probabilidade de uma rodada terminar com uma soma par é de

% = 52% e a probabilidade de uma rodada terminar com a soma impar é de % = 48%),
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o que pode levar aos alunos a ter uma pequena impressao de que o segundo jogo nao
seja justo.

No item b), analisando a hipotese do jogo dois nao ser justo, é provavel que al-
guns alunos tentem buscar algumas formas de encontrar padroes ou elaborar alguma
estratégia para buscar a vitéria no jogo do par ou impar. E importante discutir com
os alunos, que uma possibilidade seria de que o jogador, sabendo do fato ocorrido no
espaco amostral da segunda situacao, induza o outro jogador a escolher pelo menos um
dedo para jogar o par ou impar. Posteriormente deve escolher se quer par ou impar e
para aumentar suas chances de vitoria é importante adotar a seguinte estratégia. Se
escolher par, deve colocar um nimero impar de dedos, pois se outro adversario colocar
uma quantidade também impar terd 60% de chances de vitéria, pois existem 3 possi-
bilidades dentre 5 disponiveis. Em outras palavras, se ele quer que a soma seja par,
¢ melhor colocar uma quantidade impar, pois outro jogador tem 3 possibilidades de
numeros impares para jogar, o que representa uma chance maior de sair vencedor na
rodada.

Caso o jogador escolha impar, a melhor opcao é colocar uma quantidade par de
dedos, pois novamente, existe 3 possibilidades em 5 de o adversario colocar um ntimero
impar e todo ntimero impar quando somado com um nimero par gera um resultado
impar. Portanto, é esperado que os alunos consigam encontrar uma estratégia para

vencer no jogo do par ou fmpar.

MATERIAIS

Quadro, pincel, caneta e caderno.

AVALIACAO

O aluno seré avaliado observando-se sua participacao e empenho durante as ativi-

dades propostas e discussao de resultados.

4.2.3 Loteria: Mega-Sena

Nesta 3% atividade, iremos falar sobre outro jogo muito comum no cotidiano dos
alunos, as apostas em jogos da Mega-Sena. E importante ressaltar que apostar na

Mega-Sena ou em qualquer jogo licito de apostas s6 é permitido para pessoas maiores
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de 18 anos. Porém, é fato que os alunos do Ensino Médio, ja tenham conhecimento sobre
o jogo, conhecam pessoas da familia que apostam nestes jogos e entao é importante
abordar o assunto e principalmente orientar sobre os riscos do investimento em jogos
de apostas.

Um dos papéis do professor na educacao é de orientar aos alunos sobre os caminhos
a escolher com relacao ao dinheiro que eles irao ganhar com suas profissoes, mas é
importante deixar claro que em algum momento ele vai vencer alguma partida e deixar
a sensacao de que possa obter lucros fazendo apostas, porém, é facil ver que a banca
nao quer entrar no jogo para perder, entdao é preciso ter cuidado para nao ficar sem
capital e ter a consciéncia de que a aposta em jogos, na maioria das vezes representa
uma maneira subjetiva de iludibriar o apostador. Neste sentido, segue o plano de
aula sobre apostas em jogos da Mega-Sena, com foco em apostas com maior chance de

retorno, no caso, apostas em 15 dezenas de uma cartela com 60 nimeros.

PUBLICO-ALVO

Alunos da Segunda série do Ensino Médio.

DURACAO

Para conclusdao da atividade serdo necessarias duas horas/aula.

PRE-REQUISITOS

Espera-se que os alunos tenham conhecimentos prévios sobre noc¢oes de definicao
classica de probabilidade e saibam diferenciar nimeros de casos possiveis e ntumeros de
casos favoraveis em um determinado evento. Nesta atividade, é importante conhecer

sobre o teorema da multiplicacao e sobre probabilidade do evento complementar.

OBJETIVOS

Aplicar a definicao classica de probabilidade de forma simples, bem como realizar
aplicacoes de analise combinatoéria, mais precisamente da combinacao de eventos, com
a finalidade de obter um modelo para calcular as chances de nao ganhar em nenhuma

rodada da Mega-Sena.
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CONTEUDOS

Definicao classica de Probabilidade, Combinacoes simples, Propriedades fundamen-
tais da Probabilidade (Probabilidade de um evento complementar e teorema da multi-

plicagao).

METODOLOGIA

Serao apresentados aos alunos as seguintes situacoes:

12 Momento: Inicialmente, iremos apresentar aos alunos as regras da Mega-Sena,
qual o valor atual das apostas e como é realizado o calculo desses valores, quais tipos de
apostas podem ser realizadas, quais as possibilidades de vitéria e que os alunos podem
obter um retorno da aposta, acertando 6, 5 ou 4 dezenas, ou seja, acertando a Sena,
a quina ou a quadra. Também deverd ser apresentado aos alunos, como é realizado o
calculo das probabilidades para analisar as chances de vitéria em cada um dos tipos

de apostas, para isso iremos apresentar aos alunos a tabela representada logo abaixo:
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Tabela 4.1: Calculo da probabilidade de acertar na sena, quina ou quadra em um jogo
da mega-sena.

Quantidade
de ntmeros Valor da aposta Sena Quina Quadra
apostados
6 __
6 4,50-C8 = C_§ _ 1 02.66'54 ~ 1 Cél.6c§4 o~ L
4,50-1=4,50 CE, — 50.063.860 cg, 154.518 cg, 2.332
6 __
7 4,50 - C8 = 0_69 _ 1 C;.6C513 ~ 1 Cé.gc‘?’?’ ~ L
4,50-7 = 31,50 Ceo 7.151.980 Ceo 44.981 C8o 1.038
6 __
9 4,50 - C§ = C—§ _ 1 C§~60512 ~ 1 C§~60§2 ~ L
4,50 - 28 = 126,00 cg, — 1.787.995 cg, 17.192 cg, 539
6 __
9 4,50-C§ = g ~ 1 c3-Cl, ~ 1 ci.cz ~ 1
4,50 - 84 = 378,00 c§, 595.998 cs, 7.791 cs, 312
6 — 5
10 4,50 - C}y = 0_120 ~ 1 010‘605}0 L Cf0-60520 ~ L
4,50 - 210 = 945,00 Cso 238.399 Céo 3.973 Cto 195
6 _
11 4,50-C?; = C_}G51 L Cflgcig L Cfl-(sCfg ~ L
4,50 - 462 = 2.097,00 Cso 108.363 Cso 2.211 Cto 129
6 _
12 4,50 = 0_122 ~ L 012'60418 ~ 1 012'604%8 ~ L
4,50 - 924 = 4.158,00 Ceo 54.182 Céo 1.317 Céo 90
6, — 5
13 4,50 - Cy3 = Cly o 1 CtsCiz oy L ClgClr o, L
4,50 - 1.716 = 7.722, 00 C " 29175 Céo 828 C8o 65
6 = ; 5
14 4,50 -C7y = C—?‘l ~ 1 014-@1{. ~ L Cﬁ-CZE ~ L
4,50-3.003 = 13.513,50 | Cé ~ 16671 Céo 544 CS 48
15 4,50 - 0?5 = Oy . 1 CP5Cis 1 Cis-Chs 1
4,50 - 5.005 = 22.522,50 | C& ~ 10.003 cg 370 e 3T

22 Momento Nesta etapa utilizaremos a cartela da Mega-Sena e sera solicitado aos
alunos que escolham e marquem 15 dezenas dessa cartela, mais uma vez sera reforcada

a probabilidade de em um evento A de serem sorteadas as 6 dezenas dentre as 15
escolhidas, neste caso:

S 1
PA) =2 ~——.
Cg, 10003
E devemos observar ainda a probabilidade de um apostador nao acertar as 6 dezenas,
mesmo escolhendo 15 dezenas, e vamos desconsiderar também as chances de acertar na
quadra ou na quina, ou seja, o foco neste momento da atividade é acertar as 6 dezenas,

neste caso, como 0 < P(A) < 1, entdo, usando o célculo da probabilidade de um evento
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complementar, temos:

S 1 10002
PAY) =1 Sy L 0002
Cso 10003 10003
Seguindo este raciocinio, mostraremos aos alunos que é possivel criar uma férmula
para calcular a Probabilidade de nao vencer em n rodadas da Mega-Sena, para isso,
utilizando o teorema da multiplicagao, iremos construir esta formula da seguinte forma:

e Na primeira rodada de apostas, o apostador tem p(1) = % de nao acertar as

6 dezenas e perder na primeira rodada.

e Na segunda rodada de apostas, como o sorteio é realizado com reposicao das

bolas e fica indiferente apostar a mesma cartela ou outras dezenas, pelo teorema

10002 10002 __ (10002
10003 * 10003 ~— \ 10003

6 dezenas e perder na primeira e na segunda rodada.

da multiplicacdo, o apostador tem p(2) = )2 de nao acertar as

e Na n-ésima rodada de apostas, como o sorteio é realizado com reposi¢ao das bolas

e fica indiferente apostar a mesma cartela ou outras dezenas, pelo teorema da

TSP, _ 10002 _ 10002 . . 10002 _ (10002)\™ 5
multiplicagao, o apostador tem p(n) = 15055 * Tooos * * * 10005 = (10003) de nao
acertar as 6 dezenas e perder na primeira e na segunda rodada, ... e na n-ésima
rodada.

Portanto, temos a seguinte formula para representar a probabilidade de nao vencer

em n rodadas.

(n) 10002\ "
n)=\— -|», .
b 10003

E para finalizar esta etapa apresentaremos aos alunos uma tabela de investimentos
em n rodadas nesta modalidade de jogo, juntamente com as chances de nao ganhar em
nenhuma das n rodadas, desconsiderando a inflacao dos valores e possiveis aumentos

no valor das apostas, neste caso estamos apresentando os valores das apostas validas

para o més de junho de 2020. Vejamos a tabela a seguir:
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Tabela 4.2: Nao acertar as 6 dezenas apostando em 15 dezenas da Mega-Sena

Rodada | Investimento | Probabilidade de nao acertar as 6 dezenas

1 22 522,50 99,99%

45 045,00 99,98%
3 67 576,50 99,97%
4 90 090,00 99,96 %
5 112 612,50 99,95%
6 135 135,00 99,94%
7 157 657,50 99,93%
8 180 180,00 99,92%
9 202 702,50 99,91%
10 225 225,00 99,90%
n 22 522,50.n (19902)"

Apos a apresentacao destes resultados passaremos para o terceiro momento.

32 Momento: Nesta etapa, iremos realizar uma simulagao do jogo com os alunos,
da seguinte forma: Cada aluno anota 10 cartelas escolhendo 15 dezenas entre as 60
disponiveis de uma cartela da Mega-Sena, podendo modificar os ntimeros escolhidos,
ou manter com a mesma cartela até o final da 10* rodada. Posteriormente o professor
sorteia as 6 dezenas e a cada uma das dez rodadas verifica se houve ganhador ou nao.
No final das dez rodadas e com base nos resultados obtidos, serao lancadas as seguintes

perguntas:

a) Quantas cartelas foram premiadas com a quadra?
b) Quantas cartelas foram premiadas com a quina?
¢) O prémio maximo saiu?

Espera-se que os alunos vejam o quanto é dificil acertar as 6 dezenas com uma
cartela, mesmo que nesta cartela sejam possivel escolher 15 ntumeros. E importante,
neste momento, que seja feito um comparativo com as possibilidades e as chances de

nao ganhar em n rodadas que foram calculadas no 2° momento.

MATERIAIS

Quadro, pincel, caneta, caderno, cartelas da Mega-Sena e globo de bingo.
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AVALIACAO

O aluno seré avaliado observando-se sua participacao e empenho durante as ativi-

dades propostas e discussao de resultados.

4.2.4 Simulacao de aposta em jogos online

Como ja foi dito anteriormente no capitulo sobre apostas online, esta modalidade
vem crescendo muito nos tltimos tempos e se tornando muito comum entre todas as
faixas etarias de apostadores do mundo inteiro. Isso ocorre devido a sua facilidade de
acesso, pois para fazer apostas online é necessario apenas fazer um cadastro no site
de apostas, ser maior de 18 anos e comecar a apostar. Dependendo do jogo é possivel
acompanhar em tempo real o que esta acontecendo e os resultados obtidos, isso leva a
sensacao de que o jogo é extremamente justo e muitas pessoas sequer tem a atitude de
pesquisar, verificar os bastidores dos jogos de apostas online. Por isso, elaboramos um
plano de aula com a intensao de mostrar um pouco da realidade sobre este processo aos
alunos e de forma ladica, proporcionar uma relacao direta da atividade com o contetido
de probabilidades de acordo com a seguinte proposta de simulacao de aposta em jogo

online.

PUBLICO ALVO

Alunos da 22 Série do Ensino Médio.

DURACAO

Para conclusao da atividade serdo necessarias duas horas/aula.

PRE-REQUISITOS

Espera-se que os alunos tenham conhecimentos prévios sobre nogoes de defini¢ao
classica de probabilidade e saibam diferenciar nimeros de casos possiveis e nimeros de
casos favoraveis a um determinado evento, também é necessario conhecer sobre razao

inversamente proporcional.
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OBJETIVOS

Aplicar a definicao classica de probabilidade de forma simples, analisar uma sequén-
cia de eventos e verificar se no final das aplicagoes os jogos de apostas online sao justos

e observar os lucros obtidos pela banca (site de apostas).

CONTEUDOS

Definicao cléassica de Probabilidade e razao entre grandezas inversamente proporci-

onais.

METODOLOGIA

12 Momento: Vamos inicialmente apresentar aos alunos a simulacao de um jogo
entre duas equipes, time A x time B onde existe a possibilidade de obter trés resultados:
vitoria do time A, vitoria do time B ou empate entre as duas equipes. Neste caso, iremos
representar as probabilidades dos resultados pela proporcao das bolas coloridas dentro
de uma caixa, de onde posteriormente uma bola serd retirada representando o resultado
obtido.

Serao colocadas em uma caixa 20 bolas coloridas, das quais, 9 bolas verdes represen-
tam proporcionalmente as chances de vitoria do time A, 4 bolas vermelhas representam
proporcionalmente as chances de vitéria do time B e 7 bolas brancas representam pro-
porcionalmente as chances de empate entre as duas equipes. Obtendo as seguintes

probabilidades de vitorias para cada situacgao:

e Probabilidade de vitoria do time A: P(A) = o = 0,45, ou seja, 45%.
e Probabilidade de vitéria do time B: P(B) = = = 0,20, ou seja, 20%.

e Probabilidade de vitéria de empate entre as duas equipes: P(F) = % =0, 35, ou
seja, 35%.

22 Momento: Nesta etapa, iremos falar um pouco sobre como funcionam os
jogos online, apresentar a definicao de odds de acordo como foi apresentado na segao
3.6 desta dissertacao, dizer aos alunos que embora odds e probabilidades tenham o
mesmo significado na lingua inglesa, as odds neste caso, serao as cotagoes que serao

aplicadas a cada elemento que serd apostado. Apresentar aos alunos as formas das
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odds disponiveis em cada site (decimal, fracionaria e americana), neste caso, iremos
focar nas odds decimais e mostrar ainda que elas sao apresentadas ao apostador na sua
forma inversa, ou seja, quanto maior a probabilidade de vitéria em um jogo, menor
serd o retorno obtido e posteriormente apresentar a forma decimal de calcular as odds
do jogo proposto.

E importante dizer aos alunos antes de iniciar o calculo das odds, que em todos
os sites de apostas a soma decimal nao representara 100% do valor, como podemos
obter somando apenas as probabilidades, pois a banca inflaciona as probabilidades
com a finalidade de obter lucros sobre as apostas. Neste momento iremos inflacionar

as probabilidades em 10%, da seguinte forma:

e Inflacionando em 10% as chances de vitoria do time A: 45%.(14+10%) = 0,45.(1,1) =
0, 495.

e Inflacionando em 10% as chances de vitoria do time B: 20%.(1+10%) = 0,2.(1,1) =
0, 220.

e Inflacionando em 10% as chances de empate: 35%.(1 + 10%) = 0,35.(1,1) =
0, 385.

Apobs obter o valor das probabilidades iremos calcular o valor das odds, neste caso
obtendo o inverso das probabilidades inflacionadas:

e Odds de vitoria do time A: 5= ~ 2,02.

e Odds de vitoria do time B: 545 ~ 4, 55.

e Odds de empate: ~ 2, 60.

1
0,385

Na préatica, o valor recebido em caso de vitoria sera representado da seguinte forma,
o apostador aposta x reais e o lucro obtido serd calculado multiplicando o valor apos-

tado pela odds e subtraindo o valor investido, assim:

e Lucro obtido em caso de aposta na vitoria do time A: 2.2,02—x = (2,02— 1)z =
1,02zx.

e Lucro obtido em caso de aposta na vitoria do time B: x.4,55 —x = (4,55 — 1)z =
3. 55..
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e Lucro obtido em caso de aposta no empate entre as duas equipes: z.2,60 — z =
(2,60 — 1)z = 1,60z.

Faremos o seguinte exemplo para os alunos, cada apostador aposta 10 unidades
monetarias em um dos resultados, qual serd o valor recebido por cada apostador em

uma rodada. Neste caso, temos:

e Lucro obtido em caso de aposta na vitéria do time A: 1,02.10 = 10, 20 unidades

monetarias de lucro.

e Lucro obtido em caso de aposta na vitéria do time B: 3,55.10 = 35, 50 unidades

monetarias de lucro.

e Lucro obtido em caso de aposta no empate entre as duas equipes: 1,60.10 = 16, 00

unidades monetérias de lucro.

32 Momento: Faremos uma simulagiao da atividade proposta do seguinto modo:

e Cada aluno como apostador aposta 10 unidades monetarias em um dos resultados;

e Realizadas as apostas sera sorteada uma das bolas da caixa, que determinara o

resultado de vitéria para o time A ou para o time B ou empate.

e Pedir para os alunos que anotem os respectivos resultados obtidos e registrar o

lucro da banca na simulacao.

e Repetir o procedimento 5 vezes, importante deixar claro aos alunos quanto a
importancia da reposicao das bolas na urna apos cada sorteio, para manter as

respectivas probabilidades de cada evento.

Apos a simulacao da atividade, fazer um levantamento de dados obtidos durante a

realizacao dos sorteios, fazendo as seguintes perguntas:

a) Quantos apostadores ficaram em lucro?
b) Quantos apostadores ficaram em prejuizo?

¢) Qual o lucro total da banca?
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42 Momento: Apos fazer uma andlise geral dos resultados obtidos, verificando
o lucro total da banca e quantos jogadores ficaram em lucro ou prejuizo, devera ser
realizado um debate, ouvindo os alunos quanto a analise dos resultados, verificar se a
longo prazo é possivel obter lucro com essas apostas. A principio é importante ressaltar
que em alguns momentos, o jogador pode obter sucesso em algumas apostas, porém,
a longo prazo, o lucro da banca sempre serd maior pelo fato de inflacionar as odds, ou
seja, inflacionar os resultados diminui o retorno médio dos jogadores e a longo prazo a
banca estard em lucro.

Neste debate, é importante deixar claro aos alunos que, pela definicao cléssica, as
bolas representam as probabilidades de chances de vitérias das equipes. Porém, em uma
situagao de jogo, em uma partida de futebol, por exemplo, o calculo das probabilidades
sao realizados através de estimativa de resultados, vale inclusive citar o site da UFMG
sobre probabilidades no futebol e dizer aos alunos que por tras dos resultados da
probabilidade em jogos, existem equipes que sao responsaveis por realizar as pesquisas,

bem como para calcular as odds que sao disponibilizadas no site de apostas.

MATERIAIS

Quadro, pincel, caneta, caderno, Caixa e bolas coloridas.

AVALIACAO

O aluno seré avaliado observando-se sua participacao e empenho durante as ativi-

dades propostas e discussao de resultados.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

Escolhemos quatro propostas para apresentar aos alunos um pouco da aplicacao
da Probabilidade associada a jogos e apostas, mas podemos observar que existe uma
grande variedade de situacoes e problemas que poderiamos apresentar, com a finalidade
de tornar as aulas de Matematica mais atrativas e mostrar um pouco mais sobre a
Probabilidade aos alunos.

Infelizmente, devido a pandemia do coronavirus (Covid-19) que o ocasionou o fecha-
mento temporario das escolas em nosso pais, nao foi possivel apresentar as atividades
aos alunos e também nao foi possivel realizar a apresentagao de forma online. Mesmo
assim, acreditamos que se essas atividades forem aplicadas aos alunos, com certeza
serao atrativas e acreditamos na efetiva participacao de todos, pois os alunos gostam
muito de momentos diferentes, onde eles facam parte do processo de aprendizagem e
as propostas apresentadas certamente proporcionardao momentos significativos de in-
teracao e aprendizagem. Atualmente se fala muito em sala de aula invertida e neste
processo certamente o aluno serd um grande protagonista desta atividade, onde ele
devera anotar os registros, simular uma aposta e trocar essa experiéncia com outros
colegas. Nesse sentido, é possivel acreditar na eficacia deste trabalho.

Outro fator importante, foi apresentar alguns modelos de problemas no capitulo de
Propostas de aplicacoes de Probabilidade, pois é importante mostrar aos alunos que
o que ele aprende em sala de aula é apenas o inicio de tudo e que ainda existe muito
a ser desenvolvido principalmente no campo da Probabilidade, devido ao avanco das
novas tecnologias e de recursos computacionais.

Portanto, podemos dizer que é possivel acreditar na educacao como uma fonte
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ampla de desenvolver o conhecimento e que é possivel tornar o ambiente da sala de
aula mais prazeroso para todos os envolvidos neste processo. Porém, cabe ao professor
buscar essa esséncia em seus alunos, mostrando as relacoes dos contetidos com o seu
cotidiano e abrindo as portas para que cada individuo seja capaz de aprofundar sobre o
conhecimento ou que simplesmente estimule a curiosidade, mostrando aos seus alunos
o quanto é possivel evoluir e avancar como cidadao responsavel e criativo.

Ensinar nao é simplesmente transmitir contetdo, o mais importante neste processo,
é proporcionar momentos de aprendizado colaborativo, para que todos possam evoluir

com equidade.
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