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Resumo

Tokura, Willian Isao. Rigidez métrica e topologica de hipersuperficies imer-
sas em formas espaciais. Goiania, 2016. 80p. Dissertacdo de Mestrado. IME,
Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Neste trabalho, apresentamos resultados sobre teoremas de rigidez métrica e topoldgica
para hipersuperficies fechadas imersas em H"!, R**! e §"*!. Tais resultados foram
obtidos por Qiaoling Wang e Changyu Xia e publicados no The Quarterly Journal
of Mathematics (2005), Proceedings of the Edinburgh Mathematical Society (2006) e
Czechoslovak Mathematical Journal(2007).

Palavras—chave
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Abstract

Tokura, Willian Isao. Topological and metric rigidity theorems for hypersur-
faces immersed in space forms. Goiania, 2016. 80p. MSc. Dissertation. IME,
Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

In this work, we present results about metric rigidity theorems and topological rigidity
theorems for closed hypersurfaces immersed in H"*!, R"*! and S"*!. These results were
obtained by Qiaoling Wang and Changyu Xia and published in The Quarterly Journal
of Mathematics (2005), Proceedings of the Edinburgh Mathematical Society (2006) and
Czechoslovak Mathematical Journal(2007).

Keywords
Rigidity; Hypersuperfaces; space forms.
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Introducao

Nesta dissertacdo, apresentamos resultados sobre teoremas de rigidez métrica
e topolégica para hipersuperficies fechadas imersas em H'!, R*™! e S"*! que sdo
o espaco hiperbdlico (n 4+ 1)-dimensional, o espaco Euclidiano (n + 1)-dimensional e a
esfera Euclidiana (n + 1)-dimensional, respectivamente. Tais resultados foram obtidos por
Qiaoling Wang e Changyu Xia e publicados no The Quarterly Journal of Mathematics
(2005), Proceedings of the Edinburgh Mathematical Society (2006) e Czechoslovak
Mathematical Journal(2007).

do Carmo em [9], apresenta o seguinte teorema de rigidez para hipersuperficie
em R+,

Teorema 0.1 Seja M"(n > 2) uma hipersuperficie fechada conexa orientada imersa em
R™ 1 com curvatura de Gauss-Kronecker nédo nula em M, entdo M é difeomorfa a esfera

n-dimensional S".

A curvatura de Gauss-Kronecker é, como sabemos, o produto das curvaturas principais
referente a imersdo. Neste caso, a imersdo € tomada no espago de curvatura seccional
constante 0, que é o R"*!

Nos ultimos anos, foram obtidos diversos resultados de rigidez para hipersuper-
ficies imersas nos espacos completos de curvatura secccional constante —1 e 1 que sdo
o Ht! e St respectivamente. Em 1970, do Carmo e Warner provaram um resultado
similar ao Teorema 0.1 para os espagos H"! e S"*!. Este resultado estabelece que uma
hipersuperficie fechada, conexa e orientada com curvatura seccional maior ou igual a 1
em S"!, ou curvatura seccional maior ou igual a —1 em H"*1, é difeomorfa a esfera
n-dimensional S"*!.

Em 1977, Alexander obteve um resultado similar para hipersuperficie compacta,
conexa e orientada imersa em um espaco simplesmente conexo de curvatura seccional
ndo positiva, onde assume-se uma hipétese adicional sobre a segunda forma fundamental
de M para obter o difeomorfismo com a esfera n-dimensional. Neste caso, a imersdo em
H"*! pode ser tomado como caso particular.

Em [9] do Carmo utiliza técnicas de Espacos de Recobrimento para provar o
Teorema 0.1. Mais precisamente, mostra-se que sob algumas hipéteses topoldgicas a

aplicagio normal de Gauss N : M" — S"*! é um difeomorfismo global.
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Recentemente, Qiaoling Wang e Changyu Xia, obtiveram teoremas de Rigidez
topoldgica para hipersuperficies fechadas em H"!, S"*! ¢ R"*!. Os teoremas estabe-
lecem que uma hipersuperficie M"(n > 2) imersa em H**!, "+ ou R"!, com certas
hipéteses adicionais, € difeomorfa a esfera n-dimensional st

Uma das técnicas utilizadas pelos autores foi baseada na teoria de Espacos
de Recobrimento, onde estabeleceram um difeomorfismo global entre M e S™*! via
um difeomorfismo local. Além disso, os autores obtiveram teoremas de rigidez métrica
para o caso de imersdo em S"*!, obtendo uma caracterizagio do produto de esferas
SHWV1 =¢2) xS 1(c) em S"+1,

Para este tltimo resultado, supomos que M" imersa em S"! tem curvatura es-
calar constante. Teoremas de Rigidez de hipersuperficies com curvatura escalar constante
em S"*! tiveram bastante fluxo de estudos nos tltimos anos.

Cheng e Yau em [6] provaram que se M" tem curvatura seccional ndo negativa
e curvatura escalar constante dada por n(n — 1)r, com r > 1, entdo M" é isometrica
ou a uma hipersuperficie totalmente umbilica ou a um produto de esferas. De maneira
similar, Li em [12] trocou a hipdtese da curvatura seccional no teorema acima por
uma limitacdo sob a segunda forma fundamental de M e obteve o mesmo resultado.
Recentemente, Cheng em [7] obteve uma caracterizagdo para o produto de esferas
SH (V1 —=¢2) x S"71(c), partindo de uma hipersuperficie M" completa imersa em S"*!
com curvatura escalar constante dada por n(n — 1)r e hipdteses sobre as curvaturas
principais e a segunda forma fundamental de M, de que a hipersuperficie M € isometrica
ao produto S'(v/1 — ¢2) x §"~!(¢), paraum ¢ € (0, 1), obtendo assim, uma caracterizagio
para o produto de esferas S'(v/1 —¢2) x "~ 1(c).

Este trabalho esta dividido em 4 capitulos. No capitulo 1, apresentaremos defi-
nicOes e resultados da Geometria Riemanniana e de Espacos de Recobrimento que serdo
necessarios para a compreensao dos proximos capitulos.

No capitulo 2, estudaremos as hipersuperficies fechadas imersas em R**!, onde
mostraremos que uma hipersuperficie M" fechada, conexa e orientada imersa em R"+!,
com curvatura de Ricci ndo negativa e uma hipdtese de limitagdo da curvatura escalar,
dada em funcdo do autovalor do operador laplaciano atuando em M, é uma esfera n-
dimensional.

No capitulo 3, estudaremos as hipersuperficies fechadas imersas em S"*!. Neste
capitulo, provaremos teoremas de rigidez topoldgica, onde estabeleceremos um difeomor-
fismo entre a hipersuperficie e a esfera n-dimensional via Espacos de Recobrimento e al-
guns resultados de rigidez métrica. Apresentaremos também, uma prova alternativa para
um teorema proposto por Qiaoling Wang e Changyu Xia, dada por Harold Rosenberg,
Hilario Alencar e Walcy Santos em [18], que o faz de maneira dlgebrica. Além disso,

Guoxin Wei e Young Jin Suh provaram em [23] uma generalizacdo para um outro teo-
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rema obtido por Qiaoling Wang e Changyu Xia, trocando uma hipétese de compacidade
por completude da hipersuperficie M. Apresentaremos, assim, a prova deste resultado que
sera baseada em [23].

Concluimos este trabalho, estudando , no capitulo 4, as hipersuperficies fechadas
imersas em H"*!. Essencialmente, provaremos teoremas de rigidez topoldgica, onde
estabeleceremos um difeomorfismo entre a hipersuperficie e a esfera n-dimensional via

Espacos de Recobrimento.



Preliminares

Neste capitulo, faremos uma breve abordagem de algumas noc¢des de geometria
Riemanniana. Para isso, definiremos variedades deferenciaveis, métricas Riemannianas
e curvatura. Mais detalhes podem ser conferidos em [9]. Além disso, estabeleceremos
algumas notagdes e resultados da Teoria de Espacos de Recobrimento e alguns fatos
basicos da Andlise Funcional. Sendo assim, a prova de alguns resultados nao sera feita,

mas em todo o texto ficard clara a referéncia para obter tais justificativas.

1.1 Variedade Diferenciavel

Definicao 1.1 Uma variedade diferencidvel de dimensdo n é um conjunto M e uma
familia de aplicacoes biunivocas Xy, : Uy, C R" — M de abertos Uy, de R em M tais

que:

i) | JXa(Us) =M.

ii) Para todo par o, B, com Xq(Uy) N Xg(Up) = W # 0, os conjuntos Xo ' (W) e
X[; ! (W) sdo abertos em R" e as aplicacdes X[; ! o Xy ! sdo diferencidveis.

iii) A familia {(Uy,Xo)} € mdxima relativamente as condigdes i) e ii).

O par (Ugy, X0, (ou a aplicagido Xq) com p € X (Uy,) é chamado uma parametri-
zagdo (ou sistema de coordenadas) de M em p; Xo(Uy) € entdo chamada uma vizinhanga
coordenada em p. Uma familia {(Uy,X,)} satisfazendo i) e ii) é chamada uma estrutura
diferencidvel em M.

As variedades aqui apresentadas serdo supostas Hausdorff e de base enumeravel.

Defini¢ao 1.2 Sejam MY e M7’ variedades diferencidveis. Uma aplicagdo ¢ : M} — MY’
é diferencidvel em p € M| se dada uma parametrizacdoY : V C R™ — M, em @(p) existe
uma parametrizagdo X : U C R" — My em p tal que 9(X(U)) C Y (V) e a aplica¢do

Y logoX:UCR"—R"

é diferencidvel em X~ '(p). @ é diferencidvel em um aberto de M se é diferencidvel em

todos os pontos desse aberto.
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Definicao 1.3 Sejam M™ e N" variedades diferencidveis. Uma aplicacdo diferencidvel
¢ : M — N é uma imersdo se d@p : TyM — Ty,\N € injetiva para todo p € M. Se, além
disso, © é um homeomorfismo sobre 9(M) C N, onde 9(M) tem a topologia induzida por
N, diz-se que ¢ é um mergulho. Se M C N e a inclusdo i : M — N é um mergulho, diz-se

que M é uma subvariedade de N.

Definicao 1.4 Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) em uma variedade
diferencidvel M é uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M um produto
interno (.,.), (isto é, uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no espago tangente
T,M, que varia diferenciavelmente no seguinte sentido: Se X : U C R" — M é um sistema
de coordenadas locais em torno de p, com X(x1,x2,...,x,) = q € X(U) e a%(q) =
dX(0,...,1,...,0) entdo <a%(q), %(q»q = gij(x1,X2,...,X,) € uma fungdo diferencidvel

emU.

Uma variedade diferencidvel com uma dada métrica Riemanniana chama-se uma
variedade Riemanniana.
A primeira coisa a se fazer depois de definir certa estrutura € estabelecer uma

noc¢ao de equivaléncia para tal estrutura.

Definicao 1.5 Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo f: M — N
(isto é, [ é uma bijecdo diferencidvel com inversa diferencidvel) é chamado uma isometria

(u,v)p = (dfp(u),dfp(v)) f(p)

para todo p € M, u, ve T,M

Nas defini¢des seguintes indicaremos por X(M) o conjunto dos campos de
vetores de classe C* em M e por D(M) o anel das fungdes reais de classe C* definidas
emM.

Definicao 1.6 Uma conexdo afim V em uma variedade diferencidvel M é uma aplicacdo
V:iX(M)xX(M)— X(M)
que se indica por (X,Y) — VxY e que satisfaz as seguintes propriedades:

i) VixigvZ = fVxZ+gVyZ,
ii) Vx(Y+Z) =VxY +VxZ,
iii) Vx(fY)= fVxY +X(f)Y,

onde XY, ZcX(M) e f,g € DM).
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Os resultados a seguir podem ser encontrados com detalhes em [9].

Proposicao 1.7 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V. Entdo
existe uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V ao longo da curva
diferencidvel c : I — M um outro campo vetorial % ao longo de c, denominado derivada
covariante de V ao longo de c, tal que:
i) 2(v+w)=204 8V
ii) %(fV) = %V +f?i_‘t/’ onde W é um campo de vetores ao longo de c e [ é uma
funcdo diferencidvel em I.
iii) Se V € induzido por um campo de vetores Y € X(M), isto é, V(t) =Y (c(t)), entdo
o= Viey.
Proposicao 1.8 Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexdo V em M é compativel
com a métrica se e so se para todo par Ve W de campos de vetores ao longo da curva

diferencidvel ¢ : I C R — M tem-se

d DV DW
iyl v4 ={(=— — I
dt< W) <dt ,W>+<V, 7 >,t€

Corolario 1.9 Uma conexdo V em uma variedade Riemanniana M é compativel com a
métrica se, e SO se,
X(Y,Z) = (VxY,Z)+ (Y ,VxZ), X,Y,ZeX(M).
Definicao 1.10 Uma conexdo afim V em uma variedade diferencidvel M é dita simétrica
quando
VxY —VyX = [X,Y], VXY € X(M).

Teorema 1.11 (Levi-Civita) Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma conexdo

afim 'V em M satisfazendo as condicoes:

i) V é simétrica.

ii) V é compativel com a métrica Riemanniana.

A conexdo dada pelo teorema acima é denominada conexdo de Levi-Civita(ou

Riemanniana) de M.

Definicao 1.12 Sejam M uma variedade Riemanniana e X € X(M) . O divergente de X é

definido como:

divX : M—R
pr— trago(Y (p) — VyX(p)), PEM.



1.1 Variedade Diferenciavel 15

Definicao 1.13 Sejam M uma variedade Riemanniana e f € D(M). O gradiente de f é

definido como o campo vetorial grad f em M tal que:

(gradf(p),v) = dfp(v), peMyeT,M

Definicao 1.14 Sejam M uma variedade Riemanniana. O Laplaciano de M é definido

como o operador

Af : DM)— D(M)
f— Af =div(gradf), feDM)

Definicao 1.15 Sejam M uma variedade Riemanniana. A Hessiana de f: M — R é dado

por

Vif o X(M)x X(M) — C*(M)
(X,Y) —> (Vxgradf,Y)

Podemos considerar Hess f como um tensor, tal que, para cada par de campos X,
Y € X(M), temos Hessf(X,Y) = (Hessf(X),Y).
Adotando um referencial ortonormal £y, E>,E3,...E, em p € M, onde M é uma

variedade Riemanniana de dimensao n, temos a seguinte proposi¢ao.

Proposicdo 1.16 Seja E;, i = 1,2,3...,n =dim(M), um referencial ortonormal em p €

M. Entdo o divergente e o gradiente podem ser representados respectivamente por:

I
M:

divX(p) =Y (Ei(f:))(p), onde X =} fiE;,

1

~.

gradf(p i

i=1

Prova. Para o gradiente de f temos, tomando v = E;(p),i =1,2,3,...n, que

(gradf(p),Ei(p)) = dfp(Ei)(p) = Ei(f) = [i-
Logo, como
gradf(p Z ajk;

temos que

<flajEj<p>,E,-<p S—,
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Assim

gradf(p) =

Para o divergente temos que

Y (E(F)Ei(p).

i=1

divX = trago(Y(p) — VyX(p))

n

= Z<VEiX7Ei>

i=1
n

= <V

~
—_

<
M= 7=
I I

o
~
Il

I
e
ISy

1.2 Curvatura

E,-(Zl(ijj)aEi>
p
(Ei(fj)Ej+ fiVEE; E;)

)

Apresentaremos agora uma defini¢do de curvatura que, intuitivamente, mede o

quanto uma variedade deixa de ser Euclidiana.

Definicao 1.17 A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma correspondéncia
que associa a cada par X, Y € X(M) uma aplicagdo R(X,Y) : X(M) — X (M) dada por

R(X,Y)Z =VyVxZ—-VxVyZ+ V[X,Y]Za

onde V é a conexdo Riemanniana de M.

ZeX(M)

Proposicao 1.18 A curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das seguintes

propriedades:

i) R é bilinear em X(M) x X(M), isto é,

R(fXi+gXo,11)
R(Xy, fY1 +g)r)

= fR(X17Y1)) +gR<X27Y1)7
= fR(Xl,Yl)) +gR<X17Y2)7



1.3 Imersdes Isométricas 17

f, g € DM), X1,X2,Y1,Y> € X(M).
it) Paratodo parX,Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y ) : X(M) — X(M) é linear,

isto é,

R(X,Y)(Z+W) = R(X,Y)Z+R(X,Y)W,
R(X.Y)fZ = fR(X,Y)Z,

feDM), Z,WeX(M).

Prova. A demonstrac¢io segue da defini¢do 1.6 e 1.16 [

Defini¢ao 1.19 Dado um ponto p € M e um subespago bidimensional 6 C T,M o niimero

real
(R(x,y)x,)

K(x,y) = K(o) = 520

onde x,y é uma base qualquer de G, é chamado curvatura seccional de G em p.

Algumas combinacdes das curvaturas seccionais aparecerdao com frequéncia no
trabalho, elas merecem destaque, sdo a curvatura de Ricci e a curvatura escalar, que

definiremos a seguir.

Defini¢ao 1.20 Seja x = z, um vetor unitdrio em T,M; tomando uma base ortonormal
{21,22,23,---,2n—1} do hiperplano de T,M ortogonal a x, as médias abaixo:
1

Ric,(x) = n_IZ(R(x,z,-)x,zi), i=1,23,...n—1,
i

1
K(p) = ZZRiCp(Zj)’ j=1,23,...n—1.
j

sdo denominadas curvatura de Ricci e curvatura escalar, respectivamente.

1.3 Imersoes Isométricas

Seja f: M" — M

vizinhanga U C M de p tal que f(U) C M é uma subvariedade de M. Isto quer dizer

uma imersdo. Entdo, para cada p € M, existe uma

que existem uma vizinhan¢a U C M de f(p) e um difeomorfismo ¢ : U — V C R* em um
aberto V do R¥, tais que ¢ aplica difeomorficamente f(U/) N\U em um aberto do subespaco
R" C R*, Para simplificar a notago, identificaremos U com f(U) e cada vetor v € M,

q €U, comdfy(v) € Ty M.
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Para cada p € M, o produto interno em 7,M decompde T,M na soma direta
T,M = T,M © (T,M)™*

onde (7,M)* é o complemento ortogonal de 7,M em T,M.

Seve Tp]\_/l , p € M, podemos escrever
v=vI N W er,m, We (T,m)*t

T

onde denominaremos v/ a componente tangencial de v e vV a componente normal de v.

Indicaremos a conexdo Riemanniana de M por V. Se X e Y sdo campos locais de

vetores em M, e X, Y sdo extensdes locais de M, definiremos

VxY = (Vg¥)*t
Se X, Y sdo campos locais em M. Entao
B(X,Y) = V5Y — VxY

¢ um campo local em M normal a M. Além disso, B ndo depende das extensdes X, Y.

Com efeito, se X é outra extensdo de X, teremos
(VYY - VxY) - (Vyly - VXY) - VYiYIY
que se anula em M, pois X —X| = 0 em M; além disso, se Y| é outra extensdo de Y temos

que

(Vg¥ —VxY) — (Vg¥ | —VxY) =Vg(Y -Y;) =0,

pois Y —Y| = 0 ao longo de uma tragetéria de X. Portanto, B(X,Y ) estd bem definida. No
que se segue, indicaremos por X(U)* o campo de vetores diferencidveis em U normais a
fU)=U

Proposicio 1.21 Se X, Y € X(U), a aplicagdo B : X(U) x X(U) — X(U)* dada por
B(X,Y) = VgY — VxY

¢é bilinear e simétrica.

Prova. A demonstracao pode ser vista com detalhes em [9].
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Seja p e Men € (T,M)*. A aplicagdo Hy : T,M x T,M — R dada por

Hﬂ(xay) = <B(x7y)7n>a X,y S TpMa
¢ pela proposi¢do 1.20, uma forma bilinear simétrica. L.ogo temos o seguinte defini¢ao

Definicao 1.22 (Segunda Forma Fundamental) A forma quadrdtica Iy definida em T,M
por
IIT] (X) = HTI (X,X)

é chamada a segunda forma fundamental da imersdo f em p segundo o vetor normal 1.

A essa aplicagdo bilinear Hy fica associado uma aplicagdo linear auto-adjunta
Sy : TyM — T,M dada por

<Sﬂ<x)ay> :Hﬂ(x7y) = <B(X7)’)7Tl>

frequentemente denominada de "operador forma"ou "operador de Weingartein".
A proposi¢do seguinte nos dd uma expressdo da aplicacdo linear associada a

segunda forma fundamental em termos da derivada covariante.

Proposi¢ao 1.23 Seja p € M, x € T,M e M € (T,M)". Seja N uma extensdo local de M

normal a M. Entdo

Prova. Sejay € T,M e X, Y extensoes locais de x, y, respectivamente, e tangentes a M.

Assim, como (N,Y) = 0, temos que

(Sn(x),y) = (B(X.Y)(p),N)
= (Vx¥ = VxY,N)(p)
= (VxY,N)(p)
= —(Y,VxN)(p)
= (=ViN,y),

para todo y € T,M.
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Além disso, como V,N = (V,N)T + (V,.N)" e y € T,M, temos que,

(Sn(x),y) =

para todo y € T,M.

Exemplo 1.1 Consideremos o caso particular em que a codimensdo da imersdo é 1,
isto &, f: M" — M""!
pEMene (T,M)"

espectral da dlgebra linear uma base ortonormal de vetores proprios {e1,ea,...,e,} de

; f(M) C M é entdo denominada uma hipersuperficie. Tomando

n| = 1. Como Sy : TyM — T,M ¢é simétrica, existe pelo teorema

T,M com valores proprios reais M, Ay, ..., Ay, isto é, Sy(e;) =Nie;, 1 <i<n. SeMe M
sdo ambas orientdveis e estdo orientadas entdo o vetor M fica unicamente determinado.
Nesse caso, denominamos os e; dire¢des principais e os N; = k; curvaturas principais
de f. As fungdes simétricas de hi,\z,..., N, sdo invariantes da imersdo. Por exemplo:
det(Sn) = Ai.....A, é denominada curvatura de Gauss-Kronecker de f e (A —+--+My)

é denominada curvatura média.

Relacionaremos agora a curvatura de M com a curvatura de M e as segundas
formas fundamentais. Se x, y € T,M C TPM, sdo linearmente independentes, indicaremos

por K(x,y) e K(x,y) as curvaturas seccionais de M e M, respectivamente, no plano gerado

por x,y.

Teorema 1.24 (Gauss)Sejam p € M e x, y vetores ortonormais de T,M. Entdo

K(x,y) —K(x,y) = (B(x,x),B(y,y)) — |B(x.y)|

Prova. Sejam X, Y extensoes locais ortogonais de x, y, respectivamente, e tangentes a M;
indicaremos por X, Y as extensdes locais de X, Y a M. Entdo utilizando a definicdo de

cuvatura dada em 1.16, temos

K(x,y) —K(x,y) = (VyVxX — VxVyX — ( YVXX V+ VYX),
+(V|

Agora, temos que o ultimo termo se anula, pois

(VixyX =V X.Y)(p) = (Vg pX)",Y)(p) = 0.



1.3 Imersdes Isométricas 21

Por outro lado, se indicarmos por Ej,...,E,, m = dim(M) — dim(M), campos locais

ortonormais € normais a M, teremos que

B(X,Y)=Y Hi(X,Y)E;, Hi=Hg, i=1,....m.
i

Portanto, em p

ViVzX = V?(ZHi(X,X)El-+VXX)
1

= Y {H{(X,X)VyEi+ YH;(X X )E;} + VyVxX.
i

Logo, em p

@) (VyVgX.,Y) = — Y Hi(X,X)H;(Y,Y)+ (VyVxX,Y),

v )
(b) (VxVyX,Y) = —Y Hi(X,Y)H;(X,Y) + (VxVyX,Y),

Usando (a) e (b), obtemos o desejado.
0

No que se segue, usaremos as letras latinas X, Y, Z, etc., para indicar os campos
diferencidveis de vetores tangentes e as letras gregas &, 1, C, etc., para indicar os campos
diferencidveis de vetores normais. Vimos que a componente tangente de Vxm é dada por
(Vxn)T = —Sn(X). Passaremos agora a descrever a componente normal de Vx1, que serd

chamado conexio normal V- da imersio. Explicitamente,

Vi = (Vxn)" = Vxn — (Vxn)" = Vxn + 8y (X)
Dada a imersao f: M" _>Mn+m:k

em dois subespacos, o espaco normal e o espaco tangente. A esses subspacos podemos

podemos decompor o espago tangente T p)j\_/l

considerar duas geometrias, a geometria do fibrado tangente e do fibrado normal. Essas
geometrias se relacionam com a segunda forma fundamental da imersd@ao por meio de
expressdes que generalizam as cldssicas equacdes de Gauss e Codazzi da teoria das

superficies. Passaremos a descreveé-las.

Proposicao 1.25 As seguintes equacoes se verificam:

(a) Equacgdo de Gauss.

(R(X,Y)Z,T) = (R(X,Y)Z,T)— (B(Y,T),B(X,Z))
+(B(X,T),B(Y,Z)).
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(b) Equacdo de Ricci.

RX,YM, Q) — (RH(X, YN, ) = ([Sn, X, Y)

onde [Sy,S¢] indica o operador Sy o Sy — S¢ o Sy.

Prova. A demonstracao pode ser vista em [9]. 0

As equacdes de Gauss e Ricci sdo expressoes algébricas que relacionam as cur-
vaturas dos fibrados tangente e normal respectivamente, com a segunda forma fundamen-
tal da imers@o. Uma relagdo ndo algébrica € dada pela equacdo de Codazzi, para a qual
precisamos "derivar"a segunda forma fundamental considerada como um tensor.

Dada uma imersdo isométrica, convém indicar por X(M)* o espago dos campos
de vetores normais a M de classe C. Nesse caso podemos considerar a segunda forma

fundamental da imersdo como o tensor

B:X(M)x X(M)x X(M)* — D(M)

definido por
B(X,Ym) = (B(X,Y),n).

A definicdo de derivada covariante se estende a este tipo de tensor de maneira natural:
(VxB)(Y,ZM) = X(B(Y,Z,M)) — B(VxY,Z,n) - B(Y,VxZ,n) = B(Y,Z,Vxn) (1-1)
Proposicao 1.26 (Equagdo de Codazzi)Com a notagdo acima temos que
(R(X.Y)Zm) = (VyB)(X,Z,n) — (VxB)(Y.Z").
Prova. A demonstrac¢io pode ser vista em [9]. O

Observacio 1.1 Se o espaco ambiente M tem curvatura seccional constante, a equacdo

de Codazzi se reduz a:

(§YB)(X7ZJ]) = (va)(Y,Z,T])

pois, nesse caso R = 0.
Se, além disso, a codimensdo da imersdo é 1, ou seja, f(M) é uma hipersuperfi-

cie, temos que V)%T] =0. Logo
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(vyB)(X,Z,T]) = X<ST](Y)>Z>_<ST](VXY)7Z>_<SH(Y)7VXZ>
= <VX(ST](Y))7Z>_<ST](VXY)=Z>'

Neste caso, como
(VyB)(X,Zm) = (VxB)(Y,Z"),

temos que
(Vx(5n(¥)),Z) = ($n(VxY),Z) = (Vy (50 (X)), Z) = {Sn(V¥X),Z).

Logo
Vx (Sn(Y)) = Vy ($n (X)) = Sn([X,Y]).

Definicao 1.27 Seja f: M — M um imersdo, p € M e considere {Ey, ... ,E,} um referen-
cial ortonormal do espaco X(U)*, onde U é uma vizinhang¢a de M do ponto p na qual f

é um mergulho, entdo o vetor normal

1
H= ZZ(”“?O SE)Ei

i

é dito vetor curvatura média de f em p.

1.4 O r-ésimo Tensor de Newton

Definicao 1.28 Uma funcdo F : R" — R é dita simétrica se, F é invariante por permuta-

cdo de suas varidveis independentes, isto é
F(x1,x2,...,x,) = F(o(x1,X2,...,X,))
onde G é uma permutacdo de (x1,x,...,X,).

Exemplo 1.2 As funcoes F,G : R" — R, dadas por,
n
F(x1,x0,...,%,) = Hx,',
i=1

G(x1,x2,...,%,) = Z XiX Xk,

1<i< j<k<n

sdo exemplos de fungoes simétricas.
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Definicao 1.29 Um polinémio s, com coeficientes em um corpo ou em um anel associa-

tivo e comutativo K com unidade, é simétrico, se s for uma funcdo simétrica.
Definicao 1.30 O r-ésimo polinémio simétrico elementar s, : R* — R ¢é definido como
1, r=0
5r(X1,22, o+ ) = Z Xiy.xi,, re{l,2,....n}

1<ii <y <-<iy<n
0, r>n

onde chamaremos s, de r-fun¢do simétrica de (x1,x2,...,X,).

Definicao 1.31 Seja ky,...,k, os autovalores da matriz de Weingartein A. Definimos a

r-curvatura média correspondente a imersdo de M em S+ em um ponto p € M por

1 1
Hr:m Z kil"'kir:msr'
r) i <--<ip r
onde S, é uma r-fungdo simétrica de ki, ..., k,. Para unificar a notagdo, vamos definir

Hyo=1eH,=0, para todor > n+ 1. Para r = 1, temos que Hy = H a curvatura média
de M, no caso r =2, temos que Hj é a curvatura escalar de M e no caso n = r, temos que

H, ¢ a curvatura de Gauss-Kronecker de M.

Definicao 1.32 Dado p € M. Definimos o r-tensor de Newton como a aplicacdo P; :
T,M — T,M definida indutivamente por

P = Id,
P = Sdd—AP._i,r>1,

Em [16], Reilly mostrou que P,‘s satisfazem as condicdes dadas na seguinte

proposicao.

Proposicio 1.33 ([16], veja também [1] lema 2.1)Seja x : M" — N™' uma imersdo
isométrica entre duas variedades Riemannianas, e seja A o operador auto-adjunto

associado a imersdo x. Entdo o r- tensor de Newton P, satisfaz:

i) tra(P,) = (n—r)S,.
ii) tra(AP,) = (r+1)Sy41.
iii) tra(A’P,) = S1S,41 — (r+2)S,12.

Associado a cada r-tensor de Newton P,, definimos o operador

L : DM)— DM)
[ Ly(f) = trago(PHess(f))
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Observacao 1.2 Para r =0, temos que, o operador Lo resume-se ao operador laplaciano
e caso N tenha curvatura seccional constante, Rosenberg provou em [17], utilizando

as equacgoes de Codazzi, que

Lo(f) = divy(P.grady).

Proposicao 1.34 (Desigualdade de Newton)(veja [10] pg. 52, e [2] pg. 285) Seja H, =

ﬁSr, onde S, é uma r-fungdo simétrica de My, ..., \,. Entédo

r

H;_\Hiy1 <H}? (1-2)

para todo i, tal que, 0 < i < n. Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se,

1.5 Espacos de Recobrimento

Dado um difeomorfismo local f : M — N entre dois espacos topoldgicos M,
N, € natural perguntarmos quando esse difeomorfismo local é um difeomorfismo global.
Convém colocar esta questdo em um contexto mais geral e para isso precisamos da no¢ao

de Espacos de Recobrimento.

Definicfio 1.35 Sejam B e B subconjuntos de R". Dizemos que a aplicacdo ©:B — B ¢é

uma aplicagdo de recobrimento se

(i) m é continua e T(B) = B.
(ii) Para cada ponto p € B existe uma vizinhanga U de B(chamada vizinhanga distin-

guida de p) tal que

N (U) = JVa

onde Vs sdo abertos dois a dois disjuntos, tal que a restri¢do Ty, : Vo, — U € um

homeomorfismo.

Nessas condicoes, B é dito um espago de recobrimento de B

Proposiciio 1.36 Seja : B — B um homeomorfismo local, B compacta e B conexa. Entdo

T é uma aplicagdo de recobrimento.

Prova. Como T é um homeomorfismo local, temos que T(B) C B € aberto em B. Além

disso, pela continuidade de m, temos que (B) é compacto, logo fechado em B. Como
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n(B) € B é aberto e fechado em um conjunto conexo B, temos ©(B) = B. Assim, a
condigdo i) da defini¢do 3.1 estd satisfeita.

Para verificar a condigio ii), seja b € B. Entdo ! (b) C B é finito. Caso contrério
7! (b) teria um ponto de acumulaciio g € B e isto contradiz o fato de 7 : B — B ser um
homeomorfismo local. Logo, podemos escrever n! (b) = bi,...,by.

Seja W; uma vizinhanga de b;, i = 1,...,k, tal que a restricio de T a W; seja um
homeomorfismo(7t é um homeomorfismo local). Como ! (b) é finito, é possivel escolher
os W; suficientemente pequenos de forma que sejam dois a dois disjuntos. Como 7 é um
homeomorfismo local, a imagem por T de um conjunto fechado em B é um conjunto
fechado em B. Segue-se que existe uma vizinhanga U de b tal que U C ((n(W;)) e que
n~1(U) c U;W;. Fazendo V; = = (U) NW; temos que

w(U) =Uv

e que os V; sdo dois a dois disjuntos. Além disso, é claro que a restricio de mw a V; é
um homeomorfismo sobre U. Segue-se entdo que U € uma vizinhanca distinguida de b.

Como b € artitrario, temos que a condigdo ii) € verificada. O

Uma propriedade importante da aplicacdo de recobrimento € a possibilidade de
"levantar'curvas continuas em B de forma a obter curvas continuas em B. Para formalizar,
considere B e B subconjuntos de R” € o : [0,/] — B um caminho em B. Seja: B — B

uma aplicaciio continua. Se existir um caminho de B

«:[0,/] -+ B

com o O = &, dizemos que & ¢ um levantamento de o com origem em @ (0) € B.

Proposic¢ao 1.37 Seja T : B — B uma aplicagdo de recobrimento, o : [0,I] — B um
caminho em B, e Py € B tal que ©(py) = a.(0) = po. Entdo existe um iinico levantamento

@ :[0,1] — B de o com origem em Py, isto é, com 0,(0) = Py.

Prova. A demonstra¢do pode ser vista com detalhes em [9]. 0J

Proposi¢io 1.38 Seja: B — B um homeomorfismo local com a propriedade de levantar
caminhos. Seja B conexo por caminhos e B simplesmente conexo. Entdo T é um homeo-

morfismo.

Prova. A demonstracao pode ser vista com detalhes em [9]. 0

O corolario abaixo segue da proposi¢ao 1.28.
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Corolario 1.39 Seja ©: B — B uma aplicacdo de recobrimento, B conexo por caminhos

e B simplesmente conexo. Entdo T é um homeomorfismo.

Definicao 1.40 B é localmente simplesmente conexa se qualquer vizinhanga de cada
ponto contém uma vizinhanga simplesmente conexa. Em outras palavras, B é localmente
simplesmente conexa se cada ponto tem vizinhangas simplesmente conexas arbitraria-

mente pequenas.

Proposiciio 1.41 Seja: B — B um homeomorfismo local com a propriedade de levantar
caminhos. Suponha que B seja localmente simplesmente conexo e que B seja localmente

conexo por caminhos. Entdo T é uma aplicacdo de recobrimento.

Prova. A demonstracdo pode ser vista com detalhes em [9]. 0J

Proposicao 1.42 Sejam M uma variedade Riemanniana completa, conexa e f : M — N
um difeomorfismo local sobre uma variedade Riemanniana N que possui a seguinte
propriedade: para todo p € M, e todo v € T,M, tem-se |df,(v)| > |v|. Entdo f é uma

aplicagdo de recobrimento.

Prova. Como toda variedade diferencidvel € localmente simplesmente conexa, temos
pela proposicao 1.31 que € suficiente mostrarmos que f possui a propriedade de levantar
caminhos em N, isto é, dado uma curva diferenciavel ¢ : [0,1] — N e um ponto ¢ € M
com f(g) = ¢(0), existe uma curvac: [0,1] - M com ¢(0) =g e foc=c.
Primeiramente, como f € um difeomorfismo local em ¢, existe € > 0 tal que é
possivel definir ¢ : [0,€] — M com ¢(0) =g e foc =c, isto é, é possivel levantar c em um
intervalo pequeno a partir de g. Como f € um difeomorfismo local em todo M, o conjunto
dos valores A C [0, 1], tais que ¢ pode ser levantada em A a partir de ¢ é um intervalo
aberto a direita, isto é, A = [0,fp). Se mostrarmos que 7y € A, teremos que A é aberto e
fechado em [0, 1], logo A = [0, 1] e ¢ pode ser inteiramente levantada. Com efeito, seja
{ta};>_, uma sequéncia crescente em A com lim?, = #9. Entdo a sequéncia {c(z,)} estd
contida em um compacto K C M. De fato, do contrario, como M é completa, a distancia

entre ¢(t,) e ¢(0) serd arbitrariamente grande. Como por hipétese

n dc In dc
los (€)= [ 150lar = [ Vg (Gt

> [ |5l = d(e(u) (0)

isso implica que o comprimento de ¢ entre O e 7y € arbitrariamente grande, o que € um

absurdo, logo {¢(t,)} estd contida em um compacto. Agora, como {¢(t,)} € K,n=1,...,
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existe um ponto de acumulagio r € M de {¢(,)}. Seja V uma vizinhanga de r tal que
f 1V é um difeomorfismo. Entdo c(tg) € f(V) e, por continuidade, existe um intervalo
I C[0,1], 2 €1, tal que ¢(I) C f(V). Tomando n tal que {¢(#,)} € V e considerando o
levantamento g de ¢ em I passando por r, teremos que os levantamentos g e ¢ coincidem
em [0,2,) N1, pois f | V é biunivoca. Portanto, g é uma extensdo de ¢ em /, donde ¢ estd

definido em 7y € assim g € A. O

1.6 Outros Resultados

Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional conexa com fronteira oM
diferencidvel, mensurada e com densidade da medida sendo denotada por dA. Seja v um
campo unitdrio normal e exterior a M. Entéo, denotando (,) o produto interno em T,M,

p € M temos

Teorema 1.43 (Teorema da divergéncia)Seja X um campo vetorial de classe C' (M) e

com suporte compacto em M. Entdo

/M (divX)dV = /aM<X,v)dA.

Prova. A demonstracao pode ser vista com detalhes em [4]. 0

O teorema abaixo segue como coroldrio do teorema da divergéncia.

Teorema 1.44 (Teorema de Green)Sejam h € C' (M) e f € C*(M), tal que h.grad(f) tem

suporte compacto em M. Entdo

/(h.A(f)—l—(grad(h),gmd ))dV = h dA
M oM 9V

Prova. Basta considerar o campo X = h.grad(f) no Teorema da Divergéncia. 0J

O teorema a seguir pode ser conferido em [13].

Teorema 1.45 (Formula de Bochner)Se M é uma variedade Riemanniana e f € C*(M),

entdo

%A(!gmd(fﬂz) = |VAfI* + (grad(f), grad (A(f))) + Ric(graf (f), grad(f)).

Considere agora M" uma Variedade Diferencidvel n-dimensional (com fronteira
possivelmente vazia). Vimos na se¢@o 1.1 que o operador Laplaciano /A atuando sobre

fungdes D (M) foi definido como
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Af : DM) — DM)
fr— Af =divgradf, feDM)

Vamos munir o espago D (M) com a norma ||.||; dada por

ol = [ Igradol+ [ ol g€ D(M)
M M

e considerar o problema

Au+Au=0
oM = 0.

Denotando por A; o primeiro autovalor nao nulo do problema acima, podemos
organizar os autovalores deste problema da seguinte maneira
O<M <M< i — 4o

Vamos denotar por H7 (M) o complemento de D(M) com respeito a norma ||. .

Assim, definindo

Hi={femron) [ o}

temos pelo principio do Min-Mdx que é possivel encontrar uma base ortonormal {f;}

enumeravel, com f; € D(M) tal que

d 2
. \grad f|? ) )
xisz{% | f€H7/Mffj:0,]:1,2,...,1—1}.

Em particular, temos a Desigualdade de Poincaré:

/ fgmdf\227»1/ 12 VfeH. (1-3)
M M



CAPITULO 2

Teoremas de Rigidez em R""!

Em 1974, Hersch provou a seguinte desigualdade isoperimétrica envolvendo o

primeiro autovalor ndo nulo do problema do Laplaciano sobre uma esfera bidimensional
SZ
Teorema 2.1 (/11])Para qualquer métrica Riemanniana em S*, o primeiro autovalor néo

nulo do problema do laplaciano satisfaz

8T
A(S?)

A <

onde A(S?) denota a area da esfera.

Em 1976, Cheng utilizou o teorema de Hersch e obteve em [5] o seguinte

Teorema de Rigidez

Teorema 2.2 Seja M uma Variedade Diferencidvel homeomorfa a esfera S* e considere
©1, ©2 e O3 as trés primeiras autofuncoes do problema do Laplaciano em M. Se a soma
dos quadrados das fungdes @1, @ e O3 é uma constante, isto é, Z?: 1 (p% =c, entdo M é

isometrica a esfera S? com curvatura seccional constante.

Recentemente, Qiaoling Wang e Changyu Xia, obtiveram em [19] um resultado
de rigidez para hipersuperficie baseando-se somente em informacdes globais sobre M e
informacao sobre o primeiro autovalor ndo trivial do problema do Laplaciano em M. Tal

resultado estabelece que

Teorema 2.3 ([19])Seja M uma hipersuperficie fechada conexa mergulhada em R"(n >
3). Seja Q a regido limitada de M e denote por V e A o volume de Q e a area de
M, respectivamente. Entdo o primeiro autovalor ndo trivial do problema do Laplaciano

agindo sobre funcoes em M, satisfaz

— 1A "
M < % (%) , onde ®, = volume da esfera S(0,1)).

A igualdade ocorre se, e somente se, M é uma esfera (n — 1)-dimensional.
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Tais resultados mostram que conceitos como o primeiro autovalor do Laplaciano
atuando em M, que a priori parecem nao influenciar em conceitos geométricos da
variedade, de fato influenciam. Ou seja, informacao sobre o primeiro autovalor nao trivial
em M traz ricas informacdes geométricas de M.

Neste capitulo, vamos provar um resultado apresentado pelos autores Qiaoling
Wang e Changyu Xia em [20], onde os autores utilizam uma hipdtese sobre o primeiro
autovalor ndo nulo Aj, para caracterizar uma esfera n-dimensional no espaco Euclidiano.

Primeiramente, se partindo de uma esfera S"(c) < R"*!, no espago Euclidiano,
de curvatura seccional ¢, podemos destacar duas informacgdes métrica deste objeto, sdo

elas:

RiCSn(C) >0
K=(n—-1)N

onde A; denota o primeiro autovalor ndo nulo do Laplaciano atuando sobre fungdes C*
da esfera.

Uma conjectura interessante baseada no primeiro autovalor ndo nulo do Lapla-
ciano, € pensar que, se partimos de uma hipersuperficie do espaco Euclidiano fechada,
conexa e orientada, munido das duas informagdes métricas da esfera destacadas acima,
que sdo, Ricyy >0 e K = (n—1)A;, onde A; é agora o primeiro autovalor ndo nulo do
Laplaciano atuando sobre fungdes C™ de M, obteremos uma esfera novamente. Ou seja,

serd que a seguinte conjectura € verdadeira:

Conjectura 2.4 Seja M"(n > 2) uma hipersuperficie fechada, conexa e orientada imersa
em R"™ 1. Se Ricy; > 0 e a curvatura escalar de M é dada por K = n(n— 1)\, entdo M é

isometrica a esfera n-dimensional S"(c), para algum c.

A resposta para essa conjectura foi dada por Deshmukh em 1998. Ele mostrou

que:

Teorema 2.5 (Deshmukh,[8])Seja M"™(n > 2) uma hipersuperficie n-dimensional fe-
chada, conexa, orientada imersa em R"T com curvatura de Ricci positiva. Se a cur-
vatura escalar K de M e o primeiro autovalor nédo nulo do Laplaciano A satisfazem

K <Ai(n—1). Entdo M é isométrica a S"(c), para algum c.

Dando um passo a mais na conjectura inicial, mostrando que a hipétese de igualdade na
curvatura seccional poderia ser enfraquecida para uma limitagdo.

Em [20], os autores Qiaoling Wang e Changyu Xia, se propde a obter uma
caracterizacdo para esfera no espaco Euclidiano, e obtem um resultado de generalizacdo
para o teorema proposto por Deshmukh, enfraquecendo a hipétese de positividade para o

Ricci, por uma hipétese de ndo negatividade, ou seja, obtem-se o seguinte resultado:
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Teorema 2.6 Seja M" uma hipersuperficie de dimensdo n, orientada, fechada ,imersa em
R e denote por My o primeiro autovalor ndo nulo do Laplaciano atuando sobre funcées
f:M — R. Assuma que M tem curvatura de Ricci ndo negativa e curvatura escalar de M

limitada por (n — 1)\y. Entdo M é uma esfera n-dimensional.

Prova. Primeiramente, considere a imersdo i : M" — R"*1 de M em R"*!. Podemos munir
M" da métrica induzida pela imersdo em R”. Assim, a imersdo f : M" — R"*! pode ser
vista como uma imersdo isométrica.

Considere agora p € M e V, V as conexdes de R” e M, respectivamente e seja
(¥1,...,Yn) coordenadas locais de uma vizinhanca U de R" e X o vetor posicio de R"*!

definido por
X = (xl(yl,---,yn),---,xn+1(y1,---7yn))-

Assim, temos
AX := (Axt, ..., Axpr1) = nH (2-1)

onde H é o vetor curvatura média. De fato, tomando a base ortonormal {%};":1 de T,M,

temos
iy = LB,
= 125 e)
= ;(§&aiw)p
= g(xagiaavl)p (2-2)
Mas,
Yxos = (Lot arlrtal X o)
— (Av, s Ate). 23)
Assim, temos
nﬁp:(ml,...,Aan)p (2-4)

Agora, como M estd imersa isometricamente em R"*!, temos que
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o 0
8ij = g<a_y,’a_y,>
n+1 ax(x p) n+1 axB p) >

:<az

n—i—la 9 d p)

dy; Oxg,’ = ay] oxg

n+l axa ax55
(XB 1 ayl ay]

n+1
= Z ax_“ax_‘*, (2-5)
a=1 ayl ayj

e, denotando gradxy, = Ziaiaiy, temos que

(grad, 5 - a =Ygy (2-6)

Fazendo a multiplicagdo dos coeficientes da métrica inversa g/ em ambos os

lados de (2-6) e somando em j temos

. P) .
Y " (gradve, o) = Y g™} aigi
j Vi TR
= Zaigijgjk
irj
= a;idy

= dg.

Desta forma, o gradiente de x, pode ser escrito como

0
gradxy, = Z a,-a—
i l

d, 0
= Zg” gradxa,a )— ;

iJ
y gijax_ai

iJ a))j aYi.
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Logo

n+1 n+1 ”axa } ax(x
Zg<graan,gradxa> = Y (Ye's—=—) e"—
o=1 a=1 m
0Xg, OXo, i:
= Z Z a—aa—ag”gﬂglm
a=1i,j,l,m 9Yi OYm
n+1

_ Z Z axaaxa g

o= 1l,jmayj
n+1

_ Z Zaxaaxa ij

a=11i,j ay] ayl
n+1

. Z 0x¢ OX, 4

a=1i,j= layl ay]
n n+l

= L)

ij=10=1 i ay]

n
= Y gijg’
ij=
n
= 21
=

= n. 2-7)

a.X(x a)C(x l]

Escolhendo um sistema de coordenadas adequado, podemos assumir que
/xl:o, i=1,....,n+1 (2-8)
M

pois, a priori, se o sistema de coordenadas nao satisfaz (2-8) entdo podemos fazer a

seguinte mudanca de coordenada

onde, a; := [, x;, e teremos

a; }
i = — =0, =1,..., 1
/MZ /M( vol / /Mvol(M) ! nt

Visto que M € fechada, temos que M nao pode estar contida em um hiperplano
de R™*! Isso implica que cada funcio x; ndo é constante, para i = 1,...,n+ 1. Assim,

utilizando a desigualdade de Poincaré, temos que

xl/x,?g/ \gradx;|?, i=1,...,n+1, (2-9)
M M
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onde a igualdade ocorre se, e somente se, Ax; = —A;x;. Somando de i = 1 até n+ 1 ambos

os lados da equacdo (2-9), temos

"+1 fM|gradxl\2 "+1fM|gradx,] _n volume(M")

— n+1fo fM |X]2 o n+1fM X

(2-10)

Na dltima passagem utilizamos a expressao (2-7). Temos assim, que a igualdade em (2-10)
ocorre se, e somente se, AX = A X
Agora, considere a fungdo f = |X|? : M" — R. Pela férmula de Bochner(Teorema

1.36) temos que
—A|gradf|2 \V2f? + (grad(Af),grad f) + Ric(grad f,grad ), (2-11)

€ como
div(Af.gradf) = (gradf,grad(Af)) + Af.div(gradf).
Temos pelo teorema da divergéncia que
0 = /M div(Af.gradf)
= /M(gradf,gmd(Af)>+Af.div(gradf)
= /(gradf,grad(Af))-l—/Af.div(gradf). (2-12)
M M
Logo
/(gradf,grad(Af)) = —/Af.div(gradf)
M M
- / Af.Af
M
- [ a2 (2-13)
M

Assim, utilizando o teorema da divergéncia novamente, temos utilizando a equacao (2-11)

que

I
0 = [ AlgradfP
M2

= /M(]V2f|2—(Af)2+Ric(gradf,gradf)) (2-14)

onde Ric denota o tensor de Ricci de M.
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Tomando um referencial ortonormal tangente {e;}} ;| localmente definido sobre

M e considerando B(e;,e;) = B;j, 1 <i,j < n, temos que

sz(ei> ej)

Assim, obtemos

<_e gradf.e;)

V Zek (X,X))ex,ej)
k=1

n
Z (Ve X, X))ex,e))

(2(Ve, X, X)) Veer +2i(2(Ve X, X))er, )

[Q:

~
I
—_

(2<V€kX’X>) (Bik + Veiek) +Ei(2<V€kX7X>)€kv ej>

=

~
I
_

s

(2<VeanX>)Bik +Ei(2<veanX>)ek»ej>

—_

n

(2(Ve,X,X))(Bix,e}) Z 2(Ve, X, X)) {ex,e;)

= 7

=~
I

[\ﬂls

i(2(Ve X, X)) {ex,€))

i(2(e}, X))

2((Veejs X) + (Ve X €))

2(BU<N,X>+<€,',€J'>). (2-15)

QI"T
—_

sz(eh 6',‘)

-

Af =

i=1

2(Bii(N,X) + (e;,e:))

I

N
I
—

= 2n(1+H(N,X)), (2-16)

V2IP = LIV f(eie))

7
= .il(2(Bij<NaX>+<ei:ej>)>2

i,j=
= 4(n+20H(N,X)+ Y BN.X)?), (2-17)

iJ

onde H = %Z?:l B;; é a curvatura média de M.
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Integrando (2-16) e usando o teorema da divergéncia , temos que

/ (1+H(N,X)) =0. (2-18)
M

Com isso, obtemos por (2-16) e (2-17) que

| sy

| 2P

- /M(4n2(1+2H<N,X>+H2<N,X>2)>
_ /M(4n2(—1+2+2H(N7X>+H2(N,X>2)>

_ /M (4n2<_1 +H2(N,X>2)>, (2-19)

/M (n+2nH<NX +ZB2 (N,X) >
— /M4< n-+2n+2nH(N,X) JrZB2 NX>>

- 4/M n+232 N.X)?). (2-20)

Substituindo (2-19) e (2-20) em (2-14) temos

/ Ric(gradf,gradf)
M

= [ @ vip
:/ (—n—i—ZBzNX) / ( n-l—ZBQNX)
= —dn /Ml+/M4n2H2<N,X> +4n/Ml_/MZBij<NX2

= —4n(n—l)volume(M)+4/M(nsz—ZBsz><N7X>
i,j

e usando o fato da curvatura de Ricci ser ndo negativa, temos que

n(n—1)volume(M) < /

M

<n2H2 - ZB%) (N, X). (2-21)
L]

Seja K a curvatura escalar de M. Entdo, pela férmula de Gauss(proposi¢ao 1.24),

temos

=n"H*-Y B}, (2-22)
ij
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Como, por hipétese K < (n— 1)A;, segue-se que
n(n—1)volume(M) < (n— 1)7»1/ (N, X)* < (n— 1)7»1/ X2 (2-23)
M M

Combinando (2-10) e (2-23), concluimos que

_ n.volume(M)

A= (2-24)
JuXP?
Assim, temos que a igualdade
AX =MX
ocorre.
Portanto, por (2-1), segue que
n
X=—— 2-25
. (2-25)

observando que ﬁ € normal a M, concluimos que
ei(f) =2{e;,X) =0, i=1,...,n

e entdo f € uma funcao constante. Portanto, M é uma esfera n-dimensional, e isso com-

pleta a prova do teorema. |



CAPITULO 3

Teoremas de Rigidez em S"*!

Em [9], do Carmo apresenta o seguinte resultado cldssico de rigidez na teoria das

hipersuperficies;

Teorema 3.1 Seja M"(n > 2) uma hipersuperficie fechada conexa orientada imersa em
R com curvatura de Gauss-Kronecker ndo nula em M, entdo M é difeomorfa a esfera

n-dimensional S".

do Carmo o demonstra baseando-se na Teoria de Espacos de Recobrimento. Pri-
meiramente, visto que a curvatura de Gauss-Kronecker € nao nula, temos que a aplicacdo
normal de Gauss N : M — S" € um difeomorfismo local. Mas, como M € compacta, conexa
e S" é simplesmente conexa temos pela proposicao 1.35 e corolério 1.38 da secdo Espacos
de Recobrimento, que N : M — S" é um difeomorfismo global. Assim, fica estabelecido
um difeomorfismo da hipersuperficie com a esfera n-dimensional.

Uma pergunta natural a se fazer, € se o Teorema 3.1 € vélido se trocarmos apenas
a hipétese de imersdo em R, pela imersdo no espago S"*1. Ou seja, serd que podemos
extender o Teorema 3.1 de maneira direta pro espaco S"*!, com isso, podemos conjecturar

que

Conjectura 3.2 Seja M"(n > 2) uma hipersuperficie fechada conexa orientada imersa
em S com curvatura de Gauss-Kronecker ndo nula em M, entdo M é difeomorfa a

esfera n-dimensional S".

Infelizmente a resposta € negativa, pois, para todor; > 0,7, > 0,comr;+r =1

e todo k € {1,...,n— 1} a hipersuperficie orientada, fechada
SH(r1) x 87K () i={(x,y) € R R x> = 7y, [y = o} € S

tem curvatura de Gauss-Kronecker ndo nula em S"+!, porém, nao € difeomorfo a esfera
S". Com isso, € natural encontrar condi¢des para uma hipersuperficie fechada seja

difeomorfa a esfera S”.
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Recentemente, os autores Qiaoling Wang e Changyu Xia estudaram hipersuper-
ficies fechadas em S"*! e obtiveram em [21] alguns teoremas de rigidez topolégica a qual
se obtem um difeomorfismo entre a hipersuperficie e a esfera n-dimensional. As técnicas
utilizadas pelos autores sao baseadas em Espacos de Recobrimento, onde o fazem estabe-
lecendo um difeomorfismo local entre a hipersuperficie e a esfera S”, e juntamente com
uma hipétese topoldgica ou global para M se obtém o difeomorfismo global sobre S”.

Na primeira parte deste capitulo provaremos dois resultados de rigidez topol6-
gica apresentado por Qiaoling Wang e Changyu Xia em [21], onde os autores acrescentam
uma hipétese sobre a aplicacio normal de Gauss e uma hipétese sobre a imersio em S
e obtem resultados similares ao Teorema 3.1.

Na segunda parte, provaremos dois resultados de [20] e [21], ambos de rigidez
métrica para hipersuperficies em S"*! e curvatura escalar constante em M como hipétese.
Teoremas de Rigidez de hipersuperficies com curvatura escalar constante em S"*! tiveram
bastante fluxo de estudos nos dltimos anos.

Em [6], Cheng e Yau provaram que:

Teorema 3.3 (/6])Seja M" uma hipersuperficie compacta de dimensdo n imersa em S"*!

com curvatura escalar constante igual a n(n— 1)r. Se

i)r>1

ii) A curvatura seccional de M é ndo negativa

Entdo, ou M é totalmente umbilica, ou M é o produto Riemanniano
SKa) x S"K(V1—a?), 1<k<n-—1

onde S¥(a) é a esfera de raio a.

De maneira similar, Li em [12] trocou a hipdtese da curvatura seccional no
teorema proposto por Cheng e Yau acima por uma limitacdo sob a segunda forma

fundamental de M e obteve o seguinte resultado.

Teorema 3.4 ([12])Seja M"™ uma hipersuperficie compacta de dimensdo n imersa em

S"™ 1 com curvatura escalar constante igual a n(n —1)r. Se

i)r>1

i) § < (1= )M 4

Entdo, ou M é totalmente umbilica, ou M é o produto Riemanniano
S Ya) x S' (V1 —a?),

coma” < ==,



41

Recentemente, Cheng observou que tomando a € (0, 1) e considerando as imer-
sdes pela inclusio de S"'(a) C R" e S'(v1—a?) C R? e considerando a imersio
pela inclusio de S"~!'(a) x S!'(v/1—a?) C R" x R? obtemos uma hypersuperficie fe-
chada $"!(a) x S'(v/1—a?) de S"*! com curvatura escalar constante n(n — 1)r, onde
r>1-— % Assim, os teoremas acima ndo englobam todos os produtos Riemannianos
S*1(a) x S'(v/1 —a?), existindo produtos "~ ! (a) x S'(v/1—a?) com 1 > r > 0.

Pensando nisso, Cheng obteve em [7] a seguinte caracterizacdo para o produto

de esferas S"1(c) x ST(v1 —¢2)

Teorema 3.5 ([7])Seja M" uma hipersuperficie completa de dimensdo n imersa em S"*!
com curvatura escalar constante igual a n(n — 1)r e duas curvaturas principais distintas,

onde uma é simples. Entdor > 1— % e se

i) r%%
i) S< (n—1)"c 2y _n2

r—
n—

Entdo, M é isométrica ao produto Riemanniano
SHV1=c2) xS ()

Em [20], Qiaoling Wang e Changyu Xia obtiveram uma outra caracterizacao
para o produto de esferas S'(v/1 —c2) x S"~!(c). Diferentemente dos teoremas 3.3 e 3.4

os autores trabalham com uma hip6teses sobre as curvaturas principais para obter:

Teorema 3.6 Seja M" (n > 3) uma hipersuperficie fechada, conexa e orientada imersa
em ST com curvatura escalar constante igual a n(n—1)r, onde r é constante e assuma
que A e u sdo as curvaturas principais de M de multiplicidade n— 1 e 1, respectivamente.

Assuma também que, A\u < —1 em M. Entdo M é isométrica ao produto Riemanniano
1 n—2 n—1 n—2

Nesta segunda parte apresentaremos uma prova para este resultado. Além disso,
provaremos um teorema de caracterizacdo de hipersuperficies totalmente umbilicas em

termos da curvatura escalar e da aplicagdo normal de Gauss. Tal resultado estabelece que:

Teorema 3.7 Seja M" (n > 2) uma hipersuperficie fechada, conexa e orientada imersa
em S com curvatura escalar constante igual a n(n —1)r, onde r > 1. Seja N o campo
unitdrio normal definido globalmente sobre M e assuma que imagem da aplicagcdo normal
de Gauss N(M) de M esteja contida em um hemisferio aberto de S"™'. Entdo M é

totalmente umbilica.
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Por fim, apresentaremos uma generalizacdo para o teorema 3.5 proposto por
Guoxin Wei e Young Jin Suh em [23], onde os autores assumem que a hipersuperficie
seja apenas completa e ndo fechada. Além disso, apresentaremos uma prova alternativa
para o teorema 3.6, apresentada por Harold Rosenberg, Hildrio Alencar e Walcy Santos

em [18], que o fizeram de maneira independente e o provaram de forma algébrica.

3.1 Teoremas de Rigidez topoldgica

Teorema 3.8 Seja M" (n > 2) uma hipersuperficie fechada, conexa e orientada imersa
em S"! com curvatura de Gauss-Kronecker ndao nula em M. Se M estiver contida em um

hemisfério aberto de S, entdo M é difeomorfa a esfera n-dimensional.

Prova. Primeiramente fixaremos algumas notac¢des. Denotaremos por N o campo unitario
globalmente definido sobre M, onde M é uma hipersuperficie de St c R"*2. (,)
denotard a métrica Riemanniana de R"*2 bem como as métricas induzidas em S"*! e M.
Assuma que %, V e V sdo as conexdes Riemannianas de RH2 Sntle M, respectivamente.

Seja A o operador forma, ou seja, a matriz auto-adjunta determinada pela imersao

de M em S™t! associada a N, entdo
VxY = (Xy17' .. 7Xyn+2)

para X = (x1,...,%,42), Y = (y1,...,Vns2) € X(R"2).
Além disso, utilizando a defini¢dao do operador simétrico B dado pela proposi¢ao

1.19, temos que

VxY =VxY — (X,Y)x = VxY + (AX,Y)N — (X, Y)x,

A(X) = —VxN = —VxN,

para todo X,Y € X(M).
Vamos agora 4 demonstragio do teorema. Seja a € S"T! e assuma que M estd

contida no hemisfério superior aberto determinado por a, ou seja,
M c {yeS"™|(y,a) > 0}. (3-1)

Seja
Si = {xe 8" {x,a) = 0},
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o equador de S"*! determinado por a e defina a aplicagdo

v M-S
N() = (N(x),a)a
1= (N(x),a)?

x—Y(x) =

Para cada x € M temos que x € S"*!, pois, por hipétese M estd imersa em S"*!. Assim,
como x € " e N(x) € T,S""!, temos que (N(x),x) = 0. Segue-se de (3-1) que N(x) #
+a, para todo x € M, pois, caso contrdrio, teriamos que (N(x),x) = £(a,x) = 0. Logo
x € S, o que constitui um absurdo por (3-1). Entdo y estd bem definida. Vamos mostrar
que Y € um difeomorfismo global. Para provarmos isso, vamos calcular a diferencial dy
de y. Tomandox € Mev € M, onde v=0o/(0) e o : (—¢€,€) — M, temos que

) ool(t) — oo (0
) = i otw (0)
Noo(t)—(Noa(t),a)a _ Noa(0)—(Noa(0),a)a
lim V/1—(Noo(t),a)2 /1= (Noa(0),a)?

t—0 t

Utilizando a regra da cadeia, ficamos com

V,N —(V,N,a)a (N(x),a)(V,N,a)
—(N(),a)>  {1-(N(x),a)*}3/

dyy(v) = (N(x) = (N(x),a)a).

Ou seja,

() = —Av+ (Av,a)a B (N(x),a)(Av,a) (NG — (N(x). a)a).

VI=(N(x),a)?  {1-(N(x),a)*}/

Como, (Av,N(x)) = 0, temos que

AP = (N(x),0)%) — (Av,a)?
(dyr(v),dyx(v)) = (1— (N(x),a>2)2

Decompondo a € S"*! em uma parcela normal a M e uma parcela tangente a M, temos

que, a = a’ +d". Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

(Av,a)? = (Av,a’ +d")? = (Av,a®)? < |Av)?|aT 2.

Logo, como x, N(x) pertencem ao espago normal de M, temos projetando a ao espaco
gerado por x e N(x), que
aV = (a,x)x+ (a,N(x))N(x).
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Assim
1 = {(a,a)
= <a,a +a >
= (a,a")+(a,d")
= (a,a") +(a,x)*+(a,N(x))?
= (@ +a",a") + (a,x)*+ (a,N(x))?
= (d',d")+(a,x)*+ (a,N(x))*
= |aT!2+<a,X> +(a,N(x)).
Logo
AP = (N(x),a)%) — (Av,a)?
(s (w)ay()) = S
AV (1 = (N(x),a)* — |a" |*)
B (1= (N(x),a)?)?
|Av[* (a,x)?

Como (x,a) # 0 e |Av| # 0 para todo x € M e v # 0 temos que

(dyx(v),dyx(v)) # 0.

Assim, pelo teorema da fungdo inversa, y € um difeomorfismo local. Como todo
difeomorfismo local € um homeomorfismo local e M é compacta por hipétese, temos
pela proposi¢do 1.27 que y é uma aplicag¢do de recobrimento. Agora, M sendo compacta,
temos pelo teorema do Ropf-Rinow que M é completa. Logo, para cada dois pontos em
M podemos tracar um caminho minimo ligando estes dois pontos em M. Assim M é
conexa por caminhos, e entdo, pelo coroldrio 1.30, temos que ¥ é um homeomorfismo.
Logo, y é um homeomorfismo e um difeomorfismo local, com isso, y~! é diferencidvel.

Isso conclui que y € um difeomorfismo global. 0

Agora, retiraremos a hipétese de M ser compacta, que € relativamente forte,
e trocaremos por uma hipétese mais fraca, que é M ser completa. Com isso, temos o

seguinte teorema.

Teorema 3.9 Seja M" (n > 2) uma hipersuperficie completa, conexa e orientada imersa
em S*t1 e denote por N o campo unitdrio normal definido globalmente sobre M. Se

a imagem da aplicagdo normal de Gauss N(M) de M estiver contida em uma bola
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. . . . T n+1 ~ , .
geodésica fechada de raio inferior a 5 em S"", entdo M é difeomorfa a esfera n-

dimensional.

Prova. Para demonstragdo deste teorema faremos uso da mesma notagdo utilizada no
teorema anterior. Fixaremos p € S"*!, r € (0, 7) e denotaremos por d a fungdo distancia

em S"1. Assuma agora que N(M) est4 contida na bola geodésica

B(p,r)={x¢€ S"H\d(x,p) <r}.

Seja
={x¢e S"H\(x,p) =0},

o equador de S"! determinado por p e defina a aplicacdo

0 M—=S,

x— o(x) = X PIP ;f?’)f;l; )

Para cada x € M temos que x € S"T!, pois, por hipétese, M estd imersa em "+
Assim, como x € §"*! e N(x) € T,S"! temos que (N(x),x) = 0. A condi¢io N(M) C
B(p,r) implica em x # +p para todo x € M. Caso contrario, se x = £p teremos que
+(N(x), p) =0, ou seja, N(x) € S,. Um absurdo, visto que, por hipétese N(M) C B(p, ).
Logo, ¢ estd bem definida. Vamos agora, mostrar que ¥ é um difeomorfismo global. Para
provarmos isso, vamos calcular a diferencial d¢ de ¢. Tomando x € M e v € T,M, onde

v=0o/(0)ea: (—€,€) = M, temos que

do) — hm¢oaa>—¢oam>

t—0 t

= lim
t—0 t

Utilizando a regra da cadeia, ficamos com

dox(v) = /1 Y:Lp_ T {1<_ l,?; p}>3/z(

Como, (v,x) = 0, temos que

— (X, p)p).

1

T (1= R = (ep)?).

(dOx(v),dox(v)) =
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Decompondo p € S"*! em uma parcela normal a M e uma parcela tangente a M, temos
que, p = p! + p. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

(np)® = (v p" +p")2 = (na")? <P p" P

Logo, como x, N(x) pertencem ao espaco normal de M, temos projetando p ao espaco

gerado por x e N(x) que
PN = (p,x)x+ (p.N(x))N(x).

Assim
1 = (p,p)
= (p.p"+p")
= (p,p")+{p,p")
= (p,p") +{p.x)*+(p,N(x))?
= (P +p"p") +(px)’ + (PN (x))?
= (" p") +{p.x)* + (p,N(x))?
= |p' |2+(p,X> +(p,N(x))*.
Logo
_ \v\2(1—<x,p>2)—(v,p)2
(o). dolv)) = PSS
ROt "R
- (1—(x,p)?)?
v|? ,N(x 2
s 2
Visto que
(x,p) = |x||p|.cos® =1.1.cos® = cosO
e

—1<cosO <1,

temos que, 0 < (x, p)? < 1. Logo 0 < 1 — {x, p)? < 1, entdo W > 1. Com isso, a

expressao (3-2) fica

(d0x(v),dox(v)) = [v[*(p.N(x))*. (3-3)
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Agora, como

(N(x),p) =|N(x)||p|.cos® =1.1.cos6; = cos0y,

e Z(N(x),p) =d(N(x),p) <r, temos que

(N(x),p)* > cos’r.

Assim, (3-3) pode ser escrito como

(@0(v),dos(v)) > |v[*cos’r (3-4)

Como v # 0 e 0 < cos?r, temos que, |dd,(v)| # 0. Logo, ¢ é um difeomorfismo
local. Além disso, como a métrica (,) é completa, 0 mesmo é verdadeiro para a métrica
(,) =cos?r(,).

A equagdo (3-4) significa que a aplicagcdo

0:(M,(,)) = (S ()sy)
aumenta distancia. Logo pela proposicdo 1.33, ¢ € uma aplicacdo de recobrimento.
Agora, M sendo completa, temos que, para cada dois pontos em M pode-se tracar um
caminho minimo ligando estes dois pontos em M. Assim M € conexa por caminhos, e
entdo pelo coroldrio 1.30 temos que ¢ € um homeomorfismo. Logo, ¢ € um homeomor-
fismo e um difeomorfismo local, com isso, 0! é diferencidvel. Isso conclui que ¢ é um

difeomorfismo global. 0

3.2 Teoremas de Rigidez Métrica

Teorema 3.10 Seja M" (n > 2) uma hipersuperficie fechada, conexa e orientada imersa
em S"*! com curvatura escalar constante igual a n(n—1)r onde r > 1. Seja N o campo
unitdrio normal definido globalmente sobre M e assuma que imagem da aplicacdo normal
de Gauss N(M) de M esteja contida em um hemisferio aberto de S"*'. Entdo M é

totalmente umbilica.

Prova. Seja a € S"*! e assuma que N(M) est4 contida no hemisfério aberto determinado

por a, ou seja,

NM)cC{ye S"+l\(y,a> > 0}.
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Seja A o operador Laplaciano atuando sobre fungdes C*(M) e considere as

funcdes (x,a) e (N,a) definidas em M. Pela proposi¢do 1.14, temos que

-

Juy

grad(x,a) =Y E;i((x,a))E;(x),

-

I
_

grad(N,a) =Y E;((N,a))Ei(x).

Logo, como Ej((a,x)) = (a,Ei(x)) e E/({N,a)) = (a,VEN) = (a,—A(E;)) =
—(a’ ,A(E))) = —(A(a"),(E;)), temos que grad(x,a) = ? 1 (a,Ei(x))Ei(x) = al e
grad(N,a) =YL —(A(a"), (E;))Ei(x) = —A(a”), onde

a' =a—{(a,N)N — (a,x)x (3-5)
e A é o operador forma correspondente a imersdo de M em S"+!.

Agora, considere X (x) € M e a.: (—e,&) — M tal que a,(0) = xe o/ (0) = X (x).
Logo

Por (3-5), temos que
Vxa" = —(a,N)VxN — (a,VxN)N — (a,X)x — (a,x)X,
onde V € a conexdo de R"*2, Assim, denotando por V a conexio de M, temos que
Vya' = (Vxa")T = —(a,N)VxN — (a,x)X, (3-6)
Utilizando a defini¢@o 1.14, podemos escrever o Hessiano de (a,x) como

VZ(a,x)(X,Y) = (Vxal ,Y) = (a,N)(AX,Y) — (a,x)(X,Y),

onde X,Y € X(M).
Ja o Laplaciano de (a,x) pode ser escrito como

<VEiaT’Ei>7

M:

Ala,x) =div.grad{a,x) =) (Vggrad(a,x),E;) =

1 1
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onde {E;}}_, é um referencial geodésico. E entdo por (3-6) temos que

A<a7x> = >A(El') — <a,x)E,-,E,~>

-
B
=

~
[y

2

I
™=
B

~
[

MA(E:), Ei) — (a,x)(E;, E;)

Y

= nH({a,N) —n{a,x), (3-7)

onde H = %tra (A) é a funcdo curvatura média de M.
Para o célculo da Hessiana de (a,N) utilizaremos a defini¢do de derivada cova-
riante de um tensor, dado por (1-1). Assim, juntamente com a observagdo (1.1), temos

que

VZ(a,N)(X,Y) = —(Vx(Ad®),Y)
— —VyB(a',Y,N)— (A(Vxa!),Y)
= —VxB(a®,Y,N)— (a,N)(AX ,AY) + (a,x)(AX,Y). (3-8)

Pela equacdo de Codazzi, temos que
VxB(a',Y,N) =V rB(X,Y,N), (3-9)
e entdo, por (3-7) e (3-8), temos que o Laplaciano de (a,N) fica

Al{a,N) = tra(Hess(a,N))

= i{—VEiB(aT,Ein) —(a,N)(AEi, AE;) + (a, x)(AE;, Eq) }
i=1

= n(gradH,a) — (a,N)|A|* +nH (a,x), (3-10)

onde denotaremos |A|> = Y (AE;,AE;)
Agora, considere o campo Z = A(grad(a,N)). Tomando uma base ortonormal

{e}?_, em M, entdo o divergente do campo Z é dado por

divZ = ) (Ve(A(grad{a,N))),e;)
= Y ((A(Vograd(a,N)),ei) + Ve, B(grad(a,N), ei,N))
= Y ((Aei,Vegrad(a,N)) +V gaaianyBleisei,N))

1

= ZV2<a,N>(ei,Ae,~) +n(grad{a,N),gradH). (3-11)
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Na primeira e terceira passagem utilizamos (1-1). J4 na segunda utilizamos as equagdes de
Codazzi. Integrando (3-11) em M e usando o teorema da divergéncia e (3-10) juntamente

com as identidades de Green, temos que
0 = /M(Xi"Vz(a,Nﬂei,Aei)+n<grad(a,N),gradH))
_ /M (Y V3 (@, N) (ei, Aei) — nHA(a,N))
= 2 i e;) — n —n a)— a 2 n a,x
-/ LV (M) (ei ) | nH(=n(VH.q) = (a,N)|AP +nH (a.))
= 2 i é; n2 a n a 2—712 2 a,x
-/ LV {aN)(eer) + || (PH(VH )+ 0t (@ AP =2 Ha.)

= [ TV @M eoe)t [ oPHaT () ni{a NP P ) 3-12)

Agora, assuma que {e¢;}_; é uma base ortonormal que corresponde as curvaturas

principais Aj,...,A,. Entdo, Ae; = A;, i = 1,...,n. Assim, usando (3-8), temos que

Y Va,N)(erAe) = Y AVa,N)(ere)

= Y Mi(=VeB(a' ei,N) —(a,N)(Aei, Aei) + (a,x) (Aei, i)
— ixi(—vaTB(ei,e,-,N) —(a,N)A?) + (a,x) (Ae;, Ae;)

- iki(—VaTB(e,-,ei,N) —(a,N)A?) + {a,x)|A[*

= i(—VaTB(e,-,Ae,-,N))—Z(a,N>7bl3+<aax>|A|2

- _ZZWQT (Aei),Ae;) — Z(la,NW»E’ +{ax)Af

1 1

= —%QT<Z<Aei7Aei>) — Z<Cl7N>7\‘13 +(a,x) |A|2

1 1

—%aT(|A|2) —Z<a,N>x§+ (a,x)|AJ%. (3-13)

1

Agora, utilizando a equag@o de Gauss dada na proposi¢do 1.24, e a defini¢do de curvatura

escalar, temos que
n(n—1)(r—1)=n’H>—|A*. (3-14)
Como r é constante, temos

al (nH)?—|AP?) = 0. (3-15)
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Substituindo (3-13) e (3-15) em (3-12), temos que

2° .

1

0= |, 1T(|A|2)—Z<a,N>7»?+(a,x>|A|2+n2HaT(H)+nH<aaN>|A|2_n2H2<a7x>>

= / (A —n*H?){a,x) + (|A]*nH — Y A7) (a,N) + l(ZnZHaT(H) +aT(|A|2))>
M - 2

= /M (IA* = n*H?){a,x) + (|A]*nH — Zx,?)(a,m) : (3-16)

2

Visto que, n“H 2_ ]A|2 ¢ constante, temos, utilizando o teorema da divergéncia

juntamente com (3-7), que

0 = /MA<a,x>
= /nH(a,N>—n<a,x)
M
= H{a,N)—(a,x). (3-17)
M
Assim sendo, temos que
/(|A|2—n2H2)(a,x>:/ H(A] = 2H?)(a,N). (3-18)
M M

Consequentemente (3-16) fica
/ (H(\Ayz—n2H2)+nH|A|2—Zx,?) (a,N)=0. (3-19)
M i
Seja S = |A|> — nH?. Entio, expandindo ¥;(A; — H)?, temos
YA} =nH’ +3HS+Y (\i—H)’. (3-20)
i i

Segue-se combinando (3-19) e (3-20) que

/M ((n—z)HS—Z(xi—HP) (a,N)=0 (3-21)

Para finalizar o teorema, precisamos do seguinte lema, que permite estimar informagdes
3 2 __ —
sobre } ;a;, sabendo que ) ;a; =Se ), a; =0.

Lema 3.11 (ver[12])Sejam a;, i =1,...,n, niimeros reais satisfazendo Y ;a;=0e Y ; ai2 =
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S. Entdo ) )
n— n—
__Te 2o Za;?, < T2 g
Vn(n—1) ; nn—1)
e uma das igualdades ocorre se, e somente se, pelo menos (n— 1) termos de ay,as, ... ,a,
sdo iguais.

Como r > 0, temos por (3-14) que H(x) # 0, para todo x € M. Assim, ou H > 0
em M, ou H <0 em M, visto que M é conexa e H é continua.

Considere o caso H > 0. Usando o fato de que r > 0 em (3-14), temos que,
nin—1)(r—1)=n*H>—|A]> > 0. (3-22)

Logo,

S
)
=
[\S}
V
=
()

s A]? —nH?
nin—1)
Al2 — 2
PR
nn—1)
S
H > n(n—1) (3-23)

Agora, como Y;(A; —H) =0e ¥;(A; — H)?> = S, temos pelo lema 3.11 que

(n-2)HS-Y (Mi—H)* > (n—2)HS—%S3/2

S

> (n—2)HS—(n—2)S "=1)

(n—2)S (H— . (nS_ 1)> >0.  (3-24)

Assim, como (a,N) >0 em M, (3-21) implica que S = ¥;(A; — H)*> = 0. Logo A; = H,

i=1,...,n. Ou seja, M é totalmente umbilica. O caso H < 0 ¢ inteiramente andlogo.

v

Assim, fica estabelicido que M ¢é totalmente umbilica. |
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Como foi dito no inicio do capitulo, apresentaremos agora um teorema de

caracterizagio do produto Riemanniano S! (\ /11— %) x Sl <\ / %) . Tal resultado

estabelece que

Teorema 3.12 Seja M" (n > 3) uma hipersuperficie fechada, conexa e orientada imersa
em S"H com curvatura escalar constante igual a n(n—1)r, onde r é constante e assuma
que A e u sdo as curvaturas principais de M de multiplicidade n — 1 e 1, respectivamente.

Assuma também que, A\u < —1 em M. Entdo M é isométrica ao produto Riemanniano
1 / n—2 n—1 /n—=2

Prova. Para a demonstragao deste teorema faremos uso da mesma notacdo utilizada no
teorema 3.1. Considere Aj,...,A,, os autovalores do operador forma auto-adjunto A
correspondente 3 imersdo de M em S"*!. Assim, A; sdo as curvaturas principais de M.
Como por hipétese temos que M possui duas curvaturas principais distintas, A, y, onde

uma é simples, podemos assumir sem perda de generalidade que,
M=h==k_1=2A Ay = (3-25)
Utilizando a informacao (3-25), temos que a curvatura media é dada por

H= Xizl((n—l)k+y). (3-26)

n

S | =
.M=

I
_

1

Agora, considere S =Y, 7»1-2. Entdo temos
S= Z A= (n— 1)\ 4. (3-27)

Com isso, combinando (3-25) e (3-26) juntamente com a equacdo de Gauss(Proposi¢ao

1.24), temos que a curvatura escalar é dada por

K=n(n—1)r = n(n— 1)+n2H2
= n(n—1)+ 2( 3 (=10t p)%) = (n= DA? =42
— nln—=1)+ ((n—=1A4u)’ = (n—1)A2—u
= n(n—1D+m—1*224+2n—D)hu+p? — (n— 1A% — 1/
= nn—1)+m—1)*A2+2(n— 1) u—(n—1)A% (3-28)

Logo

nin—1r=nn—1)+m—1)>"2+2(n—1)Au— (n—1)A2, (3-29)
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e, entao,
n(r—1) = (n—2)A% 4+ 2. (3-30)

Agora, como A # u, vamos mostrar que A # 0 e A2 — (r — 1) > 0.

Para isso, precisaremos do seguinte resultado apresentado por Cheng e Yau em

[6]

Teorema 3.13 ([6])Seja M" uma hipersuperficie compacta de dimensdo n imersa em

S"™ 1 com curvatura escalar constante igual a n(n —1)r. Se

i)r>1

ii) A curvatura seccional de M é ndo negativa

Entdo, ou M é totalmente umbilica, ou M é o produto Riemanniano
SKa) xS"F(V1—a?), 1<k<n-—1

onde S¥(a) é a esfera de raio a.

Mostraremos primeiramente que A 7# 0 em M. Suponha por absurdo que A(p) =0
para algum p € M. Entdo temos por (3-30) que r = 1. Como a curvatura escalar é
constante, obtemos r = 1 em M. Novamente por (3-30), teremos A((n —2)A+ 2u) = 0.
Isso implica que A =0 em M. De fato, sejam N = {x € M|A(x) #0} e Q ={y €
M|A((n—2)A(y)+2u(y)) = 0}. Como as fungdes curvaturas principais A, u sdo continuas
em M, temos que N é aberto em M, Q é fechado em M e N # Q, pois A(p) = 0.

Agora, se x € N, entdo A(x) # 0. Por A((n —2)A + 2u) = 0 obtemos que
((n—2)A(x) 4+ 2u(x)) = 0. Logo x € Q. Com isso, temos a inclusio N C Q. Por outro
lado, se x € Q, entdo ((n —2)A(x) +2u(x)) = 0. Como A e u sdo duas curvaturas
principais distintas, temos que A(y) # u(y). Assim, por ((n —2)A(x) + 2u(x)) = 0 temos
que A(y) # 0. De fato, se A(y) = 0, entdo A(y) = 0 = u(y), um absurdo. Com isso, temos
que y € N, e entdo Q C N. Portanto N = Q. Como N € aberto e N = Q, temos que N é
simultanemente aberto e fechado. Mas, como M € conexa e M # N, temos que N = 0,
segue-se assim que A =0 em M.

Agora, como r = 1 e a curvatura seccional de M ¢ dada por K(ej,e;) =1+
(B(ei,ei),B(ej,e;)) > 0, temos utilizando o teorema 4.5, que M ou é totalmente umbilica,

ou

M=SFa)xS"*(V1—-a?), 1<k<n-—1.

Em todo caso teremos um absurdo. Logo, A # 0 em M.
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Agora, por (3-30), temos que

_n(r—1) n-2 M= (r-1)
== T M AeEnT—

£ 0. (3-31)
Decorre daf que, A> — (r — 1) # 0. Se A2 — (r — 1) < 0, temos por (3-31) que

r>1, kz—ky:gp»z—(r—l)]<0. (3-32)

Assim, Au > A?, e entdio obtemos que a curvatura seccional de M é maior igual a 1. Com

isso, pelo teorema 3.5 temos que M ou € totalmente umbilica, ou
M=SFa)xS"*(V1-a?), 1<k<n-—1.

Em todo caso teremos um absurdo. Logo, A> — (r — 1) > 0.

Agora, seja
Dp(A) :={X € T,M|AX = A(p)X} (3-33)

e considere D(A) a aplicacdo definida em M tal que, D,(A) = {X € T,M|AX = A(p)X }.
Segue-se de [15], [7] que a distribuigdo D(A) sobre M é totalmente integrdavel e A é
constante ao longo de cada folha de D). Assim, podemos tomar uma base ortonormal

{e1,...,e,} tangente a M tal que
Ae; = \e;, Ae,=upe,, eA=0, i=1,....n—1. (3-34)

Observe que A # 0 em M. Assim, podemos assumir sem perda de generalidade que A > 0.

Logo a funcé@o InA sobre M estd bem definida. Assim, temos que
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- F (a2 2P 0)
= (e + L (5 Vaener)
e, =l e e,
() B (0, (5,1,
_ en(e”ik))+f1<ﬂxmveien,ei>. (3-35)

Considerando a segunda forma fundamental da imersdo de M em S"*! como o
tensor
B:X(M)x X(M) x X(M)* — D(M)

definido por
B(X,Y,N) = (B(X,Y),N)

com a derivacao
(VxB)(Y,Z,N) = X(B(Y,Z,N)) — B(VxY,Z,N) — B(Y,VxZ,N), (3-36)

temos por Codazzi(Proposi¢do 1.25) e pelo fato que S"*! tem curvatura seccional cons-

tante que
(VyB)(X,Z,N) = (VxB)(Y,Z,N).

Além disso, temos que
(vXB)(Y,Z,N) = X(B(Y,Z,N))—B(VxY,Z,N)—B(Y,VxZ,N)

= X(B(Z,Y,N))—B(VxZ,Y,N)—B(Z,VxY,N)
= (VxB)(Z,Y,N), (3-37)
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visto que B € bilinear pela proposi¢ao 1.20. Assim,
(VxB)(Y,Z,N) = (VxB)(Z,Y,N) = (VzB)(X,Y,N). (3-38)

Parai=1,...,n—1, temos por (3-34) que

(V¢,B)(ei,en,N) = ei(B(ej,eq,N))—B(V,.ei,en,N)—B(ei,Ve.en,N)
= —(A(Vgei),en) — (Aei,Veen)
= —(Vgei,Ae,) — (Ae;i,Vyen)
= —u(Veei,en) —Aei,Veen)
= u(Veen, ei) —Aei,Veen)
= (u=M)(Veen,ei), (3-39)

(VenB)(ebei,N) = €n<B(€l,€l, )) B(Venei7ei;N)_B(eiaveneiaN)
= en(Aei,ei) — (A(Ve,ei),er) — (Aei, Ve, i)
= e,(A) =20V, eiei)
= ey(A). (3-40)
Entdo, por (3-38), temos
(Veenei) = Z”E?;z. (3-41)

Considere agora, w = {A? — (r — 1)}’%. Cheng mostrou em [7] que w € solugdo

da equacao diferencial

n—2
enenw—w< —r) =0.
2w

.y ~ _1 14t ~ . z
Utilizando a expressio w = {A> — (r — 1)} ~», temos que a tltima equagdo &

equivalente a

(n+2)A2 +n(r—1)
n(A2—(r—1))A

— (2= (r=1)(

(enh)? —
n—2

enenh =

A= (r—1)) —r). (3-42)
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Segue-se da equacdo (3-30), que

A—p= . (3-43)

Como, Au < —1, temos por (3-30) que

D
—2\u

(AVARRAVS
[\9] p—

v

24-nr—n
nr—(n—2)
nr—(n—2)
nr—(n—2)
n—2

nr
— L -44
- (3-44)

nr—n—2A\u
n(r—1)—2\u
(n—2)A?

22

AVARRAY,

v

xZ

Vv

Substituindo (3-41), (3-42) e (3-43) em (3-35), temos

enenh  (e,M)? (n—1)(e ))?

e N - Yo e
(n+2)A>+n(r—1) 1 2(n—1)
R ) (O

n n—2

= (r= ) (== (= 1) 1)
2((2—n)A% +n(r—1))

M2\ (r—1)) (enh)”
- %(kZ—(r—l))<n;2(k2—(r—1))—r). (3-45)
Por (3-44), concluimos que
ngz(kz—(r—l))—rzO (3-46)
e
2—n)A?+n(r—1)<0. (3-47)

Portanto , de (3-45), segue que A(InA) < 0. Assim, pelo teorema de E. Hopf, temos que

A € constante em M. Novamente por (3-45), temos que A(InA) = 0 em M, e entdo

n—2

A2 —(r—1))—r=0 (3-48)
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em M, que é equivalente a

—1 (3-49)

em M.
Segue-se de (3-31) e (3-49) que

nir—1) (n—2)

o . 2
=" T
_on(r—1) (n=2)/ nr
=" 0 <n—2 1)
_ m_n_m n—2
= o "o o
B _i+n—2
=7
1
po= o (3-50)

Isso conclui que as curvaturas principais de M sdo

1
A, .. A, 3

Agora, diremos que uma hipersuperficie M em uma forma espacial M(c) de
curvatura seccional constante ¢ ¢ uma hiperficie isoparamétrica, se M tiver curvaturas
principais constantes. E. Cartan, classificou em [3] as hipersuperficies isoparamétricas de
R”, H" e S" com o nimero de curvaturas principais g < 3; obtendo para o caso em que

g = 2, M é hipersuperficie de S"*! e A,... A, —7% sendo as curvaturas principais de M,

M =S'(V1—k2) xS"1(k),

que

onde k € (0,1).
Visto que as curvaturas principais de M = S'(v/1 —k2) x S" ! (k) sdo ky = --- =
2
kyn_1 = ,/klz—l, ky, = — ﬁ ek = =ky_1 =A, onde A2 = -5 — 1, temos que
k> = ”n;rz Consequentemente, temos que

”_2)><S”*1( n—2

M=S'"(y/1-
nr nr

)

e isso completa a prova do teorema.
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3.3 Resultados adicionais

3.3.1 Uma prova alternativa para o teorema 3.9

Nesta secdo apresentaremos uma prova alternativa para o teorema 3.9. A de-
monstracio que serd apresentada foi dada por Hildrio Alencar, Harold Rosenberg e Walcy
Santos em [18]. Em [18] os autores se propdem a estudar hipersuperficies fechadas orien-
tadas imersas em S"*! com r-curvatura média constante e nio negativa. Como caso par-
ticular, tem-se resultados sobre a curvatura escalar constante. Neste caso, se toma r = 2
na r-curvatura média. A técnica utilizada pelos autores é mostrar que sob as hipdteses
do teorema 3.9, a desigualdade de Newton(Proposicao 1.33) ocorre. Logo, obtem-se via
desigualdade de Newton que as fungdes Ay, ..., A, que compdem as r- fungdes simétricas
sdo todas iguais, ou seja, M € totalmente umbilica.

Primeiramente, fixaremos algumas nota¢des. Denotaremos por N o campo uni-
tario globalmente definido sobre M, onde M é uma hipersuperficie de S"T! c R"+2. (,)
denotard a métrica Riemanniana de R"*2 bem como as métricas induzidas em S"*! e M.
Assuma que %, V e V sdo as conexdes Riemannianas de R"2 Sl e M, respectivamente.

Seja A o operador forma, ou seja, a matriz auto-adjunta determinada pela imersao

de M em S™t! associada a N, entdo
VXY = (X}’1 PR 7Xyl’l+2)

para X = (x1,...,%,42), Y = (J1,...,Yns2) € X(R"2).
Além disso, utilizando a defini¢do do operador simetrico B dado pela proposi¢ao

1.19, temos que

VxY =VyY — (X,Y)x = VxY + (AX,Y)N — (XY )x,

A(X) = —VxN = —VxN,

para todo X,Y € X(M).
Agora, considerando as notac¢des apresentadas na sec@o 1.4 e tomando as fungdes
f,g: M — R, definidas por
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onde a é um vetor fixo de R"*2, temos que essas fungdes satisfazem (ver [1], lema 5.2 ):

L(f) = —(S1Sr+1— (r+2)Sr2)f = (r+1)Sr118, (3-51)
L(g) = —(r+1)Se1f—(n—r)Sss. (3-52)

Em particular, para r = 0, ficamos com

A(f) = —(ST-28%)f—Sig=—|AI"f—Sig,
Alg) = —Sif—ng. (3-53)

Como hipdtese temos que a aplica¢do normal de Gauss N(M) estd contida em

um hemisfério aberto de S"*!, assim sendo, temos que,
f(P)={a,N(P)) >0, (3-54)

paratodo P € M.

Por outro lado, pela desigualdade de Newton temos que a relacdo H;_1H; 1 < le
ocorre para todo i, tal que, 0 <i < n. Em particular, parai =1, HoH < le Esta ultima
relacdo implica que H3 < H{H,. De fato, pela relacdo (1-2), temos

H\H3 < H; <H{H,. (3-55)

Observe que H; # 0; caso contrario, por (3-55), teriamos H, = 0. Mas, como H, = K =
n(n—1)r > 0, temos um absurdo. Assim, H; # 0. Logo, ou H; = H > 0 em M, ou
Hy =H < 0em M, visto que M é conexa e H é continua.

CASO I:(H; = H < 0) Nesse caso temos por (3-55) que

H; > HH>. (3-56)
Como
Hi=
L= L
()
por (3-56), temos que
S St S
SRt e § (3-57)

A ON®)
Desenvolvendo os bindmios na expressao (3-57) ficamos com

(n—2)8,S, —3nS3 < 0. (3-58)
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Combinando (3-54) e (3-58), temos
[(n—2)818, —3nS3]f <0. (3-59)
Agora, utilizando a expressao (3-51) com r = 1 e (3-53), temos que
2 2 2
Lif— r—lSzAg = — (8515 —383)f —2S¢+ ZSZSlf—i_ ZSzng
2
= =818/ +38f+ ;Slef
1
= Z[—nS1S2f+3nS3f+2S2S1f]
1
= - [(—n+2)81S2f 4+ 3nS3£]
1
= ——[(n—2)8152 —3nS3]f. (3-60)
n
Pelo teorema da divergéncia e pelo fato de dM = 0, temos que
2 2
/ Lif—2SAg = / Llf—/ Z8,Ag = 0. (3-61)
M n M mMn
Assim, por (3-60),
1
0 /_— n—2)S15> — 3nS3]f
M n
1
0 / —[(n—2)8182 —3nS3]f
n
0 — / [(n—2)S152 — 3nS3] . (3-62)
M

De (3-59) e (3-62), temos que [(n —2)S1S, — 3nS3]f = 0. Observe que f nio

¢ identicamente nula, pois, caso contrdrio (a,N(P)) = 0, para todo P € M. Logo, M ¢

totalmente geodésica, ou seja, em cada ponto P € M e N € (TpM ), temos que a segunda

forma fundamental é nula(Ver teorema 1 de [14]). Assim, teremos H; = H = 0, um

absurdo. Logo, [(n —2)S1S2 — 3nS3] = 0. Assim, equivalentemente

e, entao,
H; =H H,.

Logo, pela proposicdo 3.8, temos que A; = Ap = -+ = A,, ou seja, M é totalmente

umbilica.
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CASO II:(H; = H > 0) Nesse caso temos por (3-55) que

Hz < H\H>. (3-63)
Como s
H; = @,
por (3-63), temos que
5 51 %2 (3-64)

306
Desenvolvendo os bindmios na expressao (3-64) ficamos com
(n—2)81S2 —3nS3 > 0. (3-65)

Combinando (3-54) e (3-64), temos

[(n—2)81S2, —3nS3]f > 0. (3-66)
Agora, utilizando a expressdo (3-51) com r = 1 e (3-53), temos que

2 2 2
Lif——58g = —(5152-35)f = 2528+ 52511+ _Sang
2
= =518/ +38f+ ;stlf

[—nS1S2f +3nS3f + 28,81 f]

S|=3 |-

[(—n+2)S182f +3nS3f]

1
= ——[(n—2)8515 —3nS;]f. (3-67)
n
Pelo teorema da divergéncia, e pelo fato de oM = 0, temos que
2 2
[ Lr-2sag= [ Lif- [ “siag=o. (3-68)
M n M Mmn
Assim, por (3-67),
1
_r_l[(n —2)818, —3nS3)f

%[( — 2)51S2 — 3nS3]f

[(n—2)S1S> — 3nSs]f. (3-69)

(e
I
SST—~T
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De (3-66) e (3-69), temos que [(n —2)S1S2 —3nS3]f = 0. Observe que f ndo
¢ identicamente nula, pois, caso contrdrio (a,N(P)) = 0, para todo P € M. Logo, M é
totalmente geodésica, ou seja, em cada ponto P € M e N € (TpM )™, temos que a segunda
forma fundamental € nula(Ver teorema 1 de [14]). Assim, teremos H; = H = 0, um

absurdo. Logo, [(n —2)81S2 — 3nS3] = 0. Assim, equivalentemente

e, entao,

H; = H H>.
Assim, pela proposi¢do 3.8, temos que A = A, = --- = A,, ou seja, M é totalmente
umbilica.

Em todo caso, teremos M totalmente umbilica.

3.3.2 Generalizacao do Teorema 3.11

Apresentaremos agora um teorema que generaliza o teorema 3.11. A demons-

tracdo a ser apresentada foi dada por Quoxin Wei e Young Jin Suh em [23]. Em [23] os
autores se propdem a obter uma caracterizagio para S' <\ /11— ”n—r2> x Sl < %) e

S™(c) x S22 <m <n—2,0 < c? < 1) imersos na esfera unitaria S"*1(1). Os resultados
apresentado pelos autores generalizam teoremas dados por Cheng e Yau em [6] e Wang e
Xia em [20], onde trocam uma hipétese de compacidade por uma hipétese mais fraca, que
¢ a completude da hipersuperficie. A técnica de prova do teorema 3.11 dada pelos auto-
res é mostrar que as curvaturas principais da hipersuperficie referente 4 imersio em S"*!
sdo fungdes constantes ¢ dadas por A =k; =--- =k, | = ’/k% —lLu=k,= —\/%.
Ou seja, € uma hipersuperficie isoparamétrica. Assim, juntamente com o trabalho de E.
Cartan em [3], na qual classifica as hipersuperficies isoparamétricas em S"*!, tem-se o

resultado do teorema a seguir

Teorema 3.14 ([23])Seja M" (n > 3) uma hipersuperficie completa, conexa e orientada
imersa em S"*' com curvatura escalar constante igual a n(n — 1)r, onde r é constante
e assuma que A e u sdo as curvaturas principais de M, de multiplicidade n—1 e 1,

respectivamente. Assuma também que, \u < —1 em M. Entdo M é isométrica ao produto
. : 1 n—2 n—1 n—2
Riemanniano S ( 1— T) XS ( 7)

Considere Ap,...,A,, os autovalores do operador forma auto-adjunto A corres-
pondente a imersio de M em S"*!. Assim, A; sdo as curvaturas principais de M. Como

por hipétese temos que M possui duas curvaturas principais distintas, A, u, onde uma é
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simples, podemos assumir sem perda de generalidade que,
M=h=—=M_1=A e A= (3-70)
Utilizando a informacao (3-70), temos que a curvatura media € dada por
1 & 1
H=-Y h=—((n—1)A+pn). (3-71)
n= n
Agora, considere S =) A?. Temos entdo que
n
S=Y A =(n— DA +u (3-72)

=1

~

Com isso, combinando (3-71) e (3-72) juntamente com a equacdo de Gauss(Proposi¢ao

1.24), temos que a curvatura escalar é dada por

K=nn—1)r = nn— 1)4—112H2
= nn—1)+ 2( ((n—l)?u—i—,u)) (n—1)A?
= n(n— )+((n—1)7u+,u) —(n—1)A* -
= nln= 1) (= DR 20— D (1R
= nn—1)+m—1*22+2(n—DAu— (n— 1A%
Logo

nn—1r=nn—1)+m—1)> 2 +2(n—1)hu— (n—1)A?
e, entao,

n(r—1) = (n—2)A*+2Au.

Como A # u, mostramos no teorema anterior que A # 0 e A> — (r— 1) > 0.

Pela equacdo (3-75), temos que

nir—1) n-2
= — A.
H= 7 2
Segue-se de (3-76) que
—1 -2
1+Au=1+ (r=1) »n A2

2

—u

(3-73)

(3-74)

(3-75)

(3-76)

(3-77)
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Definindo w := {A? — (r — 1)}_%, Cheng mostrou em [7] o seguinte teorema:

Teorema 3.15 (Teorema 2.1 de [7])Suponha que n > 3 e Seja M" é uma hipersuperficie
n-dimensional em S"*! com curvatura escalar constante igual a n(n — 1)r e com duas
curvaturas principais distintas. Se o espaco dos vetores principais de M correspondente
a uma das cuvaturas principais é de dimensdo 1, entdo M é o lugar geométrico de uma
subvariedade Mffl(s), de dimensdo n — 1, a curvatura principal N de multiplicidade
n— 1 é constante ao longo de M~ e M~ (s) é localmente isométrica a esfera (n—1)-
dimensional S"~'(c(s)) = E"(s) NS""! de curvatura constante. Além disso, w = [A* —

(r— 1)]_% satisfaz a seguinte equagdo diferencial de segunda ordem

d*w n—21
- _w(—2 = —r) =0 (3-78)

onde E"(s) é um espaco vetorial de dimensdo n em R"? que é paralelo a um espago
vetorial n-dimensional E" e s é o pardametro comprimento de arco da curva integral

correspondente aos vetores principais (.

Lema 3.16 A equacdo (3-78) é equivalente a equagdo de primeira ordem

dw\?2 2 1
— —— =C, 3-79
<ds> T +w”_2 ( )
onde C é uma constante. Para uma solugdo constante wy, temos que r > 0, wj = % e,
entdo,
ny 2r \%52
Co= —( ) . 3-80
=53 (3-80)

Além disso, a solucdo constante de (3-78) corresponde ao produto Riemanniano
1 +2— -1 -2
Sy ) < ST )

Prova. Primeiramente, denotaremos as curvaturas principais de M por
M=k =-=A_1=A, Ay=pe Ae; = \je;.

Utilizando os resultados apresentados na se¢@o 2 de [7], € possivel mostrar que V,, e, = 0.
Assim, pela definicdo de geodésica concluimos que a curva integral do campo de vetores
principal correspondente a y é uma geodésica. Logo, podemos assumir que w(s) =
A2(s) — (r— 1)]’% estd definida para s € (—oo,00), visto que M é completa.

Agora, multiplicando a equagdo (3-78) por 2‘%, temos que
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2d_w<d2w W(n 21 r>> _ s

dsz “ dw iw— ;v n1
2%%_2ds ( 2wt r) = 0=
5 ) - oo

A equagdo (3-79) segue-se da integracdo de (3-81)

Considere w(s) = wp uma solugdo constante de (3-79). Temos por (3-78) que

n n—2
= 3_82
wo = (3-82)
e substituindo (3-82) em (3-79) obtemos
n/ 2r \=
Co= —( ) . 3-83
=53 (3-83)
Combinando wjj = 222 com w = {A\? — (r — 1)}’%, encontramos
—1)+4+2
P n(r—1)+2 (3-84)
n—>2
e combinando (3-76) com A2 = "(rn__lgﬂ, obtemos que
2 n—2
= 3-85
H n(r—1)+2 (3-85)

Assim, temos que as curvaturas principais da hipersuperficie M sio constantes, ou seja,
M ¢ uma hipersuperficie isoparamétrica, e entdo, pelo trabalho de E.Cartan em [3] de

classificacdo das hipersuperficies isoparamétricas, temos que

M =S'(V1—k2) xS"1(k),

onde k € (0,1),
Visto que as curvaturas principais de M = S!(v/1 —k2) x §"~1(k) sdo
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e as curvaturas principais de M sdo

}\11:}\'2:"':}\%—1:7\'7 }\'n:;ua
temos que,
1
2
A 2 1,
2 k2
=1

i—l— n(r—1)+2

k2 n—2
Logo,

R=""2
nr
Consequentemente, temos que
n—2 e n—2
M=S'(/1- —) xS o —)

e isso completa a demonstragdo do lemma. 0

Agora, vamos a demonstracdo do Teorema 3.14. Para isso, vamos mostrar que
cada curva integral correspondente a curvatura principal u € constante, ou seja, vamos
mostrar que as curvas integrais correspondentes a curvatura principal u satisfazem ‘(%V =0.

Assim, pelo Lema 4.8 temos que

”_2)><S"—1( n—2

M=S'(/1-
nr nr

).

Prova. Com efeito, combinando (3-77) com Au < —1, deduzimos que

n—2
2

N—(r—=1)]>r (3-86)

Segue-se dai que

——r>0. (3-87)

Como

2 _
d~w (n 21 r) ~o. (3-88)

ds?
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temos que

——>0. (3-89)
Assim

W pd P
— € monotona
ds

Vemos por (3-78) que a fungdo positiva w(s) é limitada. De fato, caso ndo fosse

teriamos

, dw(s)\2 ’ 1 B B
Sll_glo(( I ) +rw (s)+Wn_—2(s)> = Joo=C, (3-90)
um absurdo. Logo, w(s) é limitada.

Como w(s) é limitada e monétona quando s — oo, temos que ambos os limites

existem

tim 0y D6)

s——oo ds s—+oo ds

=0. (3-91)
Agora, pela monotonicidade de Z—V;, temos que ‘é—v; = 0. Logo, w é constante. Temos, entao,
pelo Lema 4.8 que

M=S'(/1-
nr nr

)

e isso conclui a prova do teorema. 0



CAPiTULO 4

Teoremas de Rigidez em H"**!

No capitulo 3, apresentamos resultados de Rigidez topoldgica proposto por
Qiaoling Wang e Changyu Xia em [21] para hipersuperficies fechadas imersas em
S"™*1, sendo que tais resultados foram provados baseando-se em recursos de Espagos
de Recobrimento. Neste capitulo, vamos apresentar teoremas de rigidez topoldgica de
hipersuperficies fechadas propostos pelos mesmos autores em [21], porém, trocaremos a
hipétese de imersdo em S"*! pela imersdo no espago hiperbdlico H”*!. Tais resultados
serdo provados utilizando as mesmas técnicas de Espacos de Recobrimento apresentada

no capitulo 3.

Teorema 4.1 Seja M" (n > 2) uma hipersuperficie fechada, conexa e orientada imersa
em H'"T! com curvatura de Gauss-Kronecker ndo nula em M. Entdo M é difeomorfa a

esfera n-dimensional.

Primeiramente fixaremos algumas notacdes. Seja L"*? o espaco de Lorentz-

Minkowski, que é o espago R”*2? munido da métrica

n+1
(x,y) = —xoyo + Z XiYi,
i=1
para x = (x1,...,X11) €Y= (J1,...,Yns1) € R"*2. Vamos considerar também o espaco
Sttt ¢ 1L"+2, dado por
S'f“ = {x e L"?|(x,x) = 1}

Para cada a € R""2, o hiperplano a' = {x € L"*?|(x,a) = 0} divide o espago
L"*2 em duas componentes conexas que chamaremos hemisférios abertos determinados
por a.
No decorrer do trabalho usaremos o modelo de Minkowski para o espago H"*!,
ou seja,
H' ™ = {x € L"™2|(x,x) = —1,x0 > 0},

com a métrica (,) induzida de L"*2.
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Seja M uma hypersuperficie orientada imersa em H"*!. Denote por N o campo
normal unitdrio definido globalmente sobre M, ou seja, N : M — S’{“. Chamaremos N a
aplicagdo normal de Gauss e N(M) a imagem de Gauss de M. Denotaremos por (, ) a mé-
trica Riemanniana de 1”2 bem como as métricas induzidas em H"*! e M, assumiremos
que %, V e V sdo as conexdes Riemannianas de "2, H**! e M, respectivamente.

Seja A o operador forma, ou seja, a matriz auto-adjunta determinada pela imersao

de M em H"! associada a N. Entdo
VXY - (th’ .. 7Xyi’l+2)7

para X = (x1,...,%542), ¥ = (V1,- -, yn12) € X(L"F2).
Além disso, utilizando a defini¢do do operador simétrico B dado pela proposi¢ao

1.19, temos que

VxY =VyY — (X,Y)x = VxY + (AX,Y)N — (X,Y)x,

A(X) = —VxN = —VxN,

para todo X,Y € X(M).
Prova. Vamos agora a prova do teorema 4.1. Fixando um ponto a € S’f“ e considerando

a intersecao do conjunto at,, definido anteriormente com o conjunto S’f“ temos
1 1 1
Sti=a NS} ={xe ST |{a,x) =0}

Observe que S, define uma esfera n-dimensional em SYI‘“, que chamaremos equador de
S’{H determinado por a.

Vamos mostrar que M ¢é difeomorfa a esfera S]}. Para isso, definiremos a aplicacio

Yy o M—S)
N(x)+ (N(x),a)a
I+ (N(x),a)?

x—yx) =

Vamos mostrar que Y é um difeomorfismo global. Para isso, calcularemos a
diferencial de y. Tomando x € M, v € TyM e considerando uma curva o : (—¢,€) — M,
tal que o(0) =x e v = a/(0), temos que

you(r) —yoa(0)

dWx(v) = }g% /
Noa(t)+(Noa(t),a)a  Noa(0)+(Noa(0),a)a
~ lim V/1+(Noa(t),a)2 \/1—+<Nooc(0),a>2‘

t—0 t
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Utilizando a regra da cadeia, ficamos com

B V,N+(V,N,a)a _ (N(x),a) (V,N,a)
dWx(V) = 1+ (N(x),a>2 {1 + (N(x),a>2}3/2

Ou seja,

—Av — (Av,a)a (N(x),a)(Av,a)
1+ (N(x),a)2  {1+(N(x),a)?}3/2

dy,(v) =

Como, (Av,N(x)) = 0, temos que

Vv 2 X).d 2 v.a 2

(), dye(v)) = 'A'“J%vz;)fai;“">

AP (

T (NG,
A

2 TF N

_|_
(4-1)

Como M tem curvatura de Gauss-Kronecker ndo nula em M, temos que Av # 0,
para todo v # 0 em T,M. Concluimos por (4-1) que, se v # 0, entdo dy,(v) # 0. Assim,
pelo teorema da func¢@o inversa, concluimos que, ¥ € um difeomorfismo local. Visto que
M é compacta, temos pela proposi¢do 1.27 que v € uma aplica¢do de recobrimento, e
como M ¢é conexa por caminhos e S, é simplesmente conexa, concluimos pelo coroldrio
1.30 que ¥y € um homeomorfismo. Logo, Yy € um homeomorfismo e um difeomorfismo

local, com isso, y~! é diferencidvel. Isso conclui que W é um difeomorfismo global. [

Para demonstracdo deste teorema faremos uso da mesma notagdo utilizada no

teorema anterior.

Teorema 4.2 Seja M" (n > 2) uma hipersuperficie fechada, conexa e orientada imersa
em H"1. Se existe um ponto a € S’f“, tal que a imagem da aplicacdo normal de Gauss
esteja contida em um semi-espaco aberto determinado por a, entdo M é difeomorfa a

esfera n-dimensional.

Prova. Primeiramente, consideraremos a aplicagao

¢ : M—atnH!
1

x—Qx) = m(x— (a,x)a).
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Tomando x € M e v € T,M, temos que

1 (a,v){a,x)
dx(v) = m("_ (a,v)a) - (14 (a,x)2)3/2

(x—{(a,x)a). 4-2)

Com 1isso,

1

W(Mz(l + (a,x)?) — (a,v)?). (4-3)

{dox(v),dox(v)) =

Temos que, a € STt pode ser expresso como a = a’ +a", onde a” é tangente a M e a"

€ normal a M. Assim, Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos
(va)® = (va" +a")? = (va")* <p’la’ .

Logo, como x, N(x) pertencem ao espaco normal de M, projetando a no espago gerado

por x e N(x), temos que

o) T NN

a = —{a,x)x+ (a,N(x))N(x).

Assim,

Logo,

(do:(v),deu(v)) = m(!ﬂz(lﬂa,@z)—(aawz)
VP(1+(a,x)? —|a"]?)
- (14 (a,x)?)?
VP {a,N(x))?
(14 {a,x)?)>

(4-4)
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Como, por hipdtese, a imagem da aplicagdo normal de Gauss estd contida em um
semi-espago aberto determinado por a, temos que, (N(x),a) # 0, para todo x € M. Assim,
temos por (4-4) que, se v # 0, entdo d@,(v) # 0.

Sejaa = (ap,...,a,+1). Paratodo x = (xo,...,x,11) € a=- NH"*!, temos que

n+1
0= <X,)C> —}—2(x,a> + <a>a> - <x+a,x+a> - —(X() +a)2 + Z (X,‘ +ai)27 (4'5)
i=1
o que implica que xp + ag # 0, pois, do contrdrio, teriamos que x = @, mas, isso é um

absurdo visto que x € a*. Assim, podemos definir a aplicagio

 : atnH = SM(1)

~ 1
x = (x) = Yo+ ao (X14ai, ..., Xnt1+ans1),
onde x = (xq,...,X,1) € S"F1(1) é a esfera Euclidiana unitéria.

) c aLﬂH"J’l

Considere agora, z = (20, ---,Zn+1 e um vetor u = (ug,...,Up+1) €

T,(a* NH"*1). Temos entio que u é tangente a alguma curva diferencidvel

Y : (—g€) = atNH!

t = (1) = (z0(1), -, znt1())
satisfazendo y(0) = z € Y (0) = u. Assim, pela defini¢do de @, temos que

a.w) = 22V )

= (i 4al,. .zt Fans) +
(Z0+a0)2( 1+ai ntl+ani1) T ao

(ulv"'7un+1)7

e entao

(dP:(u),dP(u)) =

1 n n+1 n+1
= Z zitai)+(zo+ao) Y up —2uo(z0+ao) Y uizi+ai) | . (4-6)

" (z0+ao)*

Observe que a funcio f : a- NH"! — R dada por

f)=(+a,y+a)

é identicamente nula, pois, para todo y € a- "H"*!, temos que

(y+a,y+a) = (y,y)+2(y,a) +{a,a) = —1+2.(0)+1=0.
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Assim
1 n+1
0= Edfy(u) = (y+a,u) = —up(z0+ao) + Z ui(zi +a;)
i=1
e entdo
n+1
ZO + aO Z uj Zl + a 4-7)
Substituindo (4-7) e
+
(z0+a0) Z zi+aj) (4-8)

em (4-6), ficamos com

n+1 ul?
(090 d0:(1) = s (Zu —“0> N @9

Assim, se u # 0, entdo d@,(u) # 0.

Agora, definindo a aplicagdo
D=7do: M — S"(1)

temos que, se x € M e w € T,M & ndo nulo, entdo d@,(w) # 0. Com isso, dP,(w) =
APy () (dOx(w)) # 0, e, entdo, dPy € injetiva. Como dim(T:M) = dim(Te)S"(1)) = n,
concluimos que d® é um isomorfismo. Assim, pelo teorema da funcdo inversa, ® &
um difeomorfismo local. Como todo difeomorfismo local é um homeomorfismo local
e M é compacta por hipdtese, temos pela proposi¢do 1.27 que @ é uma aplicacdo de
recobrimento. Sendo M compacta, pelo teorema de Ropf-Rinow M é completa. Logo,
para cada dois pontos em M podemos tracar um caminho minimo ligando estes dois
pontos em M, o que mostra que M é conexa por caminhos. Pelo corolério 1.30, temos que
® ¢ um homeomorfismo. Logo, @ é um homeomorfismo e um difeomorfismo local, com
isso, ®~! & diferencivel. Isso conclui que W é um difeomorfismo global. E isso completa

a demonstracio do teorema. 0J

Novamente, para a demonstracdo deste teorema faremos uso da mesma notagao

utilizada no teorema 3.1.

Teorema 4.3 Seja M" (n > 2) uma hipersuperficie fechada, conexa e orientada imersa
em H"™ ! e denote por A, ..., A, as curvaturas principais de M. Se uma das funcées,
F=T1T.,(1=N\), ou G =TI, (1 +A;) definidas em M, ndo é identicamente nula, entdo

M é difeomorfa a esfera n-dimensional.
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Prova. Primeiramente, se x € H"!, entdo 7,H" ™! = {v € L""2|(x,v) = 0}. Assim, como

N(x) é o vetor normal a M no espago H" ™!, temos que N(x) € T,H"*!. Com isso,

(x,x) = —1, (N(x),x) =0e (N(x),N(x)) = 1. (4-10)
Logo,
n+1
0= (xENx),x£N(x)) = —(x0 £No(x))* + i (xi £ Ni(x))?, 4-11)

i=1

o que implica que xo =Ny (x) # 0, pois, caso contrério teremos que x = N(x), o que é um
absurdo por (4-10). Assim, podemos definir duas aplicagdes W+, W~ : M — S" dadas por

1
WF(x0,. - Xnp1) = x()+—N()(x>(X1 +N1(x), -y X0+ 1 + N1 (%))
€
_ 1
w (Xo,---,xnﬂ)Zm_—]\,o(x)(xl—Nl(x),---,an—Nn+1(x)),
onde x = (X0, - - -, Xp+1)-

Primeiro, consideraremos

n
F(x) =1 =%(x) #0,
i=1
para todo x € M. Assim, utilizaremos a aplicacio W definida anteriormente. Caso
considerdssemos G(x) =[], (14 A;(x)) # 0, para todo x € M, utilizariamos a aplicagio
W™. Nos dois caso chegaremos ao resultado desejado.
Considere entdo, x = (xp,...,X,+1) € M e um vetor v = (vo,...,vuy1) € TLM.

Temos que v € tangente a alguma curva diferencidvel

Y : (—&¢) =M

t—y(t) = (x0(t)y .., x011(2))
satisfazendo y(0) = x e Y (0) = v. Assim, pela defini¢do de W+, temos que

d(W+ oY)
dt
1

T

dw,"(v) = (0)

- (VO +V(N0))(x1 +N (x)> <o Xnt1 +Nn+1(x>) +

+(x0 +No(x)) (Vi +V(N1), - Vnst FV(Nas1))), (4-12)
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1

(AW (v),dW(v)) = m

+
(vo—l—v (No)) Z x; + Ni(x

+

n+1
—2(vo +v(No))(x0 +No(x)) l(xHrN( x)) (vi+v(Ni)) +

~.

J’_
+(x0 4+ No(x Z Vi +v(N, ) (4-13)

onde denotamos v(N;) a derivada de N; na diregao v.

Agora, por (4-10), temos que a fun¢do f : M — R dada por

f)=O+N(y),y+N(y))

¢ identicamente nula. Assim,

n+l1
0= %dfx(v) = (x+N(x),v+v(N)) = —(x0+No(x))(vo+v(No)) + ; (xi +Ni(x)) (vi+v(N;))

e, entao,
n+1

(%0 +No(x)) (vo +v(No)) = ) (xi + Ni(x)) (vi+v(N:)). (4-14)
1

+

~.

Substituindo (4-11) e (4-14) em (4-13), teremos

1 n+1

( Y (vi+v(N))* = (vo+ V(No))2> . (4-15)

+ + =
(dW," (v),dW,"(v)) = (xo0 +N0(x))2 i=1

Agora, visto que
Vx¥ = (Xy1,....Xyns2)

para X = (x1,...,%042), ¥ = (V1,-- -, yni2) € X(L"2) e
VxY =VyY — (X,Y)x = VxY + (AX,Y)N — (X, Y)x

A(X) = —%X}V = —?XN,

para todo X,Y € X(M), temos que

—A(V) = VxY = VxY = (v(No), ..., v(Nps1)). (4-16)
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Combinando (4-15) e (4-16), ficamos com

(W (), dWF (v)) = m@ CAvv—AY). (4-17)

Como F(x) =[[;(1 —Ai(x)) # 0, para todo x € M, temos que A;(x) # 1, i =

1,...,n. Assim, se v # 0, entdo v — Av # 0, o que implica, por (4-17), que dW, (v) # 0,
acarretando que dW," € injetiva. Como dim(T,M) = dim(Ty,+S"(1)) = n, temos que dW,"
¢ um isomorfismo. Assim, pelo teorema da fungdo invefsa, W™ é um difeomorfismo
local. Como todo difeomorfismo local € um homeomorfismo local e M é compacta, por
hipétese, pela proposi¢do 1.27 temos que W' é uma aplicacio de recobrimento. Sendo
M compacta, pelo teorema de Ropf-Rinow M é completa. Logo, para cada dois pontos
em M podemos tracar um caminho minimo ligando estes dois pontos em M e entdo M é
conexa por caminhos. Pelo coroldrio 1.30, temos que W é um homeomorfismo. Logo,
W é um homeomorfismo e um difeomorfismo local, com isso, (W*)~! ¢ diferencidvel.

Isso conclui que W é um difeomorfismo global.
O
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