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Resumo

Tokura, Willian Isao. Rigidez métrica e topológica de hipersuperfícies imer-
sas em formas espaciais. Goiânia, 2016. 80p. Dissertação de Mestrado. IME,
Instituto de Matemática e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

Neste trabalho, apresentamos resultados sobre teoremas de rigidez métrica e topológica
para hipersuperfícies fechadas imersas em Hn+1, Rn+1 e Sn+1. Tais resultados foram
obtidos por Qiaoling Wang e Changyu Xia e publicados no The Quarterly Journal
of Mathematics (2005), Proceedings of the Edinburgh Mathematical Society (2006) e
Czechoslovak Mathematical Journal(2007).

Palavras–chave

Rigidez; Hypersuperfícies; Formas Espaciais.



Abstract

Tokura, Willian Isao. Topological and metric rigidity theorems for hypersur-
faces immersed in space forms. Goiânia, 2016. 80p. MSc. Dissertation. IME,
Instituto de Matemática e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

In this work, we present results about metric rigidity theorems and topological rigidity
theorems for closed hypersurfaces immersed in Hn+1, Rn+1 and Sn+1. These results were
obtained by Qiaoling Wang and Changyu Xia and published in The Quarterly Journal
of Mathematics (2005), Proceedings of the Edinburgh Mathematical Society (2006) and
Czechoslovak Mathematical Journal(2007).
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Introdução

Nesta dissertação, apresentamos resultados sobre teoremas de rigidez métrica
e topológica para hipersuperfícies fechadas imersas em Hn+1, Rn+1 e Sn+1, que são
o espaço hiperbólico (n+ 1)-dimensional, o espaço Euclidiano (n+ 1)-dimensional e a
esfera Euclidiana (n+1)-dimensional, respectivamente. Tais resultados foram obtidos por
Qiaoling Wang e Changyu Xia e publicados no The Quarterly Journal of Mathematics
(2005), Proceedings of the Edinburgh Mathematical Society (2006) e Czechoslovak
Mathematical Journal(2007).

do Carmo em [9], apresenta o seguinte teorema de rigidez para hipersuperfície
em Rn+1.

Teorema 0.1 Seja Mn(n ≥ 2) uma hipersuperfície fechada conexa orientada imersa em

Rn+1 com curvatura de Gauss-Kronecker não nula em M, então M é difeomorfa a esfera

n-dimensional Sn.

A curvatura de Gauss-Kronecker é, como sabemos, o produto das curvaturas principais
referente a imersão. Neste caso, a imersão é tomada no espaço de curvatura seccional
constante 0, que é o Rn+1

Nos ultimos anos, foram obtidos diversos resultados de rigidez para hipersuper-
fícies imersas nos espaços completos de curvatura secccional constante −1 e 1 que são
o Hn+1 e Sn+1, respectivamente. Em 1970, do Carmo e Warner provaram um resultado
similar ao Teorema 0.1 para os espaços Hn+1 e Sn+1. Este resultado estabelece que uma
hipersuperfície fechada, conexa e orientada com curvatura seccional maior ou igual a 1
em Sn+1, ou curvatura seccional maior ou igual a −1 em Hn+1, é difeomorfa a esfera
n-dimensional Sn+1.

Em 1977, Alexander obteve um resultado similar para hipersuperfície compacta,
conexa e orientada imersa em um espaço simplesmente conexo de curvatura seccional
não positiva, onde assume-se uma hipótese adicional sobre a segunda forma fundamental
de M para obter o difeomorfismo com a esfera n-dimensional. Neste caso, a imersão em
Hn+1 pode ser tomado como caso particular.

Em [9] do Carmo utiliza técnicas de Espaços de Recobrimento para provar o
Teorema 0.1. Mais precisamente, mostra-se que sob algumas hipóteses topológicas a
aplicação normal de Gauss N : Mn → Sn+1 é um difeomorfismo global.
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Recentemente, Qiaoling Wang e Changyu Xia, obtiveram teoremas de Rigidez
topológica para hipersuperfícies fechadas em Hn+1, Sn+1 e Rn+1. Os teoremas estabe-
lecem que uma hipersuperfície Mn(n ≥ 2) imersa em Hn+1, Sn+1 ou Rn+1, com certas
hipóteses adicionais, é difeomorfa a esfera n-dimensional Sn+1.

Uma das técnicas utilizadas pelos autores foi baseada na teoria de Espaços
de Recobrimento, onde estabeleceram um difeomorfismo global entre M e Sn+1, via
um difeomorfismo local. Além disso, os autores obtiveram teoremas de rigidez métrica
para o caso de imersão em Sn+1, obtendo uma caracterização do produto de esferas
S1(

√
1− c2)×Sn−1(c) em Sn+1.

Para este último resultado, supomos que Mn imersa em Sn+1 tem curvatura es-
calar constante. Teoremas de Rigidez de hipersuperfícies com curvatura escalar constante
em Sn+1 tiveram bastante fluxo de estudos nos últimos anos.

Cheng e Yau em [6] provaram que se Mn tem curvatura seccional não negativa
e curvatura escalar constante dada por n(n − 1)r, com r ≥ 1, então Mn é isometrica
ou a uma hipersuperfície totalmente umbílica ou a um produto de esferas. De maneira
similar, Li em [12] trocou a hipótese da curvatura seccional no teorema acima por
uma limitação sob a segunda forma fundamental de M e obteve o mesmo resultado.
Recentemente, Cheng em [7] obteve uma caracterização para o produto de esferas
S1(

√
1− c2)× Sn−1(c), partindo de uma hipersuperfície Mn completa imersa em Sn+1

com curvatura escalar constante dada por n(n − 1)r e hipóteses sobre as curvaturas
principais e a segunda forma fundamental de M, de que a hipersuperfície M é isometrica
ao produto S1(

√
1− c2)×Sn−1(c), para um c ∈ (0,1), obtendo assim, uma caracterização

para o produto de esferas S1(
√

1− c2)×Sn−1(c).
Este trabalho está dividido em 4 capítulos. No capítulo 1, apresentaremos defi-

nições e resultados da Geometria Riemanniana e de Espaços de Recobrimento que serão
necessários para a compreensão dos próximos capítulos.

No capítulo 2, estudaremos as hipersuperfícies fechadas imersas em Rn+1, onde
mostraremos que uma hipersuperfície Mn fechada, conexa e orientada imersa em Rn+1,
com curvatura de Ricci não negativa e uma hipótese de limitação da curvatura escalar,
dada em função do autovalor do operador laplaciano atuando em M, é uma esfera n-
dimensional.

No capítulo 3, estudaremos as hipersuperfícies fechadas imersas em Sn+1. Neste
capítulo, provaremos teoremas de rigidez topológica, onde estabeleceremos um difeomor-
fismo entre a hipersuperfície e a esfera n-dimensional via Espaços de Recobrimento e al-
guns resultados de rigidez métrica. Apresentaremos também, uma prova alternativa para
um teorema proposto por Qiaoling Wang e Changyu Xia, dada por Harold Rosenberg,
Hilário Alencar e Walcy Santos em [18], que o faz de maneira álgebrica. Além disso,
Guoxin Wei e Young Jin Suh provaram em [23] uma generalização para um outro teo-
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rema obtido por Qiaoling Wang e Changyu Xia, trocando uma hipótese de compacidade
por completude da hipersuperfície M. Apresentaremos, assim, a prova deste resultado que
será baseada em [23].

Concluimos este trabalho, estudando , no capítulo 4, as hipersuperfícies fechadas
imersas em Hn+1. Essencialmente, provaremos teoremas de rigidez topológica, onde
estabeleceremos um difeomorfismo entre a hipersuperfície e a esfera n-dimensional via
Espaços de Recobrimento.



Preliminares

Neste capítulo, faremos uma breve abordagem de algumas noções de geometria
Riemanniana. Para isso, definiremos variedades deferenciáveis, métricas Riemannianas
e curvatura. Mais detalhes podem ser conferidos em [9]. Além disso, estabeleceremos
algumas notações e resultados da Teoria de Espaços de Recobrimento e alguns fatos
básicos da Análise Funcional. Sendo assim, a prova de alguns resultados não será feita,
mas em todo o texto ficará clara a referência para obter tais justifícativas.

1.1 Variedade Diferenciável

Definição 1.1 Uma variedade diferenciável de dimensão n é um conjunto M e uma

família de aplicações biunívocas Xα : Uα ⊂ Rn → M de abertos Uα de Rn em M tais

que:

i)
∪
α

Xα(Uα) = M.

ii) Para todo par α, β, com Xα(Uα) ∩ Xβ(Uβ) = W ̸= /0, os conjuntos X−1
α (W ) e

X−1
β (W ) são abertos em Rn e as aplicações X−1

β ◦X−1
α são diferenciáveis.

iii) A família {(Uα,Xα)} é máxima relativamente às condições i) e ii).

O par (Uα,Xα) (ou a aplicação Xα) com p ∈ Xα(Uα) é chamado uma parametri-
zação (ou sistema de coordenadas) de M em p; Xα(Uα) é então chamada uma vizinhança
coordenada em p. Uma família {(Uα,Xα)} satisfazendo i) e ii) é chamada uma estrutura
diferenciável em M.

As variedades aqui apresentadas serão supostas Hausdorff e de base enumerável.

Definição 1.2 Sejam Mn
1 e Mm

2 variedades diferenciáveis. Uma aplicação φ : Mn
1 → Mm

2

é diferenciável em p ∈ M1 se dada uma parametrização Y : V ⊂Rm → M2 em φ(p) existe

uma parametrização X : U ⊂ Rn → M1 em p tal que φ(X(U))⊂ Y (V ) e a aplicação

Y−1 ◦φ◦X : U ⊂ Rn → Rm

é diferenciável em X−1(p). φ é diferenciável em um aberto de M1 se é diferenciável em

todos os pontos desse aberto.
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Definição 1.3 Sejam Mm e Nn variedades diferenciáveis. Uma aplicação diferenciável

φ : M → N é uma imersão se dφp : TpM → Tφ(p)N é injetiva para todo p ∈ M. Se, além

disso, φ é um homeomorfismo sobre φ(M)⊂ N, onde φ(M) tem a topologia induzida por

N, diz-se que φ é um mergulho. Se M ⊂ N e a inclusão i : M ↪→ N é um mergulho, diz-se

que M é uma subvariedade de N.

Definição 1.4 Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) em uma variedade

diferenciável M é uma correspondência que associa a cada ponto p de M um produto

interno ⟨., .⟩p (isto é, uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no espaço tangente

TpM, que varia diferenciavelmente no seguinte sentido: Se X : U ⊂Rn → M é um sistema

de coordenadas locais em torno de p, com X(x1,x2, . . . ,xn) = q ∈ X(U) e ∂
∂xi

(q) =

dX(0, . . . ,1, . . . ,0) então ⟨ ∂
∂xi

(q), ∂
∂x j

(q)⟩q = gi j(x1,x2, . . . ,xn) é uma função diferenciável

em U.

Uma variedade diferenciável com uma dada métrica Riemanniana chama-se uma
variedade Riemanniana.

A primeira coisa a se fazer depois de definir certa estrutura é estabelecer uma
noção de equivalência para tal estrutura.

Definição 1.5 Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo f : M → N

(isto é, f é uma bijeção diferenciável com inversa diferenciável) é chamado uma isometria

se:

⟨u,v⟩p = ⟨d fp(u),d fp(v)⟩ f (p)

para todo p ∈ M, u, v ∈ TpM

Nas definições seguintes indicaremos por X(M) o conjunto dos campos de
vetores de classe C∞ em M e por D(M) o anel das funções reais de classe C∞ definidas
em M.

Definição 1.6 Uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável M é uma aplicação

∇ : X(M)×X(M)→ X(M)

que se indica por (X ,Y ) 7−→ ∇XY e que satisfaz as seguintes propriedades:

i) ∇ f X+gY Z = f ∇X Z +g∇Y Z,

ii) ∇X(Y +Z) = ∇XY +∇X Z,

iii) ∇X( fY ) = f ∇XY +X( f )Y ,

onde X ,Y,Z ∈ X(M) e f ,g ∈ D(M).
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Os resultados a seguir podem ser encontrados com detalhes em [9].

Proposição 1.7 Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão afim ∇. Então

existe uma única correspondência que associa a um campo vetorial V ao longo da curva

diferenciável c : I → M um outro campo vetorial DV
dt ao longo de c, denominado derivada

covariante de V ao longo de c, tal que:

i) D
dt (V +W ) = DV

dt + DW
dt .

ii) D
dt ( fV ) = d f

dt V + f DV
dt , onde W é um campo de vetores ao longo de c e f é uma

função diferenciável em I.

iii) Se V é induzido por um campo de vetores Y ∈ X(M), isto é, V (t) = Y (c(t)), então
DV
dt = ∇ dc

dt Y .

Proposição 1.8 Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexão ∇ em M é compatível

com a métrica se e só se para todo par V e W de campos de vetores ao longo da curva

diferenciável c : I ⊂ R→ M tem-se

d
dt
⟨V,W ⟩=

⟨
DV
dt

,W
⟩
+

⟨
V,

DW
dt

⟩
, t ∈ I.

Corolário 1.9 Uma conexão ∇ em uma variedade Riemanniana M é compatível com a

métrica se, e só se,

X⟨Y,Z⟩= ⟨∇XY,Z⟩+ ⟨Y,∇X Z⟩, X ,Y,Z ∈ X(M).

Definição 1.10 Uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável M é dita simétrica

quando

∇XY −∇Y X = [X ,Y ], ∀X ,Y ∈ X(M).

Teorema 1.11 (Levi-Civita) Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma conexão

afim ∇ em M satisfazendo as condições:

i) ∇ é simétrica.

ii) ∇ é compatível com a métrica Riemanniana.

A conexão dada pelo teorema acima é denominada conexão de Levi-Civita(ou
Riemanniana) de M.

Definição 1.12 Sejam M uma variedade Riemanniana e X ∈X(M) . O divergente de X é

definido como:

divX : M −→ R

p 7−→ traço(Y (p)→ ∇Y X(p)), p ∈ M.
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Definição 1.13 Sejam M uma variedade Riemanniana e f ∈ D(M). O gradiente de f é

definido como o campo vetorial grad f em M tal que:

⟨grad f (p),v⟩= d fp(v), p ∈ M,v ∈ TpM

Definição 1.14 Sejam M uma variedade Riemanniana. O Laplaciano de M é definido

como o operador

∆ f : D(M)−→ D(M)

f 7−→ ∆ f = div(grad f ), f ∈ D(M)

Definição 1.15 Sejam M uma variedade Riemanniana. A Hessiana de f : M →R é dado

por

∇2 f : X(M)×X(M)−→C∞(M)

(X ,Y ) 7−→ ⟨∇X grad f ,Y ⟩

Podemos considerar Hess f como um tensor, tal que, para cada par de campos X ,
Y ∈ X(M), temos Hess f (X ,Y ) = ⟨Hess f (X),Y ⟩.

Adotando um referencial ortonormal E1,E2,E3, . . .En em p ∈ M, onde M é uma
variedade Riemanniana de dimensão n, temos a seguinte proposição.

Proposição 1.16 Seja Ei, i = 1,2,3 . . . ,n = dim(M), um referencial ortonormal em p ∈
M. Então o divergente e o gradiente podem ser representados respectivamente por:

divX(p) =
n

∑
i=1

(Ei( fi))(p), onde X = ∑
i

fiEi,

grad f (p) =
n

∑
i=1

(Ei( f ))Ei(p).

Prova. Para o gradiente de f temos, tomando v = Ei(p), i = 1,2,3, . . .n, que

⟨grad f (p),Ei(p)⟩= d fp(Ei)(p) = Ei( f ) = fi.

Logo, como

grad f (p) =
n

∑
j=1

a jE j(p),

temos que

⟨
n

∑
j=1

a jE j(p),Ei(p)⟩= ai = fi.
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Assim

grad f (p) =
n

∑
i=1

(Ei( f ))Ei(p).

Para o divergente temos que

divX = traço(Y (p)→ ∇Y X(p))

=
n

∑
i=1

⟨∇EiX ,Ei⟩

=
n

∑
i=1

⟨∇Ei(
n

∑
j=1

( f jE j),Ei⟩

=
n

∑
i, j=1

⟨Ei( f j)E j + f j∇EiE j,Ei⟩

=
n

∑
i, j=1

⟨ fi jE j,Ei⟩

=
n

∑
i

Ei( fi).

�

1.2 Curvatura

Apresentaremos agora uma definição de curvatura que, intuitivamente, mede o
quanto uma variedade deixa de ser Euclidiana.

Definição 1.17 A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma correspondência

que associa a cada par X, Y ∈ X(M) uma aplicação R(X ,Y ) : X(M)→ X(M) dada por

R(X ,Y )Z = ∇Y ∇X Z −∇X ∇Y Z +∇[X ,Y ]Z, Z ∈ X(M)

onde ∇ é a conexão Riemanniana de M.

Proposição 1.18 A curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das seguintes

propriedades:

i) R é bilinear em X(M)×X(M), isto é,

R( f X1 +gX2,Y1) = f R(X1,Y1))+gR(X2,Y1),

R(X1, fY1 +gY2) = f R(X1,Y1))+gR(X1,Y2),
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f , g ∈ D(M), X1,X2,Y1,Y2 ∈ X(M).

ii) Para todo par X ,Y ∈X(M), o operador curvatura R(X ,Y ) :X(M)→X(M) é linear,

isto é,

R(X ,Y )(Z +W ) = R(X ,Y )Z +R(X ,Y )W,

R(X ,Y ) f Z = f R(X ,Y )Z,

f ∈ D(M), Z,W ∈ X(M).

Prova. A demonstração segue da definição 1.6 e 1.16 �

Definição 1.19 Dado um ponto p ∈ M e um subespaço bidimensional σ ⊂ TpM o número

real

K(x,y) = K(σ) =
⟨R(x,y)x,y⟩
|x∧ y|2

onde x,y é uma base qualquer de σ, é chamado curvatura seccional de σ em p.

Algumas combinações das curvaturas seccionais aparecerão com frequência no
trabalho, elas merecem destaque, são a curvatura de Ricci e a curvatura escalar, que
definiremos a seguir.

Definição 1.20 Seja x = zn um vetor unitário em TpM; tomando uma base ortonormal

{z1,z2,z3, . . . ,zn−1} do hiperplano de TpM ortogonal a x, as médias abaixo:

Ricp(x) =
1

n−1 ∑
i
⟨R(x,zi)x,zi⟩, i = 1,2,3, . . .n−1,

K(p) =
1
n ∑

j
Ricp(z j), j = 1,2,3, . . .n−1.

são denominadas curvatura de Ricci e curvatura escalar, respectivamente.

1.3 Imersões Isométricas

Seja f : Mn → Mn+m=k uma imersão. Então, para cada p ∈ M, existe uma
vizinhança U ⊂ M de p tal que f (U) ⊂ M é uma subvariedade de M. Isto quer dizer
que existem uma vizinhança U ⊂ M de f (p) e um difeomorfismo φ : U →V ⊂Rk em um
aberto V do Rk, tais que φ aplica difeomorficamente f (U)∩U em um aberto do subespaço
Rn ⊂ Rk. Para simplificar a notação, identificaremos U com f (U) e cada vetor v ∈ TqM,
q ∈U , com d fq(v) ∈ Tf (q)M.
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Para cada p ∈ M, o produto interno em TpM decompõe TpM na soma direta

TpM = TpM⊕ (TpM)⊥

onde (TpM)⊥ é o complemento ortogonal de TpM em TpM.
Se v ∈ TpM, p ∈ M, podemos escrever

v = vT + vN , vT ∈ TpM, vN ∈ (TpM)⊥

onde denominaremos vT a componente tangencial de v e vN a componente normal de v.
Indicaremos a conexão Riemanniana de M por ∇. Se X e Y são campos locais de

vetores em M, e X , Y são extensões locais de M, definiremos

∇XY = (∇XY )⊥

Se X , Y são campos locais em M. Então

B(X ,Y ) = ∇XY −∇XY

é um campo local em M normal a M. Além disso, B não depende das extensões X , Y .
Com efeito, se X1 é outra extensão de X , teremos

(∇XY −∇XY )− (∇X1
Y −∇XY ) = ∇X−X1

Y

que se anula em M, pois X −X1 = 0 em M; além disso, se Y 1 é outra extensão de Y temos
que

(∇XY −∇XY )− (∇XY 1 −∇XY ) = ∇X(Y −Y 1) = 0,

pois Y −Y 1 = 0 ao longo de uma tragetória de X . Portanto, B(X ,Y ) está bem definida. No
que se segue, indicaremos por X(U)⊥ o campo de vetores diferenciáveis em U normais a
f (U)≈U

Proposição 1.21 Se X, Y ∈ X(U), a aplicação B : X(U)×X(U)→ X(U)⊥ dada por

B(X ,Y ) = ∇XY −∇XY

é bilinear e simétrica.

Prova. A demonstração pode ser vista com detalhes em [9].
�
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Seja p ∈ M e η ∈ (TpM)⊥. A aplicação Hη : TpM×TpM → R dada por

Hη(x,y) = ⟨B(x,y),η⟩, x,y ∈ TpM,

é pela proposição 1.20, uma forma bilinear simétrica. Logo temos o seguinte definição

Definição 1.22 (Segunda Forma Fundamental) A forma quadrática IIη definida em TpM

por

IIη(x) = Hη(x,x)

é chamada a segunda forma fundamental da imersão f em p segundo o vetor normal η.

A essa aplicação bilinear Hη fica associado uma aplicação linear auto-adjunta
Sη : TpM → TpM dada por

⟨Sη(x),y⟩= Hη(x,y) = ⟨B(x,y),η⟩

frequentemente denominada de "operador forma"ou "operador de Weingartein".
A proposição seguinte nos dá uma expressão da aplicação linear associada a

segunda forma fundamental em termos da derivada covariante.

Proposição 1.23 Seja p ∈ M, x ∈ TpM e η ∈ (TpM)⊥. Seja N uma extensão local de η
normal a M. Então

Sη(x) =−(∇xN)T

.

Prova. Seja y ∈ TpM e X , Y extensões locais de x, y, respectivamente, e tangentes a M.
Assim, como ⟨N,Y ⟩= 0, temos que

⟨Sη(x),y⟩ = ⟨B(X ,Y )(p),N⟩

= ⟨∇XY −∇XY,N⟩(p)

= ⟨∇XY,N⟩(p)

= −⟨Y,∇X N⟩(p)

= ⟨−∇xN,y⟩,

para todo y ∈ TpM.
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Além disso, como ∇xN = (∇xN)T +(∇xN)N e y ∈ TpM, temos que,

⟨Sη(x),y⟩ = ⟨B(X ,Y )(p),N⟩

= ⟨−∇xN,y⟩

= ⟨−[(∇xN)T +(∇xN)N ],y⟩

= ⟨−(∇xN)T ,y⟩,

para todo y ∈ TpM.
�

Exemplo 1.1 Consideremos o caso particular em que a codimensão da imersão é 1,

isto é, f : Mn → Mn+1; f (M) ⊂ M é então denominada uma hipersuperfície. Tomando

p ∈ M e η ∈ (TpM)⊥, |η| = 1. Como Sη : TpM → TpM é simétrica, existe pelo teorema

espectral da álgebra linear uma base ortonormal de vetores próprios {e1,e2, . . . ,en} de

TpM com valores próprios reais λ1,λ2, . . . ,λn, isto é, Sη(ei) = λiei, 1 ≤ i ≤ n. Se M e M

são ambas orientáveis e estão orientadas então o vetor η fica unicamente determinado.

Nesse caso, denominamos os ei direções principais e os λi = ki curvaturas principais

de f . As funções simétricas de λ1,λ2, . . . ,λn são invariantes da imersão. Por exemplo:

det(Sη) = λ1. . . . .λn é denominada curvatura de Gauss-Kronecker de f e 1
n(λ1+ · · ·+λn)

é denominada curvatura média.

Relacionaremos agora a curvatura de M com a curvatura de M e as segundas
formas fundamentais. Se x, y ∈ TpM ⊂ TpM, são linearmente independentes, indicaremos
por K(x,y) e K(x,y) as curvaturas seccionais de M e M, respectivamente, no plano gerado
por x,y.

Teorema 1.24 (Gauss)Sejam p ∈ M e x, y vetores ortonormais de TpM. Então

K(x,y)−K(x,y) = ⟨B(x,x),B(y,y)⟩− |B(x,y)|2

Prova. Sejam X , Y extensões locais ortogonais de x, y, respectivamente, e tangentes a M;
indicaremos por X , Y as extensões locais de X , Y a M. Então utilizando a definição de
cuvatura dada em 1.16, temos

K(x,y)−K(x,y) = ⟨∇Y ∇X X −∇X ∇Y X − (∇Y ∇X X −∇X ∇Y X),Y ⟩(p)+

+⟨∇[X ,Y ]X −∇[X ,Y ]X ,Y ⟩(p).

Agora, temos que o último termo se anula, pois

⟨∇[X ,Y ]X −∇[X ,Y ]X ,Y ⟩(p) = ⟨(∇[X ,Y ]X)N ,Y ⟩(p) = 0.
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Por outro lado, se indicarmos por E1, . . . ,Em, m = dim(M)− dim(M), campos locais
ortonormais e normais a M, teremos que

B(X ,Y ) = ∑
i

Hi(X ,Y )Ei, Hi = HEi , i = 1, . . . ,m.

Portanto, em p

∇Y ∇X X = ∇Y (∑
i

Hi(X ,X)Ei +∇X X)

= ∑
i
{Hi(X ,X)∇Y Ei +Y Hi(X ,X)Ei}+∇Y ∇X X .

Logo, em p

(a) ⟨∇Y ∇X X ,Y ⟩=−∑i Hi(X ,X)Hi(Y,Y )+ ⟨∇Y ∇X X ,Y ⟩,
(b) ⟨∇X ∇Y X ,Y ⟩=−∑i Hi(X ,Y )Hi(X ,Y )+ ⟨∇X ∇Y X ,Y ⟩,

Usando (a) e (b), obtemos o desejado.
�

No que se segue, usaremos as letras latinas X , Y , Z, etc., para indicar os campos
diferenciáveis de vetores tangentes e as letras gregas ξ, η, ζ, etc., para indicar os campos
diferenciáveis de vetores normais. Vimos que a componente tangente de ∇X η é dada por
(∇X η)T =−Sη(X). Passaremos agora a descrever a componente normal de ∇X η, que será
chamado conexão normal ∇⊥ da imersão. Explicitamente,

∇⊥
X η = (∇X η)N = ∇X η− (∇X η)T = ∇X η+Sη(X)

Dada a imersão f : Mn → Mn+m=k podemos decompor o espaço tangente Tf (p)M

em dois subespaços, o espaço normal e o espaço tangente. A esses subspaços podemos
considerar duas geometrias, a geometria do fibrado tangente e do fibrado normal. Essas
geometrias se relacionam com a segunda forma fundamental da imersão por meio de
expressões que generalizam as clássicas equações de Gauss e Codazzi da teoria das
superfícies. Passaremos a descrevê-las.

Proposição 1.25 As seguintes equações se verificam:

(a) Equação de Gauss.

⟨R(X ,Y )Z,T ⟩= ⟨R(X ,Y )Z,T ⟩−⟨B(Y,T ),B(X ,Z)⟩

+⟨B(X ,T ),B(Y,Z)⟩.
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(b) Equação de Ricci.

⟨R(X ,Y )η,ζ⟩−⟨R⊥(X ,Y )η,ζ⟩= ⟨[Sη,Sζ]X ,Y ⟩

onde [Sη,Sζ] indica o operador Sη ◦Sζ −Sζ ◦Sη.

Prova. A demonstração pode ser vista em [9]. �

As equações de Gauss e Ricci são expressões algébricas que relacionam as cur-
vaturas dos fibrados tangente e normal respectivamente, com a segunda forma fundamen-
tal da imersão. Uma relação não algébrica é dada pela equação de Codazzi, para a qual
precisamos "derivar"a segunda forma fundamental considerada como um tensor.

Dada uma imersão isométrica, convém indicar por X(M)⊥ o espaço dos campos
de vetores normais a M de classe C∞. Nesse caso podemos considerar a segunda forma
fundamental da imersão como o tensor

B : X(M)×X(M)×X(M)⊥ → D(M)

definido por
B(X ,Y,η) = ⟨B(X ,Y ),η⟩.

A definição de derivada covariante se estende a este tipo de tensor de maneira natural:

(∇X B)(Y,Z,η) = X(B(Y,Z,η))−B(∇XY,Z,η)−B(Y,∇X Z,η)−B(Y,Z,∇⊥
X η) (1-1)

Proposição 1.26 (Equação de Codazzi)Com a notação acima temos que

⟨R(X ,Y )Z,η⟩= (∇Y B)(X ,Z,η)− (∇X B)(Y,Z,η).

Prova. A demonstração pode ser vista em [9]. �

Observação 1.1 Se o espaço ambiente M tem curvatura seccional constante, a equação

de Codazzi se reduz a:

(∇Y B)(X ,Z,η) = (∇X B)(Y,Z,η)

pois, nesse caso R ≡ 0.

Se, além disso, a codimensão da imersão é 1, ou seja, f (M) é uma hipersuperfí-

cie, temos que ∇⊥
X η = 0. Logo
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(∇Y B)(X ,Z,η) = X⟨Sη(Y ),Z⟩−⟨Sη(∇XY ),Z⟩−⟨Sη(Y ),∇X Z⟩

= ⟨∇X(Sη(Y )),Z⟩−⟨Sη(∇XY ),Z⟩.

Neste caso, como

(∇Y B)(X ,Z,η) = (∇X B)(Y,Z,η),

temos que

⟨∇X(Sη(Y )),Z⟩−⟨Sη(∇XY ),Z⟩= ⟨∇Y (Sη(X)),Z⟩−⟨Sη(∇Y X),Z⟩.

Logo

∇X(Sη(Y ))−∇Y (Sη(X)) = Sη([X ,Y ]).

Definição 1.27 Seja f : M → M um imersão, p ∈ M e considere {E1, . . . ,En} um referen-

cial ortonormal do espaço X(U)⊥, onde U é uma vizinhança de M do ponto p na qual f

é um mergulho, então o vetor normal

H =
1
n ∑

i
(traço SEi)Ei

é dito vetor curvatura média de f em p.

1.4 O r-ésimo Tensor de Newton

Definição 1.28 Uma função F : Rn →R é dita simétrica se, F é invariante por permuta-

ção de suas variáveis independentes, isto é

F(x1,x2, . . . ,xn) = F(σ(x1,x2, . . . ,xn))

onde σ é uma permutação de (x1,x2, . . . ,xn).

Exemplo 1.2 As funções F,G : Rn → R, dadas por,

F(x1,x2, . . . ,xn) =
n

∏
i=1

xi,

G(x1,x2, . . . ,xn) = ∑
1≤i≤ j≤k≤n

xix jxk,

são exemplos de funções simétricas.
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Definição 1.29 Um polinômio s, com coefícientes em um corpo ou em um anel associa-

tivo e comutativo K com unidade, é simétrico, se s for uma função simétrica.

Definição 1.30 O r-ésimo polinômio simétrico elementar sr : Rn → R é definido como

sr(x1,x2, . . . ,xn) =


1, r = 0

∑
1≤i1≤i2≤···≤ir≤n

xi1 . . .xir , r ∈ {1,2, . . . ,n}

0, r > n

onde chamaremos sr de r-função simétrica de (x1,x2, . . . ,xn).

Definição 1.31 Seja k1, . . . ,kn os autovalores da matriz de Weingartein A. Definimos a

r-curvatura média correspondente a imersão de M em Sn+1 em um ponto p ∈ M por

Hr =
1(n
r

) ∑
i1<···<ir

ki1 . . .kir =
1(n
r

)Sr.

onde Sr é uma r-função simétrica de k1, . . . ,kn. Para unificar a notação, vamos definir

H0 = 1 e Hr = 0, para todo r ≥ n+1. Para r = 1, temos que H1 = H a curvatura média

de M, no caso r = 2, temos que H2 é a curvatura escalar de M e no caso n = r, temos que

Hn é a curvatura de Gauss-Kronecker de M.

Definição 1.32 Dado p ∈ M. Definimos o r-tensor de Newton como a aplicação Pr :
TpM → TpM definida indutivamente por

P0 = Id,

Pr = SrId −APr−1,r > 1,

Em [16], Reilly mostrou que Pr‘s satisfazem as condições dadas na seguinte
proposição.

Proposição 1.33 ([16], veja também [1] lema 2.1)Seja x : Mn → Nn+1 uma imersão

isométrica entre duas variedades Riemannianas, e seja A o operador auto-adjunto

associado a imersão x. Então o r- tensor de Newton Pr satisfaz:

i) tra(Pr) = (n− r)Sr.

ii) tra(APr) = (r+1)Sr+1.

iii) tra(A2Pr) = S1Sr+1 − (r+2)Sr+2.

Associado a cada r-tensor de Newton Pr, definimos o operador

Lr : D(M)−→ D(M)

f 7−→ Lr( f ) = traço(PrHess( f ))
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Observação 1.2 Para r = 0, temos que, o operador L0 resume-se ao operador laplaciano

e caso Nn+1 tenha curvatura seccional constante, Rosenberg provou em [17], utilizando

as equações de Codazzi, que

Lr( f ) = divM(Prgrad f ).

Proposição 1.34 (Desigualdade de Newton)(veja [10] pg. 52, e [2] pg. 285) Seja Hr =
1
(n

r)
Sr, onde Sr é uma r-função simétrica de λ1, . . . ,λn. Então

Hi−1Hi+1 ≤ H2
i (1-2)

para todo i, tal que, 0 ≤ i < n. Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se,

λ1 = λ2 = · · ·= λn.

1.5 Espaços de Recobrimento

Dado um difeomorfismo local f : M → N entre dois espaços topológicos M,
N, é natural perguntarmos quando esse difeomorfismo local é um difeomorfismo global.
Convém colocar esta questão em um contexto mais geral e para isso precisamos da noção
de Espaços de Recobrimento.

Definição 1.35 Sejam B e B subconjuntos de Rn. Dizemos que a aplicação π : B → B é

uma aplicação de recobrimento se

(i) π é contínua e π(B) = B.

(ii) Para cada ponto p ∈ B existe uma vizinhança U de B(chamada vizinhança distin-

guida de p) tal que

π−1(U) =
∪
α

Vα

onde Vα‘s são abertos dois a dois disjuntos, tal que a restrição π|Vα : Vα →U é um

homeomorfismo.

Nessas condições, B é dito um espaço de recobrimento de B

Proposição 1.36 Seja π : B→B um homeomorfismo local, B compacta e B conexa. Então

π é uma aplicação de recobrimento.

Prova. Como π é um homeomorfismo local, temos que π(B) ⊂ B é aberto em B. Além
disso, pela continuidade de π, temos que π(B) é compacto, logo fechado em B. Como
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π(B) ∈ B é aberto e fechado em um conjunto conexo B, temos π(B) = B. Assim, a
condição i) da definição 3.1 está satisfeita.

Para verificar a condição ii), seja b∈B. Então π−1(b)⊂B é finito. Caso contrário
π−1(b) teria um ponto de acumulação q ∈ B e isto contradiz o fato de π : B → B ser um
homeomorfismo local. Logo, podemos escrever π−1(b) = b1, . . . ,bk.

Seja Wi uma vizinhança de bi, i = 1, . . . ,k, tal que a restrição de π a Wi seja um
homeomorfismo(π é um homeomorfismo local). Como π−1(b) é finito, é possível escolher
os Wi suficientemente pequenos de forma que sejam dois a dois disjuntos. Como π é um
homeomorfismo local, a imagem por π de um conjunto fechado em B é um conjunto
fechado em B. Segue-se que existe uma vizinhança U de b tal que U ⊂

∩
(π(Wi)) e que

π−1(U)⊂
∪

iWi. Fazendo Vi = π−1(U)∩Wi temos que

π−1(U) =
∪

i

Vi

e que os Vi são dois a dois disjuntos. Além disso, é claro que a restrição de π a Vi é
um homeomorfismo sobre U . Segue-se então que U é uma vizinhança distinguida de b.
Como b é artitrário, temos que a condição ii) é verificada. �

Uma propriedade importante da aplicação de recobrimento é a possibilidade de
"levantar"curvas contínuas em B de forma a obter curvas contínuas em B. Para formalizar,
considere B e B subconjuntos de Rn e α : [0, l] → B um caminho em B. Seja π : B → B

uma aplicação contínua. Se existir um caminho de B

α : [0, l]→ B

com π◦α = α, dizemos que α é um levantamento de α com origem em α(0) ∈ B.

Proposição 1.37 Seja π : B → B uma aplicação de recobrimento, α : [0, l] → B um

caminho em B, e p0 ∈ B tal que π(p0) = α(0) = p0. Então existe um único levantamento

α : [0, l]→ B de α com origem em p0, isto é, com α(0) = p0.

Prova. A demonstração pode ser vista com detalhes em [9]. �

Proposição 1.38 Seja π : B→ B um homeomorfismo local com a propriedade de levantar

caminhos. Seja B conexo por caminhos e B simplesmente conexo. Então π é um homeo-

morfismo.

Prova. A demonstração pode ser vista com detalhes em [9]. �

O corolário abaixo segue da proposição 1.28.
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Corolário 1.39 Seja π : B → B uma aplicação de recobrimento, B conexo por caminhos

e B simplesmente conexo. Então π é um homeomorfismo.

Definição 1.40 B é localmente simplesmente conexa se qualquer vizinhança de cada

ponto contém uma vizinhança simplesmente conexa. Em outras palavras, B é localmente

simplesmente conexa se cada ponto tem vizinhanças simplesmente conexas arbitraria-

mente pequenas.

Proposição 1.41 Seja π : B→ B um homeomorfismo local com a propriedade de levantar

caminhos. Suponha que B seja localmente simplesmente conexo e que B seja localmente

conexo por caminhos. Então π é uma aplicação de recobrimento.

Prova. A demonstração pode ser vista com detalhes em [9]. �

Proposição 1.42 Sejam M uma variedade Riemanniana completa, conexa e f : M → N

um difeomorfismo local sobre uma variedade Riemanniana N que possui a seguinte

propriedade: para todo p ∈ M, e todo v ∈ TpM, tem-se |d fp(v)| ≥ |v|. Então f é uma

aplicação de recobrimento.

Prova. Como toda variedade diferenciável é localmente simplesmente conexa, temos
pela proposição 1.31 que é suficiente mostrarmos que f possui a propriedade de levantar
caminhos em N, isto é, dado uma curva diferenciável c : [0,1] → N e um ponto q ∈ M

com f (q) = c(0), existe uma curva c : [0,1]→ M com c(0) = q e f ◦ c = c.
Primeiramente, como f é um difeomorfismo local em q, existe ε > 0 tal que é

possível definir c : [0,ε]→ M com c(0) = q e f ◦c = c, isto é, é possível levantar c em um
intervalo pequeno a partir de q. Como f é um difeomorfismo local em todo M, o conjunto
dos valores A ⊂ [0,1], tais que c pode ser levantada em A a partir de q é um intervalo
aberto à direita, isto é, A = [0, t0). Se mostrarmos que t0 ∈ A, teremos que A é aberto e
fechado em [0,1], logo A = [0,1] e c pode ser inteiramente levantada. Com efeito, seja
{tn}∞

n=1 uma sequência crescente em A com lim tn = t0. Então a sequência {c(tn)} está
contida em um compacto K ⊂ M. De fato, do contrário, como M é completa, a distância
entre c(tn) e c(0) será arbitrariamente grande. Como por hipótese

l0,tn(c) =
∫ tn

0
|dc
dt

|dt =
∫ tn

0
|d fc(t)(

dc
dt

)|dt

≥
∫ tn

0
|dc
dt

|dt ≥ d(c(tn),c(0))

isso implica que o comprimento de c entre 0 e t0 é arbitrariamente grande, o que é um
absurdo, logo {c(tn)} está contida em um compacto. Agora, como {c(tn)} ∈ K, n = 1, . . . ,
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existe um ponto de acumulação r ∈ M de {c(tn)}. Seja V uma vizinhança de r tal que
f | V é um difeomorfismo. Então c(t0) ∈ f (V ) e, por continuidade, existe um intervalo
I ⊂ [0,1], t0 ∈ I, tal que c(I) ⊂ f (V ). Tomando n tal que {c(tn)} ∈ V e considerando o
levantamento g de c em I passando por r, teremos que os levantamentos g e c coincidem
em [0, tn)∩ I, pois f | V é biunívoca. Portanto, g é uma extensão de c em I, donde c está
definido em t0 e assim t0 ∈ A. �

1.6 Outros Resultados

Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional conexa com fronteira ∂M

diferenciável, mensurada e com densidade da medida sendo denotada por dA. Seja v um
campo unitário normal e exterior a ∂M. Então, denotando ⟨,⟩ o produto interno em TpM,
p ∈ M temos

Teorema 1.43 (Teorema da divergência)Seja X um campo vetorial de classe C1(M) e

com suporte compacto em M. Então∫
M
(divX)dV =

∫
∂M

⟨X ,v⟩dA.

Prova. A demonstração pode ser vista com detalhes em [4]. �

O teorema abaixo segue como corolário do teorema da divergência.

Teorema 1.44 (Teorema de Green)Sejam h∈C1(M) e f ∈C2(M), tal que h.grad( f ) tem

suporte compacto em M. Então

∫
M
(h.△( f )+ ⟨grad(h),grad( f )⟩)dV =

∫
∂M

h
∂ f
∂v

dA.

Prova. Basta considerar o campo X = h.grad( f ) no Teorema da Divergência. �

O teorema a seguir pode ser conferido em [13].

Teorema 1.45 (Fórmula de Böchner)Se M é uma variedade Riemanniana e f ∈C∞(M),

então

1
2

∆(|grad( f )|2) = |∇2 f |2 + ⟨grad( f ),grad(∆( f ))⟩+Ric(gra f ( f ),grad( f )).

Considere agora Mn uma Variedade Diferenciável n-dimensional (com fronteira
possívelmente vazia). Vimos na seção 1.1 que o operador Laplaciano △ atuando sobre
funções D(M) foi definido como
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∆ f : D(M)−→ D(M)

f 7−→ ∆ f = divgrad f , f ∈ D(M)

Vamos munir o espaço D(M) com a norma ∥.∥1 dada por

∥φ∥2
1 =

∫
M
|gradφ|2 +

∫
M
|φ|2, φ ∈ D(M)

e considerar o problema {
△u+λu = 0
∂M = /0.

Denotando por λ1 o primeiro autovalor não nulo do problema acima, podemos
organizar os autovalores deste problema da seguinte maneira

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ·· · →+∞

Vamos denotar por H2
1 (M) o complemento de D(M) com respeito a norma ∥.∥1.

Assim, definindo

H :=
{

f ∈ H2
1 (M)|

∫
M

f = 0
}

temos pelo princípio do Min-Máx que é possível encontrar uma base ortonormal { fi}
enumerável, com fi ∈ D(M) tal que

λ1 = in f
{∫

M |grad f |2∫
M | f |2

| f ∈ H
}
,

λi = in f
{∫

M |grad f |2∫
M | f |2

| f ∈ H,
∫

M
f f j = 0, j = 1,2, . . . , i−1

}
.

Em particular, temos a Desigualdade de Poincaré:

∫
M
|grad f |2 ≥ λ1

∫
M

f 2, ∀ f ∈ H. (1-3)



CAPÍTULO 2
Teoremas de Rigidez em Rn+1

Em 1974, Hersch provou a seguinte desigualdade isoperimétrica envolvendo o
primeiro autovalor não nulo do problema do Laplaciano sobre uma esfera bidimensional
S2.

Teorema 2.1 ([11])Para qualquer métrica Riemanniana em S2, o primeiro autovalor não

nulo do problema do laplaciano satisfaz

λ1 ≤
8π

A(S2)

onde A(S2) denota a area da esfera.

Em 1976, Cheng utilizou o teorema de Hersch e obteve em [5] o seguinte
Teorema de Rigidez

Teorema 2.2 Seja M uma Variedade Diferenciável homeomorfa a esfera S2 e considere

φ1, φ2 e φ3 as três primeiras autofunções do problema do Laplaciano em M. Se a soma

dos quadrados das funções φ1, φ2 e φ3 é uma constante, isto é, ∑3
i=1 φ2

i = c, então M é

isometrica a esfera S2 com curvatura seccional constante.

Recentemente, Qiaoling Wang e Changyu Xia, obtiveram em [19] um resultado
de rigidez para hipersuperfície baseando-se somente em informações globais sobre M e
informação sobre o primeiro autovalor não trivial do problema do Laplaciano em M. Tal
resultado estabelece que

Teorema 2.3 ([19])Seja M uma hipersuperfície fechada conexa mergulhada em Rn(n ≥
3). Seja Ω a região limitada de M e denote por V e A o volume de Ω e a area de

M, respectivamente. Então o primeiro autovalor não trivial do problema do Laplaciano

agindo sobre funções em M, satisfaz

λ1 ≤
(n−1)A

nV

(ωn

V

) 1
n
, onde ωn = volume da esfera S(0,1)).

A igualdade ocorre se, e somente se, M é uma esfera (n−1)-dimensional.
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Tais resultados mostram que conceitos como o primeiro autovalor do Laplaciano
atuando em M, que a priori parecem não influenciar em conceitos geométricos da
variedade, de fato influenciam. Ou seja, informação sobre o primeiro autovalor não trivial
em M traz ricas informações geométricas de M.

Neste capítulo, vamos provar um resultado apresentado pelos autores Qiaoling
Wang e Changyu Xia em [20], onde os autores utilizam uma hipótese sobre o primeiro
autovalor não nulo λ1, para caracterizar uma esfera n-dimensional no espaço Euclidiano.

Primeiramente, se partindo de uma esfera Sn(c) ↪→ Rn+1, no espaço Euclidiano,
de curvatura seccional c, podemos destacar duas informações métrica deste objeto, são
elas: {

RicSn(c) > 0
K = (n−1)λ1

onde λ1 denota o primeiro autovalor não nulo do Laplaciano atuando sobre funções C∞

da esfera.
Uma conjectura interessante baseada no primeiro autovalor não nulo do Lapla-

ciano, é pensar que, se partimos de uma hipersuperfície do espaço Euclidiano fechada,
conexa e orientada, munido das duas informações métricas da esfera destacadas acima,
que são, RicM > 0 e K = (n− 1)λ1, onde λ1 é agora o primeiro autovalor não nulo do
Laplaciano atuando sobre funções C∞ de M, obteremos uma esfera novamente. Ou seja,
será que a seguinte conjectura é verdadeira:

Conjectura 2.4 Seja Mn(n ≥ 2) uma hipersuperfície fechada, conexa e orientada imersa

em Rn+1. Se RicM > 0 e a curvatura escalar de M é dada por K = n(n−1)λ1, então M é

isometrica a esfera n-dimensional Sn(c), para algum c.

A resposta para essa conjectura foi dada por Deshmukh em 1998. Ele mostrou
que:

Teorema 2.5 (Deshmukh,[8])Seja Mn(n ≥ 2) uma hipersuperfície n-dimensional fe-

chada, conexa, orientada imersa em Rn+1 com curvatura de Ricci positiva. Se a cur-

vatura escalar K de M e o primeiro autovalor não nulo do Laplaciano λ1 satisfazem

K ≤ λ1(n−1). Então M é isométrica a Sn(c), para algum c.

Dando um passo a mais na conjectura inicial, mostrando que a hipótese de igualdade na
curvatura seccional poderia ser enfraquecida para uma limitação.

Em [20], os autores Qiaoling Wang e Changyu Xia, se propõe a obter uma
caracterização para esfera no espaço Euclidiano, e obtem um resultado de generalização
para o teorema proposto por Deshmukh, enfraquecendo a hipótese de positividade para o
Ricci, por uma hipótese de não negatividade, ou seja, obtem-se o seguinte resultado:
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Teorema 2.6 Seja Mn uma hipersuperfície de dimensão n, orientada, fechada ,imersa em

Rn+1 e denote por λ1 o primeiro autovalor não nulo do Laplaciano atuando sobre funções

f : M →R. Assuma que M tem curvatura de Ricci não negativa e curvatura escalar de M

limitada por (n−1)λ1. Então M é uma esfera n-dimensional.

Prova. Primeiramente, considere a imersão i : Mn →Rn+1 de M em Rn+1. Podemos munir
Mn da métrica induzida pela imersão em Rn. Assim, a imersão f : Mn → Rn+1 pode ser
vista como uma imersão isométrica.

Considere agora p ∈ M e ∇, ∇ as conexões de Rn e M, respectivamente e seja
(y1, . . . ,yn) coordenadas locais de uma vizinhança U de Rn e X o vetor posição de Rn+1

definido por
X = (x1(y1, . . . ,yn), . . . ,xn+1(y1, . . . ,yn)).

Assim, temos

∆X := (∆x1, . . . ,∆xn+1) = n
−→
H (2-1)

onde
−→
H é o vetor curvatura média. De fato, tomando a base ortonormal { ∂

∂yi
}n

i=1 de TpM,
temos

n
−→
H p =

n

∑
i=1

B(
∂

∂yi
,

∂
∂yi

)p

=
n

∑
i=1

(∇ ∂
∂yi

∂
∂yi

−∇ ∂
∂yi

∂
∂yi

)p

=
n

∑
i=1

(∇ ∂
∂yi

∂
∂yi

)p

=
n

∑
i=1

(X ∂
∂yi

∂
∂yi
)p. (2-2)

Mas,

n

∑
i=1

X ∂
∂yi

∂
∂yi

=
( n

∑
i=1

∂
∂yi

(
∂

∂yi
(x1)),

∂
∂yi

(
∂

∂yi
(x2)), . . . ,

n

∑
i=1

∂
∂yi

(
∂

∂yi
(xn+1))

)
= (∆x1, . . . ,∆xn+1). (2-3)

Assim, temos

n
−→
H p = (∆x1, . . . ,∆xn+1)p (2-4)

Agora, como M está imersa isometricamente em Rn+1, temos que
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gi j = g
( ∂

∂yi
,

∂
∂y j

)
=

⟨ n+1

∑
α=1

∂xα
∂yi

∂
∂xα

,
n+1

∑
β=1

∂xβ

∂y j

∂
∂xβ

⟩
=

n+1

∑
α,β=1

∂xα
∂yi

∂xβ

∂y j

⟨ ∂
∂xα

,
∂

∂xβ

⟩
=

n+1

∑
α,β=1

∂xα
∂yi

∂xβ

∂y j
δαβ

=
n+1

∑
α=1

∂xα
∂yi

∂xα
∂y j

, (2-5)

e, denotando gradxα = ∑i ai
∂

∂yi
, temos que

⟨gradxα,
∂

∂y j
⟩= ∑

i
aigi j. (2-6)

Fazendo a multiplicação dos coeficientes da métrica inversa gi j em ambos os
lados de (2-6) e somando em j temos

∑
j

g jk⟨gradxα,
∂

∂y j
⟩ = ∑

j
g jk ∑

i
aigi j

= ∑
i, j

aigi jg jk

= aiδik

= ak.

Desta forma, o gradiente de xα pode ser escrito como

gradxα = ∑
i

ai
∂

∂yi

= ∑
i, j

gi j⟨gradxα,
∂

∂y j
⟩ ∂
∂yi

= ∑
i, j

gi j ∂xα
∂y j

∂
∂yi

.



34

Logo

n+1

∑
α=1

g
(

gradxα,gradxα

)
=

n+1

∑
α=1

⟨
∑
i, j

gi j ∂xα
∂y j

∂
∂yi

,∑
l,m

glm ∂xα
∂ym

∂
∂yl

⟩

=
n+1

∑
α=1

∑
i, j,l,m

∂xα
∂y j

∂xα
∂ym

gi jgilglm

=
n+1

∑
α=1

∑
i, j,m

∂xα
∂y j

∂xα
∂ym

gi jδim

=
n+1

∑
α=1

∑
i, j

∂xα
∂y j

∂xα
∂yi

gi j

=
n+1

∑
α=1

n

∑
i, j=1

∂xα
∂yi

∂xα
∂y j

gi j

=
n

∑
i, j=1

n+1

∑
α=1

∂xα
∂yi

∂xα
∂y j

gi j

=
n

∑
i, j=1

gi jgi j

=
n

∑
i=1

1

= n. (2-7)

Escolhendo um sistema de coordenadas adequado, podemos assumir que∫
M

xi = 0, i = 1, . . . ,n+1 (2-8)

pois, a priori, se o sistema de coordenadas não satisfaz (2-8) então podemos fazer a
seguinte mudança de coordenada

zi = xi −
ai

vol(M)
,

onde, ai :=
∫

M xi, e teremos∫
M

zi =
∫

M

(
xi −

ai

vol(M)

)
=

∫
M

xi −
∫

M

ai

vol(M)
= 0, i = 1, . . . ,n+1

Visto que M é fechada, temos que M não pode estar contida em um hiperplano
de Rn+1. Isso implica que cada função xi não é constante, para i = 1, . . . ,n+ 1. Assim,
utilizando a desigualdade de Poincaré, temos que

λ1

∫
M

x2
i ≤

∫
M
|gradxi|2, i = 1, . . . ,n+1, (2-9)
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onde a igualdade ocorre se, e somente se, ∆xi =−λixi. Somando de i = 1 até n+1 ambos
os lados da equação (2-9), temos

λ1 ≤
∑n+1

i=1
∫

M |gradxi|2

∑n+1
i=1

∫
M x2

i
=

∑n+1
i=1

∫
M |gradxi|2∫
M |X |2

=
n.volume(Mn)

∑n+1
i=1

∫
M x2

i
. (2-10)

Na última passagem utilizamos a expressão (2-7). Temos assim, que a igualdade em (2-10)
ocorre se, e somente se, ∆X = λ1X

Agora, considere a função f = |X |2 : Mn →R. Pela fórmula de Bochner(Teorema
1.36) temos que

1
2

∆|grad f |2 = |∇2 f |2 + ⟨grad(∆ f ),grad f ⟩+Ric(grad f ,grad f ), (2-11)

e como
div(∆ f .grad f ) = ⟨grad f ,grad(∆ f )⟩+∆ f .div(grad f ).

Temos pelo teorema da divergência que

0 =
∫

M
div(∆ f .grad f )

=
∫

M
⟨grad f ,grad(∆ f )⟩+∆ f .div(grad f )

=
∫

M
⟨grad f ,grad(∆ f )⟩+

∫
M

∆ f .div(grad f ). (2-12)

Logo ∫
M
⟨grad f ,grad(∆ f )⟩ = −

∫
M

∆ f .div(grad f )

= −
∫

M
∆ f .∆ f

= −
∫

M
(∆ f )2. (2-13)

Assim, utilizando o teorema da divergência novamente, temos utilizando a equação (2-11)
que

0 =
∫

M

1
2

∆|grad f |2

=
∫

M

(
|∇2 f |2 − (∆ f )2 +Ric(grad f ,grad f )

)
(2-14)

onde Ric denota o tensor de Ricci de M.
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Tomando um referencial ortonormal tangente {ei}n
i=1 localmente definido sobre

M e considerando B(ei,e j) = Bi j, 1 ≤ i, j ≤ n, temos que

∇2 f (ei,e j) = ⟨∇eigrad f ,e j⟩

= ⟨∇ei

n

∑
k=1

ek(⟨X ,X⟩)ek,e j⟩

= ⟨∇ei

n

∑
k=1

2(⟨∇ekX ,X⟩)ek,e j⟩

= ⟨
n

∑
k=1

(2⟨∇ekX ,X⟩)∇eiek + ei(2⟨∇ekX ,X⟩)ek,e j⟩

= ⟨
n

∑
k=1

(2⟨∇ekX ,X⟩)(Bik +∇eiek)+ ei(2⟨∇ekX ,X⟩)ek,e j⟩

= ⟨
n

∑
k=1

(2⟨∇ekX ,X⟩)Bik + ei(2⟨∇ekX ,X⟩)ek,e j⟩

=
n

∑
k=1

(2⟨∇ekX ,X⟩)⟨Bik,e j⟩+
n

∑
k=1

ei(2⟨∇ekX ,X⟩)⟨ek,e j⟩

=
n

∑
k=1

ei(2⟨∇ekX ,X⟩)⟨ek,e j⟩

= ei(2⟨e j,X⟩)

= 2(⟨∇eie j,X⟩+ ⟨∇eiX ,e j⟩)

= 2(Bi j⟨N,X⟩+ ⟨ei,e j⟩). (2-15)

Assim, obtemos

∆ f =
n

∑
i=1

∇2 f (ei,ei)

=
n

∑
i=1

2(Bii⟨N,X⟩+ ⟨ei,ei⟩)

= 2n(1+H⟨N,X⟩), (2-16)

|∇2 f |2 = ∑
i, j

|∇2 f (ei,e j)|2

=
n

∑
i, j=1

(
2(Bi j⟨N,X⟩+ ⟨ei,e j⟩)

)2

= 4
(

n+2nH⟨N,X⟩+∑
i, j

B2
i j⟨N,X⟩2

)
, (2-17)

onde H = 1
n ∑n

i=1 Bii é a curvatura média de M.
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Integrando (2-16) e usando o teorema da divergência , temos que∫
M
(1+H⟨N,X⟩) = 0. (2-18)

Com isso, obtemos por (2-16) e (2-17) que∫
M
(∆ f )2 =

∫
M

(
4n2(1+2H⟨N,X⟩+H2⟨N,X⟩2)

)
=

∫
M

(
4n2(−1+2+2H⟨N,X⟩+H2⟨N,X⟩2)

)
=

∫
M

(
4n2(−1+H2⟨N,X⟩2)

)
, (2-19)

e ∫
M
|∇2 f |2 =

∫
M

4
(

n+2nH⟨N,X⟩+∑
i, j

B2
i j⟨N,X⟩2

)
=

∫
M

4
(
−n+2n+2nH⟨N,X⟩+∑

i, j
B2

i j⟨N,X⟩2
)

= 4
∫

M

(
−n+∑

i, j
B2

i j⟨N,X⟩2
)
. (2-20)

Substituindo (2-19) e (2-20) em (2-14) temos∫
M

Ric(grad f ,grad f ) =
∫

M
(∆ f )2 −|∇2 f |2

=
∫

M
4
(
−n+∑

i, j
B2

i j⟨N,X⟩2
)
−

∫
M

4
(
−n+∑

i, j
B2

i j⟨N,X⟩2
)

= −4n2
∫

M
1+

∫
M

4n2H2⟨N,X⟩2 +4n
∫

M
1−

∫
M

∑
i, j

B2
i j⟨N,X⟩2

= −4n(n−1)volume(M)+4
∫

M

(
n2H2 −∑

i, j
B2

i j

)
⟨N,X⟩

e usando o fato da curvatura de Ricci ser não negativa, temos que

n(n−1)volume(M)≤
∫

M

(
n2H2 −∑

i, j
B2

i j

)
⟨N,X⟩. (2-21)

Seja K a curvatura escalar de M. Então, pela fórmula de Gauss(proposição 1.24),
temos

K = n2H2 −∑
i j

B2
i j. (2-22)



38

Como, por hipótese K ≤ (n−1)λ1, segue-se que

n(n−1)volume(M)≤ (n−1)λ1

∫
M
⟨N,X⟩2 ≤ (n−1)λ1

∫
M
|X |2. (2-23)

Combinando (2-10) e (2-23), concluímos que

λ1 =
n.volume(M)∫

M |X |2
. (2-24)

Assim, temos que a igualdade
∆X = λ1X

ocorre.
Portanto, por (2-1), segue que

X =− n
λ1

−→
H (2-25)

observando que
−→
H é normal a M, concluímos que

ei( f ) = 2⟨ei,X⟩= 0, i = 1, . . . ,n

e então f é uma função constante. Portanto, M é uma esfera n-dimensional, e isso com-
pleta a prova do teorema. �



CAPÍTULO 3
Teoremas de Rigidez em Sn+1

Em [9], do Carmo apresenta o seguinte resultado clássico de rigidez na teoria das
hipersuperfícies;

Teorema 3.1 Seja Mn(n ≥ 2) uma hipersuperfície fechada conexa orientada imersa em

Rn+1 com curvatura de Gauss-Kronecker não nula em M, então M é difeomorfa a esfera

n-dimensional Sn.

do Carmo o demonstra baseando-se na Teoria de Espaços de Recobrimento. Pri-
meiramente, visto que a curvatura de Gauss-Kronecker é não nula, temos que a aplicação
normal de Gauss N : M → Sn é um difeomorfismo local. Mas, como M é compacta, conexa
e Sn é simplesmente conexa temos pela proposição 1.35 e corolário 1.38 da seção Espaços
de Recobrimento, que N : M → Sn é um difeomorfismo global. Assim, fica estabelecido
um difeomorfismo da hipersuperfície com a esfera n-dimensional.

Uma pergunta natural a se fazer, é se o Teorema 3.1 é válido se trocarmos apenas
a hipótese de imersão em Rn+1, pela imersão no espaço Sn+1. Ou seja, será que podemos
extender o Teorema 3.1 de maneira direta pro espaço Sn+1, com isso, podemos conjecturar
que

Conjectura 3.2 Seja Mn(n ≥ 2) uma hipersuperfície fechada conexa orientada imersa

em Sn+1 com curvatura de Gauss-Kronecker não nula em M, então M é difeomorfa a

esfera n-dimensional Sn.

Infelizmente a resposta é negativa, pois, para todo r1 > 0, r2 > 0, com r1+r2 = 1
e todo k ∈ {1, . . . ,n−1} a hipersuperfície orientada, fechada

Sk(r1)×Sn−k(r2) := {(x,y) ∈ Rk+1 ×Rn−k+1; |x|2 = r1, |y|2 = r2} ⊂ Sn+1

tem curvatura de Gauss-Kronecker não nula em Sn+1, porém, não é difeomorfo a esfera
Sn. Com isso, é natural encontrar condições para uma hipersuperfície fechada seja
difeomorfa a esfera Sn.



40

Recentemente, os autores Qiaoling Wang e Changyu Xia estudaram hipersuper-
fícies fechadas em Sn+1 e obtiveram em [21] alguns teoremas de rigidez topológica a qual
se obtem um difeomorfismo entre a hipersuperfície e a esfera n-dimensional. As técnicas
utilizadas pelos autores são baseadas em Espaços de Recobrimento, onde o fazem estabe-
lecendo um difeomorfismo local entre a hipersuperfície e a esfera Sn, e juntamente com
uma hipótese topológica ou global para M se obtém o difeomorfismo global sobre Sn.

Na primeira parte deste capítulo provaremos dois resultados de rigidez topoló-
gica apresentado por Qiaoling Wang e Changyu Xia em [21], onde os autores acrescentam
uma hipótese sobre a aplicação normal de Gauss e uma hipótese sobre a imersão em Sn+1

e obtem resultados similares ao Teorema 3.1.
Na segunda parte, provaremos dois resultados de [20] e [21], ambos de rigidez

métrica para hipersuperfícies em Sn+1 e curvatura escalar constante em M como hipótese.
Teoremas de Rigidez de hipersuperfícies com curvatura escalar constante em Sn+1 tiveram
bastante fluxo de estudos nos últimos anos.

Em [6], Cheng e Yau provaram que:

Teorema 3.3 ([6])Seja Mn uma hipersuperfície compacta de dimensão n imersa em Sn+1

com curvatura escalar constante igual a n(n−1)r. Se

i) r ≥ 1
ii) A curvatura seccional de M é não negativa

Então, ou M é totalmente umbílica, ou M é o produto Riemanniano

Sk(a)×Sn−k(
√

1−a2), 1 ≤ k ≤ n−1

onde Sk(a) é a esfera de raio a.

De maneira similar, Li em [12] trocou a hipótese da curvatura seccional no
teorema proposto por Cheng e Yau acima por uma limitação sob a segunda forma
fundamental de M e obteve o seguinte resultado.

Teorema 3.4 ([12])Seja Mn uma hipersuperfície compacta de dimensão n imersa em

Sn+1 com curvatura escalar constante igual a n(n−1)r. Se

i) r ≥ 1
ii) S ≤ (n−1)n(r−1)+2

n−2 + n−2
n(r−1)+2

Então, ou M é totalmente umbílica, ou M é o produto Riemanniano

Sn−1(a)×S1(
√

1−a2),

com a2 ≤ n−2
nr .
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Recentemente, Cheng observou que tomando a ∈ (0,1) e considerando as imer-
sões pela inclusão de Sn−1(a) ⊂ Rn e S1(

√
1−a2) ⊂ R2 e considerando a imersão

pela inclusão de Sn−1(a)× S1(
√

1−a2) ⊂ Rn ×R2 obtemos uma hypersuperfície fe-
chada Sn−1(a)× S1(

√
1−a2) de Sn+1 com curvatura escalar constante n(n− 1)r, onde

r > 1 − 2
n . Assim, os teoremas acima não englobam todos os produtos Riemannianos

Sn−1(a)×S1(
√

1−a2), existindo produtos Sn−1(a)×S1(
√

1−a2) com 1 > r > 0.
Pensando nisso, Cheng obteve em [7] a seguinte caracterização para o produto

de esferas Sn−1(c)×S1(
√

1− c2)

Teorema 3.5 ([7])Seja Mn uma hipersuperfície completa de dimensão n imersa em Sn+1

com curvatura escalar constante igual a n(n−1)r e duas curvaturas principais distintas,

onde uma é simples. Então r ≥ 1− 2
n , e se

i) r ̸= n−2
n−1

ii) S ≤ (n−1)n(r−1)+2
n−2 + n−2

n(r−1)+2

Então, M é isométrica ao produto Riemanniano

S1(
√

1− c2)×Sn−1(c)

Em [20], Qiaoling Wang e Changyu Xia obtiveram uma outra caracterização
para o produto de esferas S1(

√
1− c2)×Sn−1(c). Diferentemente dos teoremas 3.3 e 3.4

os autores trabalham com uma hipóteses sobre as curvaturas principais para obter:

Teorema 3.6 Seja Mn (n ≥ 3) uma hipersuperfície fechada, conexa e orientada imersa

em Sn+1 com curvatura escalar constante igual a n(n−1)r, onde r é constante e assuma

que λ e µ são as curvaturas principais de M de multiplicidade n−1 e 1, respectivamente.

Assuma também que, λµ ≤ −1 em M. Então M é isométrica ao produto Riemanniano

S1
(√

1− n−2
nr

)
×Sn−1

(√
n−2
nr

)
.

Nesta segunda parte apresentaremos uma prova para este resultado. Além disso,
provaremos um teorema de caracterização de hipersuperfícies totalmente umbílicas em
termos da curvatura escalar e da aplicação normal de Gauss. Tal resultado estabelece que:

Teorema 3.7 Seja Mn (n ≥ 2) uma hipersuperfície fechada, conexa e orientada imersa

em Sn+1 com curvatura escalar constante igual a n(n−1)r, onde r > 1. Seja N o campo

unitário normal definido globalmente sobre M e assuma que imagem da aplicação normal

de Gauss N(M) de M esteja contida em um hemisferio aberto de Sn+1. Então M é

totalmente umbílica.
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Por fim, apresentaremos uma generalização para o teorema 3.5 proposto por
Guoxin Wei e Young Jin Suh em [23], onde os autores assumem que a hipersuperfície
seja apenas completa e não fechada. Além disso, apresentaremos uma prova alternativa
para o teorema 3.6, apresentada por Harold Rosenberg, Hilário Alencar e Walcy Santos
em [18], que o fizeram de maneira independente e o provaram de forma algébrica.

3.1 Teoremas de Rigidez topológica

Teorema 3.8 Seja Mn (n ≥ 2) uma hipersuperfície fechada, conexa e orientada imersa

em Sn+1 com curvatura de Gauss-Kronecker não nula em M. Se M estiver contida em um

hemisfério aberto de Sn+1, então M é difeomorfa a esfera n-dimensional.

Prova. Primeiramente fixaremos algumas notações. Denotaremos por N o campo unitário
globalmente definido sobre M, onde M é uma hipersuperfície de Sn+1 ⊂ Rn+2. ⟨,⟩
denotará a métrica Riemanniana de Rn+2 bem como as métricas induzidas em Sn+1 e M.
Assuma que ∇̃, ∇ e ∇ são as conexões Riemannianas de Rn+2, Sn+1 e M, respectivamente.

Seja A o operador forma, ou seja, a matriz auto-adjunta determinada pela imersão
de M em Sn+1 associada a N, então

∇̃XY = (Xy1, . . . ,Xyn+2)

para X = (x1, . . . ,xn+2), Y = (y1, . . . ,yn+2) ∈ X(Rn+2).
Além disso, utilizando a definição do operador simétrico B dado pela proposição

1.19, temos que

∇̃XY = ∇XY −⟨X ,Y ⟩x = ∇XY + ⟨AX ,Y ⟩N −⟨X ,Y ⟩x,

e
A(X) =−∇̃X N =−∇X N,

para todo X ,Y ∈ X(M).
Vamos agora à demonstração do teorema. Seja a ∈ Sn+1 e assuma que M está

contida no hemisfério superior aberto determinado por a, ou seja,

M ⊂ {y ∈ Sn+1|⟨y,a⟩> 0}. (3-1)

Seja
Sn

a = {x ∈ Sn+1|⟨x,a⟩= 0},
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o equador de Sn+1 determinado por a e defina a aplicação

ψ : M → Sn
a

x → ψ(x) =
N(x)−⟨N(x),a⟩a√

1−⟨N(x),a⟩2
.

Para cada x ∈ M temos que x ∈ Sn+1, pois, por hipótese M está imersa em Sn+1. Assim,
como x ∈ Sn+1 e N(x) ∈ TxSn+1, temos que ⟨N(x),x⟩= 0. Segue-se de (3-1) que N(x) ̸=
±a, para todo x ∈ M, pois, caso contrário, teriamos que ⟨N(x),x⟩ = ±⟨a,x⟩ = 0. Logo
x ∈ Sn

a, o que constitui um absurdo por (3-1). Então ψ está bem definida. Vamos mostrar
que ψ é um difeomorfismo global. Para provarmos isso, vamos calcular a diferencial dψ
de ψ. Tomando x ∈ M e v ∈ TxM, onde v = α′(0) e α : (−ε,ε)→ M, temos que

dψx(v) = lim
t→0

ψ◦α(t)−ψ◦α(0)
t

= lim
t→0

N◦α(t)−⟨N◦α(t),a⟩a√
1−⟨N◦α(t),a⟩2

− N◦α(0)−⟨N◦α(0),a⟩a√
1−⟨N◦α(0),a⟩2

t
.

Utilizando a regra da cadeia, ficamos com

dψx(v) =
∇vN −⟨∇vN,a⟩a√

1−⟨N(x),a⟩2
+

⟨N(x),a⟩⟨∇vN,a⟩
{1−⟨N(x),a⟩2}3/2 (N(x)−⟨N(x),a⟩a).

Ou seja,

dψx(v) =
−Av+ ⟨Av,a⟩a√

1−⟨N(x),a⟩2
− ⟨N(x),a⟩⟨Av,a⟩

{1−⟨N(x),a⟩2}3/2 (N(x)−⟨N(x),a⟩a).

Como, ⟨Av,N(x)⟩= 0, temos que

⟨dψx(v),dψx(v)⟩=
|Av|2(1−⟨N(x),a⟩2)−⟨Av,a⟩2

(1−⟨N(x),a⟩2)2 .

Decompondo a ∈ Sn+1 em uma parcela normal a M e uma parcela tangente a M, temos
que, a = aT +aN . Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

⟨Av,a⟩2 = ⟨Av,aT +aN⟩2 = ⟨Av,aT ⟩2 ≤ |Av|2|aT |2.

Logo, como x, N(x) pertencem ao espaço normal de M, temos projetando a ao espaço
gerado por x e N(x), que

aN = ⟨a,x⟩x+ ⟨a,N(x)⟩N(x).
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Assim

1 = ⟨a,a⟩

= ⟨a,aT +aN⟩

= ⟨a,aT ⟩+ ⟨a,aN⟩

= ⟨a,aT ⟩+ ⟨a,x⟩2 + ⟨a,N(x)⟩2

= ⟨aN +aT ,aT ⟩+ ⟨a,x⟩2 + ⟨a,N(x)⟩2

= ⟨aT ,aT ⟩+ ⟨a,x⟩2 + ⟨a,N(x)⟩2

= |aT |2 + ⟨a,x⟩2 + ⟨a,N(x)⟩2.

Logo

⟨dψx(v),dψx(v)⟩ =
|Av|2(1−⟨N(x),a⟩2)−⟨Av,a⟩2

(1−⟨N(x),a⟩2)2

≥ |Av|2(1−⟨N(x),a⟩2 −|aT |2)
(1−⟨N(x),a⟩2)2

≥ |Av|2⟨a,x⟩2

(1−⟨N(x),a⟩2)2 .

Como ⟨x,a⟩ ̸= 0 e |Av| ̸= 0 para todo x ∈ M e v ̸= 0 temos que

⟨dψx(v),dψx(v)⟩ ≠ 0.

Assim, pelo teorema da função inversa, ψ é um difeomorfismo local. Como todo
difeomorfismo local é um homeomorfismo local e M é compacta por hipótese, temos
pela proposição 1.27 que ψ é uma aplicação de recobrimento. Agora, M sendo compacta,
temos pelo teorema do Ropf-Rinow que M é completa. Logo, para cada dois pontos em
M podemos traçar um caminho mínimo ligando estes dois pontos em M. Assim M é
conexa por caminhos, e então, pelo corolário 1.30, temos que ψ é um homeomorfismo.
Logo, ψ é um homeomorfismo e um difeomorfismo local, com isso, ψ−1 é diferenciável.
Isso conclui que ψ é um difeomorfismo global. �

Agora, retiraremos a hipótese de M ser compacta, que é relativamente forte,
e trocaremos por uma hipótese mais fraca, que é M ser completa. Com isso, temos o
seguinte teorema.

Teorema 3.9 Seja Mn (n ≥ 2) uma hipersuperfície completa, conexa e orientada imersa

em Sn+1 e denote por N o campo unitário normal definido globalmente sobre M. Se

a imagem da aplicação normal de Gauss N(M) de M estiver contida em uma bola
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geodésica fechada de raio inferior a π
2 em Sn+1, então M é difeomorfa a esfera n-

dimensional.

Prova. Para demonstração deste teorema faremos uso da mesma notação utilizada no
teorema anterior. Fixaremos p ∈ Sn+1, r ∈ (0, π

2 ) e denotaremos por d a função distância
em Sn+1. Assuma agora que N(M) está contida na bola geodésica

B(p,r) = {x ∈ Sn+1|d(x, p)≤ r}.

Seja
Sn

p = {x ∈ Sn+1|⟨x, p⟩= 0},

o equador de Sn+1 determinado por p e defina a aplicação

ϕ : M → Sn
p

x → ϕ(x) =
x−⟨x, p⟩p√

1−⟨x, p⟩2
.

Para cada x ∈ M temos que x ∈ Sn+1, pois, por hipótese, M está imersa em Sn+1.
Assim, como x ∈ Sn+1 e N(x) ∈ TxSn+1 temos que ⟨N(x),x⟩ = 0. A condição N(M) ⊂
B(p,r) implica em x ̸= ±p para todo x ∈ M. Caso contrário, se x = ±p teremos que
±⟨N(x), p⟩= 0, ou seja, N(x) ∈ Sn

p. Um absurdo, visto que, por hipótese N(M)⊂ B(p,r).
Logo, ϕ está bem definida. Vamos agora, mostrar que ψ é um difeomorfismo global. Para
provarmos isso, vamos calcular a diferencial dϕ de ϕ. Tomando x ∈ M e v ∈ TxM, onde
v = α′(0) e α : (−ε,ε)→ M, temos que

dϕx(v) = lim
t→0

ϕ◦α(t)−ϕ◦α(0)
t

= lim
t→0

α(t)−⟨α(t),p⟩p√
1−⟨α(t),p⟩2

− α(0)−⟨α(0),p⟩p√
1−⟨α(0),p⟩2

t
.

Utilizando a regra da cadeia, ficamos com

dϕx(v) =
v−⟨v, p⟩p√

1−⟨x, p⟩2
+

⟨x, p⟩⟨v, p⟩
{1−⟨x, p⟩2}3/2 (x−⟨x, p⟩p).

Como, ⟨v,x⟩= 0, temos que

⟨dϕx(v),dϕx(v)⟩=
1

(1−⟨x, p⟩2)2 ((1−⟨x, p⟩2)|v|2 −⟨v, p⟩2).
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Decompondo p ∈ Sn+1 em uma parcela normal a M e uma parcela tangente a M, temos
que, p = pT + pN . Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

⟨v, p⟩2 = ⟨v, pT + pN⟩2 = ⟨v,aT ⟩2 ≤ |v|2|pT |2.

Logo, como x, N(x) pertencem ao espaço normal de M, temos projetando p ao espaço
gerado por x e N(x) que

pN = ⟨p,x⟩x+ ⟨p,N(x)⟩N(x).

Assim

1 = ⟨p, p⟩

= ⟨p, pT + pN⟩

= ⟨p, pT ⟩+ ⟨p, pN⟩

= ⟨p, pT ⟩+ ⟨p,x⟩2 + ⟨p,N(x)⟩2

= ⟨pN + pT , pT ⟩+ ⟨p,x⟩2 + ⟨p,N(x)⟩2

= ⟨pT , pT ⟩+ ⟨p,x⟩2 + ⟨p,N(x)⟩2

= |pT |2 + ⟨p,x⟩2 + ⟨p,N(x)⟩2.

Logo

⟨dϕx(v),dϕx(v)⟩ =
|v|2(1−⟨x, p⟩2)−⟨v, p⟩2

(1−⟨x, p⟩2)2

≥ |v|2(1−⟨x, p⟩2 −|pT |2)
(1−⟨x, p⟩2)2

≥ |v|2⟨p,N(x)⟩2

(1−⟨x, p⟩2)2 . (3-2)

Visto que
⟨x, p⟩= |x||p|.cosθ = 1.1.cosθ = cosθ

e
−1 < cosθ < 1,

temos que, 0 < ⟨x, p⟩2 < 1. Logo 0 < 1−⟨x, p⟩2 < 1, então 1
(1−⟨x,p⟩2)2 > 1. Com isso, a

expressão (3-2) fica

⟨dϕx(v),dϕx(v)⟩ ≥ |v|2⟨p,N(x)⟩2. (3-3)
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Agora, como

⟨N(x), p⟩= |N(x)||p|.cosθ = 1.1.cosθ1 = cosθ1,

e ∠(N(x), p) = d(N(x), p)≤ r, temos que

⟨N(x), p⟩2 ≥ cos2 r.

Assim, (3-3) pode ser escrito como

⟨dϕx(v),dϕx(v)⟩ ≥ |v|2 cos2 r (3-4)

Como v ̸= 0 e 0 < cos2 r, temos que, |dϕx(v)| ̸= 0. Logo, ϕ é um difeomorfismo
local. Além disso, como a métrica ⟨,⟩ é completa, o mesmo é verdadeiro para a métrica
⟨̃,⟩= cos2 r⟨,⟩.

A equação (3-4) significa que a aplicação

ϕ : (M, ⟨̃,⟩)→ (Sn
p,⟨,⟩Sn

p
)

aumenta distância. Logo pela proposição 1.33, ϕ é uma aplicação de recobrimento.
Agora, M sendo completa, temos que, para cada dois pontos em M pode-se traçar um
caminho mínimo ligando estes dois pontos em M. Assim M é conexa por caminhos, e
então pelo corolário 1.30 temos que ϕ é um homeomorfismo. Logo, ϕ é um homeomor-
fismo e um difeomorfismo local, com isso, ϕ−1 é diferenciável. Isso conclui que ϕ é um
difeomorfismo global. �

3.2 Teoremas de Rigidez Métrica

Teorema 3.10 Seja Mn (n ≥ 2) uma hipersuperfície fechada, conexa e orientada imersa

em Sn+1 com curvatura escalar constante igual a n(n−1)r onde r > 1. Seja N o campo

unitário normal definido globalmente sobre M e assuma que imagem da aplicação normal

de Gauss N(M) de M esteja contida em um hemisferio aberto de Sn+1. Então M é

totalmente umbílica.

Prova. Seja a ∈ Sn+1 e assuma que N(M) está contida no hemisfério aberto determinado
por a, ou seja,

N(M)⊂ {y ∈ Sn+1|⟨y,a⟩> 0}.
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Seja ∆ o operador Laplaciano atuando sobre funções C∞(M) e considere as
funções ⟨x,a⟩ e ⟨N,a⟩ definidas em M. Pela proposição 1.14, temos que

grad⟨x,a⟩=
n

∑
i=1

Ei(⟨x,a⟩)Ei(x),

e

grad⟨N,a⟩=
n

∑
i=1

Ei(⟨N,a⟩)Ei(x).

Logo, como Ei(⟨a,x⟩) = ⟨a,Ei(x)⟩ e Ei(⟨N,a⟩) = ⟨a,∇EiN⟩ = ⟨a,−A(Ei)⟩ =
−⟨aT ,A(Ei)⟩ = −⟨A(aT ),(Ei)⟩, temos que grad⟨x,a⟩ = ∑n

i=1⟨a,Ei(x)⟩Ei(x) = aT e
grad⟨N,a⟩= ∑n

i=1−⟨A(aT ),(Ei)⟩Ei(x) =−A(aT ), onde

aT = a−⟨a,N⟩N −⟨a,x⟩x (3-5)

e A é o operador forma correspondente a imersão de M em Sn+1.
Agora, considere X(x)∈ TxM e α : (−ε,ε)→ M tal que α(0) = x e α′(0) = X(x).

Logo

∇̃X aT = lim
t→0

aT (α(t))−aT (α(0))
t

.

Por (3-5), temos que

∇̃X aT =−⟨a,N⟩∇X N −⟨a,∇X N⟩N −⟨a,X⟩x−⟨a,x⟩X ,

onde ∇̃ é a conexão de Rn+2. Assim, denotando por ∇ a conexão de M, temos que

∇X aT = (∇̃X aT )T =−⟨a,N⟩∇X N −⟨a,x⟩X , (3-6)

Utilizando a definição 1.14, podemos escrever o Hessiano de ⟨a,x⟩ como

∇2⟨a,x⟩(X ,Y ) = ⟨∇X aT ,Y ⟩= ⟨a,N⟩⟨AX ,Y ⟩−⟨a,x⟩⟨X ,Y ⟩,

onde X ,Y ∈ X(M).
Já o Laplaciano de ⟨a,x⟩ pode ser escrito como

∆⟨a,x⟩= div.grad⟨a,x⟩=
n

∑
i=1

⟨∇Eigrad⟨a,x⟩,Ei⟩=
n

∑
i=1

⟨∇Eia
T ,Ei⟩,
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onde {Ei}n
i=1 é um referencial geodésico. E então por (3-6) temos que

∆⟨a,x⟩ =
n

∑
i=1

⟨⟨a,N⟩A(Ei)−⟨a,x⟩Ei,Ei⟩

=
n

∑
i=1

⟨a,N⟩⟨A(Ei),Ei⟩−⟨a,x⟩⟨Ei,Ei⟩

= nH⟨a,N⟩−n⟨a,x⟩, (3-7)

onde H = 1
ntra(A) é a função curvatura média de M.

Para o cálculo da Hessiana de ⟨a,N⟩ utilizaremos a definição de derivada cova-
riante de um tensor, dado por (1-1). Assim, juntamente com a observação (1.1), temos
que

∇2⟨a,N⟩(X ,Y ) = −⟨∇X(AaT ),Y ⟩

= −∇X B(aT ,Y,N)−⟨A(∇X aT ),Y ⟩

= −∇X B(aT ,Y,N)−⟨a,N⟩⟨AX ,AY ⟩+ ⟨a,x⟩⟨AX ,Y ⟩. (3-8)

Pela equação de Codazzi, temos que

∇X B(aT ,Y,N) = ∇aT B(X ,Y,N), (3-9)

e então, por (3-7) e (3-8), temos que o Laplaciano de ⟨a,N⟩ fica

∆⟨a,N⟩ = tra(Hess⟨a,N⟩)

=
n

∑
i=1

{−∇EiB(a
T ,Ei,N)−⟨a,N⟩⟨AEi,AEi⟩+ ⟨a,x⟩⟨AEi,Ei⟩}

= n⟨gradH,a⟩−⟨a,N⟩|A|2 +nH⟨a,x⟩, (3-10)

onde denotaremos |A|2 = ∑n
i ⟨AEi,AEi⟩

Agora, considere o campo Z = A(grad⟨a,N⟩). Tomando uma base ortonormal
{e}n

i=1 em M, então o divergente do campo Z é dado por

divZ = ∑
i
⟨∇ei(A(grad⟨a,N⟩)),ei⟩

= ∑
i
(⟨A(∇eigrad⟨a,N⟩),ei⟩+∇eiB(grad⟨a,N⟩,ei,N))

= ∑
i
(⟨Aei,∇eigrad⟨a,N⟩⟩+∇grad⟨a,N⟩B(ei,ei,N))

= ∑
i

∇2⟨a,N⟩(ei,Aei)+n⟨grad⟨a,N⟩,gradH⟩. (3-11)
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Na primeira e terceira passagem utilizamos (1-1). Já na segunda utilizamos as equações de
Codazzi. Integrando (3-11) em M e usando o teorema da divergência e (3-10) juntamente
com as identidades de Green, temos que

0 =
∫

M
(∑

i
∇2⟨a,N⟩(ei,Aei)+n⟨grad⟨a,N⟩,gradH⟩)

=
∫

M
(∑

i
∇2⟨a,N⟩(ei,Aei)−nH∆⟨a,N⟩)

=
∫

M
∑

i
∇2⟨a,N⟩(ei,Aei)−

∫
M

nH(−n⟨∇H,a⟩−⟨a,N⟩|A|2 +nH⟨a,x⟩)

=
∫

M
∑

i
∇2⟨a,N⟩(ei,Aei)+

∫
M
(n2H⟨∇H,a⟩+nH⟨a,N⟩|A|2 −n2H2⟨a,x⟩)

=
∫

M
∑

i
∇2⟨a,N⟩(ei,Aei)+

∫
M
(n2HaT (H)+nH⟨a,N⟩|A|2 −n2H2⟨a,x⟩)..(3-12)

Agora, assuma que {ei}n
i=1 é uma base ortonormal que corresponde às curvaturas

principais λ1, . . . ,λn. Então, Aei = λi, i = 1, . . . ,n. Assim, usando (3-8), temos que

∑
i

∇2⟨a,N⟩(ei,Aei) = ∑
i

λi∇2⟨a,N⟩(ei,ei)

= ∑
i

λi(−∇eiB(a
T ,ei,N)−⟨a,N⟩⟨Aei,Aei⟩+ ⟨a,x⟩⟨Aei,ei⟩)

= ∑
i

λi(−∇aT B(ei,ei,N)−⟨a,N⟩λ2
i )+ ⟨a,x⟩⟨Aei,Aei⟩

= ∑
i

λi(−∇aT B(ei,ei,N)−⟨a,N⟩λ2
i )+ ⟨a,x⟩|A|2

= ∑
i
(−∇aT B(ei,Aei,N))−∑

i
⟨a,N⟩λ3

i + ⟨a,x⟩|A|2

= −∑
i
⟨∇aT (Aei),Aei⟩−∑

i
⟨a,N⟩λ3

i + ⟨a,x⟩|A|2

= −1
2

aT (∑
i
⟨Aei,Aei⟩)−∑

i
⟨a,N⟩λ3

i + ⟨a,x⟩|A|2

= −1
2

aT (|A|2)−∑
i
⟨a,N⟩λ3

i + ⟨a,x⟩|A|2. (3-13)

Agora, utilizando a equação de Gauss dada na proposição 1.24, e a definição de curvatura
escalar, temos que

n(n−1)(r−1) = n2H2 −|A|2. (3-14)

Como r é constante, temos

aT ((nH)2 −|A|2) = 0. (3-15)
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Substituindo (3-13) e (3-15) em (3-12), temos que

0 =
∫

M

(
1
2

aT (|A|2)−∑
i
⟨a,N⟩λ3

i + ⟨a,x⟩|A|2 +n2HaT (H)+nH⟨a,N⟩|A|2 −n2H2⟨a,x⟩

)

=
∫

M

(
(|A|2 −n2H2)⟨a,x⟩+(|A|2nH −∑

i
λ3

i )⟨a,N⟩+ 1
2
(2n2HaT (H)+aT (|A|2))

)

=
∫

M

(
(|A|2 −n2H2)⟨a,x⟩+(|A|2nH −∑

i
λ3

i )⟨a,N⟩

)
. (3-16)

Visto que, n2H2 −|A|2 é constante, temos, utilizando o teorema da divergência
juntamente com (3-7), que

0 =
∫

M
∆⟨a,x⟩

=
∫

M
nH⟨a,N⟩−n⟨a,x⟩

=
∫

M
H⟨a,N⟩−⟨a,x⟩. (3-17)

Assim sendo, temos que∫
M
(|A|2 −n2H2)⟨a,x⟩=

∫
M

H(|A|2 −n2H2)⟨a,N⟩. (3-18)

Consequentemente (3-16) fica

∫
M

(
H(|A|2 −n2H2)+nH|A|2 −∑

i
λ3

i

)
⟨a,N⟩= 0. (3-19)

Seja S = |A|2 −nH2. Então, expandindo ∑i(λi −H)3, temos

∑
i

λ3
i = nH3 +3HS+∑

i
(λi −H)3. (3-20)

Segue-se combinando (3-19) e (3-20) que

∫
M

(
(n−2)HS−∑

i
(λi −H)3

)
⟨a,N⟩= 0 (3-21)

Para finalizar o teorema, precisamos do seguinte lema, que permite estimar informações
sobre ∑i a3

i , sabendo que ∑i a2
i = S e ∑i ai = 0.

Lema 3.11 (ver[12])Sejam ai, i= 1, . . . ,n, números reais satisfazendo ∑i ai = 0 e ∑i a2
i =
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S. Então

− n−2√
n(n−1)

S3/2 ≤ ∑
i

a3
i ≤

n−2√
n(n−1)

S3/2

e uma das igualdades ocorre se, e somente se, pelo menos (n−1) termos de a1,a2, . . . ,an

são iguais.

Como r > 0, temos por (3-14) que H(x) ̸= 0, para todo x ∈ M. Assim, ou H > 0
em M, ou H < 0 em M, visto que M é conexa e H é contínua.

Considere o caso H > 0. Usando o fato de que r > 0 em (3-14), temos que,

n(n−1)(r−1) = n2H2 −|A|2 > 0. (3-22)

Logo,

n2H2 > |A|2

n2H2 −nH2 > |A|2 −nH2

n(n−1)H2 > |A|2 −nH2

H2 >
|A|2 −nH2

n(n−1)

H >

√
|A|2 −nH2

n(n−1)

H >

√
S

n(n−1)
. (3-23)

Agora, como ∑i(λi −H) = 0 e ∑i(λi −H)2 = S, temos pelo lema 3.11 que

(n−2)HS−∑
i
(λi −H)3 ≥ (n−2)HS− n−2√

n(n−1)
S3/2

≥ (n−2)HS− (n−2)S

√
S

n(n−1)

≥ (n−2)S

(
H −

√
S

n(n−1)

)
≥ 0. (3-24)

Assim, como ⟨a,N⟩ > 0 em M, (3-21) implica que S = ∑i(λi −H)2 ≡ 0. Logo λi = H,
i = 1, . . . ,n. Ou seja, M é totalmente umbílica. O caso H < 0 é inteiramente análogo.
Assim, fica estabelicido que M é totalmente umbílica. �
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Como foi dito no inicío do capítulo, apresentaremos agora um teorema de

caracterização do produto Riemanniano S1
(√

1− n−2
nr

)
×Sn−1

(√
n−2
nr

)
. Tal resultado

estabelece que

Teorema 3.12 Seja Mn (n ≥ 3) uma hipersuperfície fechada, conexa e orientada imersa

em Sn+1 com curvatura escalar constante igual a n(n−1)r, onde r é constante e assuma

que λ e µ são as curvaturas principais de M de multiplicidade n−1 e 1, respectivamente.

Assuma também que, λµ ≤ −1 em M. Então M é isométrica ao produto Riemanniano

S1
(√

1− n−2
nr

)
×Sn−1

(√
n−2
nr

)
.

Prova. Para a demonstração deste teorema faremos uso da mesma notação utilizada no
teorema 3.1. Considere λ1, . . . ,λn, os autovalores do operador forma auto-adjunto A

correspondente à imersão de M em Sn+1. Assim, λi são as curvaturas principais de M.
Como por hipótese temos que M possui duas curvaturas principais distintas, λ, µ, onde
uma é simples, podemos assumir sem perda de generalidade que,

λ1 = λ2 = · · ·= λn−1 = λ λn = µ (3-25)

Utilizando a informação (3-25), temos que a curvatura media é dada por

H =
1
n

n

∑
i=1

λi =
1
n

(
(n−1)λ+µ

)
. (3-26)

Agora, considere S = ∑n
i=1 λ2

i . Então temos

S =
n

∑
i=1

λ2
i = (n−1)λ2 +µ2. (3-27)

Com isso, combinando (3-25) e (3-26) juntamente com a equação de Gauss(Proposição
1.24), temos que a curvatura escalar é dada por

K = n(n−1)r = n(n−1)+n2H2 −S

= n(n−1)+n2( 1
n2

(
(n−1)λ+µ

)2)− (n−1)λ2 −µ2

= n(n−1)+
(
(n−1)λ+µ

)2 − (n−1)λ2 −µ2

= n(n−1)+(n−1)2λ2 +2(n−1)λµ+µ2 − (n−1)λ2 −µ2

= n(n−1)+(n−1)2λ2 +2(n−1)λµ− (n−1)λ2. (3-28)

Logo

n(n−1)r = n(n−1)+(n−1)2λ2 +2(n−1)λµ− (n−1)λ2, (3-29)
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e, então,

n(r−1) = (n−2)λ2 +2λµ. (3-30)

Agora, como λ ̸= µ, vamos mostrar que λ ̸= 0 e λ2 − (r−1)> 0.
Para isso, precisaremos do seguinte resultado apresentado por Cheng e Yau em

[6]

Teorema 3.13 ([6])Seja Mn uma hipersuperfície compacta de dimensão n imersa em

Sn+1 com curvatura escalar constante igual a n(n−1)r. Se

i) r ≥ 1
ii) A curvatura seccional de M é não negativa

Então, ou M é totalmente umbílica, ou M é o produto Riemanniano

Sk(a)×Sn−k(
√

1−a2), 1 ≤ k ≤ n−1

onde Sk(a) é a esfera de raio a.

Mostraremos primeiramente que λ ̸= 0 em M. Suponha por absurdo que λ(p)= 0
para algum p ∈ M. Então temos por (3-30) que r = 1. Como a curvatura escalar é
constante, obtemos r ≡ 1 em M. Novamente por (3-30), teremos λ((n− 2)λ+ 2µ) ≡ 0.
Isso implica que λ ≡ 0 em M. De fato, sejam N = {x ∈ M|λ(x) ̸= 0} e Q = {y ∈
M|λ((n−2)λ(y)+2µ(y)) = 0}. Como as funções curvaturas principais λ, µ são contínuas
em M, temos que N é aberto em M, Q é fechado em M e N ̸= Q, pois λ(p) = 0.

Agora, se x ∈ N, então λ(x) ̸= 0. Por λ((n − 2)λ + 2µ) ≡ 0 obtemos que
((n− 2)λ(x)+ 2µ(x)) = 0. Logo x ∈ Q. Com isso, temos a inclusão N ⊂ Q. Por outro
lado, se x ∈ Q, então ((n − 2)λ(x) + 2µ(x)) = 0. Como λ e µ são duas curvaturas
principais distintas, temos que λ(y) ̸= µ(y). Assim, por ((n−2)λ(x)+2µ(x)) = 0 temos
que λ(y) ̸= 0. De fato, se λ(y) = 0, então λ(y) = 0 = µ(y), um absurdo. Com isso, temos
que y ∈ N, e então Q ⊂ N. Portanto N = Q. Como N é aberto e N = Q, temos que N é
simultanemente aberto e fechado. Mas, como M é conexa e M ̸= N, temos que N = /0,
segue-se assim que λ ≡ 0 em M.

Agora, como r = 1 e a curvatura seccional de M é dada por K(ei,e j) = 1 +

⟨B(ei,ei),B(e j,e j)⟩ ≥ 0, temos utilizando o teorema 4.5, que M ou é totalmente umbílica,
ou

M = Sk(a)×Sn−k(
√

1−a2), 1 ≤ k ≤ n−1.

Em todo caso teremos um absurdo. Logo, λ ̸= 0 em M.
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Agora, por (3-30), temos que

µ =
n(r−1)

2λ
− n−2

2
λ, λ−µ = n

λ2 − (r−1)
2λ

̸= 0. (3-31)

Decorre daí que, λ2 − (r−1) ̸= 0. Se λ2 − (r−1)< 0, temos por (3-31) que

r > 1, λ2 −λµ =
n
2
[λ2 − (r−1)]< 0. (3-32)

Assim, λµ > λ2, e então obtemos que a curvatura seccional de M é maior igual a 1. Com
isso, pelo teorema 3.5 temos que M ou é totalmente umbílica, ou

M = Sk(a)×Sn−k(
√

1−a2), 1 ≤ k ≤ n−1.

Em todo caso teremos um absurdo. Logo, λ2 − (r−1)> 0.
Agora, seja

Dp(λ) := {X ∈ TpM|AX = λ(p)X} (3-33)

e considere D(λ) a aplicacão definida em M tal que, Dp(λ) = {X ∈ TpM|AX = λ(p)X}.
Segue-se de [15], [7] que a distribuição D(λ) sobre M é totalmente integrável e λ é
constante ao longo de cada folha de Dp. Assim, podemos tomar uma base ortonormal
{e1, . . . ,en} tangente a M tal que

Aei = λei, Aen = µen, eiλ = 0, i = 1, . . . ,n−1. (3-34)

Observe que λ ̸= 0 em M. Assim, podemos assumir sem perda de generalidade que λ > 0.
Logo a função lnλ sobre M está bem definida. Assim, temos que
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∆(lnλ) =
n

∑
i=1

⟨∇eigrad(lnλ),ei⟩

=
n

∑
i=1

⟨
∇ei

( n

∑
j=1

e j(λ)
λ

e j

)
,ei

⟩
=

n

∑
i=1

⟨
∇ei

(en(λ)
λ

en

)
,ei

⟩
=

n

∑
i=1

⟨
ei

(en(λ)
λ

)
en +

en(λ)
λ

∇eien,ei

⟩
=

n

∑
i=1

⟨
ei

(en(λ)
λ

)
en,ei

⟩
+

n

∑
i=1

⟨en(λ)
λ

∇eien,ei

⟩
= en

(en(λ)
λ

)
+

n−1

∑
i=1

⟨en(λ)
λ

∇eien,ei

⟩
+
⟨en(λ)

λ
∇enen,en

⟩
= en

(en(λ)
λ

)
+

n−1

∑
i=1

⟨en(λ)
λ

∇eien,ei

⟩
. (3-35)

Considerando a segunda forma fundamental da imersão de M em Sn+1 como o
tensor

B : X(M)×X(M)×X(M)⊥ → D(M)

definido por
B(X ,Y,N) = ⟨B(X ,Y ),N⟩

com a derivação

(∇X B)(Y,Z,N) = X(B(Y,Z,N))−B(∇XY,Z,N)−B(Y,∇X Z,N), (3-36)

temos por Codazzi(Proposição 1.25) e pelo fato que Sn+1 tem curvatura seccional cons-
tante que

(∇Y B)(X ,Z,N) = (∇X B)(Y,Z,N).

Além disso, temos que

(∇X B)(Y,Z,N) = X(B(Y,Z,N))−B(∇XY,Z,N)−B(Y,∇X Z,N)

= X(B(Z,Y,N))−B(∇X Z,Y,N)−B(Z,∇XY,N)

= (∇X B)(Z,Y,N), (3-37)
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visto que B é bilinear pela proposição 1.20. Assim,

(∇X B)(Y,Z,N) = (∇X B)(Z,Y,N) = (∇ZB)(X ,Y,N). (3-38)

Para i = 1, . . . ,n−1, temos por (3-34) que

(∇eiB)(ei,en,N) = ei(B(ei,en,N))−B(∇eiei,en,N)−B(ei,∇eien,N)

= −⟨A(∇eiei),en⟩−⟨Aei,∇eien⟩

= −⟨∇eiei,Aen⟩−⟨Aei,∇eien⟩

= −µ⟨∇eiei,en⟩−λ⟨ei,∇eien⟩

= µ⟨∇eien,ei⟩−λ⟨ei,∇eien⟩

= (µ−λ)⟨∇eien,ei⟩, (3-39)

e

(∇enB)(ei,ei,N) = en(B(ei,ei,N))−B(∇enei,ei,N)−B(ei,∇enei,N)

= en⟨Aei,ei⟩−⟨A(∇enei),ei⟩−⟨Aei,∇enei⟩

= en(λ)−2λ⟨∇enei,ei⟩

= en(λ). (3-40)

Então, por (3-38), temos

⟨∇eien,ei⟩=
en(λ)
µ−λ

. (3-41)

Considere agora, w = {λ2 − (r−1)}− 1
n . Cheng mostrou em [7] que w é solução

da equação diferencial

enenw−w
(n−2

2wn − r
)
= 0.

Utilizando a expressão w = {λ2 − (r − 1)}− 1
n , temos que a última equação é

equivalente a

enenλ =
(n+2)λ2 +n(r−1)

n(λ2 − (r−1))λ
(enλ)2 −

− n
2λ

(λ2 − (r−1))
(n−2

2
(λ2 − (r−1))− r

)
. (3-42)
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Segue-se da equação (3-30), que

λ−µ =
n(λ2 − (r−1))

2µ
. (3-43)

Como, λµ ≤−1, temos por (3-30) que

−λµ ≥ 1

−2λµ ≥ 2

nr−n−2λµ ≥ 2+nr−n

n(r−1)−2λµ ≥ nr− (n−2)

(n−2)λ2 ≥ nr− (n−2)

λ2 ≥ nr− (n−2)
n−2

λ2 ≥ nr
n−2

−1. (3-44)

Substituindo (3-41), (3-42) e (3-43) em (3-35), temos

∆(lnλ) =
enenλ

λ
− (enλ)2

λ2 − (n−1)(enλ)2

λ(λ−µ)

=

(
(n+2)λ2 +n(r−1)

nλ2(λ2 − (r−1))
− 1

λ2 −
2(n−1)

n(λ2 − (r−1))

)
(enλ)2 −

− n
2λ

(λ2 − (r−1))
(n−2

2
(λ2 − (r−1))− r

)
=

2((2−n)λ2 +n(r−1))
nλ2(λ2 − (r−1))

(enλ)2

− n
2λ

(λ2 − (r−1))
(n−2

2
(λ2 − (r−1))− r

)
. (3-45)

Por (3-44), concluímos que

n−2
2

(λ2 − (r−1))− r ≥ 0 (3-46)

e

(2−n)λ2 +n(r−1)≤ 0. (3-47)

Portanto , de (3-45), segue que ∆(lnλ) ≤ 0. Assim, pelo teorema de E. Hopf, temos que
λ é constante em M. Novamente por (3-45), temos que ∆(lnλ) = 0 em M, e então

n−2
2

(λ2 − (r−1))− r = 0 (3-48)
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em M, que é equivalente a

λ2 =
nr

n−2
−1 (3-49)

em M.
Segue-se de (3-31) e (3-49) que

µ =
n(r−1)

2λ
− (n−2)

2λ
λ2

µ =
n(r−1)

2λ
− (n−2)

2λ

( nr
n−2

−1
)

µ =
nr−n

2λ
− nr

2λ
+

n−2
2λ

µ = − n
2λ

+
n−2

2λ

µ = −1
λ
. (3-50)

Isso conclui que as curvaturas principais de M são

λ, . . . ,λ,−1
λ
.

Agora, diremos que uma hipersuperfície M em uma forma espacial M(c) de
curvatura seccional constante c é uma hiperfície isoparamétrica, se M tiver curvaturas
principais constantes. E. Cartan, classificou em [3] as hipersuperfícies isoparamétricas de
Rn, Hn e Sn com o número de curvaturas principais g ≤ 3; obtendo para o caso em que
g = 2, M é hipersuperfície de Sn+1 e λ, . . . ,λ,− 1

λ sendo as curvaturas principais de M,
que

M = S1(
√

1− k2)×Sn−1(k),

onde k ∈ (0,1).
Visto que as curvaturas principais de M = S1(

√
1− k2)×Sn−1(k) são k1 = · · ·=

kn−1 =
√

1
k2 −1, kn = −

√
k2

1−k2 e k1 = · · · = kn−1 = λ, onde λ2 = nr
n−2 − 1, temos que

k2 = n−2
nr . Consequentemente, temos que

M = S1(

√
1− n−2

nr
)×Sn−1(

√
n−2

nr
)

e isso completa a prova do teorema.
�
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3.3 Resultados adicionais

3.3.1 Uma prova alternativa para o teorema 3.9

Nesta seção apresentaremos uma prova alternativa para o teorema 3.9. A de-
monstração que será apresentada foi dada por Hilário Alencar, Harold Rosenberg e Walcy
Santos em [18]. Em [18] os autores se propõem a estudar hipersuperfícies fechadas orien-
tadas imersas em Sn+1 com r-curvatura média constante e não negativa. Como caso par-
ticular, tem-se resultados sobre a curvatura escalar constante. Neste caso, se toma r = 2
na r-curvatura média. A técnica utilizada pelos autores é mostrar que sob as hipóteses
do teorema 3.9, a desigualdade de Newton(Proposição 1.33) ocorre. Logo, obtem-se via
desigualdade de Newton que as funções λ1, . . . ,λn que compõem as r- funções simétricas
são todas iguais, ou seja, M é totalmente umbílica.

Primeiramente, fixaremos algumas notações. Denotaremos por N o campo uni-
tário globalmente definido sobre M, onde M é uma hipersuperfície de Sn+1 ⊂ Rn+2. ⟨,⟩
denotará a métrica Riemanniana de Rn+2 bem como as métricas induzidas em Sn+1 e M.
Assuma que ∇̃, ∇ e ∇ são as conexões Riemannianas de Rn+2, Sn+1 e M, respectivamente.

Seja A o operador forma, ou seja, a matriz auto-adjunta determinada pela imersão
de M em Sn+1 associada a N, então

∇̃XY = (Xy1, . . . ,Xyn+2)

para X = (x1, . . . ,xn+2), Y = (y1, . . . ,yn+2) ∈ X(Rn+2).
Além disso, utilizando a definição do operador simetrico B dado pela proposição

1.19, temos que

∇̃XY = ∇XY −⟨X ,Y ⟩x = ∇XY + ⟨AX ,Y ⟩N −⟨X ,Y ⟩x,

e
A(X) =−∇̃X N =−∇X N,

para todo X ,Y ∈ X(M).
Agora, considerando as notações apresentadas na seção 1.4 e tomando as funções

f ,g : M → R, definidas por
f (P) = ⟨x(P),a⟩

e
g(P) = ⟨N(P),a⟩
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onde a é um vetor fixo de Rn+2, temos que essas funções satisfazem (ver [1], lema 5.2 ):

Lr( f ) = −(S1Sr+1 − (r+2)Sr+2) f − (r+1)Sr+1g, (3-51)

Lr(g) = −(r+1)Sr+1 f − (n− r)Srg. (3-52)

Em particular, para r = 0, ficamos com

∆( f ) = −(S2
1 −2S2) f −S1g =−|A|2 f −S1g,

∆(g) = −S1 f −ng. (3-53)

Como hipótese temos que a aplicação normal de Gauss N(M) está contida em
um hemisfério aberto de Sn+1, assim sendo, temos que,

f (P) = ⟨a,N(P)⟩> 0, (3-54)

para todo P ∈ M.
Por outro lado, pela desigualdade de Newton temos que a relação Hi−1Hi+1 ≤H2

i

ocorre para todo i, tal que, 0 ≤ i < n. Em particular, para i = 1, H0H2 ≤ H2
1 . Esta última

relação implica que H3 ≤ H1H2. De fato, pela relação (1-2), temos

H1H3 ≤ H2
2 ≤ H2

1 H2. (3-55)

Observe que H1 ̸= 0; caso contrário, por (3-55), teriamos H2 = 0. Mas, como H2 = K =

n(n − 1)r > 0, temos um absurdo. Assim, H1 ̸= 0. Logo, ou H1 = H > 0 em M, ou
H1 = H < 0 em M, visto que M é conexa e H é contínua.

CASO I:(H1 = H < 0) Nesse caso temos por (3-55) que

H3 ≥ H1H2. (3-56)

Como
Hi =

Si(n
i

)
por (3-56), temos que

S3(n
3

) ≥ S1(n
1

) S2(n
2

) . (3-57)

Desenvolvendo os binômios na expressão (3-57) ficamos com

(n−2)S1S2 −3nS3 ≤ 0. (3-58)



3.3 Resultados adicionais 62

Combinando (3-54) e (3-58), temos

[(n−2)S1S2 −3nS3] f ≤ 0. (3-59)

Agora, utilizando a expressão (3-51) com r = 1 e (3-53), temos que

L1 f − 2
n

S2∆g = −(S1S2 −3S3) f −2S2g+
2
n

S2S1 f +
2
n

S2ng

= −S1S2 f +3S3 f +
2
n

S2S1 f

=
1
n
[−nS1S2 f +3nS3 f +2S2S1 f ]

=
1
n
[(−n+2)S1S2 f +3nS3 f ]

= −1
n
[(n−2)S1S2 −3nS3] f . (3-60)

Pelo teorema da divergência e pelo fato de ∂M = /0, temos que∫
M

L1 f − 2
n

S2∆g =
∫

M
L1 f −

∫
M

2
n

S2∆g = 0. (3-61)

Assim, por (3-60),

0 =
∫

M
−1

n
[(n−2)S1S2 −3nS3] f

0 =
∫

M

1
n
[(n−2)S1S2 −3nS3] f

0 =
∫

M
[(n−2)S1S2 −3nS3] f . (3-62)

De (3-59) e (3-62), temos que [(n− 2)S1S2 − 3nS3] f = 0. Observe que f não
é identicamente nula, pois, caso contrário ⟨a,N(P)⟩ = 0, para todo P ∈ M. Logo, M é
totalmente geodésica, ou seja, em cada ponto P ∈ M e N ∈ (TPM)⊥, temos que a segunda
forma fundamental é nula(Ver teorema 1 de [14]). Assim, teremos H1 = H = 0, um
absurdo. Logo, [(n−2)S1S2 −3nS3] = 0. Assim, equivalentemente

S3(n
3

) = S1(n
1

) S2(n
2

)
e, então,

H3 = H1H2.

Logo, pela proposição 3.8, temos que λ1 = λ2 = · · · = λn, ou seja, M é totalmente
umbílica.
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CASO II:(H1 = H > 0) Nesse caso temos por (3-55) que

H3 ≤ H1H2. (3-63)

Como
Hi =

Si(n
i

) ,
por (3-63), temos que

S3(n
3

) ≤ S1(n
1

) S2(n
2

) . (3-64)

Desenvolvendo os binômios na expressão (3-64) ficamos com

(n−2)S1S2 −3nS3 ≥ 0. (3-65)

Combinando (3-54) e (3-64), temos

[(n−2)S1S2 −3nS3] f ≥ 0. (3-66)

Agora, utilizando a expressão (3-51) com r = 1 e (3-53), temos que

L1 f − 2
n

S2∆g = −(S1S2 −3S3) f −2S2g+
2
n

S2S1 f +
2
n

S2ng

= −S1S2 f +3S3 f +
2
n

S2S1 f

=
1
n
[−nS1S2 f +3nS3 f +2S2S1 f ]

=
1
n
[(−n+2)S1S2 f +3nS3 f ]

= −1
n
[(n−2)S1S2 −3nS3] f . (3-67)

Pelo teorema da divergência, e pelo fato de ∂M = /0, temos que∫
M

L1 f − 2
n

S2∆g =
∫

M
L1 f −

∫
M

2
n

S2∆g = 0. (3-68)

Assim, por (3-67),

0 =
∫

M
−1

n
[(n−2)S1S2 −3nS3] f

0 =
∫

M

1
n
[(n−2)S1S2 −3nS3] f

0 =
∫

M
[(n−2)S1S2 −3nS3] f . (3-69)
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De (3-66) e (3-69), temos que [(n− 2)S1S2 − 3nS3] f = 0. Observe que f não
é identicamente nula, pois, caso contrário ⟨a,N(P)⟩ = 0, para todo P ∈ M. Logo, M é
totalmente geodésica, ou seja, em cada ponto P ∈ M e N ∈ (TPM)⊥, temos que a segunda
forma fundamental é nula(Ver teorema 1 de [14]). Assim, teremos H1 = H = 0, um
absurdo. Logo, [(n−2)S1S2 −3nS3] = 0. Assim, equivalentemente

S3(n
3

) = S1(n
1

) S2(n
2

)
e, então,

H3 = H1H2.

Assim, pela proposição 3.8, temos que λ1 = λ2 = · · · = λn, ou seja, M é totalmente
umbílica.

Em todo caso, teremos M totalmente umbílica.

3.3.2 Generalização do Teorema 3.11

Apresentaremos agora um teorema que generaliza o teorema 3.11. A demons-
tração a ser apresentada foi dada por Quoxin Wei e Young Jin Suh em [23]. Em [23] os

autores se propõem a obter uma caracterização para S1
(√

1− n−2
nr

)
×Sn−1

(√
n−2
nr

)
e

Sm(c)×Sn−m(2≤m≤ n−2,0< c2 < 1) imersos na esfera unitária Sn+1(1). Os resultados
apresentado pelos autores generalizam teoremas dados por Cheng e Yau em [6] e Wang e
Xia em [20], onde trocam uma hipótese de compacidade por uma hipótese mais fraca, que
é a completude da hipersuperfície. A técnica de prova do teorema 3.11 dada pelos auto-
res é mostrar que as curvaturas principais da hipersuperfície referente à imersão em Sn+1

são funções constantes e dadas por λ = k1 = · · · = kn−1 =
√

1
k2 −1, µ = kn = −

√
k2

1−k2 .
Ou seja, é uma hipersuperfície isoparamétrica. Assim, juntamente com o trabalho de E.
Cartan em [3], na qual classifica as hipersuperfícies isoparamétricas em Sn+1, tem-se o
resultado do teorema a seguir

Teorema 3.14 ([23])Seja Mn (n ≥ 3) uma hipersuperfície completa, conexa e orientada

imersa em Sn+1 com curvatura escalar constante igual a n(n− 1)r, onde r é constante

e assuma que λ e µ são as curvaturas principais de M, de multiplicidade n − 1 e 1,

respectivamente. Assuma também que, λµ ≤−1 em M. Então M é isométrica ao produto

Riemanniano S1
(√

1− n−2
nr

)
×Sn−1

(√
n−2
nr

)
.

Considere λ1, . . . ,λn, os autovalores do operador forma auto-adjunto A corres-
pondente a imersão de M em Sn+1. Assim, λi são as curvaturas principais de M. Como
por hipótese temos que M possui duas curvaturas principais distintas, λ, µ, onde uma é
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simples, podemos assumir sem perda de generalidade que,

λ1 = λ2 = · · ·= λn−1 = λ e λn = µ. (3-70)

Utilizando a informação (3-70), temos que a curvatura media é dada por

H =
1
n

n

∑
i=1

λi =
1
n

(
(n−1)λ+µ

)
. (3-71)

Agora, considere S = ∑n
i=1 λ2

i . Temos então que

S =
n

∑
i=1

λ2
i = (n−1)λ2 +µ2. (3-72)

Com isso, combinando (3-71) e (3-72) juntamente com a equação de Gauss(Proposição
1.24), temos que a curvatura escalar é dada por

K = n(n−1)r = n(n−1)+n2H2 −S

= n(n−1)+n2( 1
n2

(
(n−1)λ+µ

)2)− (n−1)λ2 −µ2

= n(n−1)+
(
(n−1)λ+µ

)2 − (n−1)λ2 −µ2

= n(n−1)+(n−1)2λ2 +2(n−1)λµ+µ2 − (n−1)λ2 −µ2

= n(n−1)+(n−1)2λ2 +2(n−1)λµ− (n−1)λ2. (3-73)

Logo

n(n−1)r = n(n−1)+(n−1)2λ2 +2(n−1)λµ− (n−1)λ2 (3-74)

e, então,

n(r−1) = (n−2)λ2 +2λµ. (3-75)

Como λ ̸= µ, mostramos no teorema anterior que λ ̸= 0 e λ2 − (r−1)> 0.
Pela equação (3-75), temos que

µ =
n(r−1)

2λ
− n−2

2
λ. (3-76)

Segue-se de (3-76) que

1+λµ = 1+
n(r−1)

2
− n−2

2
λ2. (3-77)
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Definindo w := {λ2 − (r−1)}− 1
n , Cheng mostrou em [7] o seguinte teorema:

Teorema 3.15 (Teorema 2.1 de [7])Suponha que n ≥ 3 e Seja Mn é uma hipersuperfície

n-dimensional em Sn+1 com curvatura escalar constante igual a n(n− 1)r e com duas

curvaturas principais distíntas. Se o espaço dos vetores principais de M correspondente

a uma das cuvaturas principais é de dimensão 1, então M é o lugar geométrico de uma

subvariedade Mn−1
1 (s), de dimensão n − 1, a curvatura principal λ de multiplicidade

n−1 é constante ao longo de Mn−1
1 e Mn−1

1 (s) é localmente isométrica a esfera (n−1)-
dimensional Sn−1(c(s)) = En(s)∩ Sn+1 de curvatura constante. Além disso, w = [λ2 −
(r−1)]−

1
n satisfaz a seguinte equação diferencial de segunda ordem

d2w
ds2 −w

(n−2
2

1
wn − r

)
= 0 (3-78)

onde En(s) é um espaço vetorial de dimensão n em Rn+2 que é paralelo a um espaço

vetorial n-dimensional En e s é o parâmetro comprimento de arco da curva integral

correspondente aos vetores principais µ.

Lema 3.16 A equação (3-78) é equivalente a equação de primeira ordem(dw
ds

)2
+ rw2 +

1
wn−2 =C, (3-79)

onde C é uma constante. Para uma solução constante w0, temos que r > 0, wn
0 =

n−2
2r e,

então,

C0 =
n
2

( 2r
n−2

) n−2
n
. (3-80)

Além disso, a solução constante de (3-78) corresponde ao produto Riemanniano

S1(
√

nr+2−n
nr )×Sn−1(

√
n−2
nr )

Prova. Primeiramente, denotaremos as curvaturas principais de M por

λ1 = λ2 = · · ·= λn−1 = λ , λn = µ e Aei = λiei.

Utilizando os resultados apresentados na seção 2 de [7], é possível mostrar que ∇enen = 0.
Assim, pela definição de geodésica concluímos que a curva integral do campo de vetores
principal correspondente a µ é uma geodésica. Logo, podemos assumir que w(s) =

[λ2(s)− (r−1)]−
1
n está definida para s ∈ (−∞,∞), visto que M é completa.

Agora, multiplicando a equação (3-78) por 2dw
ds , temos que
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2
dw
ds

(d2w
ds2 −w

(n−2
2w

1
wn − r

))
= 0 ⇐⇒

2
dw
ds

d2w
ds2 −2

dw
ds

w
(n−2

2
1

wn − r
)

= 0 ⇐⇒

2
dw
ds

d2w
ds2 +2

dw
ds

wr−2
dw
ds

w
(n−2

2
1

wn

)
= 0 ⇐⇒

2
dw
ds

d2w
ds2 +2

dw
ds

wr− (n−2)
dw
ds

1
wn−1 = 0. (3-81)

A equação (3-79) segue-se da integração de (3-81)
Considere w(s) = w0 uma solução constante de (3-79). Temos por (3-78) que

wn
0 =

n−2
2r

(3-82)

e substituindo (3-82) em (3-79) obtemos

C0 =
n
2

( 2r
n−2

) n−2
n
. (3-83)

Combinando wn
0 =

n−2
2r com w = {λ2 − (r−1)}− 1

n , encontramos

λ2 =
n(r−1)+2

n−2
(3-84)

e combinando (3-76) com λ2 = n(r−1)+2
n−2 , obtemos que

µ2 =
n−2

n(r−1)+2
. (3-85)

Assim, temos que as curvaturas principais da hipersuperfície M são constantes, ou seja,
M é uma hipersuperfície isoparamétrica, e então, pelo trabalho de E.Cartan em [3] de
classificação das hipersuperfícies isoparamétricas, temos que

M = S1(
√

1− k2)×Sn−1(k),

onde k ∈ (0,1),
Visto que as curvaturas principais de M = S1(

√
1− k2)×Sn−1(k) são

k1 = · · ·= kn−1 =

√
1
k2 −1 , kn =−

√
k2

1− k2 ,
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e as curvaturas principais de M são

λ1 = λ2 = · · ·= λn−1 = λ , λn = µ,

temos que,

λ2 =
1
k2 −1,

µ2 =
k2

1− k2 .

Agora, utilizando (3-84), obtemos

1
k2 −1 =

n(r−1)+2
n−2

.

Logo,

k2 =
n−2

nr
.

Consequentemente, temos que

M = S1(

√
1− n−2

nr
)×Sn−1(

√
n−2

nr
)

e isso completa a demonstração do lemma. �

Agora, vamos a demonstração do Teorema 3.14. Para isso, vamos mostrar que
cada curva integral correspondente a curvatura principal µ é constante, ou seja, vamos
mostrar que as curvas integrais correspondentes a curvatura principal µ satisfazem dw

ds = 0.
Assim, pelo Lema 4.8 temos que

M = S1(

√
1− n−2

nr
)×Sn−1(

√
n−2

nr
).

Prova. Com efeito, combinando (3-77) com λµ ≤−1, deduzimos que

n−2
2

[λ2 − (r−1)]≥ r. (3-86)

Segue-se daí que

n−2
2

1
wn − r ≥ 0. (3-87)

Como

d2w
ds2 −w

(n−2
2

1
wn − r

)
= 0, (3-88)
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temos que

d2w
ds2 ≥ 0. (3-89)

Assim

dw
ds

é monótona

Vemos por (3-78) que a função positiva w(s) é limitada. De fato, caso não fosse
teríamos

lim
s→∞

((dw(s)
ds

)2
+ rw2(s)+

1
wn−2(s)

)
=±∞ =C, (3-90)

um absurdo. Logo, w(s) é limitada.
Como w(s) é limitada e monótona quando s → ∞, temos que ambos os limites

existem

lim
s→−∞

dw(s)
ds

= lim
s→+∞

dw(s)
ds

= 0. (3-91)

Agora, pela monotonicidade de dw
ds , temos que dw

ds ≡ 0. Logo, w é constante. Temos, então,
pelo Lema 4.8 que

M = S1(

√
1− n−2

nr
)×Sn−1(

√
n−2

nr
)

e isso conclui a prova do teorema. �



CAPÍTULO 4
Teoremas de Rigidez em Hn+1

No capítulo 3, apresentamos resultados de Rigidez topológica proposto por
Qiaoling Wang e Changyu Xia em [21] para hipersuperfícies fechadas imersas em
Sn+1, sendo que tais resultados foram provados baseando-se em recursos de Espaços
de Recobrimento. Neste capítulo, vamos apresentar teoremas de rigidez topológica de
hipersuperfícies fechadas propostos pelos mesmos autores em [21], porém, trocaremos a
hipótese de imersão em Sn+1 pela imersão no espaço hiperbólico Hn+1. Tais resultados
serão provados utilizando as mesmas técnicas de Espaços de Recobrimento apresentada
no capítulo 3.

Teorema 4.1 Seja Mn (n ≥ 2) uma hipersuperfície fechada, conexa e orientada imersa

em Hn+1 com curvatura de Gauss-Kronecker não nula em M. Então M é difeomorfa a

esfera n-dimensional.

Primeiramente fixaremos algumas notações. Seja Ln+2 o espaço de Lorentz-
Minkowski, que é o espaço Rn+2 munido da métrica

⟨x,y⟩=−x0y0 +
n+1

∑
i=1

xiyi,

para x = (x1, . . . ,xn+1) e y = (y1, . . . ,yn+1) ∈ Rn+2. Vamos considerar também o espaço
Sn+1

1 ⊂ Ln+2, dado por
Sn+1

1 = {x ∈ Ln+2|⟨x,x⟩= 1}

.
Para cada a ∈ Rn+2, o hiperplano a⊥ = {x ∈ Ln+2|⟨x,a⟩ = 0} divide o espaço

Ln+2 em duas componentes conexas que chamaremos hemisférios abertos determinados
por a.

No decorrer do trabalho usaremos o modelo de Minkowski para o espaço Hn+1,
ou seja,

Hn+1 = {x ∈ Ln+2|⟨x,x⟩=−1,x0 > 0},

com a métrica ⟨,⟩ induzida de Ln+2.
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Seja M uma hypersuperfície orientada imersa em Hn+1. Denote por N o campo
normal unitário definido globalmente sobre M, ou seja, N : M → Sn+1

1 . Chamaremos N a
aplicação normal de Gauss e N(M) a imagem de Gauss de M. Denotaremos por ⟨,⟩ a mé-
trica Riemanniana de Ln+2 bem como as métricas induzidas em Hn+1 e M, assumiremos
que ∇̃, ∇ e ∇ são as conexões Riemannianas de Ln+2, Hn+1 e M, respectivamente.

Seja A o operador forma, ou seja, a matriz auto-adjunta determinada pela imersão
de M em Hn+1 associada a N. Então

∇̃XY = (Xy1, . . . ,Xyn+2),

para X = (x1, . . . ,xn+2), Y = (y1, . . . ,yn+2) ∈ X(Ln+2).
Além disso, utilizando a definição do operador simétrico B dado pela proposição

1.19, temos que

∇̃XY = ∇XY −⟨X ,Y ⟩x = ∇XY + ⟨AX ,Y ⟩N −⟨X ,Y ⟩x,

e
A(X) =−∇̃X N =−∇X N,

para todo X ,Y ∈ X(M).
Prova. Vamos agora a prova do teorema 4.1. Fixando um ponto a ∈ Sn+1

1 e considerando
a interseção do conjunto a⊥„ definido anteriormente com o conjunto Sn+1

1 temos

Sn
a := a⊥∩Sn+1

1 = {x ∈ Sn+1
1 |⟨a,x⟩= 0}.

Observe que Sn
a define uma esfera n-dimensional em Sn+1

1 , que chamaremos equador de
Sn+1

1 determinado por a.
Vamos mostrar que M é difeomorfa a esfera Sn

a. Para isso, definiremos a aplicação

ψ : M → Sn
a

x → ψ(x) =
N(x)+ ⟨N(x),a⟩a√

1+ ⟨N(x),a⟩2
.

Vamos mostrar que ψ é um difeomorfismo global. Para isso, calcularemos a
diferencial de ψ. Tomando x ∈ M, v ∈ TxM e considerando uma curva α : (−ε,ε) → M,
tal que α(0) = x e v = α′(0), temos que

dψx(v) = lim
t→0

ψ◦α(t)−ψ◦α(0)
t

= lim
t→0

N◦α(t)+⟨N◦α(t),a⟩a√
1+⟨N◦α(t),a⟩2

− N◦α(0)+⟨N◦α(0),a⟩a√
1−+⟨N◦α(0),a⟩2

t
.
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Utilizando a regra da cadeia, ficamos com

dψx(v) =
∇vN + ⟨∇vN,a⟩a√

1+ ⟨N(x),a⟩2
− ⟨N(x),a⟩⟨∇vN,a⟩

{1+ ⟨N(x),a⟩2}3/2 (N(x)+ ⟨N(x),a⟩a).

Ou seja,

dψx(v) =
−Av−⟨Av,a⟩a√

1+ ⟨N(x),a⟩2
+

⟨N(x),a⟩⟨Av,a⟩
{1+ ⟨N(x),a⟩2}3/2 (N(x)+ ⟨N(x),a⟩a).

Como, ⟨Av,N(x)⟩= 0, temos que

⟨dψx(v),dψx(v)⟩ =
|Av|2(1+ ⟨N(x),a⟩2)+ ⟨Av,a⟩2

(1+ ⟨N(x),a⟩2)2

=
|Av|2

1+ ⟨N(x),a⟩2 +
⟨Av,a⟩2

(1+ ⟨N(x),a⟩2)2

≥ |Av|2

1+ ⟨N(x),a⟩2 . (4-1)

Como M tem curvatura de Gauss-Kronecker não nula em M, temos que Av ̸= 0,
para todo v ̸= 0 em TxM. Concluímos por (4-1) que, se v ̸= 0, então dψx(v) ̸= 0. Assim,
pelo teorema da função inversa, concluímos que, ψ é um difeomorfismo local. Visto que
M é compacta, temos pela proposição 1.27 que ψ é uma aplicação de recobrimento, e
como M é conexa por caminhos e Sn

a é simplesmente conexa, concluímos pelo corolário
1.30 que ψ é um homeomorfismo. Logo, ψ é um homeomorfismo e um difeomorfismo
local, com isso, ψ−1 é diferenciável. Isso conclui que ψ é um difeomorfismo global. �

Para demonstração deste teorema faremos uso da mesma notação utilizada no
teorema anterior.

Teorema 4.2 Seja Mn (n ≥ 2) uma hipersuperfície fechada, conexa e orientada imersa

em Hn+1. Se existe um ponto a ∈ Sn+1
1 , tal que a imagem da aplicação normal de Gauss

esteja contída em um semi-espaço aberto determinado por a, então M é difeomorfa a

esfera n-dimensional.

Prova. Primeiramente, consideraremos a aplicação

φ : M → a⊥∩Hn+1

x → φ(x) =
1√

1+ ⟨a,x⟩2
(x−⟨a,x⟩a).
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Tomando x ∈ M e v ∈ TxM, temos que

dφx(v) =
1√

1+ ⟨a,x⟩2
(v−⟨a,v⟩a)− ⟨a,v⟩⟨a,x⟩

(1+ ⟨a,x⟩2)3/2 (x−⟨a,x⟩a). (4-2)

Com isso,

⟨dφx(v),dφx(v)⟩=
1

(1+ ⟨a,x⟩2)2 (|v|
2(1+ ⟨a,x⟩2)−⟨a,v⟩2). (4-3)

Temos que, a ∈ Sn+1
1 , pode ser expresso como a = aT +aN , onde aT é tangente a M e aN

é normal a M. Assim, Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

⟨v,a⟩2 = ⟨v,aT +aN⟩2 = ⟨v,aT ⟩2 ≤ |v|2|aT |2.

Logo, como x, N(x) pertencem ao espaço normal de M, projetando a no espaço gerado
por x e N(x), temos que

aN =
⟨a,x⟩
⟨x,x⟩

x+
⟨a,N(x)⟩

⟨N(x),N(x)⟩
N(x),

aN =−⟨a,x⟩x+ ⟨a,N(x)⟩N(x).

Assim,

1 = ⟨a,a⟩

= ⟨a,aT +aN⟩

= ⟨a,aT ⟩+ ⟨a,aN⟩

= ⟨a,aT ⟩−⟨a,x⟩2 + ⟨a,N(x)⟩2

= ⟨aN +aT ,aT ⟩−⟨a,x⟩2 + ⟨a,N(x)⟩2

= ⟨aT ,aT ⟩−⟨a,x⟩2 + ⟨a,N(x)⟩2

= |aT |2 −⟨a,x⟩2 + ⟨a,N(x)⟩2.

Logo,

⟨dφx(v),dφx(v)⟩ =
1

(1+ ⟨a,x⟩2)2 (|v|
2(1+ ⟨a,x⟩2)−⟨a,v⟩2)

≥ |v|2(1+ ⟨a,x⟩2 −|aT |2)
(1+ ⟨a,x⟩2)2

=
|v|2⟨a,N(x)⟩2

(1+ ⟨a,x⟩2)2 . (4-4)
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Como, por hipótese, a imagem da aplicação normal de Gauss está contída em um
semi-espaço aberto determinado por a, temos que, ⟨N(x),a⟩ ̸= 0, para todo x ∈ M. Assim,
temos por (4-4) que, se v ̸= 0, então dφx(v) ̸= 0.

Seja a = (a0, . . . ,an+1). Para todo x = (x0, . . . ,xn+1) ∈ a⊥∩Hn+1, temos que

0 = ⟨x,x⟩+2⟨x,a⟩+ ⟨a,a⟩= ⟨x+a,x+a⟩=−(x0 +a)2 +
n+1

∑
i=1

(xi +ai)
2, (4-5)

o que implica que x0 + a0 ̸= 0, pois, do contrário, teriamos que x = a, mas, isso é um
absurdo visto que x ∈ a⊥. Assim, podemos definir a aplicação

φ̃ : a⊥∩Hn+1 → Sn(1)

x → φ̃(x) =
1

x0 +a0
(x1 +a1, . . . ,xn+1 +an+1),

onde x = (x0, . . . ,xn+1) e Sn+1(1) é a esfera Euclidiana unitária.
Considere agora, z = (z0, . . . ,zn+1) ∈ a⊥∩Hn+1

e um vetor u = (u0, . . . ,un+1) ∈
Tz(a⊥∩Hn+1). Temos então que u é tangente a alguma curva diferenciável

γ : (−ε,ε)→ a⊥∩Hn+1

t → γ(t) = (z0(t), . . . ,zn+1(t))

satisfazendo γ(0) = z e γ′(0) = u. Assim, pela definição de φ̃, temos que

dφ̃z(u) =
d(φ̃◦ γ)

dt
(0)

=
−u0

(z0 +a0)2 (z1 +a1, . . . ,zn+1 +an+1)+
1

z0 +a0
(u1, . . . ,un+1),

e então

⟨dφ̃z(u),dφ̃z(u)⟩=

=
1

(z0 +a0)4

(
u2

0

n+1

∑
i=1

(zi +ai)
2 +(z0 +a0)

2
n+1

∑
i=1

u2
i −2u0(z0 +a0)

n+1

∑
i=1

ui(zi +ai)

)
. (4-6)

Observe que a função f : a⊥∩Hn+1 → R dada por

f (y) = ⟨y+a,y+a⟩

é identicamente nula, pois, para todo y ∈ a⊥∩Hn+1, temos que

⟨y+a,y+a⟩= ⟨y,y⟩+2⟨y,a⟩+ ⟨a,a⟩=−1+2.(0)+1 = 0.
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Assim

0 =
1
2

d fy(u) = ⟨y+a,u⟩=−u0(z0 +a0)+
n+1

∑
i=1

ui(zi +ai)

e então

u0(z0 +a0) =
n+1

∑
i=1

ui(zi +ai). (4-7)

Substituindo (4-7) e

(z0 +a0)
2 =

n+1

∑
i=1

(zi +ai)
2 (4-8)

em (4-6), ficamos com

⟨dφ̃z(u),dφ̃z(u)⟩=
1

(z0 +a0)2

(
n+1

∑
i=1

u2
i −u2

0

)
=

|u|2

(z0 +a0)2 . (4-9)

Assim, se u ̸= 0, então dφ̃z(u) ̸= 0.
Agora, definindo a aplicação

Φ = φ̃◦φ : M → Sn(1)

temos que, se x ∈ M e w ∈ TxM é não nulo, então dφx(w) ̸= 0. Com isso, dΦx(w) =

dφ̃φ(x)(dφx(w)) ̸= 0, e, então, dΦx é injetiva. Como dim(TxM) = dim(TΦ(x)Sn(1)) = n,
concluímos que dΦ é um isomorfismo. Assim, pelo teorema da função inversa, Φ é
um difeomorfismo local. Como todo difeomorfismo local é um homeomorfismo local
e M é compacta por hipótese, temos pela proposição 1.27 que Φ é uma aplicação de
recobrimento. Sendo M compacta, pelo teorema de Ropf-Rinow M é completa. Logo,
para cada dois pontos em M podemos traçar um caminho mínimo ligando estes dois
pontos em M, o que mostra que M é conexa por caminhos. Pelo corolário 1.30, temos que
Φ é um homeomorfismo. Logo, Φ é um homeomorfismo e um difeomorfismo local, com
isso, Φ−1 é diferenciável. Isso conclui que ψ é um difeomorfismo global. E isso completa
a demonstração do teorema. �

Novamente, para a demonstração deste teorema faremos uso da mesma notação
utilizada no teorema 3.1.

Teorema 4.3 Seja Mn (n ≥ 2) uma hipersuperfície fechada, conexa e orientada imersa

em Hn+1 e denote por λ1, . . . ,λn as curvaturas principais de M. Se uma das funções,

F = ∏n
i=1(1−λi), ou G = ∏n

i=1(1+λi) definidas em M, não é identicamente nula, então

M é difeomorfa a esfera n-dimensional.
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Prova. Primeiramente, se x ∈Hn+1, então TpHn+1 = {v ∈ Ln+2|⟨x,v⟩= 0}. Assim, como
N(x) é o vetor normal a M no espaço Hn+1, temos que N(x) ∈ TpHn+1. Com isso,

⟨x,x⟩=−1, ⟨N(x),x⟩= 0 e ⟨N(x),N(x)⟩= 1. (4-10)

Logo,

0 = ⟨x±N(x),x±N(x)⟩=−(x0 ±N0(x))2 +
n+1

∑
i=1

(xi ±Ni(x))2, (4-11)

o que implica que x0 ±N0(x) ̸= 0, pois, caso contrário teremos que x = N(x), o que é um
absurdo por (4-10). Assim, podemos definir duas aplicações W+, W− : M → Sn dadas por

W+(x0, . . . ,xn+1) =
1

x0 +N0(x)
(x1 +N1(x), . . . ,xn+1 +Nn+1(x))

e
W−(x0, . . . ,xn+1) =

1
x0 −N0(x)

(x1 −N1(x), . . . ,xn+1 −Nn+1(x)),

onde x = (x0, . . . ,xn+1).
Primeiro, consideraremos

F(x) =
n

∏
i=1

(1−λi(x)) ̸= 0,

para todo x ∈ M. Assim, utilizaremos a aplicação W+ definida anteriormente. Caso
considerássemos G(x) = ∏n

i=1(1+λi(x)) ̸= 0, para todo x ∈ M, utilizariamos a aplicação
W−. Nos dois caso chegaremos ao resultado desejado.

Considere então, x = (x0, . . . ,xn+1) ∈ M e um vetor v = (v0, . . . ,vn+1) ∈ TxM.
Temos que v é tangente a alguma curva diferenciável

γ : (−ε,ε)→ M

t → γ(t) = (x0(t), . . . ,xn+1(t))

satisfazendo γ(0) = x e γ′(0) = v. Assim, pela definição de W+, temos que

dW+
x (v) =

d(W+ ◦ γ)
dt

(0)

=
1

(x0 +N0(x))2

(
− (v0 + v(N0))(x1 +N1(x), . . . ,xn+1 +Nn+1(x))+

+(x0 +N0(x))(v1 + v(N1), . . . ,vn+1 + v(Nn+1))
)
, (4-12)
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e

⟨dW+
x (v),dW+

x (v)⟩= 1
(x0 +N0(x))4

(
(v0 + v(N0))

2
n+1

∑
i=1

(xi +Ni(x))2 −

−2(v0 + v(N0))(x0 +N0(x))
n+1

∑
i=1

(xi +Ni(x))(vi + v(Ni))+

+(x0 +N0(x))2
n+1

∑
i=1

(vi + v(Ni))
2
)
, (4-13)

onde denotamos v(Ni) a derivada de Ni na direção v.
Agora, por (4-10), temos que a função f : M → R dada por

f (y) = ⟨y+N(y),y+N(y)⟩

é identicamente nula. Assim,

0=
1
2

d fx(v)= ⟨x+N(x),v+v(N)⟩=−(x0+N0(x))(v0+v(N0))+
n+1

∑
i=1

(xi+Ni(x))(vi+v(Ni))

e, então,

(x0 +N0(x))(v0 + v(N0)) =
n+1

∑
i=1

(xi +Ni(x))(vi + v(Ni)). (4-14)

Substituindo (4-11) e (4-14) em (4-13), teremos

⟨dW+
x (v),dW+

x (v)⟩= 1
(x0 +N0(x))2

(n+1

∑
i=1

(vi + v(Ni))
2 − (v0 + v(N0))

2
)
. (4-15)

Agora, visto que
∇̃XY = (Xy1, . . . ,Xyn+2)

para X = (x1, . . . ,xn+2), Y = (y1, . . . ,yn+2) ∈ X(Ln+2) e

∇̃XY = ∇XY −⟨X ,Y ⟩x = ∇XY + ⟨AX ,Y ⟩N −⟨X ,Y ⟩x

A(X) =−∇̃X N =−∇X N,

para todo X ,Y ∈ X(M), temos que

−A(v) = ∇̃XY = ∇XY = (v(N0), . . . ,v(Nn+1)). (4-16)
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Combinando (4-15) e (4-16), ficamos com

⟨dW+
x (v),dW+

x (v)⟩= 1
(x0 +N0(x))2 ⟨v−Av,v−Av⟩. (4-17)

Como F(x) = ∏i(1− λi(x)) ̸= 0, para todo x ∈ M, temos que λi(x) ̸= 1, i =

1, . . . ,n. Assim, se v ̸= 0, então v−Av ̸= 0, o que implica, por (4-17), que dW+
x (v) ̸= 0,

acarretando que dW+
x é injetiva. Como dim(TxM) = dim(TW+

x
Sn(1)) = n, temos que dW+

x

é um isomorfismo. Assim, pelo teorema da função inversa, W+ é um difeomorfismo
local. Como todo difeomorfismo local é um homeomorfismo local e M é compacta, por
hipótese, pela proposição 1.27 temos que W+ é uma aplicação de recobrimento. Sendo
M compacta, pelo teorema de Ropf-Rinow M é completa. Logo, para cada dois pontos
em M podemos traçar um caminho mínimo ligando estes dois pontos em M e então M é
conexa por caminhos. Pelo corolário 1.30, temos que W+ é um homeomorfismo. Logo,
W+ é um homeomorfismo e um difeomorfismo local, com isso, (W+)−1 é diferenciável.
Isso conclui que W+ é um difeomorfismo global.

�
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