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Resumo

de Souza, Danilo Rodrigues. Métodos Quase-Newton com Busca Li-
near de Wolfe para Otimização Multiobjetivo. Goiânia, 2023. 141p.
Tese de Doutorado. Programa de Pós-Graduação em Matemática, Instituto
de Matemática e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

Propomos três métodos tipo BFGS com busca linear de Wolfe para otimização mul-
tiobjetivo irrestrita. Os algoritmos são bem definidos mesmo para problemas gerais
não convexos. O primeiro mimetiza o método BFGS clássico para otimização es-
calar, para o qual a convergência global e R-linear para um ponto Pareto ótimo
são estabelecidas para problemas fortemente convexos. Na análise de convergência
local, a taxa é Q-superlinear. Os outros dois algoritmos são versões globalmente
convergentes do método BFGS para problemas não convexos. Finalmente, caracte-
rizamos explicitamente de maneira não assintótica a convergência local superlinear
do método BFGS para otimização multiobjetivo.

Palavras–chave
Otimização multiobjetivo, otimização multicritério, otimalidade Pareto,

métodos quase-Newton, BFGS, busca linear de Wolfe, convergência superlinear,
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Abstract

de Souza, Danilo Rodrigues. Quasi-Newton Methods with Wolfe Line
Search for Multiobjective Optimization. Goiânia, 2023. 141p. PhD.
Thesis. Programa de Pós-Graduação em Matemática, Instituto de Matemá-
tica e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

We propose three BFGS-type methods with Wolfe line search for unconstrained mul-
tiobjective optimization. The algorithms are well defined even for general nonconvex
problems. The first one mimics the classical BFGS method for scalar optimization,
for which global convergence and R-linear convergence to a Pareto optimal point
are established for strongly convex problems. In the local convergence analysis, the
rate is Q-superlinear. The other two algorithms are globally convergent versions of
the BFGS method for nonconvex problems. Finally, we explicitly characterize in
a non-asymptotic way the superlinear local convergence of the BFGS method for
multiobjective optimization.

Keywords
Multiobjective optimization, multicriteria optimization, Pareto optimality,

quasi-Newton methods, BFGS, Wolfe line search, superlinear convergence, local
convergence, rate of convergence.
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Introdução

Em otimização multiobjetivo, buscamos minimizar duas ou mais funções
objetivo simultaneamente. Tipicamente, em um problema dessa natureza, não existe
um único ponto que minimiza todos as funções simultaneamente. Nesse caso, diz-
se que os objetivos são conflitantes e usamos o conceito de otimalidade Pareto para
caracterizar uma solução do problema. Um ponto é chamado Pareto ótimo se nenhum
valor funcional pode ser melhorado sem piorar outro. Problemas de otimização
multiobjetivo aparecem em muitas áreas da ciência. Recomendamos ao leitor [2,73]
e suas referências para algumas aplicações práticas interessantes.

Nas últimas duas décadas, vários métodos iterativos para otimização escalar
foram estendidos e analisados para otimização multiobjetivo. Essa linha de pesquisa
se iniciou em [29] com a extensão do método do gradiente (steepest descent method);
veja também [23]. Outros algoritmos incluindo Newton [10, 28, 37, 76], quase-
Newton [1,44,52,58,61,65,66], gradientes conjugados [34,35,50], gradiente projetado
[12,25,30,31,36] e métodos proximais [4,7,8,9,11] também foram estendidos. Como
característica comum, esses métodos possuem propriedades de convergência e não
escalarizam o problema a ser resolvido, sendo alternativas interessantes para métodos
de escalarização [24] e abordagens heurísticas [45].

Algoritmos quase-Newton são uma das classes mais populares de méto-
dos para resolver um problema de otimização escalar irrestrita. O primeiro método
quase-Newton surgiu em 1959 com o trabalho de Davidon [17] e foi popularizado qua-
tro anos depois por Fletcher e Powell [27]. Desde então, os algoritmos quase-Newton
têm atraído a atenção da comunidade científica principalmente porque evitam cál-
culos de Hessianas e possuem bom desempenho numérico. Existem diversos artigos
sobre o assunto (que são muitos para listar), incluindo contribuições dos nomes
mais proeminentes da comunidade de otimização. Em um método quase-Newton,
a direção de busca é calculada com base em um modelo quadrático da função ob-
jetivo, em que a Hessiana verdadeira é substituída por alguma aproximação que é
atualizada a cada iteração. O esquema de atualização quase-Newton mais popular
é a fórmula BFGS, descoberta independentemente por Broyden [5], Fletcher [26],
Goldfarb [32] e Shanno [71] em 1970. Sob hipóteses apropriadas, o algoritmo BFGS
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com uma busca linear adequada é globalmente e superlinearmente convergente para
problemas fortemente convexos [6,62]. Por outro lado, o método pode não convergir
quando aplicado em funções não convexas gerais [14,15,54].

O método BFGS para otimização multiobjetivo foi proposto inicialmente em
[65] e posteriormente estudado em [1,44,52,58,61,66]. Similarmente ao caso escalar,
a direção de busca é definida como a solução de um problema envolvendo modelos
quadráticos das funções objetivo, em que as atualizações BFGS são usadas no
lugar das Hessianas verdadeiras. Apesar da existência dos trabalhos supracitados, a
teoria de convergência do método BFGS para problemas de otimização multiobjetivo
ainda pode ser considerada incompleta. Destacamos a seguir algumas deficiências
existentes nessas referências: (i) os algoritmos são geralmente projetados para
problemas fortemente convexos; (ii) as atualizações BFGS e suas inversas são
frequentemente assumidas como uniformemente limitadas (o que parece irreal, veja
[60, Section 6.4]); (iii) algumas etapas intermediárias que são cruciais na análise de
convergência são frequentemente assumidas sem prova. Um dos objetivos do presente
trabalho é superar esses inconvenientes.

Frequentemente, o método BFGS escalar usa busca linear de Wolfe, veja
[60, Capítulo 6]. No contexto vetorial, as condições de Wolfe foram recentemente
estendidas por Lucambio-Pérez e Prudente em [50]. Na presente tese, associamos
busca linear de Wolfe com métodos do tipo BFGS para problemas multiobjetivo
irrestritos. Destacamos que as condições de Wolfe são cruciais para preservar as
aproximações Hessianas definidas positivas e gerar direções de descida. Como uma
consequência, os algoritmos propostos são bem definidos mesmo para problemas não
convexos gerais. Até onde sabemos, este é o primeiro trabalho a associar BFGS e
Wolfe para otimização multiobjetivo.

O primeiro algoritmo proposto busca mimetizar, para o contexto multiob-
jetivo, o método BFGS escalar clássico e suas propriedades. Estabelecemos a con-
vergência global e R-linear para um ponto Pareto ótimo, para problemas fortemente
convexos. Na análise de convergência local, supondo que as funções objetivo são
localmente fortemente convexas com Hessianas Lipschitz contínuas, provamos que
a taxa de convergência é Q-superlinear. Como resultado intermediário, mostramos
que o passo unitário satisfaz as condições de Wolfe após um número suficientemente
grande de iterações. Além disso, uma condição do tipo Dennis-Moré para otimização
multiobjetivo surge de forma muito clara. Todas as hipóteses consideradas são ex-
tensões naturais daquelas feitas para o caso escalar. Essa proposta foi recentemente
publicada em [64].

Por mais de três décadas, a convergência do método BFGS para otimização
não convexa esteve em aberto. Durante esse tempo, alguns trabalhos surgiram
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com o intuito de jogar luz sobre essa questão propondo versões globalizadas do
método BFGS escalar. Inspirados nos trabalhos de Li e Fukushima [46,47] propomos
dois algoritmos do tipo BFGS para otimização multiobjetivo não convexa que são
globalmente convergentes com taxa Q-superlinear. O primeiro desses algoritmos
utiliza uma versão modificada da fórmula de atualização BFGS, enquanto o segundo
adota um critério cauteloso para promover as atualizações.

É bem conhecido que a taxa de convergência assintótica local do método
BFGS escalar é Q-superlinear [62]. Recentemente, surgiram alguns trabalhos na
literatura que obtiveram convergência local superlinear explícita (não assintótica)
para métodos quase-Newton escalares. Em particular, Rodomanov e Nesterov [68,69]
exploraram a convergência local do método BFGS clássico e mostraram, de forma
explícita, que a taxa de convergência é Q-superlinear. Inspirados nesses trabalhos,
caracterizamos explicitamente a taxa de convergência superlinear do método BFGS
multiobjetivo.

Este trabalho está estruturado do seguinte modo. No Capítulo 1, apresen-
tamos as notações, os conceitos e resultados básicos para otimização multiobjetivo,
bem como discutimos as condições de Wolfe e de Zoutendijk. No Capítulo 2, apre-
sentamos uma breve revisão sobre métodos quase-Newton para otimização escalar e
multiobjetivo, focando em métodos do tipo BFGS. Adicionalmente, provamos alguns
resultados técnicos autorais para otimização multiobjetivo que são úteis ao longo do
trabalho. No Capítulo 3, encontram-se os três métodos quase-Newton propostos para
otimização multiobjetivo. O método BFGS com busca linear de Wolfe que mimetiza
o método clássico está na Seção 3.1. Nas Seções 3.2 e 3.3 propomos os algoritmos
tipo BFGS globalmente convergentes para problemas não convexos. Experimentos
numéricos ilustrando as potenciais vantagens práticas de nossas propostas são apre-
sentados. A taxa de convergência não assintótica do método BFGS multiobjetivo é
discutida no Capítulo 4. Finalmente, conclusões são feitas no Capítulo 5.



CAPÍTULO 1
Otimização Multiobjetivo

1.1 Notação

Denote, respectivamente, por R, R+ e R++ os conjuntos dos números reais,
dos reais não negativos e dos reais estritamente positivos. Usualmente, Rn e Rn×p

denotam o conjunto dos vetores coluna reais n-dimensionais e o conjunto das
matrizes reais n× p, respectivamente. A matriz identidade de dimensão n× n será
denotada por In. Consideraremos a seguinte ordem parcial induzida por Rm

+ : sejam
u, v ∈ Rm, se u ≤ v então v − u ∈ Rm

+ := R+ × R+ × . . . × R+; se u < v então
v − u ∈ Rm

++ := R++ × R++ × . . . × R++. Para A ∈ Rn×n, A � 0 (resp. A ≺ 0)
significa que A é definida positiva (resp. negativa). Ao longo deste trabalho, vamos
usar ‖ · ‖1 para denotar a norma da soma (norma 1) e ‖ · ‖ para a norma Euclidiana
vetorial ou matricial (norma 2). Em particular, a norma Euclidiana de uma matriz
A ∈ Rn×p, é definida como o maior autovalor da matriz (ATA)1/2. A cardinalidade
de um conjunto C é denotado por |C|. As funções ceiling e floor serão denotadas por
d·e e b·c, respectivamente; isto é, se x ∈ R, então dxe é o menor inteiro maior que ou
igual a x e bxc é o maior inteiro menor que ou igual a x. Dadas duas sequências reais
{ak} e {bk} (com bk > 0 para todo k), escrevemos ak = o(bk) se limk→∞ ak/bk = 0.
Se K = {k1, k2, . . .} ⊆ N, com kj < kj+1 para todo j ∈ N, então denotamos K ⊂

∞
N.

1.2 Conceitos fundamentais de otimização multiob-

jetivo

Em otimização multiobjetivo, o intuito é minimizar várias funções simulta-
neamente. Dada F : Rn → Rm, uma função continuamente diferenciável, denotare-
mos esse problema por

min
x∈Rn

F (x). (1-1)

Nesse caso, dificilmente existirá um único ponto que minimiza todos os objetivos
simultaneamente. Desse modo, no cenário multiobjetivo, a otimalidade é chamada
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de eficiência Pareto ou otimalidade Pareto e estamos interessados em encontrar um
ponto Pareto ótimo de F . Um ponto x∗ ∈ Rn é um Pareto ótimo (resp. Pareto
ótimo fraco) de F se não existe outro x ∈ Rn com F (x) ≤ F (x∗) e F (x) 6= F (x∗)

(resp. F (x) < F (x∗)). Isto é, não existe x ∈ Rn tal que Fj(x) ≤ Fj(x
∗) (resp.

Fj(x) < Fj(x
∗)), para todo j = 1, . . . ,m, e Fj0(x) < Fj0(x

∗) para pelo menos um
j0 ∈ {1, . . . ,m}. Esses conceitos também são definidos localmente: dizemos que
x∗ ∈ Rn é Pareto ótimo local (resp. Pareto ótimo fraco local) de F se existe uma
vizinhança U ⊂ Rn de x∗ tal que x∗ é Pareto ótimo (resp. Pareto ótimo fraco) de
F restrita a U . Uma condição necessária para x∗ ∈ Rn ser um ponto Pareto ótimo
fraco local é

−(Rm
++) ∩ Im(JF (x∗)) = ∅, (1-2)

em que Im(JF (x∗)) denota o conjunto imagem da Jacobiana de F em x∗. Um ponto
x∗ que satisfaz (1-2) é chamado de Pareto crítico. Observe que, se x ∈ Rn não é um
Pareto crítico então existe d ∈ Rn tal que JF (x)d < 0. Nesse caso, ∇Fj(x)Td < 0

para todo j = 1, . . . ,m e d é dita uma direção de descida de F em x, isto é, existe
ε > 0 tal que F (x + αd) < F (x) para todo α ∈ [0, ε]. Dados x, y ∈ Rn, diremos
que x domina y quando F (y) − F (x) ∈ Rm

+ \ {0}. Dizemos que F : Rn → Rm é
convexa (resp. fortemente convexa) se suas componentes Fj : Rn → R são convexas
(resp. fortemente convexas), para todo j = 1, . . . ,m. O próximo resultado relaciona
os conceitos de criticalidade, otimalidade e convexidade.

Teorema 1.1. [28, Teorema 3.1] As seguintes afirmações valem:

i. se x∗ é Pareto ótimo fraco local de F , então x∗ é um ponto Pareto crítico;
ii. se F é convexa e x∗ é Pareto crítico de F , então x∗ é um ponto Pareto ótimo

fraco;
iii. se F é duas vezes continuamente diferenciável, ∇2Fj(x) > 0 para todo

j ∈ {1, . . . ,m} e todo x ∈ Rn, e x∗ ∈ Rn é Pareto crítico de F , então x∗

é um ponto Pareto ótimo.

Agora, vamos definir a generalização da derivada direcional para otimização
multiobjetivo. Seja D : Rn × Rn → R definida por

D(x, d) := max
j=1,...,m

∇Fj(x)Td. (1-3)

A função D caracteriza as direções de descida de F em x. De fato, é fácil ver
que se D(x, d) < 0, então d é uma direção de descida de F em x. Além disso,
x é um ponto Pareto crítico se e somente se D(x, d) ≥ 0 para todo d ∈ Rn. A
seguir, apresentaremos outras importantes propriedades da função D que podem ser
trivialmente obtidas a partir da definição.
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Lema 1.1. Os seguintes itens são válidos:

(i) para qualquer x ∈ Rn e α ≥ 0, temos D(x, αd) = αD(x, d);
(ii) a função (x, d) 7→ D(x, d) é contínua.

Um conceito muito importante em otimização escalar é a direção de máxima
descida (direção oposta ao gradiente). Para o caso multiobjetivo, a direção de
máxima descida (steepest descent direction), introduzida em [29,59], é dada a partir
da solução do seguinte problema:

min
d∈Rn

max
j=1,...,m

∇Fj(x)Td+
1

2
dT Ind. (1-4)

Note que, para cada x ∈ Rn, a função objetivo de (1-4) é fortemente convexa e,
portanto, esse problema tem uma única solução ótima a qual denotamos por dSD(x)

e chamamos de direção de máxima descida generalizada. Vamos denotar o valor
ótimo do problema (1-4) por θSD(x), isto é,

dSD(x) := argmin
d∈Rn

max
j=1,...,m

∇Fj(x)Td+
1

2
‖d‖2.

e

θSD(x) := max
j=1,...,m

∇Fj(x)TdSD(x) +
1

2
‖dSD(x)‖2.

Agora, observe que o problema (1-4) é equivalente ao seguinte problema de otimi-
zação quadrática convexa:

min
(t,d)∈R×Rn

t+
1

2
‖d‖2

s. a. ∇Fj(x)Td ≤ t, ∀j = 1, . . . ,m.
(1-5)

A única solução de (1-5) é dada por (t, d) := (D(x, dSD(x)), dSD(x)). Como (1-5) é
convexo e possui apenas restrições lineares, então existe multiplicador de Lagrange
λSD(x) ∈ Rm tal que a tripla (t, d, λ) := (D(x, dSD(x)), dSD(x), λSD(x)) ∈ R×Rn×Rm

satisfaz o sistema Karush-Kuhn-Tucker:

m∑
j=1

λj = 1,
m∑
j=1

λj
[
∇Fj(x) + d

]
= 0,

e
λj ≥ 0, ∇Fj(x)Td ≤ t, λj

[
∇Fj(x)Td− t

]
= 0,
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para todo j = 1, . . . ,m. Portanto, após algumas manipulações

m∑
j=1

λSDj (x) = 1, λSDj (x) ≥ 0, ∀j = 1, . . . ,m, (1-6)

dSD(x) = −
m∑
j=1

λSDj (x)∇Fj(x), (1-7)

e
θSD(x) = −1

2
‖dSD(x)‖2. (1-8)

Observação 1.1. A direção de máxima descida generalizada recupera a definição
clássica, isto é, se m = 1, então dSD(x) = −∇F (x).

O seguinte lema mostra que a direção dSD(x) e o valor ótimo θSD(x) podem
ser usados para caracterizar os pontos Pareto críticos do problema (1-1). Além disso,
no item (iv) temos uma propriedade muito útil para os resultados que apresentamos
nesse trabalho.

Lema 1.2. Sejam dSD(x) e θSD(x) a solução e o valor ótimo do problema (1-4),
respectivamente. Então:

i. x é Pareto crítico se e somente se dSD(x) = 0;
ii. se x não é Pareto crítico, então temos dSD(x) 6= 0 e D(x, dSD(x)) =

−‖dSD(x)‖2 < 0 (em particular, dSD(x) é direção de descida de F em x);
iii. as funções x 7→ dSD(x) e x 7→ θSD(x) são contínuas.
iv. para qualquer x ∈ Rn, −dSD(x) é o elemento de menor norma do conjuntou ∈ Rn | u =

m∑
j=1

λj∇Fj(x),
m∑
j=1

λj = 1, λj ≥ 0 ∀ j = 1, . . . ,m

 ,

isto é, no envelope convexo de {∇F1(x), . . . ,∇Fm(x)}.

Demonstração. Para os itens (i), (ii) e (iii), veja [38, Lema 3.3]. Para o item (iv),
veja [74, Corolário 2.3]. �

Pelo Lema 1.2, se x é um ponto não crítico, existem direções de descida de F
em x (em particular, dSD(x)). Assim, se d ∈ Rn é tal que JF (x)d < 0, então podemos
calcular α > 0 de modo que F (x+ αd) < F (x). Uma discussão mais cuidadosa está
feita na Seção 1.3.
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1.3 Condições de Wolfe padrão para otimização

multiobjetivo

Procedimentos de busca linear são ferramentas fundamentais para otimi-
zação. Conceitos como condições de Armijo e de Wolfe são frequentemente usados
em algoritmos para minimização. Em otimização escalar, isto é, m = 1 em (1-1), a
condição de Armijo exige que o comprimento de passo α > 0 satisfaça

F (x+ αd) ≤ F (x) + c1α∇F (x)Td, (1-9)

no qual c1 ∈ (0, 1). Essa condição, também conhecida como decréscimo suficiente,
não é suficiente para evitar que passos muito pequenos sejam aceitos, podendo causar
uma deterioração do algoritmo. Assim, uma segunda condição é comumente imposta,
conhecida como condição de curvatura, a qual exige que α > 0 satisfaça

∇F (x+ αd)Td ≥ c2∇F (x)Td, c2 ∈ (c1, 1), (1-10)

e que, em particular, evita a escolha de passos muito pequenos. A união das condições
de decréscimo suficiente e de curvatura é conhecida como as condições de Wolfe
padrão. É possível provar que, se F é suave e limitada inferiormente, então existem
comprimentos de passo que satisfazem as condições de Wolfe padrão. Recomendamos
ao leitor visitar [60, Seção 3.1], para uma discussão cuidadosa sobre o assunto.

Em otimização multiobjetivo, além da direção dSD(·), os autores em [29]
também estenderam o conceito de condição de Armijo, usando-o para estudar a
convergência do método do gradiente (steepest descent method). Sejam c1 ∈ (0, 1)

um parâmetro algorítmico e d uma direção de descida de F em x, um passo α > 0

satisfaz a condição tipo Armijo se

F (x+ αd) ≤ F (x) + c1αJF (x)d. (1-11)

Surgiram também outros métodos de otimização multiobjetivo que usam decréscimo
suficiente, incluindo Newton [10, 28, 37, 49], quase-Newton [61, 65] e métodos de
gradiente projetado [30,31,36]. Com respeito às condições de Wolfe para otimização
multiobjetivo, uma extensão foi proposta em [50], em que os autores a usaram para
estudar a convergência do método dos gradientes conjugados.

Definição 1.1. [50, Definição 3.1] Sejam d ∈ Rn uma direção de descida de F em
x e c1, c2 ∈ R tais que 0 < c1 < c2 < 1. Dizemos que α satisfaz as condições de
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Wolfe padrão, se

Fj(x+ αd) ≤ Fj(x) + c1αD(x, d), ∀j = 1, . . . ,m, (1-12)

D(x+ αd, d) ≥ c2D(x, d), (1-13)

em que D está definida em (1-3).

Note que, as m desigualdades em (1-12), diferentemente da condição (1-11),
estipulam que α deve fornecer um decréscimo suficiente, proporcional a α e D(x, d),
em cada função objetivo. Essas desigualdades compõem uma condição do tipo Ar-
mijo, que no caso escalar, recupera a definição clássica (1-9). Além disso, a condição
de curvatura (1-13), que estende (1-10), envolve as informações de todas as funções
em uma única desigualdade. Assim, as condições de Wolfe padrão acrescentam ape-
nas mais uma desigualdade na condição de Armijo, independentemente do número
m de objetivos.

Observação 1.2. A seguir discutimos sobre a condição de curvatura (1-13). Assuma
que no procedimento de busca linear, αt > 0 é um tamanho de passo teste que
satisfaz (1-12). Se αt é tal que ∇Fj(x + αtd)Td é fortemente negativo (menor
que c2D(x, d)) para todo j = 1, . . . ,m (consequentemente D(x + αtd, d) também
será), isso é um sinal que podemos reduzir simultaneamente todos os objetivos ao
nos movermos na direção de d e assim, αt é descartado pela condição (1-13). Por
outro lado, se existe j ∈ {1, . . . ,m} tal que ∇Fj(x + αtd)Td é apenas fracamente
negativo ou até mesmo positivo (mais precisamente, maior que ou igual a c2D(x, d)),
suspeitamos que não podemos esperar um decréscimo significativo no objetivo Fj
ao longo da direção d. Assim, faz sentido finalizar a busca linear aceitando αt

como o tamanho de passo, isto é, α := αt. Note que, nesse último caso, temos
D(x + αtd, d) ≥ ∇Fj(x + αtd)Td ≥ c2D(x, d) e portanto, a condição (1-13) é
satisfeita para αt. Em particular, observe que a condição (1-13) descarta tamanhos
de passos inaceitavelmente pequenos que satisfazem (1-12). Portanto, as condições
de Wolfe padrão impedem que o método tome tamanhos de passos artificialmente
pequenos, o que pode estar sob risco ao usar a condição de Armijo. Essa propriedade
é ilustrada nas Figuras 1.1 e 1.2 em que, por simplicidade, consideramos duas funções
objetivo, de modo que destacamos os tamanhos de passos aceitáveis ao considerar
as condições de Armijo e Wolfe padrão. Note que, na situação ilustrada nas figuras,
c2D(x, d) = c2∇F1(x)Td define a inclinação desejada em ambos os objetivos.

Em [50], os autores mostraram que, sob hipóteses razoáveis, existem inter-
valos de passos positivos que satisfazem tais condições, veja o resultado seguinte.
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Figura 1.1: Tamanhos de passos aceitáveis quando a condi-
ção de Armijo é considerada.

Figura 1.2: Tamanhos de passos aceitáveis quando as condi-
ções de Wolfe padrão são consideradas.
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Proposição 1.1. [50, Proposição 3.2] Sejam F : Rn → Rm uma função continu-
amente diferenciável e d uma direção de descida de F em x. Se existe A ∈ Rm tal
que

F (x+ αd) ≥ A, ∀ α > 0,

então existe intervalo com tamanhos de passos positivos satisfazendo as condições
de Wolfe padrão (1-12) e (1-13).

Também em [50], os autores estenderam para otimização multiobjetivo a
condição de Zoutendijk, uma importante ferramenta para analisar a convergência
de métodos de descida, a qual discutiremos a seguir. Considere um método geral de
busca linear

xk+1 = xk + αkd
k, (1-14)

no qual dk é uma direção de descida de F em xk e αk é um comprimento de passo
que satisfaz as condições de Wolfe padrão (1-12)–(1-13). No caso escalar (m = 1) e
sob hipóteses razoáveis, é possível mostrar que um método do tipo (1-14) satisfaz

∑
k≥0

(
∇F (xk)Tdk

)2

‖dk‖2
<∞, (1-15)

que é conhecida como condição de Zoutendijk (veja [60, Seção 3.2]). Se βk é o ângulo
entre dk e a direção de máxima descida −∇F (xk), ou seja, cos βk = −∇F (xk)T dk

‖∇F (xk)‖‖dk‖ ,
então (1-15) implica que

lim
k→∞

cos2 βk‖∇F (xk)‖2 −→ 0. (1-16)

Logo, para mostrar que um método de descida do tipo (1-14) é globalmente
convergente, basta garantir que as direções dk são tais que cos βk sempre se mantém
afastado do zero para todo k (isto é, ‖∇F (xk)‖ k→∞−→ 0). Em outras palavras, um
método será globalmente convergente desde que as direções de busca nunca estejam
muito próximas da ortogonalidade com o gradiente. Em particular, o método do
gradiente (no qual a direção de busca é −∇F (xk)) com busca linear de Wolfe possui
essa propriedade. Na Seção 2.1, discutiremos cuidadosamente o impacto da condição
(1-15) no método BFGS, que é o objeto de estudo deste trabalho.

No caso multiobjetivo, a condição de Zoutendijk é dada por

∑
k≥0

D(xk, dk)2

‖dk‖2
<∞. (1-17)

Para um método do tipo (1-14), a condição (1-17) é cumprida sob hipóteses que são
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extensões naturais das consideradas no caso escalar.

Hipótese 1.1. (i) Existe um conjunto aberto N tal que L(x0) := {x ∈ Rn | F (x) ≤
F (x0)} ⊂ N e a Jacobiana JF é Lipschitz contínua em N com constante L > 0, isto
é, ‖JF (x)−JF (y)‖ ≤ L‖x−y‖ para todo x, y ∈ N . (ii) F é limitada inferiormente
em L(x0).

De agora em diante, denotaremos por L(x0), o conjunto de nível {x ∈ Rn |
F (x) ≤ F (x0)}.

Proposição 1.2. [50, Proposição 3.3] Considere um método geral (1-14), em que
dk é uma direção de descida de F em xk e αk satisfaz as condições de Wolfe padrão
(1-12)–(1-13). Se a Hipótese 1.1 é satisfeita, então vale a condição de Zountendijk
(1-17).

No Capítulo 3, ficará evidenciado o quão útil esse resultado é para a análise
de convergência dos métodos propostos neste trabalho.



CAPÍTULO 2
Métodos quase-Newton

Métodos quase-Newton se tornaram uma interessante alternativa aos méto-
dos Newtonianos, pois além de não necessitarem do cálculo da Hessiana, possuem
um bom desempenho na prática. O primeiro método quase-Newton surgiu em 1959
com o trabalho de Davidon [17] e foi posteriormente popularizado por Fletcher e
Powell [27]. Curiosamente, o artigo de Davidon [17] não foi aceito para publicação
e permaneceu como um relatório técnico por mais de trinta anos até aparecer na
primeira edição da SIAM Jornal on Optimization em 1991 [18]. Em um método
quase-Newton, a direção da busca é calculada com base em um modelo quadrático
da função objetivo, no qual a Hessiana verdadeira é substituída por alguma apro-
ximação que é atualizada a cada iteração. O esquema de atualização quase-Newton
mais eficaz é a fórmula BFGS que foi proposta independentemente em 1970 por
Broyden [5], Fletcher [26], Goldfarb [32] e Shanno [71]. Esse esquema de atualiza-
ção, quando utilizado em um algoritmo quase-Newton, dá origem ao método BFGS.
Neste capítulo, trataremos dos métodos quase-Newton para otimização irrestrita,
com foco no método BFGS. Na primeira seção discutiremos o caso escalar e, na
segunda seção, o caso multiobjetivo juntamente com alguns resultados autorais.

2.1 Método BFGS clássico

Suponha que m = 1 e considere um ponto x ∈ Rn. Em um método quase-
Newton, a direção de busca a partir de x é dada por

d = −B−1∇F (x),

em que B ∈ Rn×n é uma aproximação para a Hessiana. Note que se B = In

obtemos a direção oposta ao gradiente, e se B = ∇2F (x), a direção de Newton.
Diferentes escolhas para B geram diferentes métodos, porém somente quando
B � 0 podemos garantir que d é uma direção de descida de F em x. Do
ponto de vista prático, o método BFGS tem sido o mais promissor dos métodos
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quase-Newton, sendo amplamente estudado desde a sua concepção. Assim, vamos
estudar cuidadosamente as propriedades do método BFGS (Algoritmo 2.1 a seguir).

Algoritmo 2.1. O método BFGS com busca linear de Wolfe
Sejam c1 ∈ (0, 1/2), c2 ∈ (c1, 1), x0 ∈ Rn e B0 � 0 dados. Faça k ← 0.

Passo 1. Calcule a direção de busca
Faça

dk = −B−1
k ∇F (xk). (2-1)

Passo 2. Critério de parada
Se ∇F (xk) = 0, então PARE.

Passo 3. Procedimento de busca linear
Calcule o comprimento de passo αk > 0 (primeiro tente αk = 1) tal que
(1-9)–(1-10) sejam satisfeitos e faça

xk+1 := xk + αkd
k.

Passo 4. Prepare a próxima iteração
Calcule

Bk+1 = Bk −
Bksks

T
kBk

sTkBksk
+
yky

T
k

sTk yk
, (2-2)

em que yk := ∇F (xk+1)−∇F (xk) e sk := xk+1 − xk. Faça k ← k + 1 e vá ao
Passo 1.

Primeiramente, note que B0 pode ser escolhida como qualquer matriz
simétrica e definida positiva. Em particular, pode-se tomar B0 = In ou B0 =

∇2F (x0), no caso em que a Hessiana da função objetivo é definida positiva. Além
disso, o método só está bem definido (gerando direção de descida) se a matriz Bk+1

se manter simétrica e definida positiva. Essa condição é satisfeita se Bk é simétrica e
definida positiva, e sTk yk > 0. De fato, tomando z ∈ Rn arbitrário e não nulo, temos

zTBk+1z = zTBkz −
zTBksks

T
kBkz

sTkBksk
+
zTyky

T
k z

sTk yk

= ‖z‖2
Bk
−
〈z, sk〉2Bk
‖sk‖2

Bk

+
(zTyk)

2

sTk yk
,

no qual 〈u, v〉Bk := uTBkv e ‖u‖Bk :=
√
〈u, u〉Bk . Como Bk é simétrica e definida

positiva, o produto interno 〈·, ·〉Bk e a norma ‖ · ‖Bk estão bem definidos e,
pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos 〈z, sk〉2Bk ≤ ‖z‖

2
Bk
‖sk‖2

Bk
. Assim, por
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sTk yk > 0, obtemos

zTBk+1z ≥ ‖z‖2
Bk
− ‖z‖2

Bk
+

(zTyk)
2

sTk yk
=

(zTyk)
2

sTk yk
≥ 0.

Por fim, suponha por absurdo que zTBk+1z = 0, logo

‖z‖2
Bk
−
〈z, sk〉2Bk
‖sk‖2

Bk

= 0 e zTyk = 0.

Por um lado,

〈z, sk〉Bk = ‖z‖Bk‖sk‖Bk ⇐⇒ ∃ λ ∈ R tal que z = λsk.

Por outro, zTyk = 0, logo

λsTk yk = 0 ⇐⇒ λ = 0.

Absurdo, pois z 6= 0.
Agora, usando um argumento indutivo, as condições para manter o Algo-

ritmo 2.1 bem definido são válidas. De fato, o método inicia com uma matriz B0

simétrica e definida positiva (portanto, d0 é direção de descida) e, uma vez que
0 < c2 < 1, temos

yTk sk = αk

(
∇F (xk+1)Tdk −∇F (xk)Tdk

) (1-10)
≥ αk

(
c2∇F (xk)Tdk −∇F (xk)Tdk

)
= αk(c2 − 1)∇F (xk)Tdk > 0,

sempre que dk for uma direção de descida. Vale a pena ressaltar que se a função
objetivo é estritamente convexa, então sTk yk > 0 independentemente da busca linear
utilizada. Uma vantagem prática do método BFGS consiste no fato de que a inversa
da matriz Bk+1 no Passo 4 possui fórmula fechada dada por:

Hk+1 := B−1
k+1 = (In − ρkskyTk )Hk(In − ρkyksTk ) + ρksks

T
k , (2-3)

em que ρk := 1/sTk yk. Logo, o método pode trabalhar diretamente com as apro-
ximações da inversa da Hessiana, simplificando o cálculo da direção de busca no
Passo 1.

O Algoritmo 2.1, além de bem definido para problemas não convexos,
converge e sua taxa de convergência é superlinear, uma leitura mais detalhada pode
ser encontrada em [6,62]. Por outro lado, o método pode não convergir para funções
gerais não convexas, como foi mostrado em [14, 15, 54]. Vale ressaltar que em [15]
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foi mostrado que o método BFGS, fazendo busca exata para calcular o tamanho
de passo, ciclou entre pontos não estacionários ao tentar minimizar uma função
polinomial que, ao longo de cada direção de busca, é fortemente convexa. Apesar
de não abordarmos com detalhes a convergência do Algoritmo 2.1, faremos uma
discussão geral.

Como discutido na Seção 1.3, métodos de descida que utilizam as condições
de Wolfe, sob algumas hipóteses razoáveis, geram uma sequência de iterações que
satisfaz a condição de Zoutendijk (1-15). Assim, é possível obter a convergência do
método BFGS sem usar hipótese de convexidade forte, para isso, basta garantir
que a direção de busca (2-1) nunca esteja muito próxima da ortogonalidade com
o gradiente. Para tal, é suficiente que o número de condição das matrizes Bk seja
uniformemente limitado, isto é, existe M > 0 tal que

‖Bk‖‖B−1
k ‖ ≤M, ∀ k. (2-4)

De fato, a limitação acima garante que σmax
k

σmin
k
≤M para todo k, nos quais σmax

k e σmin
k

são, respectivamente, o maior e menor autovalor da matriz Bk. Logo,

cos βk =
∇F (xk)TB−1

k ∇F (xk)

‖∇F (xk)‖‖B−1
k ∇F (xk)‖

≥
1

σmax
k
‖∇F (xk)‖2

‖∇F (xk)‖‖B−1
k ‖‖∇F (xk)‖

=

1
σmax
k
‖∇F (xk)‖2

‖∇F (xk)‖ 1
σmin
k
‖∇F (xk)‖

=
σmin
k

σmax
k

≥ 1

M
,

em que βk é o ângulo entre dk e −∇F (xk). Portanto, se a condição (2-4) é válida,
então, por (1-15), temos

lim
k→∞
‖∇F (xk)‖ → 0, (2-5)

ou, equivalentemente, todo ponto limite de {xk} é estacionário. Neste trabalho,
dizemos que um método é globalmente convergente se

lim inf
k→∞

‖∇F (xk)‖ → 0,

que é uma condição mais fraca do que (2-5). Desse modo, o Algoritmo 2.1 é global-
mente convergente. Porém, é conhecido que o método BFGS não necessariamente
encontra pontos estacionários para problemas não convexos gerais, logo não é possí-
vel estabelecer um limitante para o número de condição das aproximações Hessianas
Bk. Até mesmo para problemas convexos parece não ser possível obter tal limitação,
veja [60, Seção 6.4]. Assim, para estabelecer a convergência do método BFGS, outros
caminhos são necessários.

O Teorema 2.1 a seguir, sob hipóteses adequadas, mostra em particular que,
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dada uma quantidade de iterações, podemos tomar uma fração p ∈ (0, 1) e garantir
que cos βk fica uniformemente limitado longe do zero para uma fração p das iterações.
Em outras palavras, é possível provar que a direção dk não fica muito próxima da
ortogonalidade com o gradiente para uma fração p das iterações. Note que sk = αkd

k

e −∇F (x) = Bkd
k, assim, também podemos considerar a ortogonalidade entre sk e

Bksk e obter o mesmo resultado. Até onde sabemos, este resultado foi originalmente
mostrado em [6, Teorema 2.1] que generalizou [62, Lema 4], em que o autor mostrou
que cos βk fica limitado longe do zero para pelo menos metade das iterações. Vale
ressaltar que em [6, Teorema 2.1], é considerada uma busca linear geral que inclui a
busca de Wolfe.

Teorema 2.1. [6, Teorema 2.1] Sejam a, b ∈ R constantes positivas e {Bk} a
sequência gerada pela fórmula BFGS (2-2), em que B0 é simétrica e definida positiva,
e em que yk e sk satisfazem

sTk yk
sTk sk

≥ a > 0, (2-6)

‖yk‖2

sTk yk
≤ b, ∀ k ≥ 0. (2-7)

Então, para qualquer p ∈ (0, 1) existem constantes δ1, δ2, δ3 > 0 tais que, para
qualquer k > 0, as relações

cos βi ≥ δ1, (2-8)

δ2 ≤
sTi Bisi
sTi si

≤ δ3, (2-9)

δ2 ≤
‖Bisi‖
‖si‖

≤ δ3

δ1

(2-10)

valem para pelo menos dp(k + 1)e valores de i ∈ [0, k].

As iterações que satisfazem (2-8)–(2-10) compreendem um conjunto de boas
iterações. O Teorema 2.1 estabelece que se as condições de atualização (2-6)–(2-7)
são satisfeitas, então uma fração p das iterações são boas. Como p pode ser escolhido
próximo de 1, entendemos então que a maioria das iterações são boas. A Hipótese 2.1
a seguir fornece condições suficientes para que as condições (2-6)–(2-7) sejam válidas.

Hipótese 2.1. (i) F é duas vezes continuamente diferenciável. (ii) O conjunto de
nível L(x0) = {x ∈ Rn | F (x) ≤ F (x0)} é convexo e existem constantes a, b > 0 tais
que

a‖z‖2 ≤ zT∇2F (x)z ≤ b‖z‖2, (2-11)
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para todo z ∈ Rn e x ∈ L(x0).

Observação 2.1. A Hipótese 2.1 é usual para provar a convergência do método
BFGS clássico. Além disso, a condição (2-11) garante que, no conjunto de nível
L(x0), a função objetivo é fortemente convexa, seu gradiente é Lipschitz, ∇2F (x) é
definida positiva e F possui um minimizador único x∗.

Apesar de não ser possível garantir que o cos βk não fica limitado longe
do zero em todas as iterações, sob a Hipótese 2.1, é possível mostrar que existe
uma subsequência de índices {`k}k=1,2,... tal que cos β`k ≥ δ > 0, para alguma
constante δ ∈ R+. Assim, pela condição de Zoutendijk, o limite (1-16) garante
que lim inf

k→∞
‖∇F (xk)‖ = 0. Como o problema é fortemente convexo em L(x0), esse

último limite garante que xk → x∗. Além da convergência, pode-se mostrar que a
taxa de convergência das iterações é R-linear. Em particular, a sequência converge
com rapidez suficiente para que

∞∑
k=0

‖xk − x∗‖ <∞. (2-12)

A finitude da soma acima, até onde sabemos, foi provada pela primeira vez em [62,
Lema 5]. É possível mostrar, sob hipóteses adicionais formalmente descritas a seguir,
que a taxa de convergência do método BFGS é Q-superlinear.

Hipótese 2.2. (i) F é duas vezes continuamente diferenciável. (ii) A sequência
{xk} gerada pelo Algoritmo 2.1 converge para um ponto crítico x∗. (iii) ∇2F (x∗) é
definida positiva e L-Lipschitz contínua em x∗. Portanto, existe uma vizinhança U
de x∗ e existem constantes positivas µ, L, e L2 tais que

µ‖z‖2 ≤ zT∇2F (x)z ≤ L‖z‖2, (2-13)

e
‖∇2F (x)−∇2F (x∗)‖ ≤ L2‖x− x∗‖, (2-14)

para todo z ∈ Rn e x ∈ U .

Note que a Hipótese 2.2 provê propriedades locais do Algoritmo 2.1. Assim,
para analisar a taxa de convergência do método BFGS, é suficiente que a função
objetivo F seja fortemente convexa na vizinhança de x∗ e a Hessiana seja Lipschitz
contínua em x∗. Logo, sem perda de generalidade, é considerado que {xk} ⊂ U ,
isto é, (2-13)–(2-14) valem em xk para todo k ≥ 0. Como a Hipótese 2.2 é mais
restritiva que a Hipótese 2.1, então (2-12) é válido. Em particular, a condição (2-12)
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é essencial para provar que vale o limite de Dennis-Moré [20], dado por:

lim
k→∞

∥∥∥(Bk −∇2F (x∗)
)
dk
∥∥∥

‖dk‖
= 0. (2-15)

Vale ressaltar que (2-15) é necessário e suficiente para que a taxa de convergência
de um método quase-Newton seja Q-superlinear. Um fator surpreendente em (2-15)
é que as aproximações Bk não necessariamente convergem para ∇2F (x∗), sendo
suficiente que Bk aproxime cada vez mais precisamente ∇2F (x∗) ao longo das
direções de busca dk. Como consequência do limite de Dennis-Moré, o comprimento
de passo αk = 1 satisfaz (1-9)–(1-10) para k suficientemente grande, e além disso
temos

lim
k→∞

‖xk+1 − x∗‖
‖xk − x∗‖

= 0,

isto é, o método BFGS converge de maneira assintótica a uma taxa Q-superlinear.
Por mais de três décadas a convergência do método BFGS para problemas

não convexos esteve em aberto. Durante esse tempo, alguns trabalhos surgiram
com o intuito de jogar luz sobre essa questão, propondo versões globalizadas do
método BFGS (veja [46, 47]). Além do próprio Algoritmo 2.1, essas globalizações
também serviram de inspiração para propormos alguns algoritmos do tipo BFGS
para otimização multiobjetivo, veja Seções 3.2 e 3.3 do Capítulo 3. A fim de
uma melhor compreensão dos Algoritmos 3.2 e 3.3 nas seções supracitadas, vamos
destacar, nas observações a seguir, quais as principais características das versões
globalizadas.

Observação 2.2. Em [46], os autores propuseram uma modificação do método
BFGS escalar para otimização irrestrita, que é globalmente convergente mesmo para
problemas não convexos. A principal diferença entre a versão modificada e o método
clássico está na estrutura da atualização (2-2), que no trabalho citado, é:

Bk+1 = Bk −
Bksks

T
kBk

sTkBksk
+
γkγ

T
k

sTk γk
, (2-16)

em que γk := yk + rksk, rk ∈ [0, C] e C ∈ R++ é um parâmetro algorítmico. Nessa
proposta, também se faz necessário que o comprimento de passo satisfaça as con-
dições de Wolfe padrão (1-9)–(1-10) para garantir que (2-16) se mantenha definida
positiva. Apesar de não entrarmos em detalhes quanto à prova de convergência, vale
destacar que o autores provaram que o algoritmo converge com taxa Q-superlinear,
além de proporem um parâmetro rk praticável.
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Observação 2.3. Em [47], a modificação proposta pelos autores pode ser conside-
rada mais simples. Considerando que sTk yk > 0 é o elemento principal para manter
a atualização (2-2) sempre definida positiva, eles propuseram o seguinte esquema de
atualização

Bk+1 :=

Bk−
Bksks

T
kBk

sTkBksk
+
yky

T
k

sTk yk
, se

sTk yk
‖sk‖2

≥ ε‖∇F (xk)‖ω,

Bk, caso contrário,

nos quais ε, ω > 0 são parâmetros algorítmicos. Com essa modificação, o algoritmo
somente irá atualizar a matriz que aproxima a Hessiana, se uma cautelosa condição
for satisfeita. Desse modo, o algoritmo proposto não depende de calcular passos
satisfazendo as condições de Wolfe com o intuito de manter Bk+1 definida positiva,
bastando que o comprimento de passo satisfaça uma condição do tipo Armijo para
obter a convergência global do método. Além disso, a convergência Q-superlinear
também é obtida sob hipóteses razoáveis.

A discussão feita nesta seção é de suma importância para um bom enten-
dimento do Capítulo 3, no qual propomos uma extensão do Algoritmo 2.1 para
otimização multiobjetivo seguida por dois outros algoritmos que foram inspirados
em [46] e [47]. O presente trabalho é o primeiro a propor um método BFGS com
busca de Wolfe para otimização multiobjetivo (Algoritmo 3.1), mimetizando o Algo-
ritmo 2.1. Na seção seguinte, em particular, faremos uma breve revisão da literatura
a respeito de métodos quase-Newton para otimização multiobjetivo e provaremos
alguns resultados técnicos que serão importantes ao longo do trabalho.

2.2 BFGS multiobjetivo

Existem diversos métodos quase-Newton para otimização multiobjetivo,
veja [1, 44, 52, 58, 61, 65, 66]. Nesta seção nos concentraremos naqueles que se
propuseram a estender o método BFGS para otimização multiobjetivo e buscaram
mimetizar suas propriedades.

Um método quase-Newton para otimização multiobjetivo, assim como no
caso escalar, é inspirado no método de Newton. Como visto na Seção 1.2, diversos
conceitos clássicos de otimização escalar foram estendidos para o contexto multi-
objetivo. Em particular, os autores em [28] estenderam o método de Newton para
otimização multiobjetivo, no qual a direção de busca de F a partir de um ponto x



2.2 BFGS multiobjetivo 34

é dada como sendo a solução do seguinte problema

min
d∈Rn

max
j=1,...,m

∇Fj(x)Td+
1

2
dTBjd, (2-17)

em que Bj = ∇2Fj(x) para todo j = 1, . . . ,m. Observe que no caso escalar,
(2-17) recupera a direção de Newton clássica. Além disso, note que se Bj = In

para todo j = 1, . . . ,m, então (2-17) corresponde à direção de máxima descida
(1-4). Finalmente, para obtermos uma direção quase-Newton multiobjetivo, basta
tomarmos Bj ∈ Rn×n como alguma aproximação de∇2Fj(x) para todo j = 1, . . . ,m.
Agora, se Bj � 0 para todo j = 1, . . . ,m, então a função d 7→ ∇Fj(x)Td + 1

2
dTBjd

é fortemente convexa e consequentemente (2-17) possui uma única solução. Vamos
denotar o valor ótimo do problema (2-17) por θ(x), isto é,

d(x) := argmin
d∈Rn

max
j=1,...,m

∇Fj(x)Td+
1

2
dTBjd, (2-18)

e
θ(x) := max

j=1,...,m
∇Fj(x)Td(x) +

1

2
d(x)TBjd(x). (2-19)

Além disso, note que (2-17) é equivalente ao seguinte problema de otimização
quadrática convexa:

min
(t,d)∈R×Rn

t

s. a. ∇Fj(x)Td+ 1
2
dTBjd ≤ t, ∀j = 1, . . . ,m.

(2-20)

A única solução de (2-20) é dada por (t, d) := (θ(x), d(x)). Como (2-20) é convexo e
possui um ponto de Slater, por exemplo, (1, 0) ∈ R×Rn, então existe multiplicador
de Lagrange λ(x) ∈ Rm tal que a tripla (t, d, λ) := (θ(x), d(x), λ(x)) ∈ R×Rn×Rm

satisfaz o sistema Karush-Kuhn-Tucker:

m∑
j=1

λj = 1,
m∑
j=1

λj
[
∇Fj(x) +Bjd

]
= 0,

e
λj ≥ 0, ∇Fj(x)Td+

1

2
dTBjd ≤ t, λj

[
∇Fj(x)Td+

1

2
dTBjd− t

]
= 0,

para todo j = 1, . . . ,m. Portanto, após algumas manipulações algébricas obtemos

d(x) = −

 m∑
j=1

λj(x)Bj

−1
m∑
j=1

λj(x)∇Fj(x), (2-21)
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m∑
j=1

λj(x) = 1, λj(x) ≥ 0, ∀j = 1, . . . ,m, (2-22)

e

θ(x) =
m∑
j=1

λj(x)∇Fj(x)Td(x) +
1

2
d(x)T

 m∑
j=1

λj(x)Bj

 d(x)

(2-21)
= −1

2
d(x)T

 m∑
j=1

λj(x)Bj

 d(x). (2-23)

O próximo resultado, similarmente ao Lema 1.2, mostra que a direção d(x) e o
valor ótimo θ(x) podem ser utilizados para caracterizar pontos Pareto críticos do
problema (1-1).

Lema 2.1. Seja d : Rn → Rn e θ : Rn → R dados por (2-18) e (2-19),
respectivamente. Assuma que Bj � 0 para todo j = 1, . . . ,m. Então:

(i) x é Pareto crítico se e somente se d(x) = 0 e θ(x) = 0;
(ii) se x não é Pareto crítico, então d(x) 6= 0 e D(x, d(x)) < θ(x) < 0 (em

particular, d(x) é uma direção de descida de F em x).

Demonstração. Veja [28, Lemma 3.2] e [61, Lemma 2]. �

Em otimização escalar, um método de busca linear pode se deteriorar caso
as direções de busca sejam quase ortogonais com os gradientes, isto é, caso os
cossenos do ângulos entre tais direções não se mantenham uniformemente afastados
do zero. Comumente a análise de convergência passa por monitorar os ângulos entre
as direções de busca e os gradientes. Tecnicamente, impõe-se que

∇F (x)Td(x) ≤ Γ‖∇F (x)‖‖d(x)‖,

em que Γ ∈ (0, 1) é um parâmetro algorítmico. Essa imposição é conhecida na
literatura como condição de ângulo, para uma discussão cuidadosa sobre o assunto
recomendamos ao leitor visitar [53, Seção 6.1]. Já em otimização multiobjetivo, a
condição de ângulo foi estudada em [33], com o intuito de obter convergência de
métodos tipo Newton. O seguinte resultado, inspirado por essa condição, relaciona
o cosseno do ângulo entre a direção de busca d(x) em (2-21) e Bjd(x), com a direção
de máxima descida generalizada (1-7) e a derivada direcional generalizada (1-3).
Ele é uma importante ferramenta para a análise de convergência dos algoritmos
propostos no Capítulo 3.
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Proposição 2.1. Dado x ∈ Rn e Bj definida positiva para j = 1, . . . ,m, considere
d(x) e θ(x) como definidos em (2-18) e (2-19), respectivamente. Seja βj(x) o ângulo
entre as direções d(x) e Bjd(x), para j = 1, . . . ,m. Então

D(x, d(x)) ≤ −δ(x)

2
‖

m∑
j=1

λj(x)∇Fj(x)‖‖d(x)‖ ≤ −δ(x)

2
‖dSD(x)‖‖d(x)‖,

em que δ(x) := min
j=1,...,m

cos βj(x).

Demonstração. Inicialmente, note que se x é ponto Pareto crítico, então pelo
Lema 2.1, d(x) = 0 e o resultado segue trivialmente. Agora, se x não é Pareto
crítico, então pelas definições de δ(x), cos βj(x) e d(x), temos

δ(x) ≤ cos βj(x) =
d(x)TBjd(x)

‖d(x)‖‖Bjd(x)‖
, ∀j = 1, . . . ,m.

Logo,
d(x)TBjd(x) ≥ δ(x)‖d(x)‖‖Bjd(x)‖, ∀j = 1, . . . ,m.

Assim, pelo Lema 2.1(ii) e (2-23), obtemos

−D(x, d(x)) > −θ(x) =
1

2

m∑
j=1

λj(x)d(x)TBjd(x) ≥
m∑
j=1

λj(x)
δ(x)

2
‖d(x)‖‖Bjd(x)‖.

Portanto, a desigualdade triangular, juntamente com (2-21)–(2-22), e o Lema 1.2(iv),
implicam que

−D(x, d(x)) >
δ(x)

2
‖d(x)‖‖

m∑
j=1

λj(x)Bjd(x)‖

=
δ(x)

2
‖d(x)‖‖

m∑
j=1

λj(x)∇Fj(x)‖ ≥ δ(x)

2
‖d(x)‖‖dSD(x)‖,

obtendo o resultado desejado. �

O próximo resultado é uma importante ferramenta para a análise de
convergência de métodos multicritério. O Lema 1.2(iv) garante que, para qual-
quer x ∈ Rn, −dSD(x) é o elemento de menor norma do envelope convexo de
{∇F1(x), . . . ,∇Fm(x)}. Porém, em diversas situações, surge a necessidade de con-
siderarmos uma combinação convexa distinta de (1-6)–(1-7). Assim, o resultado a
seguir estabelece uma maneira de relacionar a norma de dSD(x) com a norma de
outra combinação convexa dos gradientes.
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Lema 2.2. [33, Lema 6] Sejam x ∈ Rn e a, b constantes positivas. Assuma que

aIn � Bj � bIn, ∀j = 1, . . . ,m.

Seja λ(x) := (λ1(x), . . . , λm(x)) ∈ Rm o multiplicador de Lagrange do problema
(2-20) que satisfaz (2-21)–(2-22), e defina

∇Fλ(x) :=
m∑
j=1

λj(x)∇Fj(x).

Então,
a

b
‖∇Fλ(x)‖ ≤ ‖dSD(x)‖ ≤ ‖∇Fλ(x)‖,

em que dSD(x) é dado em (1-7). Além disso, pelas definições de θ(x) e θSD(x) em
(2-23) e (1-8), respectivamente, temos

1

b
|θSD(xk)| ≤ |θ(xk)| ≤ 1

a
|θSD(xk)|.

Agora, munidos da direção quase-Newton para otimização multicritério,
podemos estabelecer uma estrutura geral de métodos quase-Newton para otimização
multiobjetivo.

Algoritmo 2.2. Um algoritmo quase-Newton
Sejam x0 ∈ Rn e B0

j � 0, para todo j = 1, . . . ,m, dados. Faça k ← 0.
Passo 1. Calcule a direção de busca

Calcule dk := d(xk) e θ(xk) como em (2-18) e (2-19), respectivamente.
Passo 2. Critério de parada

Se θ(xk) = 0, então PARE.
Passo 3. Procedimento de busca linear

Calcule o comprimento de passo αk > 0 e faça xk+1 := xk + αkd
k.

Passo 4. Prepare a próxima iteração
Para cada j = 1, . . . ,m, defina Bk+1

j . Faça k ← k + 1 e vá ao Passo 1.

Observação 2.4. O Algoritmo 2.2 não especifica como o comprimento de passo αk
é calculado e nem mesmo como as matrizes Bk+1

j , para j = 1, . . . ,m, são definidas.
Diferentes escolhas para a matriz Bk+1

j geram diferentes métodos. Além disso, a
maneira de escolher o comprimento de passo pode gerar diferentes resultados de
convergência.

Como discutido na Seção 2.1, parece não ser possível estabelecer limitação
no número de condição das atualizações BFGS que aproximam as Hessianas.
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Alternativamente, apresentamos um resultado muito importante para o método
BFGS clássico, o Teorema 2.1. Nesse resultado, a direção sk se mantém não muito
próxima da ortogonalidade com Bksk, para uma fração p arbitrária das iterações.
Agora, supondo que o Algoritmo 2.2 define Bk+1

j para todo j = 1, . . . ,m, como em
(2-2), podemos estender o Teorema 2.1 para o caso multiobjetivo. Até onde sabemos,
este resultado é a primeira versão estendida do Teorema 2.1 a surgir na literatura.

Teorema 2.2. Sejam a, b ∈ R constantes positivas e considere {xk} gerada pelo
Algoritmo 2.2 com

Bk+1
j = Bk

j −
Bk
j sks

T
kB

k
j

sTkB
k
j sk

+
ykj (ykj )T

sTk y
k
j

, (2-24)

para todo j = 1, . . . ,m e k ≥ 0. Seja p ∈ (0, 1) qualquer e βkj o ângulo entre as
direções sk e Bk

j sk, para todo j = 1, . . . ,m. Se

sTk y
k
j

sTk sk
≥ a > 0 e

‖ykj ‖2

sTk y
k
j

≤ b, ∀j = 1, . . . ,m,

então existem constantes δ1, δ2, δ3 > 0 tais que, para qualquer k > 0, as relações

cos βij ≥ δ1, (2-25)

δ2 ≤
sTi B

i
jsi

sTi si
≤ δ3, (2-26)

δ2 ≤
‖Bi

jsi‖
‖si‖

≤ δ3

δ1

, (2-27)

valem para pelo menos dp(k+1)e valores de i ∈ {0, 1, . . . , k} e para todo j = 1, . . . ,m.

Demonstração. Inicialmente, vamos provar que para um j = 1, . . . ,m fixado,
porém arbitrário, e para qualquer p̄ ∈ (0, 1), existem constantes δ1

j , δ
2
j , δ

3
j > 0 tais

que, para qualquer k > 0, as relações

cos βij ≥ δ1
j , (2-28)

δ2
j ≤

sTi B
i
jsi

sTi si
≤ δ3

j , (2-29)

δ2
j ≤
‖Bi

jsi‖
‖si‖

≤
δ3
j

δ1
j

(2-30)
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valem para pelo menos dp̄(k + 1)e valores de i ∈ {0, 1, . . . , k}. A demonstração
desses fatos é análoga à prova do [6, Teorema 2.1]. Contudo, por completude, vamos
mostrá-la aqui.

Dado um p̄ ∈ (0, 1) qualquer e um j = 1, . . . ,m fixado, porém arbitrário,
defina qk :=

sTkB
k
j sk

sTk sk
, ak :=

sTk y
k
j

sTk sk
e bk :=

(ykj )T ykj
sTk y

k
j

. Definindo a função ψ : Rn×n → R
por:

ψ(B) := Tr(B)− ln(Det(B)), (2-31)

em que ln é o logaritmo natural, note que, dada B ∈ Rn×n definida positiva então
ψ(B) > 0, pois

ψ(B) =
n∑
l=1

(σl − lnσl), (2-32)

em que σl, para l = 1, . . . , n, são os autovalores de B. Assim, calculando o traço e o
determinante de Bk+1

j temos

Tr(Bk+1
j ) = Tr(Bk

j )−
‖Bk

j sk‖2

sTkB
k
j sk

+
‖ykj ‖2

sTk y
k
j

e

Det(Bk+1
j ) = Det(Bk

j )
sTk y

k
j

sTkB
k
j sk

. (2-33)

Por hipótese, ak ≥ a, bk ≤ b e cos βkj =
sTkB

k
j sk

‖sk‖‖Bkj sk‖
, então

0 < ψ(Bk+1
j ) = Tr(Bk

j )−
‖Bk

j sk‖2

sTkB
k
j sk

+
‖ykj ‖2

sTk y
k
j

− ln(Det(Bk
j ))− ln(

sTk y
k
j

sTkB
k
j sk

)

=ψ(Bk
j )−

‖Bk
j sk‖2‖sk‖2

(sTkB
k
j sk)

2

sTkB
k
j sk

‖sk‖2
+ bk − ln(

sTk y
k
j

sTk sk

sTk sk
sTkB

k
j sk

)

=ψ(Bk
j )− 1

cos2 βkj
qk + bk − ln(ak) + ln(qk)

=ψ(Bk
j ) +

[
bk − ln(ak)− 1

]
+

[
1− qk

cos2 βkj
+ ln(

qk
cos2 βkj

)

]
+ ln(cos2 βkj )

≤ψ(B0
j ) + (b− ln(a)− 1)(k + 1) +

k∑
i=0

ln(cos2 βij)

+
k∑
i=0

[
1− qi

cos2 βij
+ ln(

qi
cos2 βij

)

]
. (2-34)
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Definindo a função u : R→ R por

u(t) = 1− t+ ln t, (2-35)

note que u(t) é não positiva para todo t > 0, atinge seu valor máximo em t = 1 e
satisfaz u(t) → −∞ tanto para t → 0 quanto para t → +∞. Assim, vamos definir
ηij ≥ 0 por

ηij := − ln(cos2 βij)−

[
1− qi

cos2 βij
+ ln(

qi
cos2 βij

)

]
.

Logo, por (2-34) temos

1

k + 1

k∑
i=0

ηij <
ψ(B0

j )

k + 1
+ (b− 1− ln a). (2-36)

Seja Jk+1
j o conjunto formado dos dp̄(k+ 1)e índices correspondentes aos dp̄(k+ 1)e

menores valores de ηij, para i ≤ k, e seja η̄k+1
j := max

i∈Jk+1
j

{ηij}. Então

1

k + 1

k∑
i=1

ηij =
1

k + 1


k∑

i = 0,

i ∈ Jk+1
j

ηij +
k∑

i = 0,

i /∈ Jk+1
j

ηij



≥ 1

k + 1

η̄k+1
j +

k∑
i = 0,

i /∈ Jk+1
j

ηij


≥ 1

k + 1

[
η̄k+1
j + η̄k+1

j (k + 1− dp̄(k + 1)e)
]

≥ η̄k+1
j (1− p̄),

em que a última desigualdade é válida, pois

1 + (k + 1)p̄ ≥ dp̄(k + 1)e ⇒ η̄k+1
j + η̄k+1

j (k + 1)p̄ ≥ η̄k+1
j dp̄(k + 1)e ⇒

⇒η̄k+1
j − η̄k+1

j dp̄(k + 1)e+ η̄k+1
j (k + 1) ≥ −η̄k+1

j (k + 1)p̄+ η̄k+1
j (k + 1)⇒

⇒η̄k+1
j + η̄k+1

j (k + 1− dp̄(k + 1)e) ≥ (k + 1)η̄k+1
j (1− p̄).
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Logo, por (2-36) e para todo i ∈ Jk+1
j , temos que

ηij < η̄k+1
j ≤ 1

1− p̄
1

k + 1

k∑
l=0

ηlj

≤ 1

1− p̄

[
ψ(B0

j )

k + 1
+ (b− 1− ln(a))

]
≤ 1

1− p̄

[
ψ(B0

j ) + (b− 1− ln(a))
]

:= δ0
j .

Assim,

− ln(cos2 βij) ≤ − ln(cos2 βij)−

[
1− qi

cos2 βij
+ ln(

qi
cos2 βij

)

]
= ηij

< δ0
j ,

(2-37)

em que a primeira desigualdade segue, pois a função u(t) em (2-35) é não positiva
para t > 0. Dessa maneira,

cos βij ≥ e−δ
0
j /2 := δ1

j . (2-38)

Para garantir que δ1
j > 0, basta assumir, sem perda de generalidade, que b− ln(a)−1

é positivo. Por (2-37) também temos que

1− qi
cos2 βij

+ ln(
qi

cos2 βij
) > −δ0

j , ∀i ∈ Jk+1
j .

Pelas propriedades da função u(t) em (2-35), segue que

0 < δ̃2
j ≤

qi
cos2 βij

≤ δ3
j , ∀i ∈ Jk+1

j ,

para constantes δ̃2
j e δ3

j . Desse modo, usando (2-38) obtemos

δ2
j := (δ1

j )
2δ̃2
j ≤ qi ≤ δ3

j , ∀i ∈ Jk+1
j ,

como ‖B
i
jsi‖
‖si‖ = qi

cosβij
, temos que

δ2
j ≤
‖Bi

jsi‖
‖si‖

≤
δ3
j

δ1
j

, ∀i ∈ Jk+1
j .

Agora, vamos mostrar que para qualquer p ∈ (0, 1) e para qualquer k ≥ 1,
as condições (2-25), (2-26) e (2-27) são válidas para pelo menos dp(k + 1)e valores
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de i ∈ {0, 1, . . . , k}, simultaneamente para todos os objetivos. Inicialmente, defina
p̄ := (1 − 1−p

m
) e note que, para cada objetivo j = 1, . . . ,m, foi mostrado que

existem constantes δ1
j , δ

2
j , δ

3
j > 0 tais que as condições (2-28), (2-29) e (2-30) valem

para pelo menos dp̄(k + 1)e valores de i ∈ {0, 1, . . . , k}. Defina δ1 := min
j=1,...,m

{δ1
j},

δ2 := min
j=1,...,m

{δ2
j}, δ3 := max

j=1,...,m
{δ3

j},

Gkj :=

{
i ∈ {0, 1, . . . , k} | cos βij ≥ δ1, δ2 ≤

sTi Bisi
sTi si

≤ δ3 e δ2 ≤
‖Bi

jsi‖
‖si‖

≤ δ3

δ1

}

e Bkj := {` ∈ {0, 1, . . . , k} | ` /∈ Gkj }, para todo j = 1, . . . ,m. Note que Bkj é o
complementar de Gkj , assim k + 1 = |Gkj | + |Bkj |, para todo j = 1, . . . ,m. Dessa
maneira, pela definição de p̄ e usando algumas propriedades das funções ceiling e
floor, temos

|Gkj | ≥ dp̄(k + 1)e = d(1− 1− p
m

)(k + 1)e = dk + 1 + (−1− p
m

(k + 1))e

= k + 1 + d−1− p
m

(k + 1)e

= k + 1− b1− p
m

(k + 1)c,

(2-39)

logo,

|Bkj | = k + 1− |Gkj |
(2-39)
≤ k + 1− k − 1 + b1− p

m
(k + 1)c = b1− p

m
(k + 1)c,

para todo j = 1, . . . ,m. Consequentemente,

|
m
∪
j=1
Bkj | ≤ mb1− p

m
(k + 1)c ≤ (1− p)(k + 1).

Além disso, perceba que o conjunto ∪mj=1Bkj é o complementar do conjunto ∩mj=1Gkj ,
assim, k + 1 = | ∩mj=1 Gkj | + | ∪mj=1 Bkj |. Portanto, segue que

|
m
∩
j=1
Gkj | ≥ k + 1− (1− p)(k + 1) = p(k + 1),

como a cardinalidade de um conjunto sempre é um número inteiro, completamos a
prova. �

Note que o resultado acima mostra que cos βkj se mantém afastado do zero
para uma fração arbitrária p de iterações, simultaneamente para todos os objetivos.
Além disso, assim como no caso escalar, a validade do Teorema 2.2 não depende da
escolha do tamanho de passo αk, tampouco da definição dos vetores sk e ykj para
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j = 1, . . . ,m. Essa independência quanto à definição dos vetores é crucial para que
esse resultado possa ser utilizado para estudar a convergência do Algoritmos 3.1 e
3.2 no capítulo seguinte.

Agora, vamos analisar alguns métodos quase-Newton que utilizaram a
atualização BFGS (2-24) para calcular Bk+1

j . Essa análise tem como objetivo mostrar
algumas das motivações que nos levaram a também propor uma extensão do método
BFGS. Até onde sabemos, [65] foi o primeiro trabalho a propor um método quase-
Newton multiobjetivo, como o Algoritmo 2.2, no qual Bk+1

j é calculada por (2-24).
Inspirados em uma versão do BFGS escalar mencionada na Observação 2.3,

em [65] os autores propuseram um método quase-Newton para otimização multi-
objetivo que não necessariamente atualiza as aproximações das Hessianas a cada
iteração, a saber:

Bk+1
j :=

B
k
j −

Bk
j sks

T
kB

k
j

sTkB
k
j sk

+
ykj (ykj )T

sTk y
k
j

, se sTk ykj ≥ εmin{1, |θ(xk)|},

Bk
j , caso contrário,

(2-40)

para todo j = 1, . . . ,m, no qual θ(xk) está definido em (2-19) e ε > 0 é
um parâmetro algorítmico. Além disso, eles impuseram que o tamanho de passo
satisfaça uma condição do tipo Armijo. Pelo que sabemos, até o presente trabalho,
atualizações cautelosas como em (2-40), eram as únicas alternativas aos métodos
BFGS quando aplicados a problemas multiobjetivo não convexos. Usando hipóteses
pouco razoáveis, os autores mostraram que todo ponto de acumulação da sequência
gerada pelo método proposto é Pareto crítico. Destacamos as seguintes hipóteses
utilizadas: existe uma constante positiva c ∈ R tal que ‖Bk

j ‖ ≤ c para todo j =

1, . . . ,m em todas as k-iterações e, para k suficientemente grande, o comprimento
de passo unitário é aceito por uma condição do tipo Armijo.

Em [61] foi proposto um método BFGS multiobjetivo que atualiza as
matrizes Bk

j em todas as iterações. Do ponto de vista prático, o algoritmo não está
bem definido para problemas não estritamente convexos. Isso ocorre, pois, como foi
discutido na Seção 2.1, no caso escalar só é possível garantir que a atualização (2-2)
é simétrica e definida positiva caso a matriz Bk seja simétrica e definida positiva e
sTk yk > 0. Como é sabido, essa última condição pode ser obtida se a função objetivo
for estritamente convexa ou então se o tamanho de passo satisfizer as condições de
Wolfe. Contudo, no caso multiobjetivo, a única maneira de garantir que sTk ykj > 0

para todo j = 1, . . . ,m, é supor que a função objetivo seja estritamente convexa, pois
mesmo que o comprimento de passo satisfaça as condições de Wolfe multiobjetivo,
ainda assim sTk y

k
j pode ser negativo para algum j = 1, . . . ,m. Uma discussão mais
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aprofundada sobre esse assunto está feita no Capítulo 3 (veja o Exemplo 3.1). Agora,
do ponto de vista teórico, as hipóteses usadas para provar que o método converge e
que a taxa de convergência é Q-superlinear, são pouco razoáveis. Dentre elas, vale
destacar a suposição de que existem constantes positivas a, b ∈ R tais que

aIn � Bk
j � bIn,

para todo j = 1, . . . ,m em todas as k-iterações e a suposição de que vale o limite
de Dennis–Moré (2-15) para cada objetivo. Note que essa hipótese implica que o
número de condição das matrizes Bk

j é uniformemente limitado e, como discutimos
na Seção 2.1, não parece ser possível garantir essa propriedade nem mesmo em
problemas escalares convexos.

Por fim, em [52] os autores propuseram uma versão multiobjetivo do método
BFGS onde a busca linear é não monótona. Apesar do algoritmo proposto só estar
bem definido para problemas estritamente convexos, do ponde de vista teórico,
eles avançaram quanto à convergência Q-superlinear. Até onde sabemos, foram os
primeiros a mostrar que o limite de Dennis-Moré (2-15) vale para todos os objetivos
simultaneamente. Porém, das hipóteses utilizadas para obter a convergência Q-
superlinear, duas podem ser consideradas pouco razoáveis. A primeira delas é a
limitação inferior dos autovalores da matriz Bk

j , isto é, supor que existe uma
constante positiva a ∈ R tal que Bk

j � aIn, para todo j = 1, . . . ,m em todas
as k-iterações. A segunda é supor que

∑∞
k=0 ‖xk − x∗‖ < ∞, e como discutimos na

Seção 2.1, essa hipótese está diretamente ligada ao limite de Dennis-Moré.
Em síntese, destacamos algumas deficiências existentes nas referências su-

pracitadas: (i) os algoritmos são geralmente projetados para problemas fortemente
convexos; (ii) as atualizações BFGS e suas inversas são frequentemente assumi-
das como uniformemente limitadas; (iii) algumas importantes etapas intermediárias
(limite de Dennis-Moré, admissibilidade do passo unitário e validade da condição
(2-12)) na análise de convergência são frequentemente assumidos sem prova. Como
o leitor poderá observar na Seção 3.1, todos esses inconvenientes são superados pelo
método proposto. A análise de convergência desse método utiliza hipóteses que são
extensões naturais das consideradas no caso escalar (Hipóteses 2.1 e 2.2). No próximo
capítulo, além da extensão já mencionada, também propomos dois algoritmos inspi-
rados em [46] e [47], que globalizam o método BFGS para otimização multiobjetivo,
isto é, as sequências geradas por esse métodos são tais que

lim inf
k→∞

‖dSD(xk)‖ = 0. (2-41)

Em outras palavras, no presente trabalho, dizemos que um método multiobjetivo é
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globalmente convergente se satisfaz (2-41).



CAPÍTULO 3
Novos métodos BFGS para otimização
multiobjetivo

Neste capítulo propomos três algoritmos quase-Newton, do tipo BFGS, para
otimização multiobjetivo. O primeiro deles estende o Algoritmo 2.1 para o caso
multicritério, enquanto os outros dois, inspirados por [46] e [47], respectivamente,
estendem versões globalizadas do método BFGS. Desse modo, este capítulo é
composto por três seções, nas quais estudaremos a convergência dos Algoritmos 3.1,
3.2 e 3.3, respectivamente. Os desempenhos numéricos desses algoritmos também
foram investigados. Os Algoritmos 3.1 e 3.2 são baseados no Algoritmo 2.2, que
atualiza as matrizes Bk

j em todas as iterações. Em contrapartida, o Algoritmo 3.3
usa uma condição cautelosa para atualizar as matrizes Bk

j . Um fator comum a todos
esses algoritmos é a utilização do comprimento de passo satisfazendo as condições
de Wolfe padrão (1-12)–(1-13), o que nos permite utilizar a condição de Zoutendijk
para analisar a convergência desses métodos. O leitor pode notar que para cada
algoritmo proposto neste capítulo, as hipóteses utilizadas na análise de convergência
são distintas. Assim, para garantir a validade da condição de Zoutendijk (1-17) em
cada caso, fizemos a análise separadamente.

Os Algoritmos 3.1 e 3.2 têm em comum a estrutura da fórmula de atualiza-
ção das matrizes Bk

j para j = 1, . . . ,m, dada por

Bk+1
j :=Bk

j −
(ρkj )

−1Bk
j sks

T
kB

k
j(

(ρkj )
−1 − sTk ykj

)2

+ (ρkj )
−1sTkB

k
j sk

+
(sTkB

k
j sk)y

k
j (ykj )T(

(ρkj )
−1 − sTk ykj

)2

+ (ρkj )
−1sTkB

k
j sk

+
(

(ρkj )
−1 − sTk ykj

) ykj s
T
kB

k
j +Bk

j sk(y
k
j )T(

(ρkj )
−1 − sTk ykj

)2

+ (ρkj )
−1sTkB

k
j sk

,

(3-1)

em que sk := xk+1−xk e ρkj > 0 para todo j = 1, . . . ,m. Os Algoritmos 3.1 e 3.2 usam
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definições distintas para ρkj e ykj , para j = 1, . . . ,m, as quais estão especificadas,
respectivamente, nas Seções 3.1 e 3.2. Note que se ykj = ∇Fj(xk+1) − ∇Fj(xk)
e (ρkj )

−1 = sTk y
k
j , então a expressão em (3-1) recupera a fórmula BFGS clássica

(2-24) para Fj. Agora, vamos mostrar as motivações que nos levaram à fórmula de
atualização (3-1). Como visto na Seção 2.1, o método BFGS clássico, com intuito
de reduzir o custo computacional, utiliza a fórmula (2-3) para atualizar a inversa
de Bk+1. Denote por Hk

j a aproximação para [∇2Fj(x
k)]−1, para cada j = 1, . . . ,m.

Assim, a atualização BFGS para a inversa é naturalmente definida por

Hk+1
j :=

(
In − ρkj sk(ykj )T

)
Hk
j

(
In − ρkjykj sTk

)
+ ρkj sks

T
k , (3-2)

com ρkj > 0. Tomando a inversa de Hk+1
j em (3-2), obtemos a fórmula de atualização

Bk+1
j em (3-1). De fato, fixando j = 1, . . . ,m arbitrário, seja H0

j � 0 e defina

B0
j = (H0

j )−1. Por indução, suponha que para i = 1, . . . , k, H i
j � 0 e

(
H i
j

)−1

= Bi
j.

Vamos mostrar que Hk+1
j � 0 e

(
Hk+1
j

)−1

= Bk+1
j . Tomando z ∈ Rn não nulo,

uma vez que ρkj > 0, é fácil ver, por (3-2), que zTHk+1
j z > 0 e logo Hk+1

j � 0.
Para calcular a inversa, vamos usar a fórmula de Sherman-Morrison-Woodburry,
veja [60, Apêndice A.1]. A fórmula estabelece que: dada Â = A+UV T , em que A é
uma matriz quadrada n× n não singular, U e V são matrizes n× ` com 1 ≤ ` ≤ n,
então Â é não singular se, e somente se, a matriz In+V TA−1U é não singular. Além
disso, sob a equivalência anteriormente mencionada, tem-se

Â−1 = A−1 − A−1U(In + V TA−1U)V TA−1.

Agora, reescrevendo (3-2) como

Hk+1
j = Hk

j +
[
Hk
j y

k
j sk

] [ 0 −ρkj
−ρkj (ρkj )

2(ykj )THk
j y

k
j + ρkj

][
(ykj )THk

j

sTk

]
,

uma vez que Hk+1
j é não singular e definindo

A := Hk
j , U :=

[
Hk
j y

k
j sk

]
e

V T :=

[
0 −ρkj
−ρkj (ρkj )

2(ykj )THk
j y

k
j + ρkj

][
(ykj )THk

j

sTk

]
,
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temos que a matriz In + V TBk
jU é não singular. Desse modo,

(Hk+1
j )−1 = Bk

j −Bk
jU
(
In + V TBk

jU
)−1

V TBk
j .

Agora, para mostrar que a expressão acima pode ser escrita como em (3-1), note
que(

In + V TBk
jU
)−1

V TBk
j

=

In +

[
0 −ρkj
−ρkj (ρkj )

2(ykj )THk
j y

k
j + ρkj

][
(ykj )THk

j

sTk

]
Bk
j

[
Hk
j y

k
j sk

]−1

V TBk
j

=

[ 0 −ρkj
−ρkj (ρkj )

2(ykj )THk
j y

k
j + ρkj

]−1

+

[
(ykj )THk

j

sTk

] [
ykj Bk

j sk

]−1 [
(ykj )T

sTkB
k
j

]
.

Por outro lado, definindo

Z :=

[ 0 −ρkj
−ρkj (ρkj )

2(ykj )THk
j y

k
j + ρkj

]−1

+

[
(ykj )THk

j

sTk

] [
ykj Bk

j sk

] ,

obtemos

Z−1 =

[ (ρkj )
2(ykj )THk

j y
k
j + ρkj ρkj

ρkj 0

]
−1

(ρkj )
2

+

[
(ykj )THk

j

sTk

] [
ykj Bk

j sk

]−1

=

[ (ρkj )
2(ykj )THk

j y
k
j + ρkj ρkj

ρkj 0

]
−1

(ρkj )
2

+

[
(ykj )THk

j y
k
j (ykj )T sk

sTk y
k
j sTkB

k
j sk

]−1

=

[
−(ρkj )

−1 (ykj )T sk − (ρkj )
−1

sTk y
k
j − (ρkj )

−1 sTkB
k
j sk

]−1

=

[
sTkB

k
j sk (ρkj )

−1 − (ykj )T sk

(ρkj )
−1 − sTk ykj −(ρkj )

−1

]
−1(

(ρkj )
−1 − sTk ykj

)2

+ (ρkj )
−1sTkB

k
j sk

=

[
sTkB

k
j sk (ρkj )

−1 − (ykj )T sk

(ρkj )
−1 − sTk ykj −(ρkj )

−1

]
1

DetZ
.
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Portanto,(
Hk+1
j

)−1

=Bk
j −Bk

jU
(
In + V TBk

jU
)−1

V TBk
j

=Bk
j −Bk

jUZ
−1

[
(ykj )T

sTkB
k
j

]

=Bk
j −Bk

jU

[
sTkB

k
j sk (ρkj )

−1 − (ykj )T sk

(ρkj )
−1 − sTk ykj −(ρkj )

−1

][
(ykj )T

sTkB
k
j

]
1

DetZ

=Bk
j −Bk

jU

[
sTkB

k
j sk(y

k
j )T + (ρkj )

−1sTkB
k
j − (ykj )T sks

T
kB

k
j

(ρkj )
−1(ykj )T − sTk ykj (ykj )T − (ρkj )

−1sTkB
k
j

]
1

DetZ

=Bk
j −

[
ykj Bk

j sk
]
sTkB

k
j sk(y

k
j )T + (ρkj )

−1sTkB
k
j − (ykj )T sks

T
kB

k
j

(ρkj )
−1(ykj )T − sTk ykj (ykj )T − (ρkj )

−1sTkB
k
j


1

DetZ

=Bk
j −

1

DetZ

(
sTkB

k
j sky

k
j (ykj )T + (ρkj )

−1ykj s
T
kB

k
j − ykj (ykj )T sks

T
kB

k
j +

+ (ρkj )
−1Bk

j sk(y
k
j )T −Bk

j sks
T
k y

k
j (ykj )T − (ρkj )

−1Bk
j sks

T
kB

k
j

)
,

obtendo a expressão em (3-1).
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3.1 Uma extensão que mimetiza o método clássico

Nesta seção, descrevemos detalhadamente um algoritmo para otimização
multiobjetivo que mimetiza o método BFGS escalar. Os resultados desta seção estão
publicados em [64].

Algoritmo 3.1. Um algoritmo BFGS com busca linear de Wolfe
Sejam c1 ∈ (0, 1/2), c2 ∈ (c1, 1), x0 ∈ Rn, e B0

j � 0, para todo j = 1, . . . ,m.
Inicialize k ← 0.

Passo 1. Calcule a direção de busca
Calcule dk := d(xk) e θ(xk) como em (2-18) e (2-19), respectivamente.

Passo 2. Critério de parada
Se θ(xk) = 0, então PARE.

Passo 3. Procedimento de busca linear
Calcule o comprimento de passo αk > 0 (primeiro tente αk = 1) tal que
as condições de Wolfe padrão (1-12)–(1-13) sejam satisfeitas e faça xk+1 :=

xk + αkd
k.

Passo 4. Prepare a próxima iteração
Para cada j = 1, . . . ,m, defina Bk+1

j como em (3-1), em que sk = xk+1 − xk,
ykj := ∇Fj(xk+1)−∇Fj(xk) e

ρkj :=

{
1/sTk y

k
j , se sTk ykj > 0,

1/
(
D(xk+1, sk)−∇Fj(xk)T sk

)
, caso contrário.

(3-3)

Faça k ← k + 1 e vá ao Passo 1.

Observação 3.1. (i) Na prática, no Passo 1, dk e θ(xk) são calculados resolvendo
o problema quadrático convexo de otimização escalar (2-20). (ii) No Passo 2, pelo
Lema 2.1(i), o Algoritmo 3.1 para em uma iteração k se, e somente se, xk é Pareto
crítico. (iii) No Passo 3, o comprimento de passo αk deve satisfazer as condições de
Wolfe padrão (1-12)–(1-13), as quais foram cuidadosamente discutidas na Seção 1.3.
Na busca linear, sempre testamos primeiro se αk = 1 satisfaz essas condições, sendo
crucial na obtenção de uma rápida taxa de convergência. (iv) No Passo 4, ρkj é
definido de modo a sempre se manter positivo, veja o Teorema 3.1 a seguir. Além
disso, se ρkj = 1/sTk y

k
j , então (3-1) recupera a atualização BFGS clássica (2-24) para

Fj. Isso ocorre, por exemplo, quando Fj é estritamente convexa. Além disso, no caso
escalar (m = 1), a condição de curvatura (1-13) recupera a condição clássica (1-10)
e implica que sTk yk1 > 0, logo ρk1 = 1/sTk y

k
1 e o Algoritmo 3.1 se torna o algoritmo

BFGS clássico com busca linear de Wolfe padrão (Algoritmo 2.1).
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O próximo teorema mostra que o Algoritmo 3.1 está bem definido sem
impor qualquer hipótese de convexidade sobre a função objetivo. Essa prova consiste
basicamente em mostrar que Bk+1

j será definida positiva sempre que Bk
j for definida

positiva, para cada j = 1, . . . ,m.

Teorema 3.1. Suponha que F é limitada inferiormente em L(x0) = {x ∈ Rn |
F (x) ≤ F (x0)}. Então, o Algoritmo 3.1 está bem definido.

Demonstração. Por indução, suponha que Bk
j é definida positiva para todo

j = 1, . . . ,m (que trivialmente é válido para k = 0). Portanto, o subproblema no
Passo 1 tem solução. Se xk é Pareto crítico, então pelo Lema 2.1(i), o Algoritmo 3.1
finaliza no Passo 2. Logo, assumiremos que xk não é Pareto crítico. Nesse caso,
o Lema 2.1(ii) implica que dk é uma direção de descida de F em xk. Como
F é limitado inferiormente em L(x0), pela Proposição 1.1, existem intervalos de
tamanho de passo positivo satisfazendo as condições (1-12)–(1-13) no Passo 3 e
assim xk+1 pode ser definido apropriadamente. Agora, mostraremos que Bk+1

j em
(3-1) ou, equivalentemente, Hk+1

j em (3-2), se mantém definida positiva para todo
j = 1, . . . ,m. Como sk = αkd

k, pela definição de D, Lema 1.1(i) e (1-13), temos

D(xk+1, sk)−∇Fj(xk)T sk ≥ αk[D(xk+1, dk)−D(xk, dk)]

≥ −αk(1− c2)D(xk, dk) > 0,

e assim ρkj definido em (3-3) é positivo para todo j = 1, . . . ,m. Seja j ∈ {1, . . . ,m}
e 0 6= z ∈ Rn. Então, por (3-2),

zTHk+1
j z =

(
z − ρkj zT skykj

)T
Hk
j

(
z − ρkj zT skykj

)
+ ρkj (z

T sk)
2 > 0,

Portanto, Hk+1
j é definida positiva para cada j = 1, . . . ,m. �

O seguinte exemplo ilustra que, em otimização multicritério, em contrapar-
tida ao caso escalar, sTk ykj pode ser não positivo para algum j ∈ {1, . . . ,m} mesmo
quando uma busca linear de Wolfe é usada. Isso justifica nossa escolha para ρkj em
(3-3), pois uma condição chave para a boa definição do Algoritmo 3.1 é que ρkj > 0

para todo j = 1, . . . ,m (veja o Teorema 3.1).

Exemplo 3.1. Sejam β ≥ 1, c1 = 10−4, c2 = 0.9, x0 = 0, e B0
1 = B0

2 = 1 dados
e considere a aplicação do Algoritmo 3.1 para o problema (1-1) com F : R → R2
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definida por

F1(x) :=
x2

3
− x e F2(x) :=


−x, se x < 0

(1− β)x3 + (β − 1)x2 − x, se 0 ≤ x < 1,

−βx+ β − 1, se 1 ≤ x < 2,

βx2 − 5βx+ 5β − 1, se x ≥ 2.

Note que F é continuamente diferenciável e limitada inferiormente em R. Um
cálculo direto mostra que d0 = 1 e α0 = 1 satisfazem as condições Wolfe padrão
(1-12)–(1-13), implicando que x1 = 1. Então, temos que sT0 y

0
1 = 2/3 e sT0 y

0
2 =

1− β ≤ 0. Se tomarmos ρkj = 1/sTk y
k
j em (3-1), o algoritmo falha ao tentar dividir

por zero, no caso quando β = 1. Para β > 1, teremos também B1
2 = 1− β ≺ 0.

3.1.1 Análise de convergência

Nesta seção, apresentamos os resultados de convergência para o Algo-
ritmo 3.1. Como é usual no caso escalar, veja Hipótese 2.1, assumimos que as funções
objetivo são fortemente convexas, conforme formalmente estabelecido a seguir.

Hipótese 3.1. (i) F é duas vezes continuamente diferenciável. (ii) O conjunto de
nível L(x0) é convexo e existem constantes µ, L > 0 tais que

µ‖z‖2 ≤ zT∇2Fj(x)z ≤ L‖z‖2, ∀j = 1, . . . ,m, (3-4)

para todo z ∈ Rn e x ∈ L(x0).

Note que, sob a Hipótese 3.1, sTk ykj > 0 e assim ρkj = 1/sTk y
k
j para todo

k ≥ 0 e j = 1, . . . ,m. Nesse caso, (3-1) sempre recupera a atualização BFGS clássica
(2-24). Além disso, as hipóteses do Teorema 3.1 e da Proposição 1.2 são trivialmente
satisfeitas. Por fim, como consequência dessa suposição, as hipóteses do Teorema 2.2
também são satisfeitas. De fato, defina

Ḡk
j :=

∫ 1

0

∇2Fj(x
k + τsk)dτ,

e perceba que
Ḡk
j sk = ykj , ∀j = 1, . . . ,m. (3-5)

Assim,
µ‖z‖2 ≤ zT Ḡk

j z ≤ L‖z‖2 ∀ j = 1, . . . ,m, (3-6)



3.1 Uma extensão que mimetiza o método clássico 53

para todo z ∈ Rn e k ≥ 0. Portanto,

sTk y
k
j

‖sk‖2
=
sTk Ḡ

k
j sk

‖sk‖2
≥ µ e

(ykj )Tykj
sTk y

k
j

=
sTk Ḡ

k
j Ḡ

k
j sk

sTk Ḡ
k
j sk

=
zTk Ḡ

k
j zk

zTk zk
≤ L, (3-7)

em que zk = (Ḡk
j )

1
2 sk. Agora, sob essas hipóteses, estamos prontos para provar o

principal resultado dessa seção.

Teorema 3.2. Suponha que a Hipótese 3.1 vale e que {xk} é uma sequência gerada
pelo Algoritmo 3.1. Então, {xk} converge para um ponto Pareto ótimo x∗ de F .

Demonstração. Pelo Teorema 2.2, existe uma constante δ > 0 e K ⊂
∞
N tal que

cos βkj ≥ δ, ∀k ∈ K e ∀j = 1, . . . ,m.

Logo, a Proposição 2.1 implica que

D(xk, dk) ≤ −δ
2
‖dk‖‖dSD(xk)‖, ∀k ∈ K.

Assim, pela Proposição 1.2, temos

∞ >
∑
k≥0

D(xk, dk)2

‖dk‖2
≥
∑
k∈K

D(xk, dk)2

‖dk‖2
≥
∑
k∈K

δ4

4
‖dSD(xk)‖2,

e consequentemente
lim
k∈K

dSD(xk) = 0. (3-8)

Note que, como L(x0) é compacto e xk ∈ L(x0) para todo k ∈ K, existem K1⊂
∞
K

e x∗ ∈ L(x0) tais que limk∈K1 x
k = x∗. Desse modo, por (3-8) e pelo Lema 1.2(iii),

obtemos dSD(x∗) = 0. Assim, pelo Teorema 1.1(iii), concluímos que x∗ é um Pareto
ótimo.

Agora, vamos mostrar que limk→∞ x
k = x∗. Para isso, suponha por contra-

dição que existam x̄ ∈ L(x0) com x̄ 6= x∗ e K2⊂
∞
N tais que limk∈K2 x

k = x̄. Primeiro,
afirmamos que F (x̄) 6= F (x∗). De fato, se F (x̄) = F (x∗), pela Hipótese 3.1, para
todo t ∈ [0, 1], temos

Fj(tx̄+ (1− t)x∗) < tFj(x̄) + (1− t)Fj(x∗) = Fj(x
∗), ∀j = 1, . . . ,m,

contradizendo o fato de que x∗ é ponto Pareto ótimo. Desse modo, F (x̄) 6= F (x∗)

vale, como afirmado. Agora, como x∗ é Pareto ótimo, existe j0 ∈ {1, . . . ,m} tal que
Fj0(x

∗) < Fj0(x̄). Assim, lembrando que limk∈K1 x
k = x∗ e limk∈K2 x

k = x̄, podemos
escolher k1 ∈ K1 e k2 ∈ K2 com k1 < k2 em que Fj0(xk1) < Fj0(x

k2). Isso contradiz
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a condição de decréscimo suficiente (1-12) que, em particular, implica que {Fj(xk)}
é uma sequência decrescente para todo j = 1, . . . ,m. Portanto, limk→∞ x

k = x∗,
como queríamos demonstrar. �

No restante dessa seção, nosso objetivo é mostrar que {xk} converge para
x∗ suficientemente rápido de modo que∑

k≥0

‖xk − x∗‖ν <∞, ∀ν > 0. (3-9)

Até onde sabemos, este é o primeiro trabalho a estabelecer esse resultado para
otimização multiobjetivo. No caso escalar, variantes desse resultado podem ser
encontradas em, [62, Lema 5], [6, Teorema 3.1] e [46, Lema 3.6]. Como discutido
na Seção 2.1, (3-9) desempenha um papel importante na convergência superlinear.
Para estabelecer essa condição, apresentamos alguns resultados técnicos.

Lema 3.1. Suponha que a Hipótese 3.1 vale e que {xk} é uma sequência gerada pelo
Algoritmo 3.1. Seja x∗ como no Teorema 3.2. Então, para todo k ≥ 0, temos

(i) ‖xk − x∗‖ ≤ 2

µ
‖dSD(xk)‖;

(ii) ‖sk‖ ≥
(1− c2)

2L
δk‖dSD(xk)‖, em que δk é dado como na Proposição 2.1 e c2 é

dado como na Definição 1.1.

Demonstração. Seja k ≥ 0 dado e defina a função de valor escalar FSD : Rn → R
por

FSD(x) :=
m∑
j=1

λSDj (xk)Fj(x),

em que λSD(xk) e dSD(xk) são definidos em (1-6)–(1-7). Desse modo, por (1-6) e (3-4),
é fácil ver que ∫ 1

0

(1− τ)zT∇2FSD(xk + τz)zdτ ≥ µ

2
‖z‖2,

em que z := x∗−xk. Considerando que dSD(xk) = −∇FSD(xk) e avaliando a integral
acima por partes (

∫
udv = uv−

∫
vdu com u = 1− τ e dv = zT∇2FSD(xk + τz)zdτ),

obtemos
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µ

2
‖z‖2 ≤

∫ 1

0

(1− τ)zT∇2FSD(xk + τz)zdτ

= (1− τ)〈z,∇FSD(xk + τz)〉
∣∣∣1
0
−
∫ 1

0

〈z,∇FSD(xk + τz)〉(−1)dτ

= −〈z,∇FSD(xk)〉+

∫ 1

0

〈z,∇FSD(xk + τz)〉dτ

= FSD(xk + τz)
∣∣∣1
0
− 〈z,∇FSD(xk)〉

= FSD(x∗)− FSD(xk) + dSD(xk)T (x∗ − xk).

Como Fj(x∗) ≤ Fj(x
k) para todo j = 1, . . . ,m, temos que FSD(x∗)− FSD(xk) ≤ 0 e

consequentemente

µ

2
‖x∗ − xk‖2 ≤ dSD(xk)T (x∗ − xk) ≤ ‖dSD(xk)‖‖x∗ − xk‖,

mostrando a parte (i).
Vamos considerar agora a parte (ii). Perceba que, por (1-13) e pela definição

de D, segue que

(c2 − 1)D(xk, dk) ≤ D(xk+1, dk)−D(xk, dk)

≤ max
j=1,...,m

(∇Fj(xk+1)−∇Fj(xk))Tdk = max
j=1,...,m

(ykj )Tdk

(3-5)
= max

j=1,...,m
sTk Ḡ

k
jd

k,

em que a segunda desigualdade segue pelo fato de que, para qualquer u, v ∈ Rm,
temos maxj=1,...,m{uj − vj} ≥ maxj=1,...,m{uj} −maxj=1,...,m{vj}. Logo,

(c2 − 1)D(xk, dk) ≤ αk max
j=1,...,m

(dk)T Ḡk
jd

k
(3-6)
≤ Lαk‖dk‖2 = L‖sk‖‖dk‖,

Portanto, usando a Proposição 2.1 e levando em conta que c2 < 1, temos

−(c2 − 1)
δk
2
‖dk‖‖dSD(xk)‖ ≤ L‖sk‖‖dk‖,

concluindo a prova. �

Teorema 3.3. Suponha que a Hipótese 3.1 vale e que {xk} é uma sequência
gerada pelo Algoritmo 3.1. Seja x∗ como no Teorema 3.2. Então, {xk} converge
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R-linearmente para x∗ e, consequentemente, (3-9) vale.

Demonstração. Seja λSD(x∗) ∈ Rm um multiplicador da direção de máxima
descida generalizada associado a x∗ como em (1-6)–(1-7), isto é, dSD(x∗) =

−
∑m

j=1 λ
SD

j (x∗)∇Fj(x∗). Vamos definir a função de valor escalar F∗ : Rn → R dada
por

F∗(x) :=
m∑
j=1

λSDj (x∗)Fj(x).

Note que, pelo Lema 1.2(i), temos

∇F∗(x∗) =
m∑
j=1

λSDj (x∗)∇Fj(x∗) = −dSD(x∗) = 0. (3-10)

Agora, fazendo uma expansão de segunda ordem da série de Taylor da função Fj em
torno de x∗, temos que existe τj ∈ (0, 1) tal que

Fj(x
k) = Fj(x

∗)+∇Fj(x∗)T (xk−x∗)+
1

2
(xk−x∗)T∇2Fj

(
xk + τj(x

k − x∗)
)

(xk−x∗).

Logo, pela hipótese de convexidade forte (3-4), temos

µ

2
‖xk − x∗‖2 +∇Fj(x∗)T (xk − x∗) ≤Fj(xk)− Fj(x∗)

=
1

2
(xk − x∗)T∇2Fj

(
xk + τj(x

k − x∗)
)

(xk − x∗)

+∇Fj(x∗)T (xk − x∗)

≤L
2
‖xk − x∗‖2 +∇Fj(x∗)T (xk − x∗),

para todo j = 1, . . . ,m e k ≥ 0. Assim, multiplicando essa expressão por λSDj (x∗),
somando todos os índices j = 1, . . . ,m, e considerando (1-6) e (3-10), obtemos

µ

2
‖xk − x∗‖2 ≤ F∗(x

k)− F∗(x∗) ≤
L

2
‖xk − x∗‖2, ∀k ≥ 0. (3-11)

Pelo lado direito de (3-11) e pelo Lema 3.1(i), obtemos

F∗(x
k)− F∗(x∗) ≤

2L

µ2
‖dSD(xk)‖2, ∀k ≥ 0. (3-12)

Por outro lado, similar a (3-11), a condição de decréscimo suficiente (1-12) implica

F∗(x
k+1) ≤ F∗(x

k) + c1αkD(xk, dk), ∀k ≥ 0.

Subtraindo o termo F∗(x
∗) em ambos os lados dessa desigualdade e usando a
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Proposição 2.1, temos

F∗(x
k+1)− F∗(x∗) ≤ F∗(x

k)− F∗(x∗)−
c1

2
δk‖sk‖‖dSD(xk)‖,

para todo k ≥ 0, em que δk = minj=1,...,m cos βkj . Desse modo, pelo Lema 3.1(ii),
segue que

F∗(x
k+1)− F∗(x∗) ≤ F∗(x

k)− F∗(x∗)−
c1(1− c2)

4L
δ2
k‖dSD(xk)‖2

(3-12)
≤

(
1− c1(1− c2)µ2

8L2
δ2
k

)(
F∗(x

k)− F∗(x∗)
)
, ∀k ≥ 0.

(3-13)

Para cada k ≥ 0, defina r̄k := 1 − c1(1 − c2)µ2δ2
k/(8L

2). É fácil ver que r̄k ∈ (0, 1],
para todo k ≥ 0.

Agora, dado p ∈ (0, 1), o Teorema 2.2, garante que existe uma constante
δ > 0 tal que, para qualquer k ≥ 1, o número de elementos ` ∈ {0, 1, . . . , k} para os
quais δ` ≥ δ é pelo menos dp(k+1)e. Desse modo, definindo Gk := {` ∈ {0, 1, . . . , k} |
δ` ≥ δ}, temos |Gk| ≥ dp(k + 1)e e

r̄` ≤ 1− c1(1− c2)µ2δ2

8L2
:= r̄ < 1, ∀` ∈ Gk.

Portanto, por (3-13) e considerando que F∗(x0) − F∗(x∗) > 0, obtemos, para todo
k ≥ 1,

F∗(x
k+1)− F∗(x∗) ≤

 k∏
`=0

r̄`

(F∗(x0)− F∗(x∗)
)
≤

∏
`∈Gk

r̄`

(F∗(x0)− F∗(x∗)
)

≤

∏
`∈Gk

r̄

(F∗(x0)− F∗(x∗)
)
≤ r̄dp(k+1)e (F∗(x0)− F∗(x∗)

)
,

na qual a segunda desigualdade segue do fato de que r̄` ≤ 1 para todo ` /∈ Gk.
Portanto, definindo r1/p := r̄, obtemos

F∗(x
k+1)− F∗(x∗) ≤ rk+1

(
F∗(x

0)− F∗(x∗)
)
, ∀k ≥ 1. (3-14)

Combinando o lado esquerdo de (3-11) com a desigualdade acima, encontramos

‖xk+1 − x∗‖ ≤
[

2

µ

(
F∗(x

0)− F∗(x∗)
)]1/2

(r1/2)k+1,

e assim {xk} converge R-linearmente para x∗. Finalmente, ao somar essa expressão
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em k e considerando que r < 1 e ν > 0, obtemos

∑
k≥0

‖xk+1 − x∗‖ν ≤
[

2

µ

(
F∗(x

0)− F∗(x∗)
)] ν2 ∑

k≥0

(
r
ν
2

)k+1

<∞.

�

Observação 3.2. Por (3-14) temos que {F∗(xk)} converge R-linearmente para
F∗(x

∗).

3.1.2 Convergência local superlinear

Nesta seção estudaremos as propriedades de convergência local do Algo-
ritmo 3.1. Os resultados aqui apresentados também se aplicam a problemas não
convexos, embora não seja possível estabelecer convergência global neste caso geral.
Assumiremos que {xk} converge para um ponto ótimo Pareto local x∗ e provaremos,
sob hipóteses razoáveis, que a taxa de convergência é Q-superlinear.

Hipótese 3.2. (i) F é duas vezes continuamente diferenciável. (ii) A sequência
{xk} gerada pelo Algoritmo 3.1 converge para um ponto Pareto ótimo local x∗. (iii)
Para cada j = 1, . . . ,m, ∇2Fj(x

∗) é definida positiva e Lipschitz contínua em x∗.
Portanto, existe uma vizinhança U de x∗ e existem constantes positivas µ, L, e L2

tais que
µ‖z‖2 ≤ zT∇2Fj(x)z ≤ L‖z‖2, (3-15)

e
‖∇2Fj(x)−∇2Fj(x

∗)‖ ≤ L2‖x− x∗‖, (3-16)

para todo j = 1, . . . ,m, z ∈ Rn e x ∈ U .

Essencialmente, a Hipótese 3.2 estabelece que, em uma vizinhança U de x∗,
F é fortemente convexa e as Hessianas ∇2Fj (j = 1, . . . ,m) são Lipschitz contínuas
em x∗. Ao longo desta seção, assumiremos, sem perda de generalidade, que {xk} ⊂ U ,
isto é, (3-15) e (3-16) valem em xk para todo k ≥ 0. Como a Hipótese 3.2 é mais
restritiva que a Hipótese 3.1, os resultados da seção anterior permanecem verdadeiros
e serão usados aqui sem maiores explicações.

Observação 3.3. Destacamos aqui que a Lipschitz continuidade da Hessiana na
Hipótese 3.2, pode ser substituída por uma Hölder continuidade (veja a Hipótese 3.4
na próxima seção). Essa mudança, dependendo do valor do expoente ν, pode
enfraquecer a Hipótese 3.2. Contudo, o leitor pode notar que mesmo havendo um
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possível enfraquecimento dessa hipótese, a validade dos resultados discutidos ao
longo da presente seção não são afetados. Além disso, utilizamos a condição (3-16)
na Hipótese 3.2, pois estamos propondo um método que mimetiza o BFGS clássico
(veja a Hipótese 2.2).

O próximo teorema estabelece que a condição de Dennis–Moré (2-15) vale
individualmente para cada função objetivo Fj (veja (3-18) abaixo). Apesar da prova
deste resultado ser semelhante ao caso escalar, para fins de completude do trabalho,
iremos incluí-la aqui. Vale ressaltar que, assim como no caso escalar, (3-9) é essencial
para que o limite de Dennis–Moré seja válido, veja Seção 2.1. Também incluímos
no enunciado do teorema uma etapa intermediário (veja (3-17) abaixo) que será
evocado nos próximos resultados.

Teorema 3.4. Suponha que a Hipótese 3.2 é válida. Então,

lim
k→∞

sTkB
k
j sk

sTk∇2Fj(x∗)sk
= 1 ∀j = 1, . . . ,m, (3-17)

e

lim
k→∞

‖(Bk
j −∇2Fj(x

∗))dk‖
‖dk‖

= 0, ∀j = 1, . . . ,m, (3-18)

ou, de modo equivalente a (3-18),

lim
k→∞

‖(Bk
j −∇2Fj(x

k))dk‖
‖dk‖

= 0, ∀j = 1, . . . ,m. (3-19)

Além disso, as sequências {‖Bk
j ‖} e {‖Hk

j ‖} são limitadas para todo j = 1, . . . ,m.

Demonstração. Inicialmente, para cada j ∈ 1, . . . ,m e k ≥ 0, definimos

s̃k := ∇2Fj(x
∗)1/2sk, ỹk := ∇2Fj(x

∗)−1/2ykj , ãk :=
s̃Tk ỹk
‖s̃k‖2

, b̃k :=
‖ỹk‖2

s̃Tk ỹk
,

B̃k := ∇2Fj(x
∗)−1/2Bk

j∇2Fj(x
∗)−1/2, cos β̃k :=

s̃Tk B̃
ks̃k

‖s̃k‖‖B̃ks̃k‖
, e q̃k :=

s̃Tk B̃
ks̃k

‖s̃k‖2
.

Note que a Hipótese 3.2 garante que s̃Tk ỹk = sTk y
k
j > 0 para todo j = 1, . . . ,m e

k ≥ 0, logo b̃k está bem definido. Agora, dado um j fixado, porém arbitrário, a
condição (3-5) garante que

ykj −∇2Fj(x
∗)sk = (Ḡk

j −∇2Fj(x
∗))sk.

Por simplicidade, denote Ḡk := Ḡk
j , assim temos

ỹk − s̃k = ∇2Fj(x
∗)−1/2(Ḡk −∇2Fj(x

∗))∇2Fj(x
∗)−1/2s̃k.
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Logo, por Cauchy–Schwarz, obtemos

‖ỹk − s̃k‖ ≤ ‖∇2Fj(x
∗)−1/2‖2‖Ḡk −∇2Fj(x

∗)‖‖s̃k‖

≤ ‖∇2Fj(x
∗)−1/2‖2‖s̃k‖

∫ 1

0

‖∇2Fj(x
k + ταkd

k)−∇2Fj(x
∗)‖dτ

(3-16)
≤ ‖∇2Fj(x

∗)−1/2‖2‖s̃k‖
∫ 1

0

L2‖xk + ταkd
k − x∗‖dτ

≤ ‖∇2Fj(x
∗)−1/2‖2‖s̃k‖L2 max{‖xk+1 − x∗‖, ‖xk − x∗‖}.

Desse modo, definindo εk := max{‖xk+1−x∗‖, ‖xk−x∗‖} e c̄ := L2‖∇2Fj(x
∗)−1/2‖2,

obtemos

‖ỹk − s̃k‖
‖s̃k‖

≤ c̄εk =⇒ ‖ỹk‖2 − 2s̃Tk ỹk + ‖s̃k‖2 ≤ c̄2ε2
k‖s̃k‖2. (3-20)

Além disso, como |‖ỹk‖ − ‖s̃k‖| ≤ ‖ỹk − s̃k‖, temos

(1− c̄εk)‖s̃k‖ ≤ ‖ỹk‖ ≤ ‖s̃k‖(1 + c̄εk). (3-21)

Assim,

(1− c̄εk)2‖s̃k‖2 − 2s̃Tk ỹk + ‖s̃k‖2
(3-21)
≤ ‖ỹk‖2 − 2s̃Tk ỹk + ‖s̃k‖2

(3-20)
≤ c̄2ε2

k‖s̃k‖2.

Consequentemente,

2s̃Tk ỹk ≥ (1− 2c̄εk + c̄2ε2
k + 1− c̄2ε2

k)‖s̃k‖2 = 2(1− c̄εk)‖s̃k‖2.

Segue, pelas definições de ãk e b̃k, que

ãk =
s̃Tk ỹk
‖s̃k‖2

≥ 1− c̄εk (3-22)

e

b̃k =
‖ỹk‖2

s̃Tk ỹk
=

1

ãk

‖ỹk‖2

‖s̃k‖2

(3-21)
≤ (1 + c̄εk)

2

ãk

(3-22)
≤ 1 + 2c̄εk + c̄2ε2

k

1− c̄εk

= 1 +
3c̄+ c̄2εk
1− c̄εk

εk.

Agora, como {xk} converge para x∗, temos limk→∞ εk = 0. Logo, para k suficiente-
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mente grande, temos que existe uma constante c > 3c̄ tal que

b̃k ≤ 1 + cεk. (3-23)

Pelas propriedades da função u(t), definida em (2-35), temos

−x
1− x

− ln(1− x) = 1− 1

1− x
+ ln(

1

1− x
) = u

(
1

1− x

)
≤ 0, (3-24)

para todo x ∈ R \ {1}. Com isso, para k suficientemente grande, podemos assumir
que c̄εk < 1

2
, e assim

ln(ãk)
(3-22)
≥ ln(1− c̄εk) ≥

−c̄εk
1− c̄εk

≥ −2c̄εk ≥ −2cεk. (3-25)

Multiplicando ambos os lados (direito e esquerdo) da fórmula de atualização (2-24)
por

(
∇2Fj(x

∗)
)−1/2 e agrupando os termos de modo apropriado, obtemos

B̃k+1 = B̃k − B̃ks̃ks̃
T
k B̃

k

s̃Tk B̃
ks̃k

+
ỹkỹ

T
k

s̃Tk ỹk
.

Dessa maneira, podemos deduzir de (2-34) que

0 < ψ(B̃k+1) =ψ(B̃k) +
[
b̃k − ln(ãk)− 1

]
+

[
1− q̃k

cos2 β̃k
+ ln(

q̃k

cos2 β̃k
)

]
+ ln(cos2 β̃k)

≤ψ(B̃k) + 3cεk +

[
1− q̃k

cos2 β̃k
+ ln(

q̃k

cos2 β̃k
)

]
+ ln(cos2 β̃k), (3-26)

na qual a última desigualdade segue de (3-23) e (3-25). Somando expressão acima
em k e usando (3-9), temos

∑
k≥0

ln(
1

cos2 β̃k
)−

[
1− q̃k

cos2 β̃k
+ ln(

q̃k

cos2 β̃k
)

] ≤ ψ(B̃0) + 3c
∑
k≥0

εk <∞.

Como u(t) é uma função não positiva para t > 0, veja (2-35), então o termo entre
colchetes é não positivo, e como ln(1/ cos2 β̃k) ≥ 0 para todo k ≥ 0, temos

lim
k→∞

ln
1

cos2 β̃k
= 0, lim

k→∞

(
1− q̃k

cos2 β̃k
+ ln(

q̃k

cos2 β̃k
)

)
= 0,
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implicando que
lim
k→∞

cos β̃k = 1, e lim
k→∞

q̃k = 1. (3-27)

Pela definição de q̃k, o limite (3-27) implica (3-17).
Considere agora (3-18). Primeiro, note que

‖∇2Fj(x
∗)−1/2(Bk

j −∇2Fj(x
∗))sk‖2

‖∇2Fj(x∗)1/2sk‖2

=
‖(∇2Fj(x

∗)−1/2Bk
j∇2Fj(x

∗)−1/2∇2Fj(x
∗)1/2 −∇2Fj(x

∗)1/2)sk‖2

‖s̃k‖2

=
‖(B̃k∇2Fj(x

∗)1/2 −∇2Fj(x
∗)1/2)sk‖2

‖s̃k‖2
=
‖(B̃k − In)s̃k‖2

‖s̃k‖2

=
‖B̃ks̃k‖2 − 2s̃Tk B̃

ks̃k + ‖s̃k‖2

‖s̃k‖2

=
q̃2
k

cos2 β̃k
− 2q̃k + 1.

Por (3-27), o lado direito da expressão anterior converge para 0. Assim,

‖∇2Fj(x
∗)−1/2(Bk

j −∇2Fj(x
∗))sk‖2

‖∇2F (x∗)1/2sk‖2

=
sTk (Bk

j −∇2Fj(x
∗))∇2Fj(x

∗)−1/2∇2Fj(x
∗)−1/2(Bk

j −∇2Fj(x
∗))sk

sTk∇2Fj(x∗)1/2∇2Fj(x∗)1/2sk

=

(
(Bk

j −∇2Fj(x
∗))sk

)T
∇2Fj(x

∗)−1(Bk
j −∇2Fj(x

∗))sk

sTk∇2Fj(x∗)sk

(3-15)
≥ 1

L

∥∥∥(Bk
j −∇2Fj(x

∗))sk

∥∥∥2

L‖sk‖2
.

Portanto, tomando limites na desigualdade acima, obtemos a condição (3-18). Agora,
por (3-18) e pela continuidade de ∇2Fj(·) para cada j = 1, . . . ,m, temos

lim
k→∞

∥∥∥(Bk
j −∇2Fj(x

k))sk

∥∥∥
‖sk‖

≤ lim
k→∞

∥∥∥(Bk
j −∇2Fj(x

∗))sk

∥∥∥
‖sk‖

+ lim
k→∞

∥∥(∇2Fj(x
k)−∇2Fj(x

∗))sk
∥∥

‖sk‖
= 0, ∀j = 1, . . . ,m,

obtendo (3-19). A prova que (3-19) implica (3-18) pode ser obtida de maneira similar.
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Finalmente, para todo k ≥ 0, temos

0 < ψ(B̃k+1)
(3-26)
≤ ψ(B̃k) + 3cεk ≤ ψ(B̃0) + 3c

k∑
`=0

ε`

≤ ψ(B̃0) + 3c
∑
`≥0

ε`.

Logo, por (3-9), existe uma constante positiva ω ∈ R tal que ψ(B̃k) ≤ ω para todo
k ≥ 0. Agora, para algum k ≥ 0 e por (2-32), temos

σkn − lnσkn ≤
n∑
l=1

(σl − lnσl) ≤ ω e σk1 − lnσk1 ≤
n∑
l=1

(σl − lnσl) ≤ ω,

em que σkn é o maior e σk1 é o menor autovalor de B̃k. Como ln t < t − ln t para
todo t ∈ (0,+∞), temos que lnσkn ≤ ω e, consequentemente, ‖B̃k‖ ≤ eω. Logo, pela
definição de B̃k, temos

‖Bk
j ‖ = ‖∇2Fj(x

∗)1/2∇2Fj(x
∗)−1/2Bk

j∇2Fj(x
∗)−1/2∇2Fj(x

∗)1/2‖

= ‖∇2Fj(x
∗)1/2B̃k∇2Fj(x

∗)1/2‖
(3-15)
≤ Leω.

Por outro lado, σk1 > 0 e, consequentemente, − lnσk1 < σk1 − lnσk1 ≤ ω. Assim,

1

σk1
≤ eω =⇒ ‖(B̃k)−1‖ ≤ eω,

e

‖Hk
j ‖ = ‖∇2Fj(x

∗)−1/2∇2Fj(x
∗)1/2Hk

j∇2Fj(x
∗)1/2∇2Fj(x

∗)−1/2‖

= ‖∇2Fj(x
∗)−1/2(B̃k)−1∇2Fj(x

∗)−1/2‖
(3-15)
≤ 1

µ
eω.

Portanto, {‖Bk
j ‖} e {‖Hk

j ‖} são limitadas para todo j = 1, . . . ,m. �

Seja λk := (λk1, . . . , λ
k
m) ∈ Rm o multiplicador de Lagrange do problema

(2-20), associado a xk, que satisfaz (2-21)–(2-23). Com isso, definimos, para todo
k ≥ 0,

Fλk(x) :=
m∑
j=1

λkjFj(x) e Bk
λk

:=
m∑
j=1

λkjB
k
j . (3-28)

A seguir, mostramos que a família de funções {Fλk(x)}k≥0 satisfaz uma condição do
tipo Dennis–Moré.
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Teorema 3.5. Suponha que a Hipótese 3.2 seja válida. Para cada k ≥ 0, considere
Fλk : Rn → R e Bk

λk
como em (3-28). Então,

lim
k→∞

‖(Bk
λk
−∇2Fλk(x

∗))dk‖
‖dk‖

= 0 (3-29)

ou, de modo equivalente,

lim
k→∞

‖∇Fλk(xk) +∇2Fλk(x
k)dk‖

‖dk‖
= 0. (3-30)

Demonstração. Pelas definições de Bk
λk

e Fλk , usando a desigualdade triangular e
considerando (2-22), temos

lim
k→∞

‖(Bk
λk
−∇2Fλk(x

∗))dk‖
‖dk‖

= lim
k→∞

‖
∑m

j=1 λ
k
j (B

k
j −∇2Fj(x

∗))dk‖
‖dk‖

≤ lim
k→∞

m∑
j=1

λkj
‖(Bk

j −∇2Fj(x
∗))dk‖

‖dk‖

≤ lim
k→∞

max
j=1,...,m

‖(Bk
j −∇2Fj(x

∗))dk‖
‖dk‖

.

Essa desigualdade, junto com (3-18), garante (3-29). Vamos provar agora que (3-29)
implica (3-30). Primeiro, note que, por (2-21), temos Bk

λk
dk = −∇Fλk(xk) e portanto

(3-30) é equivalente a

lim
k→∞

‖(Bk
λk
−∇2Fλk(x

k))dk‖
‖dk‖

= 0. (3-31)

Assim, é fácil ver que

lim
k→∞

‖(Bk
λk
−∇2Fλk(x

k))dk‖
‖dk‖

≤ lim
k→∞

‖(Bk
λk
−∇2Fλk(x

∗))dk‖
‖dk‖

+ lim
k→∞
‖∇2Fλk(x

∗)−∇2Fλk(x
k)‖

(3-32)
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e

lim
k→∞
‖∇2Fλk(x

∗)−∇2Fλk(x
k)‖ = lim

k→∞
‖

m∑
j=1

λkj (∇2Fj(x
∗)−∇2Fj(x

k))‖

≤ lim
k→∞

m∑
j=1

λkj‖∇2Fj(x
∗)−∇2Fj(x

k)‖

≤ lim
k→∞

max
j=1,...,m

‖∇2Fj(x
∗)−∇2Fj(x

k)‖

= 0,

em que a última igualdade segue pela continuidade de ∇2Fj(·), para todo
j = 1, . . . ,m. Portanto, (3-31) segue de (3-32) e (3-29). A prova que (3-30)
implica (3-29) pode ser obtida de maneira similar. �

O seguinte resultado auxiliar fornece algumas propriedades relacionadas ao
tamanho da direção dk e ao valor ótimo θ(xk).

Lema 3.2. Suponha que a Hipótese 3.2 seja válida. Então, existem constantes
positivas µ̄ e L̄ tais que, para todo k grande o suficiente:

µ̄‖dk‖2 ≤ |θ(xk)| ≤ L̄‖dk‖2. (3-33)

Além disso,
lim
k→∞
‖dk‖ = 0. (3-34)

Demonstração. Por (3-17), existe γ ∈ (0, 1), tal que

1− γ ≤
sTkB

k
j sk

sTk∇2Fj(x∗)sk
≤ 1 + γ, ∀j = 1, . . . ,m, (3-35)

para todo k grande o suficiente. Por outro lado, para todo k ≥ 0, e j = 1, . . . ,m,

1

L

sTkB
k
j sk

‖sk‖2

(3-15)
≤

sTkB
k
j sk

sTk∇2Fj(x∗)sk

(3-15)
≤ 1

µ

sTkB
k
j sk

‖sk‖2
.

Assim, usando (3-35) e relembrando que sk = αkd
k, obtemos

µ(1− γ) ≤
sTkB

k
j sk

‖sk‖2
=

(dk)TBk
j d

k

‖dk‖2
≤ L(1 + γ), ∀j = 1, . . . ,m,

e para todo k grande o suficiente. Com isso, e por (2-22), temos

µ(1− γ)

2
‖dk‖2 ≤ |θ(x)| (2-23)

=
1

2

m∑
j=1

λkj (d
k)TBk

j d
k ≤ L(1 + γ)

2
‖dk‖2,
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para todo k grande o suficiente. Definindo µ̄ := µ(1 − γ)/2 e L̄ := L(1 + γ)/2,
provamos (3-33). Por fim, usando o fato de que D(xk, dk) < θ(x) < 0 (veja o
Lema 2.1(ii)), temos

0 ≤ lim
k→∞

µ̄‖dk‖
(3-33)
≤ lim

k→∞

|θ(x)|
‖dk‖

≤ lim
k→∞

|D(xk, dk)|
‖dk‖

(1-17)
= 0.

�

O seguinte resultado mostra que o passo unitário é admissível para k

suficientemente grande.

Teorema 3.6. Suponha que a Hipótese 3.2 seja válida. Então, o comprimento
de passo αk = 1 satisfaz as condições de Wolfe padrão (1-12)–(1-13) para k

suficientemente grande.

Demonstração. Seja j ∈ {1, . . . ,m} um índice arbitrário. Pela fórmula de Taylor,
temos

Fj(x
k + dk) = Fj(x

k) +∇Fj(xk)Tdk +
1

2
(dk)T∇2Fj(x

k)dk + o(‖dk‖2)

= Fj(x
k) +∇Fj(xk)Tdk +

1

2
(dk)TBk

j d
k

+
1

2
(dk)T

(
∇2Fj(x

k)−Bk
j

)
dk + o(‖dk‖2)

(3-19)
= Fj(x

k) +∇Fj(xk)Tdk +
1

2
(dk)TBk

j d
k + o(‖dk‖2)

(2-19)
≤ Fj(x

k) + tθ(xk) + (1− t)θ(xk) + o(‖dk‖2),

em que t := 2c1 < 1 e c1 é um parâmetro algorítmico. Assim, por (3-33) e para k
grande o suficiente, temos

Fj(x
k + dk) ≤ Fj(x

k) + tθ(xk)− µ̄(1− t)‖dk‖2 + o(‖dk‖2),

= Fj(x
k) + tθ(xk) +

[
−µ̄(1− t) +

o(‖dk‖2)

‖dk‖2

]
‖dk‖2.

Tomando k grande o suficiente, obtemos que o termo entre colchetes é negativo,
então

Fj(x
k + dk) ≤ Fj(x

k) + tθ(xk). (3-36)
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Por outro lado,

θ(xk)
(2-23)
=

m∑
j=1

λkj∇Fj(xk)Tdk +
1

2
(dk)T

 m∑
j=1

λkjB
k
j

 dk

(2-21)
=

m∑
j=1

λkj∇Fj(xk)Tdk −
1

2
(dk)T

m∑
j=1

λkj∇Fj(xk)

=
1

2

m∑
j=1

λkj∇Fj(xk)Tdk
(1-3)
≤ 1

2
D(xk, dk).

(3-37)

Segue por (3-36)–(3-37) e pela definição de t que

Fj(x
k + dk) ≤ Fj(x

k) + c1D(xk, dk),

para todo k suficientemente grande. Como j ∈ {1, . . . ,m} é arbitrário, concluímos
que o tamanho de passo αk = 1 satisfaz (1-12) para todo k grande o suficiente.

Considere agora a condição de curvatura (1-13). Pela definição de Fλk em
(3-28), temos

−
m∑
j=1

λkj∇Fj(xk)Tdk = (dk)T∇2Fλk(x
k)dk −

[
∇2Fλk(x

k)dk +∇Fλk(xk)
]T
dk

(3-15)
≥ µ‖dk‖2 −

[
∇Fλk(xk) +∇2Fλk(x

k)dk
]T
dk

(3-30)
= µ‖dk‖2 + o(‖dk‖2) = ‖dk‖2

[
µ+

o(‖dk‖2)

‖dk‖2

]
.

Assim, por (3-34), para k suficientemente grande, segue que

−
m∑
j=1

λkj∇Fj(xk)Tdk ≥
µ

2
‖dk‖2. (3-38)

Por outro lado, aplicando o Teorema do Valor Médio na função escalar ∇Fλk(·)Tdk,
existe vk := xk + τkd

k para algum τk ∈ (0, 1) tal que

∇Fλk(xk + dk)Tdk = ∇Fλk(xk)Tdk + dTk∇2Fλk(v
k)dk.
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Logo,

|∇Fλk(xk + dk)Tdk|
‖dk‖2

≤‖∇Fλk(x
k)Tdk + (dk)T∇2Fλk(x

k)dk‖
‖dk‖2

+
‖(dk)T∇2Fλk(v

k)dk − (dk)T∇2Fλk(x
k)dk‖

‖dk‖2

≤‖∇Fλk(x
k) +∇2Fλk(x

k)dk‖
‖dk‖

+ ‖∇2Fλk(v
k)−∇2Fλk(x

k)‖

(3-39)

Agora, pela definição de Fλk e vk, e considerando a continuidade de ∇2F (·), obtemos

lim
k→∞
‖∇2Fλk(v

k)−∇2Fλk(x
k)‖ = lim

k→∞
‖

m∑
j=1

λkj (∇2Fj(x
k + τkd

k)−∇2Fj(x
k))‖

≤ lim
k→∞

m∑
j=1

λkj‖∇2Fj(x
k + τkd

k)−∇2Fj(x
k)‖

(2-22)
≤ lim

k→∞
max

j=1,...,m
‖∇2Fj(x

k + τkd
k)−∇2Fj(x

k)‖

(3-34)
= 0.

Desse modo, segue por (3-30) e (3-39) que

lim
k→∞

|∇Fλk(xk + dk)Tdk|
‖dk‖2

= 0.

Consequentemente, para k grande o suficiente e c2 definido no Algoritmo 3.1, temos

|∇Fλk(xk + dk)Tdk| ≤ c2
µ

4
‖dk‖2. (3-40)

Portanto,

c2

2

m∑
j=1

λkj∇Fj(xk)Tdk
(3-38)
≤ −c2

µ

4
‖dk‖2

(3-40)
≤

m∑
j=1

λkj∇Fj(xk + dk)Tdk.

Por fim, da última desigualdade, segue que

D(xk + dk, dk) ≥
m∑
j=1

λkj∇Fj(xk + dk)Tdk ≥ c2

2

m∑
j=1

λkj∇Fj(xk)Tdk
(3-37)
= c2θ(x

k)

≥ c2D(xk, dk),

para todo k suficientemente grande, na qual a última desigualdade segue do
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Lema 2.1(ii), concluindo a prova. �

O Lema a seguir apresenta uma desigualdade muito útil que será usada
em nosso resultado principal. Sua demonstração pode ser encontrada em [21,
Lema 4.1.15], contudo, por uma questão de completude, a faremos neste trabalho.

Lema 3.3. Suponha que a Hipótese 3.2 é válida. Então, para todo j = 1, . . . ,m,
temos:

‖∇Fj(xk+1)−∇Fj(xk)−∇2Fj(x
∗)(xk+1 − xk)‖

≤ L2
‖xk+1 − x∗‖+ ‖xk − x∗‖

2
‖xk+1 − xk‖,

em que L2 é dado em (3-16).

Demonstração. Lembrando que sk = xk+1 − xk, temos

‖∇Fj(xk+1)−∇Fj(xk)−∇2Fj(x
∗)(xk+1 − xk)‖

(3-5)
= ‖

∫ 1

0

∇2Fj(x
k + τsk)skdτ −∇2Fj(x

∗)sk‖

= ‖
∫ 1

0

(∇2Fj(x
k + τsk)−∇2Fj(x

∗))skdτ‖

≤
∫ 1

0

‖(∇2Fj(x
k + τsk)−∇2Fj(x

∗))‖ · ‖sk‖dτ

(3-16)
≤ L2‖sk‖

∫ 1

0

‖τxk+1 + (1− τ)xk − x∗‖dτ = L2‖sk‖
‖xk+1 − x∗‖+ ‖xk − x∗‖

2
.

�

Agora estamos preparados para provar a convergência superlinear do Algo-
ritmo 3.1. Esse resultado é baseado em [20, Teorema 2.2].

Teorema 3.7. Suponha que a Hipótese 3.2 seja válida. Então, {xk} converge para
x∗ com taxa Q-superlinear.

Demonstração. Pelo Teorema 3.6, podemos assumir, sem perda de generalidade,
que αk = 1 e consequentemente dk = xk+1 − xk, para todo k. Assim, por (2-21),
temos Bk

λk
(xk+1 − xk) = −∇Fλk(xk) e então

(Bk
λk
−∇2Fλk(x

∗))(xk+1 − xk) =∇Fλk(xk+1)−∇Fλk(xk)

−∇2Fλk(x
∗)(xk+1 − xk)−∇Fλk(xk+1).
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Desse modo,

‖∇Fλk(xk+1)‖
‖xk+1 − xk‖

≤
‖(Bk

λk
−∇2Fλk(x

∗))(xk+1 − xk)‖
‖xk+1 − xk‖

+
‖∇Fλk(xk+1)−∇Fλk(xk)−∇2Fλk(x

∗)(xk+1 − xk)‖
‖xk+1 − xk‖

.

(3-41)

Note que o segundo termo do lado direito é menor ou igual a

max
j=1,...,m

‖∇Fj(xk+1)−∇Fj(xk)−∇2Fj(x
∗)(xk+1 − xk)‖

‖xk+1 − xk‖

e, pelo Lema 3.3, essa expressão é menor ou igual a

L2
‖xk+1 − x∗‖+ ‖xk − x∗‖

2
.

Assim, aplicando o limite em ambos os lados de (3-41) e usando (3-29), obtemos

lim
k→∞

‖∇Fλk(xk+1)‖
‖xk+1 − xk‖

= 0. (3-42)

Por outro lado, pela definição de Fλk , pelo Lema 1.2(iv) e Lema 3.1(i), temos que

‖∇Fλk(xk+1)‖
‖xk+1 − xk‖

≥
‖
∑m

j=1 λ
k
j∇Fj(xk+1)‖

‖xk+1 − x∗‖+ ‖xk − x∗‖
≥ ‖dSD(xk+1)‖
‖xk+1 − x∗‖+ ‖xk − x∗‖

≥ µ

2

‖xk+1 − x∗‖
‖xk+1 − x∗‖+ ‖xk − x∗‖

=
µ

2

1

1 + ‖xk−x∗‖
‖xk+1−x∗‖

.

Portanto, usando (3-42), obtemos

lim
k→∞

‖xk+1 − x∗‖
‖xk − x∗‖

= 0,

e com isso a taxa de convergência é Q-superlinear. �

3.1.3 Experimentos Numéricos

Esta seção apresenta alguns resultados numéricos para ilustrar as potenciais
vantagens práticas do Algoritmo 3.1. Estamos interessados principalmente em
verificar a eficácia do uso da busca linear de Wolfe e das aproximações Hessianas
que são atualizadas a cada iteração por um esquema BFGS. Para isso, consideramos
os seguintes métodos nos testes reportados:
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• Algoritmo 3.1 (BFGS-Wolfe): esquema aqui proposto no qual as aproximações
Hessianas são atualizadas a cada iteração por (3-1) e os tamanhos dos passos
são calculados satisfazendo as condições de Wolfe (1-12)-(1-13).

• Padrão BFGS-Armijo: um algoritmo BFGS em que as aproximações Hessianas
são atualizadas, para cada j = 1, . . . ,m, por (2-40) em que ε > 0 é um
parâmetro algorítmico e os comprimentos de passos são calculados satisfazendo
uma condição do tipo Armijo (1-12). Em nossos experimentos, usamos ε =

10−6.
• Padrão BFGS-Wolfe: um algoritmo BFGS no qual as aproximações Hessianas
são atualizadas por (2-40) e os tamanhos de passos são calculados satisfazendo
as condições de Wolfe (1-12)–(1-13).

Todos os algoritmos que testamos foram implementados em Fortran 90.
As direções de busca d(xk) e os valores ótimos θ(xk) são calculados ao resolver o
subproblema (2-20) usando o Algencan [3], um código de Lagrangiano aumentado
para programação não linear geral. Para calcular o tamanho de passo satisfazendo
as condições (1-12)–(1-13), usamos o algoritmo proposto em [51]. Este algoritmo
envolve várias interpolações polinomiais quadráticas/cúbicas das funções objetivo,
combina estratégias de retrocesso e extrapolação e é capaz de calcular o tamanho do
passo em um número finito de iterações (internas). Técnicas de interpolação também
foram usadas para calcular tamanhos de passos que satisfazem apenas a condição
tipo Armijo (1-12). Usamos c1 = 10−4, c2 = 0.1, e tomamos B0

j = In para todo
j = 1, . . . ,m. Para o caso escalar, existem estratégias mais elaboradas para escolher
a matriz inicial, veja [21, Seção 9.4]. Paramos os algoritmos em xk reportando
convergência quando

∣∣θ(xk)∣∣ ≤ 5 × eps1/2, em que eps = 2−52 ≈ 2.22 × 10−16 é
a precisão da máquina. O número máximo de iterações permitidas foi 2000.

Embora o Algoritmo 3.1 tenha convergência global apenas sob hipóteses de
convexidade, experiências numéricas favoráveis também são comumente observadas
para problemas não convexos. Assim, o conjunto de problemas teste escolhido
inclui problemas convexos e não convexos encontrados na literatura de otimização
multiobjetivo. A Tabela 3.1 mostra suas principais características. As duas primeiras
colunas contêm o nome do problema e a referência correspondente. As colunas “n” e
“m” informam o número de variáveis e o número de objetivos, respectivamente.
“Conv.” indica quando o problema é convexo ou não. Muitos problemas têm
restrições de caixa em suas definições originais. Em alguns deles, os objetivos
são ilimitados fora da caixa. Nestes casos, acrescentamos um termo que penaliza
o não cumprimento das restrições a cada objetivo. Se denotarmos a caixa por
{x ∈ Rn | l ≤ x ≤ u} em que l, u ∈ Rn, o termo de penalidade é definido
por µ

3

[
‖max{0, x− u}‖3

3 + ‖max{0,−x+ l}‖3
3

]
, no qual µ = 1010 e o máximo é
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calculado componente a componente. Isso força os iterados a permanecerem dentro
da caixa. A coluna “Penal.” informa se determinado problema foi penalizado ou
não. Os pontos iniciais foram tomados pertencentes às caixas correspondentes.
Ressaltamos que as caixas não são consideradas explicitamente pelos algoritmos.

Problema Ref. n m Conv. Penal.
AP1 [1] 2 3 S N
AP2 [1] 1 2 S N
AP3 [1] 2 2 N N
AP4 [1] 3 3 S N
BK1 [40] 2 2 S N
DD1 [16] 5 2 N S

DGO1 [40] 1 2 N N
DGO2 [40] 1 2 S S
DTLZ1 [19] 7 3 N S
DTLZ2 [19] 7 3 N S
DTLZ3 [19] 7 3 N S
DTLZ4 [19] 7 3 N S

FA1 [40] 3 3 N S
Far1 [40] 2 2 N N
FDS [28] 5 3 S N
FF1 [40] 2 2 N N
Hil1 [39] 2 2 N N
IKK1 [40] 2 3 S N
IM1 [40] 2 2 N S
JOS1 [42] 2 2 S N
JOS4 [42] 20 2 N S
KW2 [43] 2 2 N S
LE1 [40] 2 2 N N
Lov1 [48] 2 2 S N
Lov2 [48] 2 2 N S
Lov3 [48] 2 2 N N
Lov4 [48] 2 2 N N
Lov5 [48] 3 2 N N
Lov6 [48] 6 2 N S
LTDZ [40] 3 3 N S
MGH9a [57] 3 15 N S
MGH16a [57] 4 5 N N
MGH26a [57] 4 4 N N
MGH33a [57] 10 10 S N

Problema Ref. n m Conv. Penal.
MHHM2 [40] 2 3 S N
MLF1 [40] 1 2 N S
MLF2 [40] 2 2 N N
MMR1 [55] 2 2 N S
MMR2 [55] 2 2 N S
MMR3 [55] 2 2 N S
MMR4 [55] 3 2 N S
MOP2 [40] 2 2 N N
MOP3 [40] 2 2 N N
MOP5 [40] 2 3 N N
MOP6 [40] 2 2 N S
MOP7 [40] 2 3 S N
PNR [63] 2 2 S N
QV1 [40] 10 2 N N
SD [72] 4 2 S S
SK1 [40] 1 2 N N
SK2 [40] 4 2 N N

SLCDT1 [70] 2 2 N N
SLCDT2 [70] 10 3 S N

SP1 [40] 2 2 S N
SSFYY2 [40] 1 2 N N
TKLY1 [40] 4 2 N S
Toi4a [75] 4 2 S N
Toi8a [75] 3 3 S N
Toi9a [75] 4 4 N N
Toi10a [75] 4 3 N N
VU1 [40] 2 2 N N
VU2 [40] 2 2 S S
ZDT1 [77] 30 2 S S
ZDT2 [77] 30 2 N S
ZDT3 [77] 30 2 N S
ZDT4 [77] 30 2 N S
ZDT6 [77] 10 2 N S
ZLT1 [40] 10 5 S N

a Esta é uma adaptação de um problema de otimização escalar para a configuração multiobjetivo que pode ser encontrada em [56].

Tabela 3.1: Lista de problemas teste.

Dado um problema de otimização multiobjetivo, estamos especialmente
interessados em estimar sua fronteira Pareto. Para atingir esse objetivo, uma
estratégia frequentemente usada é executar o algoritmo disponível a partir de vários
pontos iniciais diferentes. Tendo em vista esta aplicação, consideramos 300 pontos
iniciais aleatórios para cada problema da Tabela 3.1. Cada instância foi vista como
um problema independente e foi resolvida por todos os algoritmos. A Figura 3.1
mostra os resultados usando performance profiles [22]. Comparamos os algoritmos
com respeito a: (a) número de iterações ; (b) tempo de CPU; (c) número de avaliações
de funções objetivo; (d) número de avaliações de gradientes.

Iniciamos nossa análise observando que todos os algoritmos se mostraram
robustos no conjunto de problemas escolhido. Em particular, isso ilustra a capacidade
prática do Algoritmo 3.1 mesmo para problemas não convexos. O Algoritmo 3.1
e os algoritmos Padrão BFGS-Wolfe e Padrão BFGS-Armijo obtiveram sucesso
resolvendo 99.8%, 99.7%, 98.6% dos problemas testados, respectivamente. Em
relação à eficiência, considerando o número de iterações, o Algoritmo 3.1 (86.2%)
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(a) Iterações (b) Tempo de CPU
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Figura 3.1: Performance profiles considerando 300 pontos de
início para cada problema teste usando como
medida de desempenho: (a) número de iterações;
(b) tempo de CPU; (c) número de avaliações de
funções; (d) número de avaliações de gradientes.

teve o melhor desempenho seguido pelos algoritmos Padrão BFGS-Wolfe (76.5%) e
Padrão BFGS-Armijo (27.3%), veja a Figura 3.1(a). Esse fato se refletiu diretamente
no tempo de CPU (eficiência de 68.7%, 61.6% e 22.6% para o Algoritmo 3.1
e os algoritmos Padrão BFGS-Wolfe e Padrão BFGS-Armijo, respectivamente),
como pode ser visto na Figura 3.1(b). Com relação aos números de avaliações de
funções e gradientes, o algoritmo Padrão BFGS-Armijo foi o mais eficiente, veja
a Figura 3.1(c) e (d). Isso era esperado, pois a busca linear de Wolfe usa mais
informações dos objetivos do que a busca linear de Armijo. Entretanto, o algoritmo
Padrão BFGS-Armijo foi rapidamente superado pelos demais algoritmos em termos
de número de avaliações de funções. A forte correlação entre o número de iterações
e o tempo de CPU pode ser explicada pelo fato de que, em nossos experimentos, o
custo computacional é amplamente dominado pelas soluções dos subproblemas que
fornecem as direções de busca. De fato, nos Algoritmo 3.1 e no algoritmo Padrão
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BFGS-Armijo foram gastos, em média, 93.2% e 94.5% do tempo total de CPU na
solução de subproblemas, e apenas 2.0% e 0.7% no cálculo de tamanhos de passos,
respectivamente. Portanto, pelo menos em nossos testes, o esforço computacional nas
buscas lineares pode ser desprezado e o uso de tamanhos de passo de Wolfe se justifica
devido ao seu impacto na diminuição do número de iterações e, consequentemente,
do tempo de CPU. Outra questão de interesse diz respeito ao comprimento dos
tamanhos de passos calculados pelos procedimentos de busca linear de Wolfe e
Armijo. A Figura 3.2 mostra os histogramas (normalizados pela probabilidade
relativa) contendo a distribuição de frequência de todos os tamanhos de passos
calculados pelo Algoritmo 3.1 e pelo algoritmo Padrão BFGS-Armijo. Como pode
ser visto, em 83.61% das iterações, o tamanho do passo de Wolfe foi maior que ou
igual a um. Ressaltamos que, devido ao uso de estratégias de extrapolação, mesmo
tamanhos de passos maiores que um podem ser considerados no procedimento de
busca linear de Wolfe. Uma frequência similar (78.18%) para o passo unitário foi
observado para os tamanhos de passo de Armijo. Contudo, as buscas lineares de
Wolfe e Armijo obtiveram tamanhos de passos menores que 0.1 em 8.66% e 18.28%

das vezes, respectivamente. Isso corrobora a discussão feita na Observação 1.2, na
qual afirmamos que as condições de Wolfe evitam que o método tome tamanhos de
passos excessivamente pequenos quando tamanhos de passos maiores são possíveis.

(a) Passos de Wolfe (b) Passos de Armijo

Figura 3.2: Histogramas (normalizados pela probabilidade re-
lativa) contendo a distribuição de frequência de
todos os tamanhos de passos calculados por: (a)
Algoritmo 3.1 (tamanho de passo de Wolfe);
(b) algoritmo Padrão BFGS-Armijo (tamanho de
passo de Armijo).

A seguir, comparamos a capacidade dos algoritmos de gerar apropriada-
mente as fronteiras Pareto. Para tal, usamos as conhecidas métricas Purity e Spread
(Γ e ∆), que explicaremos brevemente aqui. Recomendamos ao leitor [13] para uma
explicação detalhada dessas métricas e seus usos em conjunto com o performance
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profile. Seja PFp,s uma aproximação da fronteira Pareto obtida pelo solver s para o
problema p. Aqui, PFp,s foi obtido resolvendo o problema p pelo solver s a partir de
300 pontos iniciais e então removendo os pontos dominados. Agora, seja PFp uma
aproximação da fronteira Pareto obtida considerando primeiro ∪s∈SPFp,s e depois
removendo os pontos dominados.

• Métrica Purity : A métrica Purity mede o número de pontos não dominados
pertencentes a PFp encontrados por um determinado solver. Dado um solver
s e um problema p, ele é definido pela razão

t̄p,s :=

∣∣PFp,s ∩ PFp∣∣∣∣PFp∣∣ .

Para analisar a métrica Purity usando o perfil de desempenho, definimos
tp,s := 1/t̄p,s e, assim, valores menores de tp,s indicam melhores desempenhos.
Se t̄p,s = 0, então definimos tp,s :=∞.

• Métrica Spread : Uma métrica Spread busca medir a habilidade de um deter-
minado solver em obter pontos bem distribuídos ao longo da fronteira Pareto.
Dado um solver s e um problema p, considere que PFp,s ∩PFp é formado por
x1, . . . , xN e assuma que esses pontos são convenientemente ordenados para
cada função objetivo j tal que Fj(xi) ≤ Fj(xi+1), i = 1, ..., N . Sejam x0 e xN+1

os pontos correspondentes aos menores e maiores valores, respectivamente, de
Fj obtidos de PFp. As métricas Γ e ∆ são definidas por

Γp,s := max
j∈{1,...,m}

max
i∈{0,...,N}

δi,j

e

∆p,s := max
j∈{1,...,m}

(
δ0,j + δN,j +

∑N
i=1 |δi,j − δ̄j|

δ0,j + δN,j + (N − 1)δ̄j

)
,

em que δi,j :=
∣∣Fj(xi+1)− Fj(xi)

∣∣ e δ̄j (j = 1, . . . ,m) é a média das distâncias
δi,j, i = 1, ..., N . No performance profile, definimos tp,s := Γp,s ou tp,s := ∆p,s,
dependendo da métrica escolhida.

Os resultados na Figura 3.3 mostram que o Algoritmo 3.1 e o algoritmo Padrão
BFGS-Wolfe superaram o algoritmo Padrão BFGS-Armijo em relação à métrica
Purity. Nenhuma diferença significativa foi observada para a métrica Spread.
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Figura 3.3: Performance profiles com respeito às métricas:
(a) Purity; (b) Spread Γ; (c) Spread ∆.

A Figura 3.4 mostra o esboço dos conjuntos imagem e fronteira Pareto
obtidos pelo Algoritmo 3.1 para os problemas Hil1, KW2, MMR3 e MOP6. Nos
gráficos, um ponto representa uma iteração final, enquanto o início de um segmento
de reta representa o ponto inicial correspondente. Os pontos Pareto ótimos estão
destacados por um quadrado. Como esperado, uma vez que esses problemas são não
convexos, o Algoritmo 3.1 converge para alguns pontos Pareto críticos que não são
ótimos.
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Figura 3.4: Conjunto imagem e a fronteira Pareto obtida
pelo Algoritmo 3.1 para os problemas não con-
vexos Hil1, KW2, MMR3 e MOP6.
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Por fim, verificamos o comportamento dos métodos à medida que o nú-
mero de funções objetivo aumenta. Para isso, comparamos os desempenhos do Al-
goritmo 3.1 e o do algoritmo Padrão BFGS-Armijo nos problemas DTLZ1, DTLZ2,
DTLZ3, DTLZ4, MGH26, Toi9 e Toi10 com dimensões maiores. Esses são os proble-
mas da Tabela 3.1 em que a dimensão m é customizável. MGH26, Toi9 e Toi10 são
extensões de problemas de otimização escalar também conhecidos como Trigonome-
tric, Shifted TRIDIA e Rosenbrock, respectivamente. As três primeiras colunas da
Tabela 3.2 identificam o problema e as dimensões consideradas. Para cada instân-
cia, executamos os dois algoritmos a partir de 10 pontos iniciais aleatórios diferentes.
Ressaltamos que os algoritmos reportaram convergência em todos os casos. A ta-
bela fornece as médias de: número de iterações (it), tempo de CPU em segundos
(tempo), número de avaliações de funções (nfev) e gradientes (ngev). Os melhores
valores reportados para cada instância estão destacados em negrito. Ressaltamos
que consideramos cada avaliação de um objetivo (resp. gradiente de um objetivo)
no cálculo de nfev (resp. ngev). Como pode ser visto, para os problemas MGH26
e DTLZ, o Algoritmo 3.1 superou fortemente o algoritmo Padrão BFGS-Armijo
com respeito ao número de iterações e ao tempo de CPU. Tipicamente, levando em
consideração essas medidas de performance, o Algoritmo 3.1 usa menos da metade
dos recursos computacionais requeridos pelo algoritmo Padrão BFGS-Armijo nesse
grupo de problemas. Mesmo com respeito ao número de avaliações de funções e gra-
dientes, uma vantagem para o Algoritmo 3.1 foi, em geral, observada. Em relação aos
problemas Toi9 e Toi10, os algoritmos apresentaram um desempenho mais homogê-
neo. Enquanto o algoritmo Padrão BFGS-Armijo foi o mais eficiente em termos de
avaliações de funções e gradientes, o Algoritmo 3.1 sempre exigiu menos iterações,
resultando em economia de tempo de CPU em quatro das seis instâncias.
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Algoritmo 3.1 (BFGS-Wolfe) Padrão BFGS-Armijo

Problema n m it tempo nfev ngev it tempo nfev ngev

500 5 6.5 31.1 84.1 71.7 30.0 118.9 244.4 155.0

DTLZ1 500 8 5.2 37.5 93.0 86.1 10.7 57.3 134.4 93.6

500 10 2.9 14.4 73.0 68.2 7.8 32.9 131.2 88.0

500 5 2.7 6.8 49.6 44.8 10.9 36.2 123.8 59.5

DTLZ2 500 8 3.1 11.0 84.0 73.6 8.9 55.5 129.5 79.2

500 10 3.1 13.5 94.8 87.4 9.1 68.2 167.9 101.0

500 5 4.7 6.7 57.4 50.1 33.7 53.0 208.0 173.5

DTLZ3 500 8 7.6 21.1 116.9 108.5 81.0 287.1 719.4 656.0

500 10 5.8 17.6 113.6 105.9 23.5 160.3 326.0 245.0

500 5 2.4 8.4 54.1 48.7 4.2 14.2 30.4 26.0
DTLZ4 500 8 2.9 13.4 89.8 81.5 5.0 23.5 58.2 48.0

500 10 2.4 13.5 84.8 76.0 6.0 33.5 98.5 70.0

100 100 14.8 4.4 3714.3 3339.6 36.5 9.5 3750.0 3750.0

MGH26 200 200 16.3 42.3 9739.5 8056.8 49.1 122.9 10020.0 10020.0

400 400 21.6 480.2 26987.7 22211.8 59.3 1298.9 24120.0 24120.0

100 100 4.5 2.7 1014.5 868.8 5.4 2.4 640.2 640.0
Toi9 300 300 4.2 63.4 2387.2 2165.4 4.6 71.7 1765.1 1680.0

400 400 3.8 119.9 2628.4 2442.9 4.7 134.2 2370.4 2280.0

100 99 11.3 9.1 1895.7 1733.9 12.3 11.2 1333.3 1316.7
Toi10 200 199 8.7 85.8 3269.6 2937.9 10.8 70.3 2421.6 2348.2

300 299 10.2 282.9 5357.8 4796.8 15.6 336.4 4992.0 4963.4

Tabela 3.2: Performance do Algoritmo 3.1 (BFGS-Wolfe)
e do algoritmo Padrão BFGS-Armijo em ins-
tâncias maiores dos problemas DTLZ1, DTLZ2,
DTLZ3, DTLZ4, MGH26, Toi9 e Toi10.
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3.2 Um método BFGS modificado para problemas

não convexos

Nesta seção, descrevemos detalhadamente o algoritmo que estende, para
otimização multiobjetivo, o método BFGS escalar modificado (mBFGS) que foi pro-
posto em [46]. Como discutido na Observação 2.2, essa modificação tem como obje-
tivo globalizar o método BFGS para problemas não convexos. Desse modo, no caso
multiobjetivo, buscamos mimetizar o algoritmo BFGS modificado, juntamente com
as hipóteses usadas para obter os resultados de convergência. Assim como no caso
escalar, o Algoritmo 3.2 (veja a seguir) usa um processo de busca linear satisfazendo
as condições de Wolfe padrão (1-12)–(1-13). Isso será essencial para garantir que as
atualizações das matrizes Bk

j sejam definidas positivas para problemas não conve-
xos. Vale ressaltar que alguns resultados apresentados nesta seção são provados por
caminhos alternativos aos utilizados em [46]. Destacamos que os testes numéricos
referentes a essa proposta serão apresentados na Seção 3.3.3.

Algoritmo 3.2. Um algoritmo mBFGS com busca linear de Wolfe
Sejam c1 ∈ (0, 1/2), c2 ∈ (c1, 1), C ∈ (0,+∞), x0 ∈ Rn, e B0

j � 0, para todo
j = 1, . . . ,m. Inicialize k ← 0.

Passo 1. Calcule a direção de busca
Calcule dk := d(xk) e θ(xk) como em (2-18) e (2-19), respectivamente.

Passo 2. Critério de parada
Se θ(xk) = 0, então PARE.

Passo 3. Procedimento de busca linear
Calcule o comprimento de passo αk > 0 (primeiro tente αk = 1) tal que
as condições de Wolfe padrão (1-12)–(1-13) sejam satisfeitas e faça xk+1 :=

xk + αkd
k.

Passo 4. Prepare a próxima iteração
Para cada j = 1, . . . ,m, defina

Bk+1
j :=Bk

j −
(ρkj )

−1Bk
j sks

T
kB

k
j(

(ρkj )
−1 − sTk γkj

)2

+ (ρkj )
−1sTkB

k
j sk

+
(sTkB

k
j sk)γ

k
j (γkj )T(

(ρkj )
−1 − sTk γkj

)2

+ (ρkj )
−1sTkB

k
j sk

+
(

(ρkj )
−1 − sTk γkj

) γkj s
T
kB

k
j +Bk

j sk(γ
k
j )T(

(ρkj )
−1 − sTk γkj

)2

+ (ρkj )
−1sTkB

k
j sk

,

(3-43)
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em que sk = xk+1−xk, γkj := ykj + rkj sk, ykj = ∇Fj(xk+1)−∇Fj(xk), rkj ∈ [0, C]

e

ρkj :=

 1/sTk γ
k
j , se sTk γkj > 0,

1/
(
D(xk+1, sk)−∇Fj(xk)T sk + rkj ‖sk‖2

)
, caso contrário.

(3-44)

Faça k ← k + 1 e vá ao Passo 1.

Observação 3.4. (i) A diferença fundamental entre os Algoritmos 3.1 e 3.2 está
na maneira de obter a atualização Bk+1

j . A fórmula (3-43) corresponde a (3-1) com
o vetor ykj substituído por γkj e ρkj definido em (3-44). (ii) Analogamente ao Teo-
rema 3.1, é possível mostrar que essa mudança não afeta a boa definição do método.
(iii) Uma escolha apropriada para o parâmetro rkj , será proposta na Seção 3.2.3.
(iv) Se Fj é estritamente convexa, então ρkj = 1/sTk γ

k
j e, consequentemente, (3-43)

recupera a atualização BFGS modificada escalar (2-16) para a função Fj. Isso tam-
bém ocorre no caso escalar (m = 1), pois a condição de curvatura (1-13) se reduz à
condição clássica (1-10), implicando que sTk γk1 > 0 e, em consequência, ρk1 = 1/sTk γ

k
1 .

Nesse caso, o Algoritmo 3.2 se torna o método BFGS modificado com busca linear
de Wolfe padrão proposto em [46].

3.2.1 Análise de convergência

Assim como no caso escalar, vamos mostrar que o método converge para
problemas não convexos. As hipóteses a seguir são extensões das hipóteses utilizadas
em [46].

Hipótese 3.3. (i) F é continuamente diferenciável e L(x0) = {x ∈ Rn | F (x) ≤
F (x0)} é limitado. (ii) Existe ε > 0 tal que, para todo j = 1, . . . ,m e k ≥ 0, tem-se
ηkj + rkj > ε, em que ηkj := sTk y

k
j /‖sk‖2. (iii) Para todo j = 1, . . . ,m, o gradiente ∇Fj

é L-Lipschitz contínuo, isto é,

‖∇Fj(x)−∇Fj(y)‖ ≤ L‖x− y‖, ∀ x, y ∈ Rn. (3-45)

Observe que

|ηkj | =
|sTk ykj |
‖sk‖2

≤
‖sk‖‖ykj ‖
‖sk‖2

=
‖∇Fj(xk+1)−∇Fj(xk)‖

‖sk‖
(3-45)
≤ L.

Portanto, uma vez que rkj ∈ [0, C], temos

ε < ηkj + rkj ≤ L+ C, (3-46)
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para todo j = 1, . . . ,m, e k ≥ 0.
O lema a seguir, inspirado por [46, Lema 3.1], fornece um importante

resultado para a análise de convergência do Algoritmo 3.2.

Lema 3.4. Suponha que a Hipótese 3.3 vale e que {xk} é uma sequência gerada pelo
Algoritmo 3.2. Então, para todo j = 1, . . . ,m e k ≥ 0, temos

(i) ε‖sk‖2 ≤ sTk γ
k
j ≤ (L+ C)‖sk‖2;

(ii) ‖γkj ‖ ≤ (L+ C)‖sk‖.

Demonstração. Primeiro, pela definição de γkj e de ηkj , temos

sTk γ
k
j =

(
sTk y

k
j

‖sk‖2
+ rkj

)
‖sk‖2 = (ηkj + rkj )‖sk‖2.

Logo,

ε‖sk‖2
(3-46)
≤ (ηkj + rkj )‖sk‖2

(3-46)
≤ (L+ C)‖sk‖2,

para todo j = 1, . . . ,m e k ≥ 0, mostrando o item (i). Para provar o item (ii), note
que novamente pela definição de γkj , temos

‖γkj ‖ = ‖ykj + rkj sk‖ ≤ ‖ykj ‖+ rkj ‖sk‖ =

(
‖ykj ‖
‖sk‖

+ rkj

)
‖sk‖ ≤ (L+ C)‖sk‖,

para todo j = 1, . . . ,m e k ≥ 0, em que a última desigualdade segue da Hipó-
tese 3.3(iii). �

Note que a Hipótese 3.3 garante que L(x0) é compacto. Assim, F é limitada
inferiormente em L(x0), satisfazendo trivialmente as hipóteses da Proposição 1.2 e
do Teorema 3.1. Além disso, como consequência do resultado anterior, temos que
sTk γ

k
j > 0 e assim ρkj = 1/

(
sTk y

k
j + rkj ‖sk‖2

)
, para todo j = 1, . . . ,m e k ≥ 0.

Assim, sob a Hipótese 3.3, a fórmula de atualização (3-43) recupera a estrutura de
atualização escalar dada por

Bk+1
j = Bk

j −
Bk
j sks

T
kB

k
j

sTkB
k
j sk

+
γkj (γkj )T

sTk γ
k
j

. (3-47)

Apesar da fórmula de atualização (3-47), por definição, ser distinta de (2-24), suas
estruturas são iguais. Além disso, é fácil ver que a validade do Teorema 2.2 não
depende da estrutura particular de ykj . Logo, se as hipóteses do Teorema 2.2 são
satisfeitas, então o resultado é válido mesmo substituindo (2-24) por (3-47). Por
fim, para mostrar que as hipóteses do Teorema 2.2 são válidas nesse contexto, basta
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notar que, pelo Lema 3.4, temos

sTk γ
k
j

‖sk‖2
≥ ε‖sTk ‖2

‖sk‖2
= ε =: a,

e
‖γkj ‖2

sTk γ
k
j

≤
‖γkj ‖2

ε‖sk‖2
≤ (L+ C)2‖sk‖2

ε‖sk‖2
=

(L+ C)2

ε
=: b,

para todo j = 1, . . . ,m e k ≥ 0.

Teorema 3.8. Suponha que a Hipótese 3.3 vale e que {xk} é uma sequência gerada
pelo Algoritmo 3.2. Então,

lim inf
k→∞

‖dSD(xk)‖ = 0.

Demonstração. Pelo Teorema 2.2, existem uma constante δ > 0 e K ⊂
∞
N tais que

cos βkj ≥ δ, ∀k ∈ K e ∀j = 1, . . . ,m.

Logo, a Proposição 2.1 implica que

D(xk, dk) ≤ −δ
2
‖dk‖‖dSD(xk)‖, ∀k ∈ K.

Portanto, pela Proposição 1.2, temos

∞ >
∑
k≥0

D(xk, dk)2

‖dk‖2
≥
∑
k∈K

D(xk, dk)2

‖dk‖2
≥
∑
k∈K

δ4

4
‖dSD(xk)‖2,

e, consequentemente,
lim
k∈K

dSD(xk) = 0.

�

3.2.2 Convergência local superlinear

Nesta seção, estudamos as propriedades de convergência local do Algo-
ritmo 3.2. Observe que o Teorema 3.8 não garante necessariamente a convergência
de {xk}, o que será assumido aqui. As hipóteses consideradas estão formalmente
descritas a seguir.

Hipótese 3.4. (i) F é duas vezes continuamente diferenciável. (ii) A sequência
{xk} gerada pelo Algoritmo 3.1 converge para um ponto Pareto ótimo local x∗. (iii)
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Para cada j = 1, . . . ,m, rkj é tal que∑
k≥0

rkj <∞.

(iv) Para cada j = 1, . . . ,m, ∇2Fj(x
∗) é definida positiva e Hölder contínua em x∗.

Portanto, existe uma vizinhança U de x∗ e existem constantes positivas µ, L, M2 e
ν tais que

µ‖z‖2 ≤ zT∇2Fj(x)z ≤ L‖z‖2, (3-48)

e
‖∇2Fj(x)−∇2Fj(x

∗)‖ ≤M2‖x− x∗‖ν , (3-49)

para todo j = 1, . . . ,m, z ∈ Rn e x ∈ U .

Essencialmente, a Hipótese 3.4 coincide com a Hipótese 3.2 acrescida da
condição sobre rkj . O item (iv) estabelece que F é fortemente convexa em uma
vizinhança U de x∗, e as Hessianas ∇2Fj (j = 1, . . . ,m) são Hölder contínuas em x∗.
Ao longo desta seção, assumiremos, sem perda de generalidade, que {xk} ⊂ U , isto
é, (3-48) e (3-49) valem em xk para todo k ≥ 0. Assim, a Hipótese 3.4 é suficiente
para garantir a validade da Hipótese 3.3. De fato, para o item (i) da Hipótese 3.3,
basta notar que a convexidade forte de F em U garante que o conjunto de nível
L(x0) é limitado. Além disso, pela definição de γkj , temos

sTk γ
k
j

‖sk‖2
=
sTk (ykj + rkj sk)

‖sk‖2
=

sTk y
k
j

‖sk‖2
+
rkj ‖sk‖2

‖sk‖2

(3-5)
=

sTk Ḡ
k
j sk

‖sk‖2
+ rkj

(3-48)
≥ µ+ rkj ≥ µ, ∀ k ≥ 0 e j = 1, . . . ,m.

(3-50)

Logo, tomando ε := µ/2 e considerando que rkj ≥ 0, obtemos ηkj +rkj
(3-50)
≥ µ+rkj > ε,

mostrando o item (ii). O último item segue pela segunda desigualdade em (3-48).
Portanto, sob a Hipótese 3.4, os resultados estabelecidos na Seção 3.2.1 permanecem
válidos.

Agora, como o objetivo desta seção é provar que o Algoritmo 3.2 converge
superlinearmente, vamos proceder como na Seção 3.1.2, mostrando o limite de
Dennis–Moré. Iniciaremos estabelecendo que a velocidade com que a sequência
{xk} converge para x∗ é rápida o suficiente para garantir (3-9). Esse resultado está
formalmente descrito no teorema a seguir. A prova é análoga à demonstração do
Teorema 3.3 e será omitida.

Teorema 3.9. Suponha que a Hipótese 3.4 vale e que {xk} é uma sequência gerada
pelo Algoritmo 3.2. Então, {xk} converge R-linearmente para x∗ e, consequente-
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mente, vale ∑
k≥0

‖xk − x∗‖ν <∞

e ∑
k≥0

εk <∞,

em que εk = max{‖xk − x∗‖ν , ‖xk+1 − x∗‖ν}.

O resultado a seguir estabelece o limite de Dennis-Moré para o Algo-
ritmo 3.2.

Teorema 3.10. Suponha que a Hipótese 3.4 é válida. Então,

lim
k→∞

‖(Bk
j −∇2Fj(x

∗))dk‖
‖dk‖

= 0, ∀j = 1, . . . ,m,

Além disso, as sequências {‖Bk
j ‖} e {‖Hk

j ‖} são limitadas, para todo j = 1, . . . ,m.

Demonstração. Inicialmente, para cada j ∈ 1, . . . ,m e k ≥ 0, definimos

s̃k := ∇2Fj(x
∗)1/2sk, ỹk := ∇2Fj(x

∗)−1/2ykj , ãk :=
s̃Tk γ̃k
‖s̃k‖2

e b̃k :=
‖γ̃k‖2

s̃Tk γ̃k

B̃k := ∇2Fj(x
∗)−1/2Bk

j∇2Fj(x
∗)−1/2, cos β̃k :=

s̃Tk B̃
ks̃k

‖s̃k‖‖B̃ks̃k‖
, q̃k :=

s̃Tk B̃
ks̃k

‖s̃k‖2
e

γ̃k := ∇2Fj(x
∗)−1/2γkj = ỹk + rkj∇2Fj(x

∗)−1s̃k.

Note que s̃Tk γ̃k = sTk γ
k
j

(3-50)
> 0 para todo j = 1, . . . ,m e k ≥ 0, logo, b̃k está bem

definido. Agora, dado um j fixado, porém arbitrário, a condição (3-5) garante que

ykj −∇2Fj(x
∗)sk = (Ḡk

j −∇2Fj(x
∗))sk.

Tomando Ḡk := Ḡk
j , temos

ỹk − s̃k = ∇2F (x∗)−1/2(Ḡk −∇2F (x∗))∇2F (x∗)−1/2s̃k.

Logo, por Cauchy–Schwarz

‖ỹk − s̃k‖ ≤ ‖∇2F (x∗)−1/2‖2‖Ḡk −∇2F (x∗)‖‖s̃k‖

≤ ‖∇2F (x∗)−1/2‖2‖s̃k‖
∫ 1

0

‖∇2Fj(x
k + ταkd

k)−∇2F (x∗)‖dτ

(3-49)
≤ ‖∇2F (x∗)−1/2‖2‖s̃k‖

∫ 1

0

M2‖xk + ταkd
k − x∗‖νdτ

≤ ‖∇2F (x∗)−1/2‖2‖s̃k‖M2 max{‖xk+1 − x∗‖ν , ‖xk − x∗‖ν}.
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Desse modo, definindo c̄ := M2‖∇2F (x∗)−1/2‖2, obtemos

‖ỹk − s̃k‖
‖s̃k‖

≤ c̄εk =⇒ ‖ỹk‖2 − 2s̃Tk ỹk + ‖s̃k‖2 ≤ c̄2ε2
k‖s̃k‖2, (3-51)

em que εk foi definido no Teorema 3.9. Além disso, como |‖ỹk‖− ‖s̃k‖| ≤ ‖ỹk − s̃k‖,
temos

(1− c̄εk)‖s̃k‖ ≤ ‖ỹk‖ ≤ ‖s̃k‖(1 + c̄εk). (3-52)

Assim,

(1− c̄εk)2‖s̃k‖2 − 2s̃Tk ỹk + ‖s̃k‖2
(3-52)
≤ ‖ỹk‖2 − 2s̃Tk ỹk + ‖s̃k‖2

(3-51)
≤ c̄2ε2

k‖s̃k‖2.

Consequentemente,

2s̃Tk ỹk ≥ (1− 2c̄εk + c̄2ε2
k + 1− c̄2ε2

k)‖s̃k‖2 = 2(1− c̄εk)‖s̃k‖2.

Segue, pela expressão acima e pelas definições de ãk e b̃k, que

ãk =
s̃Tk γ̃k
‖s̃k‖2

=
s̃Tk (ỹk + rkj∇2Fj(x

∗)−1s̃k)

‖s̃k‖2
≥ s̃Tk ỹk
‖s̃k‖2

+ rkj
s̃Tk∇2Fj(x

∗)−1s̃k
‖s̃k‖2

(3-48)
≥ 1− c̄εk +

rkj
L
≥ 1− c̄εk.

(3-53)

e

b̃k =
‖ỹk + rkj∇2Fj(x

∗)−1s̃k‖2

s̃Tk γ̃k

(3-53)
≤ 1

1− c̄εk
‖ỹk‖2

‖s̃k‖2
+

2rkj ỹ
T
k∇2Fj(x

∗)−1s̃k

s̃Tk γ̃k

+
1

1− c̄εk
(rkj )

2‖∇2Fj(x
∗)−1‖2‖s̃k‖2

‖s̃k‖2

(3-52)
≤ (1 + c̄εk)

2

1− c̄εk
+

2rkj ‖ykj ‖‖∇2Fj(x
∗)−

1
2‖‖∇2Fj(x

∗)−1‖‖∇2Fj(x
∗)

1
2‖‖sk‖

sTk γ
k
j

+
(rkj )

2‖∇2Fj(x
∗)−1‖2

1− c̄εk
(3-50)
≤ 1 + 2c̄εk + c̄2ε2

k

1− c̄εk
+ 2M3r

k
j

‖ykj ‖‖sk‖
µ‖sk‖2

+
(M3r

k
j )

2

1− c̄εk

≤ 1 +
3c̄+ c̄2εk
1− c̄εk

εk +
2M3Lr

k
j

µ
+

(M3r
k
j )

2

1− c̄εk
,

em que M3 := ‖∇2Fj(x
∗)−1‖. Agora, como {xk} converge para x∗, temos

limk→∞ εk = 0. Logo, para k suficientemente grande, podemos assumir que c̄εk < 1
2
,
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além disso, temos que existe uma constante c > max{3c̄, 2M3L

µ
} tal que

b̃k ≤ 1 + cεk + crkj + 2(M3r
k
j )

2. (3-54)

Assim,

ln(ãk)
(3-53)
≥ ln(1− c̄εk)

(3-24)
≥ −c̄εk

1− c̄εk
≥ −2c̄εk ≥ −2cεk. (3-55)

Agora, multiplicando ambos os lados (direito e esquerdo) da fórmula de atualização
(3-47) por

(
∇2Fj(x

∗)
)−1/2 e agrupando os termos de modo apropriado, obtemos

B̃k+1 = B̃k − B̃ks̃ks̃
T
k B̃

k

s̃Tk B̃
ks̃k

+
γ̃kγ̃

T
k

s̃Tk γ̃k
.

Dessa maneira, podemos deduzir de (2-34) que

0 < ψ(B̃k+1) = ψ(B̃k) +
[
b̃k − ln(ãk)− 1

]
+

[
1− q̃k

cos2 β̃k
+ ln(

q̃k

cos2 β̃k
)

]
+ ln(cos2 β̃k)

≤ ψ(B̃k) + 3cεk + crkj + 2(M3)2(rkj )
2 +

[
1− q̃k

cos2 β̃k
+ ln(

q̃k

cos2 β̃k
)

]
+ ln(cos2 β̃k),

em que a última desigualdade segue por (3-54) e (3-55). Somando essa expressão
para k ≥ 0 e utilizando a Hipótese 3.4 e o Teorema 3.9, obtemos que

∑
k≥0

ln(
1

cos2 β̃k
)−

[
1− q̃k

cos2 β̃k
+ ln(

q̃k

cos2 β̃k
)

] ≤
≤ ψ(B̃0) + 3c

∑
k≥0

εk + c
∑
k≥0

rkj + 2(M3)2
∑
k≥0

(rkj )
2 <∞.

A parte essencial para provar o resultado já está estabelecida. Vamos omitir o
retante da prova, pois é análogo à parte final da demostração do Teorema 3.4. �

O limite de Dennis-Moré, provado no Teorema 3.10, é a propriedade chave
para se obter a convergência superlinear. O leitor pode observar que os demais
resultados apresentados na Seção 3.1.2 podem ser facilmente reproduzidos para
o Algoritmo 3.2. O teorema a seguir sintetiza os resultados de convergência do
Algoritmo 3.2.
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Teorema 3.11. Suponha que a Hipótese 3.4 seja válida. Então, o comprimento
de passo αk = 1 satisfaz as condições de Wolfe padrão (1-12)–(1-13) para k

suficientemente grande e {xk} converge para x∗ com taxa Q-superlinear.

3.2.3 Um método mBFGS praticável

Nesta seção propomos uma escolha praticável do parâmetro rkj e mostramos
que essa escolha é suficiente para garantir que o Algoritmo 3.2, sob hipóteses
razoáveis, converge com taxa superlinear. Seja χk := (χk1, . . . , χ

k
m) ∈ Rm

+ tal que
‖χk‖1 =

∑m
j=1 χ

k
j = 1 e considere a função escalar Fχk : Rn → R dada por:

Fχk(x) :=
m∑
j=1

χkjFj(x).

Para cada j = 1, . . . ,m e k ≥ 0, definimos o parâmetro rkj como:

rkj = max{−ηkj , 0}+ ‖∇Fχk(xk)‖, (3-56)

em que ηkj = sTk y
k
j /‖sk‖2. Diferentes escolhas de χk geram diferentes definições do

parâmetro. Sob a Hipótese 3.3(i), existe C > 0 tal que rkj , dado em (3-56), satisfaz
rkj ∈ [0, C] para todo j = 1, . . . ,m e k ≥ 0. De fato, o conjunto L(x0) é compacto
e, consequentemente, existe uma constante M̄ ∈ R tal que ‖∇Fχk(xk)‖ ≤ M̄ , para
todo k ≥ 0. Assim,

rkj ≤ |ηkj |+ ‖∇Fχk(xk)‖
(3-45)
≤ L+ ‖∇Fχk(xk)‖ ≤ L+ M̄ =: C.

O seguinte resultado prova que o Algoritmo 3.2 converge globalmente, se o
parâmetro rkj é escolhido como em (3-56).

Teorema 3.12. Suponha que os parâmetros rkj , para todo j = 1, . . . ,m e k ≥ 0, são
escolhidos como em (3-56), para algum (χk1, . . . , χ

k
m) ∈ Rm

+ tal que
∑m

j=1 χ
k
j = 1. Se

os itens (i) e (iii) da Hipótese 3.3 são válidos, então a sequência {xk}, gerada pelo
Algoritmo 3.2, satisfaz

lim inf
k→∞

‖dSD(xk)‖ = 0.

Demonstração. Suponha, por contradição, que existe ε > 0 tal que ‖dSD(xk)‖ ≥ ε

para todo k ≥ 0. Logo, pelo Lema 1.2(iv), obtemos

ηkj + rkj ≥ ‖∇Fχk(xk)‖ ≥ ‖dSD(xk)‖ ≥ ε, ∀ j = 1, . . . ,m e k ≥ 0.
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Assim, o item (ii) da Hipótese 3.3 é válido. Portanto, pelo Teorema 3.8, temos uma
contradição. �

A seguir, discutimos possíveis escolhas de χk de modo a obter taxa de conver-
gência superlinear. Uma escolha natural é definir como χk = (λSD1 (xk), . . . , λSDm (xk)),
veja (1-6). Contudo, do ponto de vista computacional, essa escolha pode encarecer
o método, pois o subproblema (1-5) deve ser resolvido a cada iteração. Alternativa-
mente, podemos usar os multiplicadores do subproblema (2-20), que são calculados
no Passo 1 do Algoritmo 3.2, a cada iteração.

Teorema 3.13. Suponha que os parâmetros rkj , para todo j = 1, . . . ,m e k ≥ 0,
são escolhidos como em (3-56), com χk = (λSD1 (xk), . . . , λSDm (xk)), veja (1-6). Se os
itens (i), (ii) e (iv) da Hipótese 3.4 são válidos, então a sequência {xk} converge
com taxa Q-superlinear.

Demonstração. Primeiro, perceba que, para todo j = 1, . . . ,m e k grande o
suficiente, a condição (3-48) garante que

ηkj =
sTk y

k
j

‖sk‖2

(3-5)
=

1

‖sk‖2
sTk

∫ 1

0

∇2Fj(x
k + τsk)dτsk

(3-6)
≥ µ > 0. (3-57)

Assim, pelo Lema 1.2(i), temos

rkj
(3-57)
= ‖∇FSD(xk)‖ (1-7)

= ‖dSD(xk)‖ = ‖dSD(xk)‖ − ‖dSD(x∗)‖ ≤ L‖xk − x∗‖,

em que a última desigualdade segue do fato de ‖dSD(·)‖ ser Lipschitz contínua devido
à condição (3-48) (veja [74, Teorema 3.1]). Portanto, pelo Teorema 3.9, segue que
{rkj }, para j = 1, . . . ,m, satisfaz o item (iii) da Hipótese 3.4 e, consequentemente,
a taxa de convergência é Q-superlinear, veja a Seção 3.2.2. �

Para a escolha de χk como os multiplicadores de Lagrange de (2-20),
necessitamos de uma hipótese adicional.

Teorema 3.14. Suponha que os parâmetros rkj , para todo j = 1, . . . ,m e k ≥ 0,
são escolhidos como em (3-56) com χk = (λ1(xk), . . . , λm(xk)), veja (2-22). Se os
itens (i), (ii) e (iv) da Hipótese 3.4 são válidos e as sequências {‖Bk

j ‖}, {‖Hk
j ‖}

são limitadas para todo j = 1, . . . ,m, então a sequência {xk} converge com taxa
Q-superlinear.

Demonstração. Uma vez que {‖Bk
j ‖} e {‖Hk

j ‖} são limitadas, então existem
constantes positivas a, b ∈ R tais que aIn ≺ Bk

j ≺ bIn para todo j = 1, . . . ,m e
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k ≥ 0. Assim, pelo Lema 2.2, temos

a

b
‖∇Fχk(xk)‖ ≤ ‖dSD(xk)‖.

Logo,

rkj
(3-57)
= ‖∇Fχk(xk)‖ ≤

b

a
‖dSD(xk)‖ =

b

a

(
‖dSD(xk)‖ − ‖dSD(x∗)‖

)
≤ Lb

a
‖xk − x∗‖,

em que a última desigualdade segue de [74, Teorema 3.1]. De modo análogo ao
Teorema 3.13, a sequência {xk} converge a uma taxa Q-superlinear. �
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3.3 Um método BFGS cauteloso para problemas

não convexos

Nesta seção, estendemos para otimização multiobjetivo o método proposto
em [47], veja a Observação 2.3. Assim como no caso escalar, estamos interessados
em estabelecer convergência global do método BFGS em problemas não convexos.
O algoritmo proposto não necessariamente atualiza as aproximações Bk

j em todas
as iterações. A atualização ocorre quando uma condição cautelosa é satisfeita.
Diferentemente do caso escalar, nesta proposta calculamos comprimentos de passos
que satisfazem as condições de Wolfe padrão (1-12)–(1-13), o que nos permitirá
utilizar a condição de Zoutendijk (1-17) para a análise de convergência do método.

Algoritmo 3.3. Um método BFGS cauteloso (cBFGS)
Sejam c1 ∈ (0, 1/2), c2 ∈ (c1, 1), x0 ∈ Rn, ε, ω ∈ R++ e B0

j � 0, para todo
j = 1, . . . ,m. Inicialize k ← 0.

Passo 1. Calcule a direção de busca
Calcule dk := d(xk) e θ(xk) como em (2-18) e (2-19), respectivamente.

Passo 2. Critério de parada
Se θ(xk) = 0, então PARE.

Passo 3. Procedimento de busca linear
Calcule o comprimento de passo αk > 0 (primeiro tente αk = 1) tal que
as condições de Wolfe padrão (1-12)–(1-13) sejam satisfeitas e faça xk+1 :=

xk + αkd
k.

Passo 4. Prepare a próxima iteração
Seja dSD(xk) a direção de máxima descida dada pela solução de (1-4) para xk.
Para cada j = 1, . . . ,m, defina

Bk+1
j =

 Bk
j −

Bk
j sks

T
kB

k
j

sTkB
k
j sk

+
ykj (ykj )T

sTk y
k
j

, se min
j=1,...,m

sTk y
k
j

‖sk‖2
≥ ε‖dSD(xk)‖ω;

Bk
j , caso contrário,

(3-58)
em que ykj = ∇Fj(xk+1)−∇Fj(xk) e sk = xk+1 − xk. Faça k ← k + 1 e vá ao
Passo 1.

Observação 3.5. (i) O algoritmo impõe uma cautelosa condição para atualizar
as matrizes Bk

j . O esquema (3-58) atualiza as matrizes de modo simultâneo, isto
é, se para um dos objetivos a condição sTk y

k
j /‖sk‖2 ≥ ε‖dSD(xk)‖ω falha, então

nenhuma das m matrizes é atualizada. Essa é uma diferença significativa em relação
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a [65], em que uma condição cautelosa é tratada em cada objetivo de maneira
independente, veja (2-40). (ii) Diferentemente dos Algoritmos 3.1 e 3.2, a boa
definição do Algoritmo 3.3 não depende explicitamente da escolha do comprimento
de passo, pois as matrizes Bk

j , para j = 1, . . . ,m, sempre se mantêm definidas
positivas. (iii) No caso escalar (m = 1), o Algoritmo 3.3 se reduz ao algoritmo
proposto em [47].

3.3.1 Análise de convergência

Nesta seção, apresentamos os resultados de convergência global para o
Algoritmo 3.3. Assim como no caso escalar [47], não assumimos que as funções
objetivo são fortemente convexas. Em contrapartida, supomos que o conjunto de
nível L(x0) é limitado.

Hipótese 3.5. (i) O conjunto de nível L(x0) = {x ∈ Rn | F (x) ≤ F (x0)} é limitado
e F é continuamente diferenciável em um aberto N ⊃ L(x0). (ii) Para j = 1, . . . ,m,
o gradiente ∇Fj é L-Lipschitz contínuos em N , isto é,

‖∇Fj(x)−∇Fj(y)‖ ≤ L‖x− y‖, (3-59)

para todo j = 1, . . . ,m e x, y ∈ N .

Note que o conjunto de nível L(x0) é compacto, assim a função objetivo
F é limitada inferiormente em L(x0). Logo, como os comprimentos de passo do
Algoritmo 3.3 satisfazem as condições de Wolfe padrão (1-12)–(1-13), a condição de
Zoutendijk (1-17) é válida, veja a Proposição 1.2. O seguinte teorema é uma extensão
direta de [47, Teorema 3.1].

Teorema 3.15. Suponha que a Hipótese 3.5 vale e que {xk} é uma sequência gerada
pelo Algoritmo 3.3. Se existem constantes positivas δ1, δ2, δ3 ∈ R e um conjunto de
índices K ⊂

∞
N, com cardinalidade infinita, de modo que as relações

‖Bk
j sk‖ ≤ δ1‖sk‖, δ2‖sk‖2 ≤ sTkB

k
j sk ≤ δ3‖sk‖2, (3-60)

valem para todo k ∈ K e para todo j = 1, . . . ,m, simultaneamente, então

lim inf
k→∞

‖dSD(xk)‖ = 0.

Demonstração. Seja δ(xk) e βkj como definido na Proposição 2.1. Assim, lembrando
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que sk = αkd
k, temos

cos βkj =
(dk)TBk

j d
k

‖dk‖‖Bk
j d

k‖
=

sTkB
k
j sk

‖sk‖‖Bk
j sk‖

(3-60)
≥ δ2‖sk‖2

‖sk‖δ1‖sk‖
=
δ2

δ1

=: δ > 0,

para todo j = 1, . . . ,m e k ∈ K. Assim, a Proposição 2.1 implica que

D(xk, dk) ≤ −δ
2
‖dk‖‖dSD(xk)‖, ∀k ∈ K.

Portanto, pela Proposição 1.2, temos

∞ >
∑
k≥0

D(xk, dk)2

‖dk‖2
≥
∑
k∈K

D(xk, dk)2

‖dk‖2
≥
∑
k∈K

δ4

4
‖dSD(xk)‖2,

e, consequentemente,
lim
k∈K

dSD(xk) = 0.

�

Teorema 3.16. Suponha que a Hipótese 3.5 vale e que {xk} é uma sequência gerada
pelo Algoritmo 3.3. Então,

lim inf
k→∞

‖dSD(xk)‖ = 0.

Demonstração. Pelo Teorema 3.15, é suficiente mostrar que existem constantes
positivas δ1, δ2, δ3 ∈ R e um conjunto de índices K ⊂

∞
N, com cardinalidade infinita,

tal que (3-60) seja válido para todo j = 1, . . . ,m e k ∈ K. Para isso, defina o seguinte
conjunto

K̄ := {i ∈ N | min
j=1,...,m

sTi y
i
j

‖si‖2
≥ ε‖dSD(xi)‖ω}.

Se K̄ é finito, então existe k0 ∈ N tal que Bk
j = Bk0

j para todo j = 1, . . . ,m e k ≥ k0.
Como Bk0

j é simétrica e definida positiva, é fácil ver que existem constantes positivas
δ1, δ2, δ3 ∈ R tais que vale (3-60), para todo j = 1, . . . ,m e k ≥ k0.

Agora, assuma que K̄ é um conjunto com infinitos elementos. Suponha, por
contradição, que existe uma constante positiva δ ∈ R tal que ‖dSD(xk)‖ ≥ δ, para
todo k ≥ 0. Logo, pelo Lema 1.2(iv) e para cada j = 1, . . . ,m, temos

sTk y
k
j

‖sk‖2
≥ min

j=1,...,m

sTk y
k
j

‖sk‖2
≥ ε‖dSD(xk)‖ω ≥ εδω, ∀ k ∈ K̄.
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Assim, por (3-59), temos

‖ykj ‖2

sTk y
k
j

=

‖ykj ‖2

‖sk‖2

sTk y
k
j

‖sk‖2

≤ L2

εδω
, ∀ k ∈ K̄.

Aplicando o Teorema 2.2 na subsequência K̄, existe um conjunto de índices K ⊂
∞
K̄

tal que as condições (2-26) e (2-27) valem (em consequência de (3-60)), para todo
j = 1, . . . ,m e k ∈ K. Portanto, pelo Teorema 3.15, temos uma contradição. �

3.3.2 Convergência local superlinear

Nesta seção, mostramos que, sob hipóteses razoáveis, o Algoritmo 3.3 se
reduz ao Algoritmo 3.1 para k suficientemente grande, herdando a propriedade de
convergência superlinear.

Hipótese 3.6. (i) F é duas vezes continuamente diferenciável. (ii) A sequência
{xk} gerada pelo Algoritmo 3.3 converge para um ponto Pareto ótimo local x∗. (iii)
Para cada j = 1, . . . ,m, ∇2Fj(x

∗) é definida positiva e Lipschitz contínua em x∗.
Portanto, existe uma vizinhança U de x∗ e existem constantes positivas µ, L, e L2

tais que
µ‖z‖2 ≤ zT∇2Fj(x)z ≤ L‖z‖2, (3-61)

e
‖∇2Fj(x)−∇2Fj(x

∗)‖ ≤ L2‖x− x∗‖, (3-62)

para todo j = 1, . . . ,m, z ∈ Rn e x ∈ U .

Note que as Hipóteses 3.2 e 3.6 são análogas. Assim como na Seção 3.1.2
assumimos, sem perda de generalidade, que {xk} ⊂ U , isto é, (3-61)–(3-62) valem
em xk para todo k ≥ 0.

Teorema 3.17. Suponha que a Hipótese 3.6 seja válida. Então, {xk} converge para
x∗ com taxa Q-superlinear.

Demonstração. Inicialmente, similarmente a (3-7), a condição (3-61) implica que

min
j=1,...,m

sTk y
k
j

‖sk‖2
≥ µ ∀ k ≥ 0.

Por outro lado,
lim
k→∞
‖dSD(xk)‖ = 0,
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pois dSD(·) é contínua e dSD(x∗) = 0. Portanto, para k grande o suficiente, temos

min
j=1,...,m

sTk y
k
j

‖sk‖2
≥ µ ≥ ε‖dSD(xk)‖ω.

Logo, para k grande o suficiente, as matrizes Bk
j sempre são atualizadas e, conse-

quentemente, o Algoritmo 3.3 se reduz ao Algoritmo 3.1. Portanto, a convergência
superlinear segue do Teorema 3.7. �

3.3.3 Experimentos Numéricos

Esta seção apresenta alguns resultados numéricos para ilustrar as potenciais
vantagens práticas dos Algoritmos 3.2 e 3.3. Estamos interessados principalmente em
verificar a eficácia desses métodos que possuem convergência global para problemas
não convexos. Para tal, consideramos os seguintes métodos nos testes reportados.

• Algoritmo 3.1 (BFGS-Wolfe) e o algoritmo Padrão BFGS-Armijo, veja Se-
ção 3.1.3.

• Algoritmo 3.2 (mBFGS-Wolfe): atualiza as aproximações Hessianas a cada
iteração utilizando (3-43), em que

rkj = max{−
sTk y

k
j

‖sk‖2
, 0}+ ‖∇Fλk(xk)‖, j = 1, . . . ,m, (3-63)

e calcula os tamanhos dos passos satisfazendo as condições de Wolfe (1-12)–
(1-13).

• Algoritmo 3.3 (cBFGS-Wolfe): atualiza as aproximações Hessianas por (3-58),
em que ε = 10−6 e

ω =

{
6, se ‖dSD(xk)‖ < 1,

10−4, caso contrário,

e os tamanhos de passos são calculados satisfazendo as condições de Wolfe
(1-12)–(1-13). A escolha desses parâmetros foi baseada no caso escalar [47].

Como discutido na Seção 3.2.3, a escolha do parâmetro rkj é crucial para a apli-
cabilidade do o Algoritmo 3.2. Em particular, testes preliminares mostraram que o
Algoritmo 3.2 com o parâmetro rkj escolhido como em (3-63) apresentou desempenho
numérico superior do que rkj definido em termos de ‖dSD(xk)‖.

Nos testes numéricos reportados aqui, os parâmetros algorítmicos, o critério
de parada, o cálculo das direções de busca e dos comprimentos de passo foram
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considerados como na Seção 3.1.3. O conjunto de problemas teste utilizado se
encontra na Tabela 3.1. Assim como na Seção 3.1.3, foram tomados 300 pontos
iniciais aleatórios para cada problema.
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Figura 3.5: Performance profiles considerando 300 pontos
iniciais para cada problema teste usando como
medida de desempenho: (a) número de iterações;
(b) tempo de CPU; (c) número de avaliações de
funções; (d) número de avaliações de gradientes.

A Figura 3.5 mostra os resultados usando performance profiles [22], compa-
rando os algoritmos com respeito a: (a) número de iterações; (b) tempo de CPU; (c)
número de avaliações de funções; (d) número de avaliações de gradientes. Como pode
ser observado, todos os algoritmos se mostraram robustos no conjunto de problemas
escolhido. Os Algoritmos 3.1 e 3.2 resolveram 99.8% (empate) dos problemas testa-
dos, enquanto o Algoritmo 3.3 e o algoritmo Padrão BFGS Armijo resolveram 99.1%

e 98.06%, respectivamente. Em relação à eficiência, considerando o número de itera-
ções, o Algoritmo 3.1 (66.8%) teve o melhor desempenho seguido pelo Algoritmo 3.3
e 3.2 (63.6% e 53.9%, resp.) e pelo algoritmo Padrão BFGS-Armijo (24.4%), veja a
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Figura 3.5(a). Isso se refletiu diretamente no tempo de CPU (eficiência de 48.9%,
37.5%, 26.4% e 19.3% para os Algoritmos 3.1, 3.2, 3.3 e o algoritmo Padrão BFGS-
Armijo, respectivamente), como pode ser visto na Figura 3.5(b). Com respeito aos
números de avaliações de funções e gradientes, o algoritmo Padrão BFGS-Armijo foi
o mais eficiente, veja as Figuras 3.5(c) e (d). Isso era esperado, pois a busca linear
de Wolfe usa mais informações dos objetivos do que a busca da linear de Armijo.
Como discutido na Seção 3.1.3, a forte correlação entre o número de iterações e o
tempo de CPU pode ser explicada pelo fato de que, em nossos experimentos, o custo
computacional é amplamente dominado pelas soluções dos subproblemas que forne-
cem as direções de busca. Vale ressaltar que esse fato justifica a menor eficiência do
Algoritmo 3.3 com respeito ao tempo de CPU, pois esse método requer a solução de
dois subproblemas a cada iteração: (2-20) e (1-5).

A seguir, comparamos a capacidade dos algoritmos de gerar apropriada-
mente as fronteiras Pareto utilizando as métricas Purity e Spread (Γ e ∆). Os re-
sultados na Figura 3.6 mostram que os Algoritmos 3.1 e 3.2 superaram o algoritmo
Padrão BFGS-Armijo em relação à métrica Purity, enquanto nenhuma diferença
significativa foi observada para a métrica Spread Γ e ∆.
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(a) Purity (b) Spread Γ
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(c) Spread ∆
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Figura 3.6: Performance profiles com respeito às métricas:
(a) Purity; (b) Spread Γ; (c) Spread ∆.



CAPÍTULO 4
Convergência local superlinear não
assintótica do método BFGS para
otimização multiobjetivo

Neste capítulo, discutimos sobre a convergência não assintótica (explícita)
do método BFGS para otimização multiobjetivo. Nas Seções 2.1 e 3.1.2, a taxa de
convergência local do método BFGS, escalar ou multiobjetivo, é obtida de maneira
assintótica, isto é,

lim
k→∞

‖xk+1 − x∗‖
‖xk − x∗‖

= 0.

Recentemente, surgiram alguns trabalhos na literatura que obtiveram convergência
não assintótica de métodos quase-Newton escalares. Em particular, foi proposto
por Rodomanov e Nesterov [67] uma versão gananciosa do método BFGS escalar
e caracterizada de forma explícita sua convergência. Posteriormente, em [69], os
mesmos autores exploraram a convergência local do método BFGS clássico e

mostraram que a taxa de convergência é
(
nL
kµ

)k/2
, em que µ é o parâmetro de

convexidade forte e L é a constante de Lipschitz do gradiente da função objetivo. Em
[68], os autores melhoraram esse resultado, mostrando que a taxa de convergência
depende do logaritmo do número de condição L

µ
. Inspirados nesses trabalhos,

buscamos obter a convergência superlinear para o método BFGS multiobjetivo de
maneira não assintótica. Consideraremos as hipóteses formalmente descritas a seguir.

Hipótese 4.1. (i) F é duas vezes continuamente diferenciável. (ii) Existem con-
tantes positivas µ, L ∈ R tais que

µIn � ∇2Fj(x) � LIn, (4-1)

para todo j = 1, . . . ,m e x ∈ Rn. Isto é, para cada j = 1, . . . ,m, Fj é µ-fortemente
convexa e ∇Fj é L-Lipschitz contínua. (iii) Existe uma constante positiva L2 ∈ R
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tal que, para cada j = 1, . . . ,m, ∇2Fj é L2-Lipschitz contínua, isto é,

‖∇2Fj(x)−∇2Fj(y)‖ ≤ L2‖x− y‖, (4-2)

para todo j = 1, . . . ,m, x, y ∈ Rn.

Observação 4.1. Seja χ = (%1, . . . , %m) ∈ Rm
+ tal que ‖χ‖1 = 1. Note que, como

consequência da condição (4-1), temos

µIn � ∇2Fχ(x) � LIn, e
1

L
In � ∇2Fχ(x)−1 � 1

µ
In, ∀ x ∈ Rn, (4-3)

em que ∇2Fχ(x)−1 =

(
m∑
j=1

%j∇2Fj(x)

)−1

.

A Hipótese 4.1 é ligeiramente mais forte do que as hipóteses consideradas
no Capítulo 3. Ressaltamos que essa suposição está alinhada com o caso escalar [67,
68,69]. Nessas referências, os autores usaram o conceito de função fortemente auto-
concordante que, até onde sabemos, não está definido para funções vetoriais. Dizemos
que f : Rn → R é fortemente auto-concordante se existe M > 0 tal que

∇2f(v)−∇2f(u) ≤M‖v − u‖∇2f(z)∇2f(w),

para quaisquer u, v, z, w ∈ Rn em que ‖v − u‖∇2f(z) =
√

(v − u)T∇2f(z)(v − u).
Para que o objetivo Fj, para algum j dado, seja fortemente auto-concordante,
é suficiente que Fj seja duas vezes continuamente diferenciável e as condi-
ções (4-1)–(4-2) sejam válidas, veja [67, Exemplo 4.1]. Assim, assumimos con-
dições suficientes para que os objetivos sejam fortemente auto-concordantes.

Algoritmo 4.1. Método BFGS com convergência superlinear não assintó-
tica

Seja x0 ∈ Rn. Faça B0
j = LIn, para todo j = 1, . . . ,m. Inicialize k ← 0.

Passo 1. Calcule a direção de busca
Calcule dk := d(xk) e θ(xk) como em (2-18) e (2-19), respectivamente.

Passo 2. Critério de parada
Se θ(xk) = 0, então PARE.

Passo 3. Atualização
Faça xk+1 := xk + dk.

Passo 4. Prepare a próxima iteração
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Para cada j = 1, . . . ,m, defina

Bk+1
j = Bk

j −
Bk
j sks

T
kB

k
j

sTkB
k
j sk

+
ykj (ykj )T

sTk y
k
j

,

em que ykj = ∇Fj(xk+1)−∇Fj(xk) e sk = xk+1 − xk. Faça k ← k + 1 e vá ao
Passo 1.

Ao longo desse capítulo, faremos o uso de diversos resultados que podem
ser encontrados em algum dos três trabalhos supramencionados. A seguir, definimos
algumas notações que simplificam em demasiado os cálculos apresentados.

i. Seja W ∈ Rn×n uma matriz simétrica e definida positiva. Dado v ∈ Rn,
denotamos:

‖v‖W :=
√
vTWv e ‖v‖?W :=

√
vTW−1v. (4-4)

ii Sejam duas matrizes simétricas B,G ∈ Rn×n, definimos o produto interno por

〈G,B〉 := Tr(GB). (4-5)

O determinante de B com respeito a G é dado por: Det(G,B) := Det(GB).
Além disso, dizemos que ξ é o menor (resp. maior) autovalor de B em relação
a G, se ξG � B (resp. �).

iii Sejam B,G ∈ Rn×n matrizes simétricas definidas positivas, definimos a função
potencial, barreira log-det aumentada, por:

Ψ(B,G) := 〈B−1, G−B〉 − ln Det(B−1, G)

= ln Det(G−1, B)− 〈B−1, B −G〉 ≥ 0,
(4-6)

em que a positividade está provada em [69].

A ideia de combinar o traço e o determinante para formar uma função potencial para
analisar métodos quase-Newton foi originalmente proposta em [6] (veja (2-31)). A
função (4-6) foi utilizada em [68, 69] para estudar a convergência superlinear do
método BFGS.

4.1 Resultados preliminares

Sob a Hipótese 4.1, o seguinte resultado mostra, em particular, que a função
escalar dada por uma combinação convexa dos objetivos Fj é fortemente auto-
concordante. Seja χ = (%1, . . . , %m) ∈ Rm

+ tal que ‖χ‖1 = 1, denotamos a função
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escalar Fχ : Rn → R por:

Fχ(x) :=
m∑
j=1

%jFj(x). (4-7)

Proposição 4.1. Suponha que vale a Hipótese 4.1. Sejam χ1, χ2, χ3 ∈ Rm
+ tais que

‖χ1‖1 = ‖χ2‖1 = ‖χ3‖1 = 1. Então, existe uma constante positiva M ∈ R tal que,
para todo u, v, z, w ∈ dom(F ), vale

∇2Fχ1(v)−∇2Fχ1(u) �M‖v − u‖∇2Fχ2 (z)∇2Fχ3(w), (4-8)

em que ‖v − u‖∇2Fχ2 (z)
(4-4)
=
√

(v − u)T∇2Fχ2(z)(v − u).

Demonstração. Note que, para todo u, v, z e w ∈ Rn, temos

∇2Fχ1(v)−∇2Fχ1(u)
(4-2)
� L2‖v − u‖In = L2〈v − u, v − u〉

1
2 In

= L2〈In(v − u), v − u〉
1
2 In

(4-3)
� L2

µ1/2
〈∇2Fχ2(z)(v − u), v − u〉

1
2 In

=
L2

µ1/2
‖v − u‖∇2Fχ2 (z)In

(4-3)
� L2

µ3/2
‖v − u‖∇2Fχ2 (z)∇2Fχ3(w).

Tomando M :=
L2

µ3/2
, obtemos o resultado desejado. �

Note que se tomarmos χ1, χ2, χ3 iguais ao j-ésimo vetor canônico, então a
Proposição 4.1 implica que Fj é fortemente auto-concordante. O próximo resultado,
inspirado pelo caso escalar [67, Lema 4.2], relaciona a Hessiana da função Fχ (veja
(4-7)) à Hessiana média.

Lema 4.1. Sejam χ1, χ2 ∈ Rm
+ tais que ‖χ1‖1 = ‖χ2‖1 = 1. Dados, x, y ∈ Rn,

defina
r := ‖y − x‖∇2Fχ2 (x)

(4-4)
=
√
〈y − x,∇2Fχ2(x)(y − x)〉. (4-9)

Sob as condições da Hipótese 4.1, temos

∇2Fχ1(x)

1 +Mr
� ∇2Fχ1(y) � (1 +Mr)∇2Fχ1(x), (4-10)

∇2Fχ1(x)

1 + Mr
2

� Ḡχ1(x) � (1 +
Mr

2
)∇2Fχ1(x), (4-11)

∇2Fχ1(y)

1 + Mr
2

� Ḡχ1(x) � (1 +
Mr

2
)∇2Fχ1(y), (4-12)

em que Ḡχ1(x) =
∫ 1

0
∇2Fχ1(x+ τ(y − x))dτ .
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Demonstração. Pela Hipótese 4.1, temos que a Proposição 4.1 é válida. Assim,
tomando u = z = w = x e v = y na condição (4-8), obtemos

∇2Fχ1(y)−∇2Fχ1(x) �Mr∇2Fχ1(x) =⇒ ∇2Fχ1(y) � (1 +Mr)∇2Fχ1(x).

Por outro lado, tomando v = z = x e u = w = y em (4-8), obtemos

∇2Fχ1(x)−∇2Fχ1(y) �Mr∇2Fχ1(y) =⇒ ∇2Fχ1(x) � (1 +Mr)∇2Fχ1(y),

provando assim (4-10).
Considere (4-12). Em (4-8) tome z = x, w = u = y, v = x+ τh, para τ ≥ 0,

em que h = y − x. Assim,

∇2Fχ1(x+ τh)−∇2Fχ1(y) �M‖x+ τh− y‖∇2Fχ2 (x)∇2Fχ1(y)

= M‖τh− h‖∇2Fχ2 (x)∇2Fχ1(y) = M |1− τ |r∇2Fχ1(y).

Integrando em ambos os lados, obtemos

1∫
0

∇2Fχ1(x+ τh)dτ −∇2Fχ1(y) � M(2τ − τ 2)

2
r∇2Fχ1(y)

∣∣∣∣∣
1

0

,

isto é, Ḡχ1(x) � (1 + Mr
2

)∇2Fχ1(y). Por fim, fazendo v = y, z = x, w arbitrário e
u = x+ τh, para τ ≥ 0, em (4-8), obtemos:

∇2Fχ1(y)−∇2Fχ1(x+ τh) �M‖h− τh‖x∇2Fχ1(w) = M |1− τ |r∇2Fχ1(w).

Integrando em ambos os lados temos

∇2Fχ1(y)−
1∫

0

∇2Fχ1(x+ τh)dτ � M(2τ − τ 2)

2
r∇2Fχ1(w)

∣∣∣∣∣
1

0

,

isto é, ∇2Fχ1(y)− Ḡχ1(x) � Mr

2
∇2Fχ1(w), para todo w ∈ Rn. Tomando w = x+τh

e integrando novamente obtemos

∇2Fχ1(y)− Ḡχ1(x) � Mr

2

1∫
0

∇2Fχ1(x+ τh)dτ =
Mr

2
Ḡχ1(x),

obtendo (4-10). A prova de (4-11) é análoga. �
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As demonstrações dos lemas a seguir podem ser encontradas em [69,
Lema 6.1] e [69, Lema 2.1], respectivamente. Nesse último, os autores provaram que a
atualização Bk+1 preserva uma determinada condição de limitação. A demonstração
para o caso multiobjetivo segue imediatamente do caso escalar, porém, por uma
questão de completude, a colocamos neste trabalho.

Lema 4.2. [69, Lema 6.1] Sejam A,B ∈ Rn×n duas matrizes simétricas tais que
0 ≺ A � B. Então, para qualquer v ∈ Rn \ {0}, temos

A− AvvTA

vTAv
� B − BvvTB

vTBv
.

Lema 4.3. [69, Lema 2.1] Suponha que vale a Hipótese 4.1. Se

1

a1

Ḡk
j � Bk

j � a2Ḡ
k
j , j = 1, . . . ,m,

em que a1, a2 ≥ 1, então

1

a1

Ḡk
j � Bk+1

j � a2Ḡ
k
j , j = 1, . . . ,m.

Demonstração. Dado j = 1, . . . ,m, pelo Lema 4.2, temos

1

a1

Ḡk
j −

1
a1
Ḡk
j sks

T
k

1
a1
Ḡk
j

sTk
1
a1
Ḡk
j sk

� Bk
j −

Bk
j sks

T
kB

k
j

sTkB
k
j sk

� a2Ḡ
k
j −

a2Ḡ
k
j sks

T
k a2Ḡ

k
j

sTk a2Ḡk
j sk

. (4-13)

Assim, por um lado

Bk+1
j = Bk

j −
Bk
j sks

T
kB

k
j

sTkB
k
j sk

+
ykj (ykj )T

sTk y
k
j

(3-5)
= Bk

j −
Bk
j sks

T
kB

k
j

sTkB
k
j sk

+
Ḡk
j sks

T
k Ḡ

k
j

sTk Ḡ
k
j sk

(4-13)
� a2

(
Ḡk
j −

Ḡk
j sks

T
k Ḡ

k
j

sTk Ḡ
k
j sk

)
+
Ḡk
j sks

T
k Ḡ

k
j

sTk Ḡ
k
j sk

= a2Ḡ
k
j − (a2 − 1)

Ḡk
j sks

T
k Ḡ

k
j

sTk Ḡ
k
j sk

� a2Ḡ
k
j ,

em que a última desigualdade segue por a2 ≥ 1 e Ḡk
j sks

T
k Ḡ

k
j � 0. Por outro lado,

Bk+1
j = Bk

j −
Bk
j sks

T
kB

k
j

sTkB
k
j sk

+
ykj (ykj )T

sTk y
k
j

(4-13)
� 1

a1

(
Ḡk
j −

Ḡk
j sks

T
k Ḡ

k
j

sTk Ḡ
k
j sk

)
+
Ḡk
j sks

T
k Ḡ

k
j

sTk Ḡ
k
j sk

=
1

a1

Ḡk
j + (1− 1

a1

)
Ḡk
j sks

T
k Ḡ

k
j

sTk Ḡ
k
j sk

� 1

a1

Ḡk
j ,

provando o resultado desejado. �
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O resultado a seguir, baseado em [68, Lema 5.2] e [69, Teorema 4.1],
relaciona os autovalores das aproximações das Hessianas com os autovalores das
Hessianas verdadeiras. O resultado envolve a norma definida em (4-9), a qual será
considerada com uma combinação convexa conveniente. Seja χ = (%1, . . . , %m) ∈ Rm

+

com ‖χ‖1 = 1. Defina:

Bk
χ :=

m∑
j=1

%jB
k
j . (4-14)

Observação 4.2. Para todo x ∈ R, temos:

1 + x ≤ ex e 1− x ≤ e−x. (4-15)

Teorema 4.1. Assuma a Hipótese 4.1. Para todo k ≥ 0 seja

ξk := e
M

k−1∑
i=0

ri
, (4-16)

em que

ri := ‖xi+1 − xi‖∇2Fλi (x
i)

(4-4)
=
√
〈xi+1 − xi,∇2Fλi(x

i)(xi+1 − xi)〉, (4-17)

e λi ≡ λ(xi) é o multiplicador de Lagrange do subproblema (2-20). Seja χ ∈ Rm
+ tal

que ‖χ‖1 = 1. Então, para todo k ≥ 0, temos:

ξk ≤
(

1 +
Mrk

2

)
e
M

k−1∑
i=0

ri
=: ξ′k ≤ ξk+1, (4-18)

e

1

ξk
∇2Fχ(xk) � Bk

χ � ξk
L

µ
∇2Fχ(xk), (4-19)

1

ξk+1

Ḡk
χ � Bk

χ � ξk+1
L

µ
Ḡk
χ. (4-20)

Demonstração. Note que

ξk = e
M

k−1∑
i=0

ri
≤
(

1 +
Mrk

2

)
e
M

k−1∑
i=0

ri (4-15)
≤ e

Mrk
2 e

M
k−1∑
i=0

ri
≤ e

M
k∑
i=0

ri
= ξk+1, (4-21)

em que ξ0 = 1† e B0
j = LIn, para todo j = 1, . . . ,m. Portanto, para k = 0, temos

†Estamos considerando que a soma sobre o conjunto vazio é definida como zero.



4.1 Resultados preliminares 106

B0
χ = LIn e, pela Hipótese 4.1,

∇2Fχ(x0) � LIn �
L

µ
∇2Fχ(x0),

mostrando que vale (4-19) para k = 0. Agora, por indução, suponha que (4-19) é
válido para algum k ≥ 0, logo

1

ξk+1

Ḡk
χ

(4-18)
� 1

ξ′k
Ḡk
χ =

1

ξk(1 + Mrk
2

)
Ḡk
χ

(4-11)
� 1

ξk
∇2Fχ(xk)

(4-19)
� Bk

χ

(4-19)
� ξk

L

µ
∇2Fχ(xk)

(4-11)
� ξk

L

µ

(
1 +

Mrk
2

)
Ḡk
χ = ξ′k

L

µ
Ḡk
χ

(4-18)
� ξk+1

L

µ
Ḡk
χ,

(4-22)

obtendo assim (4-20). Agora, nos resta mostrar que (4-19) é válido para k + 1. Pelo
Lema 4.3 e por (4-22), temos

1

ξ′k
Ḡk
χ � Bk+1

χ � ξ′k
L

µ
Ḡk
χ. (4-23)

Assim, por um lado, a condição (4-12) garante que

Bk+1
χ

(4-23)
�

(
1 +

Mrk
2

)
ξ′k
L

µ
∇2Fχ(xk+1) =

(
1 +

Mrk
2

)2

ξk
L

µ
∇2Fχ(xk+1)

(4-15)
� eMrkξk

L

µ
∇2Fχ(xk+1) = eMrke

∑k−1
i=0 Mri

L

µ
∇2Fχ(xk+1)

= ξk+1
L

µ
∇2Fχ(xk+1).

Por outro lado, a mesma condição (4-12) também garante que

Bk+1
χ

(4-23)
� ∇2Fχ(xk+1)(

1 +
Mrk

2

)
ξ′k

=
∇2Fχ(xk+1)(
1 +

Mrk
2

)2

ξk

(4-15)
� ∇2Fχ(xk+1)

eMrkξk
=
∇2Fχ(xk+1)

ξk+1

,

concluindo assim a prova. �

A seguir enunciamos um resultado técnico cuja demostração pode ser
encontrada em [68, Lema 3.3].

Lema 4.4. [68, Lema 3.3] Para quaisquer números reais α ≥ β > 0, temos
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α + 1
β
− 1 ≥ 1, e

α− ln β − 1 ≥
√

3

2 +
√

3
ln

(
α +

1

β
− 1

)
≥ 6

13
ln

(
α +

1

β
− 1

)
. (4-24)

O resultado a seguir é usado em [68, Lema 3.4] sem uma prova formal, a
qual apresentaremos aqui.

Proposição 4.2. Para qualquer k ≥ 0 e j = 1, . . . ,m temos

sTk Ḡ
k
j sk

sTkB
k
j sk
≤
sTk Ḡ

k
jH

k
j Ḡ

k
j sk

sTk Ḡ
k
j sk

. (4-25)

Demonstração. Considere u =
(
Bk
j

) 1
2
sk e v =

(
Hk
j

) 1
2
Ḡk
j sk. Então, por Cauchy-

Schwarz, obtemos

(
sTk Ḡ

k
j sk

)2

=

(
sTk

(
Bk
j

) 1
2
(
Hk
j

) 1
2
Ḡk
j sk

)2

= 〈u, v〉2 ≤ ‖u‖2‖y‖2 = uTuvTv

= sTk

(
Bk
j

) 1
2
(
Bk
j

) 1
2
sks

T
k Ḡ

k
j

(
Hk
j

) 1
2
(
Hk
j

) 1
2
Ḡk
j sk

= sTkB
k
j sks

T
k Ḡ

k
jH

k
j Ḡ

k
j sk,

provando o resultado desejado. �

Uma maneira de mensurar a proximidade entre as matrizes Bk
j e Ḡk

j , ao
longo da direção sk, é:

ν(Ḡk
j , B

k
j ) :=

〈(Bk
j − Ḡk

j )H
k
j (Bk

j − Ḡk
j )sk, sk〉1/2

〈Ḡk
j sk, sk〉1/2

=
‖(Bk

j − Ḡk
j )sk‖?Bkj

‖sk‖Ḡkj
. (4-26)

Essa medida, para o caso escalar, foi definida inicialmente em [68]. Agora, vamos
provar que a função potencial (4-6) pode ser limitada inferiormente por uma função
logarítmica de ν. O roteiro de prova desse resultado não difere do caso escalar [68,
Lema 3.4], porém, por uma questão de completude, está feito aqui.

Lema 4.5. [68, Lema 3.4] Suponha que vale a Hipótese 4.1. Para algum j =

1, . . . ,m e k ≥ 0, temos

Ψ(Bk
j , Ḡ

k
j )−Ψ(Bk+1

j , Ḡk
j ) ≥

6

13
ln
(

1 + ν(Ḡk
j , B

k
j )2
)
.
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Demonstração. Note que(
Hk
j −Hk+1

j

)
Ḡk
j

(3-2)
=

[
Hk
j −

(
(I − ρkj sk(ykj )T )Hk

j (I − ρkjykj sTk ) + ρkj sks
T
k

)]
Ḡk
j

=

[
Hk
j y

k
j s
T
k

sTk y
k
j

+
sk(y

k
j )THk

j

sTk y
k
j

−
sk(y

k
j )THk

j y
k
j s
T
k

(sTk y
k
j )2

− sks
T
k

sTk y
k
j

]
Ḡk
j

=

Hk
j y

k
j s
T
k + sk(y

k
j )THk

j

sTk y
k
j

−

(
(ykj )THk

j y
k
j

sTk y
k
j

+ 1

)
sks

T
k

sTk y
k
j

 Ḡk
j

(3-5)
=

[
Hk
j Ḡ

k
j sks

T
k + sks

T
k Ḡ

k
jH

k
j

sTk Ḡ
k
j sk

−

(
sTk Ḡ

k
jH

k
j Ḡ

k
j sk

sTk Ḡ
k
j sk

+ 1

)
sks

T
k

sTk Ḡ
k
j sk

 Ḡk
j

=
Hk
j Ḡ

k
j sks

T
k Ḡ

k
j + sks

T
k Ḡ

k
jH

k
j Ḡ

k
j

sTk Ḡ
k
j sk

−

(
sTk Ḡ

k
jH

k
j Ḡ

k
j sk

sTk Ḡ
k
j sk

+ 1

)
sks

T
k Ḡ

k
j

sTk Ḡ
k
j sk

.

Consequentemente,

Tr

((
Hk
j −Hk+1

j

)
Ḡk
j

)
=

[
Tr
(
Hk
j Ḡ

k
j sks

T
k Ḡ

k
j + sks

T
k Ḡ

k
jH

k
j Ḡ

k
j

)] 1

sTk Ḡ
k
j sk

−

(
sTk Ḡ

k
jH

k
j Ḡ

k
j sk

sTk Ḡ
k
j sk

+ 1

)
Tr
(
sks

T
k Ḡ

k
j

)
sTk Ḡ

k
j sk

=
sTk Ḡ

k
jH

k
j Ḡ

k
j sk

sTk Ḡ
k
j sk

− 1.

Além disso,

Det
(
Hk+1
j Bk

j

)
=

[
Det

(
Bk+1
j Hk

j

)]−1
(2-33)
=

[
Det(Bk

j )
sTk y

k
j

sTkB
k
j sk

Det
(
Hk
j

)]−1

(3-5)
=

sTkB
k
j sk

sTk Ḡ
k
j sk

.
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Assim, tomando α :=
sTk Ḡ

k
jH

k
j Ḡ

k
j sk

sTk Ḡ
k
j sk

(4-25)
≥

sTk Ḡ
k
j sk

sTkB
k
j sk

=: β, temos

Ψ(Bk
j , Ḡ

k
j )−Ψ(Bk+1

j , Ḡk
j )

(4-6)
= ln Det

(
(Ḡk

j )
−1Bk

j

)
− 〈Hk

j , B
k
j − Ḡk

j 〉

− ln Det
(

(Ḡk
j )
−1Bk+1

j

)
+ 〈Hk+1

j , Bk+1
j − Ḡk

j 〉

(4-5)
= 〈Hk

j −Hk+1
j , Ḡk

j 〉+ ln
DetBk

j

DetBk+1
j

= Tr

((
Hk
j −Hk+1

j

)
Ḡk
j

)
+ ln Det

(
Hk+1
j Bk

j

)
=
sTk Ḡ

k
jH

k
j Ḡ

k
j sk

sTk Ḡ
k
j sk

− 1 + ln

(
sTkB

k
j sk

sTk Ḡ
k
j sk

)

= α− ln β − 1
(4-24)
≥ 6

13
ln(α +

1

β
− 1).

Por fim, basta notar que

α +
1

β
− 1 =

sTk Ḡ
k
jH

k
j Ḡ

k
j sk

sTk Ḡ
k
j sk

+
sTkB

k
j sk

sTk Ḡ
k
j sk
− 1 =

sTk

(
Bk
j + Ḡk

jH
k
j Ḡ

k
j

)
sk

sTk Ḡ
k
j sk

− 1

=
sTk

(
Bk
j + Ḡk

jH
k
j Ḡ

k
j − Ḡk

j

)
sk

sTk Ḡ
k
j sk

=
sTk (Bk

j − Ḡk
j )H

k
j (Bk

j − Ḡk
j )sk + sTk Ḡ

k
j sk

sTk Ḡ
k
j sk

(4-26)
= 1 + ν(Ḡk

j , B
k
j )2,

obtendo o resultado desejado. �

A medida definida em (4-26) é a razão entre a norma de (Bk
j − Ḡk

j )sk,
em relação a Hk

j , e a norma de sk, em relação a Ḡk
j . Para mudar as métricas

correspondentes para Hk+1
j e Bk

j , respectivamente, a expressão é penalizada com
o menor autovalor de Bk

j em relação a Ḡk
j . O resultado a seguir foi estabelecido

em [68, Lema 3.5], contudo, por uma questão de completude vamos apresentá-lo
aqui.

Lema 4.6. [68, Lema 3.5] Dado algum k ≥ 0, sejam Ḡk
j e Bk

j tais que
1

ξ
Ḡk
j � Bk

j

para alguma constante ξ > 0 e para todo j = 1, . . . ,m. Então,

ν(Ḡk
j , B

k
j )2 ≥ 1

1 + ξ

‖(Bk
j − Ḡk

j )sk‖?Bk+1
j

‖sk‖Bkj
=

1

1 + ξ

〈(Bk
j − Ḡk

j )H
k+1
j (Bk

j − Ḡk
j )sk, sk〉

〈Bk
j sk, sk〉

.
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Demonstração. Inicialmente, note que Hk+1
j Ḡk

j sk = sk. De fato,

Hk+1
j

(3-2)
=

(
In −

sk(y
k
j )T

sTk y
k
j

)
Hk
j

(
In −

ykj s
T
k

sTk y
k
j

)
+
sks

T
k

sTk y
k
j

(3-5)
= Hk

j −
Hk
j Ḡ

k
j sks

T
k + sks

T
k Ḡ

k
jH

k
j

skḠk
j sk

+

(
sTk Ḡ

k
jH

k
j Ḡ

k
j sk

sTk Ḡ
k
j sk

+ 1

)
sks

T
k

sTk Ḡ
k
j sk

.

Consequentemente,

Hk+1
j Ḡk

j sk = Hk
j Ḡ

k
j sk −

Hk
j Ḡ

k
j sks

T
k Ḡ

k
j sk + sks

T
k Ḡ

k
jH

k
j Ḡ

k
j sk

skḠk
j sk

+

(
sTk Ḡ

k
jH

k
j Ḡ

k
j sk

sTk Ḡ
k
j sk

+ 1

)
sks

T
k Ḡ

k
j sk

sTk Ḡ
k
j sk

= sk.

(4-27)

Agora, note que

〈(Bk
j − Ḡk

j )H
k+1
j (Bk

j − Ḡk
j )sk, sk〉

〈Bk
j sk, sk〉

=
〈Bk

jH
k+1
j Bk

j sk, sk〉
〈Bk

j sk, sk〉
+
〈Hk+1

j Ḡk
j sk, Ḡ

k
j sk〉

〈Bk
j sk, sk〉

−
〈Hk+1

j Ḡk
j sk, B

k
j sk〉+ 〈Bk

j sk, H
k+1
j Ḡk

j sk〉
〈Bk

j sk, sk〉

(4-27)
=
〈Bk

jH
k+1
j Bk

j sk, sk〉
〈Bk

j sk, sk〉
+
〈sk, Ḡk

j sk〉
〈Bk

j sk, sk〉

−
〈sk, Bk

j sk〉+ 〈Bk
j sk, sk〉

〈Bk
j sk, sk〉

=
〈Bk

jH
k+1
j Bk

j sk, sk〉
〈Bk

j sk, sk〉
+
〈sk, Ḡk

j sk〉
〈Bk

j sk, sk〉
− 2.

(4-28)

Além disso, também temos

〈Bk
jH

k+1
j Bk

j sk, sk〉 = sTkB
k
jH

k
jB

k
j sk −

sTkB
k
jH

k
j Ḡ

k
j sks

T
kB

k
j sk + sTkB

k
j sks

T
k Ḡ

k
jH

k
jB

k
j sk

skḠk
j sk

+

(
sTk Ḡ

k
jH

k
j Ḡ

k
j sk

sTk Ḡ
k
j sk

+ 1

)
sTkB

k
j sks

T
kB

k
j sk

sTk Ḡ
k
j sk

= −sTkBk
j sk +

(
sTk Ḡ

k
jH

k
j Ḡ

k
j sk

sTk Ḡ
k
j sk

+ 1

)
(sTkB

k
j sk)

2

sTk Ḡ
k
j sk

.

Logo,
〈Bk

jH
k+1
j Bk

j sk, sk〉
〈Bk

j sk, sk〉
= −1 +

(
sTk Ḡ

k
jH

k
j Ḡ

k
j sk

sTk Ḡ
k
j sk

+ 1

)
sTkB

k
j sk

sTk Ḡ
k
j sk

. (4-29)
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Denotando ν := ν(Ḡk
j , B

k
j ), temos

ν2 (4-26)
=
〈(Bk

j − Ḡk
j )H

k
j (Bk

j − Ḡk
j )sk, sk〉

〈Ḡk
j sk, sk〉

=
〈Bk

j sk, sk〉
〈Ḡk

j sk, sk〉
+
〈Ḡk

jH
k
j Ḡ

k
j sk, sk〉

〈Ḡk
j sk, sk〉

− 2.

(4-30)

Consequentemente, por
1

ξ
Ḡk
j � Bk

j , temos

(1 + ξ)ν2 =

(
〈Ḡk

j sk, sk〉
〈Ḡk

j sk, sk〉
ξ + 1

)
ν2 =

(
〈Bk

jH
k
j Ḡ

k
j sk, sk〉

〈Ḡk
j sk, sk〉

ξ + 1

)
ν2

≥

(
〈Ḡk

jH
k
j Ḡ

k
j sk, sk〉

〈Ḡk
j sk, sk〉

+ 1

)
ν2

(4-30)
=

(
〈Ḡk

jH
k
j Ḡ

k
j sk, sk〉

〈Ḡk
j sk, sk〉

+ 1

)(
〈Bk

j sk, sk〉
〈Ḡk

j sk, sk〉
+
〈Ḡk

jH
k
j Ḡ

k
j sk, sk〉

〈Ḡk
j sk, sk〉

− 2

)

=

(
〈Ḡk

jH
k
j Ḡ

k
j sk, sk〉

〈Ḡk
j sk, sk〉

+ 1

)
〈Bk

j sk, sk〉
〈Ḡk

j sk, sk〉
+
〈Ḡk

jH
k
j Ḡ

k
j sk, sk〉2

〈Ḡk
j sk, sk〉2

−
〈Ḡk

jH
k
j Ḡ

k
j sk, sk〉

〈Ḡk
j sk, sk〉

− 2

(4-29)
≥
〈Bk

jH
k+1
j Bk

j sk, sk〉
〈Bk

j sk, sk〉
+
〈Ḡk

jH
k
j Ḡ

k
j sk, sk〉2

〈Ḡk
j sk, sk〉2

−
〈Ḡk

jH
k
j Ḡ

k
j sk, sk〉

〈Ḡk
j sk, sk〉

− 1.

(4-31)

Portanto,

(1 + ξ)ν2 −
〈(Bk

j − Ḡk
j )H

k+1
j (Bk

j − Ḡk
j )sk, sk〉

〈Bk
j sk, sk〉

(4-28)
= (1 + ξ)ν2 −

〈Bk
jH

k+1
j Bk

j sk, sk〉
〈Bk

j sk, sk〉
−
〈sk, Ḡk

j sk〉
〈Bk

j sk, sk〉
+ 2

(4-31)
≥
〈Bk

jH
k+1
j Bk

j sk, sk〉
〈Bk

j sk, sk〉
+
〈Ḡk

jH
k
j Ḡ

k
j sk, sk〉2

〈Ḡk
j sk, sk〉2

−
〈Ḡk

jH
k
j Ḡ

k
j sk, sk〉

〈Ḡk
j sk, sk〉

− 1−
〈Bk

jH
k+1
j Bk

j sk, sk〉
〈Bk

j sk, sk〉
−
〈sk, Ḡk

j sk〉
〈Bk

j sk, sk〉
+ 2

(4-25)
≥
〈Ḡk

jH
k
j Ḡ

k
j sk, sk〉2

〈Ḡk
j sk, sk〉2

− 2
〈Ḡk

jH
k
j Ḡ

k
j sk, sk〉

〈Ḡk
j sk, sk〉

+ 1

=

(
〈Ḡk

jH
k
j Ḡ

k
j sk, sk〉

〈Ḡk
j sk, sk〉

− 1

)2

≥ 0.

�



4.2 Convergência superlinear não assintótica 112

4.2 Convergência superlinear não assintótica

Nesta seção, vamos provar de maneira não assintótica que a taxa de
convergência do Algoritmo 4.1 é Q-superlinear. Para tal, ao longo desta seção vamos
supor que

ξk ≤
√

3

2
, ∀ k ≥ 0, (4-32)

em que ξk está definido em (4-16). Na Seção 4.3, fazemos uma análise de como
garantir que vale (4-32). Por essa condição, temos

1 +
Mrk

2

(4-15)
≤ e

Mrk
2 ≤

(
eM

∑k
i=0 ri

)1/2

≤
(

3

2

)1/4

. (4-33)

Além disso, (4-32) também implica que as sequências {‖Bk
j ‖} e {‖Hk

j ‖}, para todo
j = 1, . . . ,m, são limitadas. De fato, dado χ ∈ Rm

+ tal que ‖χ‖1 = 1, por (4-19) e
(4-1), temos

1

ξk
µIn �

1

ξk
∇2Fχ(xk) � Bk

χ � ξk
L

µ
∇2Fχ(xk) � ξk

L2

µ
In,

para todo k ≥ 0. Assim, por (4-32), obtemos

1√
3
2

µIn �
1

ξk
µIn � Bk

χ � ξk
L2

µ
In �

√
3

2

L2

µ
In.

Definindo

a :=

√
2

3
µ e b :=

√
3

2

L2

µ
, (4-34)

temos

aIn � Bk
χ � bIn e

1

b
In � (Bk

χ)−1 � 1

a
In, (4-35)

para todo k ≥ 0. Esse resultado é fundamental para o desenvolvimento da análise
feita neste capítulo, pois em diversos pontos das demonstrações precisamos substituir
a matriz Bk

χ (ou (Bk
χ)−1) pela identidade In.

O lema a seguir, inspirado em [28, Lema 4.3], é crucial para mostrar o
principal resultado desta seção (Teorema 4.2).

Lema 4.7. Suponha que vale a Hipótese 4.1. Dado χ = (%1, . . . , %m) ∈ Rm
+ tal que
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‖χ‖1 = 1, então

2|θ(xk)| ≤

(∥∥∥∇Fχ(xk)
∥∥∥?
Bkχ

)2

, k ≥ 0. (4-36)

Demonstração. Sabemos que a Lagrangiana do problema (2-20), para algum xk,
é dada por:

L((t, d), λ) = t+
m∑
j=1

λj

(
∇Fj(xk)Td+

1

2
dTBk

j d− t
)
,

em que λ := (λ1, . . . , λm) ∈ Rm. O problema dual associado é:

max
λ∈Rm

inf
(t,d)∈R×Rn

L((t, d), λ)

s. a. λ ≥ 0.
(4-37)

Como o problema (2-20) tem solução e existem multiplicadores de Lagrange λ(xk) =

(λ1(xk), . . . , λm(xk)) ∈ Rm, então o conjunto de soluções do problema dual (4-37)
coincide com o conjunto de multiplicadores de Lagrange do problema primal (2-22),
além disso, não há gap de dualidade, isto é, θ(xk) (veja (2-23)) é o valor ótimo de
(4-37) (veja [41, Teorema 5.2.18]). Logo,

θ(xk) = max
λ∈Rm+

inf
(t,d)∈R×Rn

L((t, d), λ)

= inf
d∈Rn

m∑
j=1

λj(x
k)

(
∇Fj(xk)Td+

1

2
dTBk

j d

)

≥ inf
d∈Rn

m∑
j=1

%j

(
∇Fj(xk)Td+

1

2
dTBk

j d

)
= inf

d∈Rn

(
∇Fχ(xk)Td+

1

2
dTBk

χd

)

= −

(∥∥∇Fχ(xk)
∥∥?
Bkχ

)2

2
,

em que a segunda igualdade é válida, pois os multiplicadores do problema (2-20)
coincidem com as soluções de (4-37) e

∑m
j=1 λj(x

k) = 1. Além disso, a última
igualdade vale, pois d 7→ ∇Fχ(xk)Td + 1

2
dTBk

χd é uma função fortemente convexa.
�

O próximo resultado estabelece uma versão preliminar do teorema sobre
a convergência superlinear do Algoritmo 4.1. Este resultado foi inspirado em
[68, Lema 5.4, e Teorema 5.1], contudo, como estamos tratando do contexto
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multiobjetivo, há algumas diferenças. A primeira delas é o surgimento de m

(quantidade de objetivos) na exponencial. Além disso, estabelecemos o resultado
com a norma euclidiana da direção de máxima descida generalizada, diferentemente
do caso escalar, em que foi utilizada uma norma do gradiente definida a partir da
Hessiana em um ponto.

Teorema 4.2. Suponha que vale a Hipótese 4.1. Para todo k ≥ 1, temos

‖dSD(xk)‖ ≤

[
81L4

16µ4

(
e

13
6
mn
k

ln 2L
µ − 1

)]k/2√3

2

L

µ
‖dSD(x0)‖.

Demonstração. Sem perda de generalidade, assuma que xi+1 − xi 6= 0 para todo
0 ≤ i ≤ k. Denote Ψi

j := Ψ(Bi
j, Ḡ

i
j), Ψ̃i+1

j := Ψ(Bi+1
j , Ḡi

j) e νij := ν(Ḡi
j, B

i
j). Sejam

j = 1, . . . ,m e 0 ≤ i ≤ k − 1 fixados, porém arbitrários. Pelo Lema 4.5, temos

6

13
ln
(

1 + (νij)
2
)
≤ Ψi

j − Ψ̃i+1
j = Ψi

j −Ψi+1
j + ∆i

j, (4-38)

em que ∆i
j := Ψi+1

j − Ψ̃i+1
j . Além disso,

∆i
j

(4-6)
= ln Det((Ḡi+1

j )−1Bi+1
j )− 〈(Bi+1

j )−1, Bi+1
j − Ḡi+1

j 〉

− ln Det((Ḡi
j)
−1Bi+1

j ) + 〈(Bi+1
j )−1, Bi+1

j − Ḡi
j〉

= 〈(Bi+1
j )−1, Ḡi+1

j − Ḡi
j〉+ ln Det((Ḡi+1

j )−1Bi+1
j )

− ln Det((Ḡi
j)
−1Bi+1

j )

= 〈(Bi+1
j )−1, Ḡi+1

j − Ḡi
j〉+ ln

Det
(

(Ḡi+1
j )−1Bi+1

j

)
Det

(
(Ḡi

j)
−1Bi+1

j

)


= 〈(Bi+1
j )−1, Ḡi+1

j − Ḡi
j〉+ ln

(
Det(Ḡi+1

j )−1

Det(Ḡi
j)
−1

)
= 〈(Bi+1

j )−1, Ḡi+1
j − Ḡi

j〉+ ln Det
(

(Ḡi+1
j )−1Ḡi

j

)
.

Note que

Ḡi
j

(4-12)
� 1

1 + Mri
2

∇2Fj(x
i+1)

(4-11)
� 1

1 + Mri
2

1

1 + Mri+1

2

Ḡi+1
j

(4-15)
� e−

M
2

(ri+ri+1)Ḡi+1
j

(4-15)
�

(
1− M

2
(ri + ri+1)

)
Ḡi+1
j .
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Portanto, Ḡi+1
j − Ḡi

j � M
2

(ri + ri+1)Ḡi+1
j . Assim,

k−1∑
i=0

〈(Bi+1
j )−1, Ḡi+1

j − Ḡi
j〉 ≤

M

2

k−1∑
i=0

(ri + ri+1)〈(Bi+1
j )−1, Ḡi+1

j 〉

(4-20)
≤ n

M

2

k−1∑
i=0

ξi+2(ri + ri+1)

(4-18)
≤ nξk+1

M

2

k−1∑
i=0

(ri + ri+1)

≤ nξk+1
M

2

k∑
i=0

2ri
(4-18)
= nξk+1 ln ξk+1.

Consequentemente,

k−1∑
i=0

∆i
j =

k−1∑
i=0

〈(Bi+1
j )−1, Ḡi+1

j − Ḡi
j〉+

k−1∑
i=0

ln Det
(

(Ḡi+1
j )−1Ḡi

j

)
≤ nξk+1 ln ξk+1 + ln

k−1∏
i=0

Det(Ḡi+1
j )−1Ḡi

j

= nξk+1 ln ξk+1 + ln Det(Ḡk
j )
−1Ḡ0

j .

(4-39)

Agora, somando (4-38) de 0 até k − 1, obtemos

6

13

k−1∑
i=0

ln
(

1 + (νij)
2
)
≤ Ψ0

j −Ψk
j +

k−1∑
i=0

∆i
j

(4-6)
≤ Ψ0

j +
k−1∑
i=0

∆i
j

(4-6)
= ln Det

(
(Ḡ0

j)
−1LIn

)
− 〈 1

L
In, LIn − Ḡ0

j〉+
k−1∑
i=0

∆i
j

(4-39)
≤ ln

(
Det

(
(Ḡk

j )
−1Ḡ0

j

)
Det

(
(Ḡ0

j)
−1LIn

))
− 〈 1

L
In, LIn − Ḡ0

j〉+ n ln ξ
ξk+1

k+1

= ln Det
(

(Ḡk
j )
−1LIn

)
− 〈 1

L
In, LIn − Ḡ0

j〉+ n ln ξ
ξk+1

k+1

(4-1)
≤ n ln

L

µ
+ n ln ξ

ξk+1

k+1 = n ln

(
ξ
ξk+1

k+1

L

µ

)
.

(4-40)

Pela condição (4-20), vale o Lema 4.6, assim:

(νij)
2 ≥ 1

1 + ξi+1

sTi (Bi
j − Ḡi

j)H
i+1
j (Bi

j − Ḡi
j)si

sTi B
i
jsi

(4-35)
≥ 1

1 + ξi+1

1

b2

‖(Bi
j − Ḡi

j)si‖2

‖si‖2
.

(4-41)
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Pela fórmula de Taylor, temos ∇Fj(xi+1) = ∇Fj(xi) + Ḡi
j(x

i+1 − xi). Logo, pela
condição (3-28) e lembrando que di = xi+1 − xi = si, temos

∇Fλi(xi+1) = ∇Fλi(xi) + Ḡi
λi

(xi+1 − xi) (2-21)
= −Bi

λi
(xi+1 − xi) + Ḡi

λi
(xi+1 − xi)

= −
(
Bi
λi
− Ḡi

λi

)
si.

(4-42)

Além disso, para todo j = 1, . . . ,m, temos

|θ(xi+1)|
|θ(xi)|

=
2|θ(xi+1)|
2|θ(xi)|

(2-23)
=

2|θ(xi+1)|
sTi B

i
λi
si

(4-36)
≤

(
‖∇Fλi(xi+1)‖?

Bi+1
λi

)2

sTi B
i
λi
si

(4-42)
=

(
‖(Bi

λi
− Ḡi

λi
)si‖?Bi+1

λi

)2

sTi B
i
λi
si

(4-35)
≤ 1

a2
max
j=1,...m

‖(Bi
j − Ḡi

j)si‖2

‖si‖2
.

(4-43)

Logo,

max
j=1,...m

(
νij

)2 (4-41)
≥ 1

1 + ξi+1

1

b2
max
j=1,...m

‖(Bi
j − Ḡi

j)si‖2

‖si‖2

(4-43)
≥ 1

1 + ξi+1

a2

b2

|θ(xi+1)|
|θ(xi)|

.

Assim,

k−1∏
i=0

max
j=1,...m

(
νij

)2

≥
k−1∏
i=0

1

1 + ξi+1

a2

b2

|θ(xi+1)|
|θ(xi)|

=
|θ(xk)|
|θ(x0)|

(
a

b

)2k k−1∏
i=0

1

1 + ξi+1

(4-18)
≥ |θ(xk)|
|θ(x0)|

(
a

b

)2k
1

(1 + ξk)k
.

(4-44)

Note que, como ln(·) é crescente e (νij)
2 é positivo, temos: ln(1 + max

j=1,...m
(νij)

2) =

ln( max
j=1,...m

{1 + (νij)
2}) = max

j=1,...m
ln(1 + (νij)

2). Desse modo,

6

13

k−1∑
i=0

ln(1 + max
j=1,...m

(νij)
2) =

6

13

k−1∑
i=0

max
j=1,...m

ln(1 + (νij)
2) ≤ 6

13

k−1∑
i=0

m∑
j=1

ln(1 + (νij)
2)

=
6

13

m∑
j=1

k−1∑
i=0

ln(1 + (νij)
2)

(4-40)
≤ mn ln

(
ξ
ξk+1

k+1

L

µ

)
.
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Consequentemente, pela convexidade de t 7→ ln(1 + et), segue que

13

6

mn

k
ln

(
ξ
ξk+1

k+1

L

µ

)
≥ 1

k

k−1∑
i=0

ln(1 + max
j=1,...m

(νij)
2) =

1

k

k−1∑
i=0

ln

(
1 + e

ln max
j

(νij)
2
)

≥ ln

1 + e
1
k

k−1∑
i=0

ln max
j

(νij)
2

 = ln

1 + e
ln

(
k−1∏
i=0

max
j

(νij)
2

) 1
k



= ln

1 +

k−1∏
i=0

max
j

(νij)
2

 1
k


(4-44)
≥ ln

1 +

(
|θ(xk)|
|θ(x0)|

(
a

b

)2k
1

(1 + ξk)k

) 1
k


= ln

(
1 +
|θ(xk)| 1k
|θ(x0)| 1k

(
a

b

)2
1

(1 + ξk)

)
.

Rearranjando, obtemos:

|θ(xk)| ≤

b2(1 + ξk)

a2

(
e

13
6
mn
k

ln

(
ξ
ξk+1
k+1

L
µ

)
− 1

)k |θ(x0)|.

Além disso, por (1-8) e pelo Lema 2.2, temos que |θSD(xk)| =
1

2
‖dSD(xk)‖2 e

1
b
|θSD(xk)| ≤ |θ(xk)| ≤ 1

a
|θSD(xk)|, respectivamente. Assim, segue que

‖dSD(xk)‖ ≤

b2(1 + ξk)

a2

(
e

13
6
mn
k

ln

(
ξ
ξk+1
k+1

L
µ

)
− 1

)k/2√ b

a
‖dSD(x0)‖.

Por fim, por (4-32) e (4-34), temos

‖dSD(xk)‖ ≤


9

(√
3
2
L2

µ

)2

4

(√
2
3
µ

)2

(
e

13
6
mn
k

ln

(
ξ
ξk+1
k+1

L
µ

)
− 1

)
k/2√√√√√

√
3
2
L2

µ√
2
3
µ
‖dSD(x0)‖

=

[
81L4

16µ4

(
e

13
6
mn
k

ln 2L
µ − 1

)]k/2√3

2

L

µ
‖dSD(x0)‖.

�



4.2 Convergência superlinear não assintótica 118

O corolário a seguir expressa a convergência superlinear usando uma norma
alternativa. Essa mudança em relação ao Teorema 4.2 nos permite comparar com o
resultado que foi obtido no caso escalar [68, Teorema 5.1], que utiliza uma norma
definida a partir da Hessiana. Além disso, essa maneira de expressar a convergência
superlinear será útil para compararmos a taxa que obtivemos nesta seção com a
obtida no Apêndice A (Teorema A.1).

Corolário 4.1. Sob as hipóteses do Teorema 4.2, temos

‖dSD(xk)‖?∇2F
λSD
k

(xk) ≤

[(
3L

2µ

)4 (
e

13
6
mn
k

ln 2L
µ − 1

)] k2 √3

2

(
L

µ

) 3
2

‖dSD(x0)‖?∇2F
λSD0

(x0),

em que λSDk := λSD(xk) é um multiplicador de Lagrange associado a xk do problema
(1-5).

Demonstração. Para todo k ≥ 0, temos(
‖dSD(xk)‖?∇2F

λSD
k

(xk)

)2
(4-4)
= 〈dSD(xk),∇2FλSDk (xk)−1dSD(xk)〉

(4-3)
≤ 1

µ
〈dSD(xk), IndSD(xk)〉 =

1

µ
‖dSD(xk)‖2.

Por outro lado,(
‖dSD(xk)‖?∇2F

λSD
k

(xk)

)2
(4-4)
= 〈dSD(xk),∇2FλSDk (xk)−1dSD(xk)〉

(4-3)
≥ 1

L
〈dSD(xk), IndSD(xk)〉 =

1

L
‖dSD(xk)‖2.

Portanto, pelo Teorema 4.2, segue que

‖dSD(xk)‖?∇2F
λSD
k

(xk) ≤
√

1

µ
‖dSD(xk)‖

≤
√

1

µ

[
81L4

16µ4

(
e

13
6
mn
k

ln 2L
µ − 1

)] k2 √3

2

L

µ
‖dSD(x0)‖

≤

[(
3L

2µ

)4 (
e

13
6
mn
k

ln 2L
µ − 1

)] k2 √3

2

(
L

µ

) 3
2

‖dSD(x0)‖?∇2F
λSD0

(x0).

�
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4.3 Sobre a limitação de ξk

A limitação de ξk (veja (4-32)) é crucial para garantir a validade dos
resultados que obtivemos neste capítulo e também no Apêndice A. Contudo, até onde
sabemos, a Hipótese 4.1 não é suficiente para obter tal limitação. Assim, faremos a
suposição adicional de que o passo unitário satisfaz as condições de Wolfe padrão,
conforme formalmente descrita a seguir.

Hipótese 4.2. O passo unitário satisfaz as condições de Wolfe padrão, isto é, dados
parâmetros algorítmicos 0 < c1 < c2 < 1, para todo k ≥ 0, temos que

Fj(x
k + dk) ≤ Fj(x

k) + c1D(xk, dk), ∀j = 1, . . . ,m,

D(xk + dk, dk) ≥ c2D(xk, dk).

Observação 4.3. (i) Vale ressaltar que na análise local de convergência assintótica,
veja Seção 3.1.2, provamos que o passo unitário satisfaz as condições de Wolfe padrão
(1-12)–(1-13) (Teorema 3.6). (ii) Sob as Hipóteses 4.1 e 4.2, o Algoritmo 4.1 coincide
com o Algoritmo 3.1 tomando B0

j = LIn para todo j = 1, . . . ,m.

Como consequência da Hipótese 4.2, a sequência {xk} gerada pelo Algo-
ritmo 4.1 converge para um ponto Pareto ótimo x∗. Assim, todos os resultados
obtidos na Seção 3.1 são válidos e serão usados aqui sem mais explicações. Em par-
ticular as sequências {‖Bk

j ‖} e {‖Hk
j ‖} são limitadas, veja Teorema 3.4. Logo, dado

χ ∈ Rm
+ com ‖χ‖1 = 1, existem constantes positivas a, b ∈ R tais que, para todo

k ≥ 0, vale

aIn � Bk
χ � bIn e

1

b
In � (Bk

χ)−1 � 1

a
In, (4-45)

em que Bk
χ está definido em (4-14). Essa limitação será crucial para mostrarmos o

resultado a seguir, que estabelece uma limitação para ξk. Apesar dessa limitação
também ser necessária no caso escalar, veja [69, Teorema 4.1] e [68, Teorema 5.1], o
roteiro de prova utilizado aqui segue uma linha distinta.

Proposição 4.3. Suponha que valem as Hipóteses 4.1 e 4.2 e x0 ∈ Rn é tal que

4ML

µ3/2
‖dSD(x0)‖ 1

1− q 1
2

≤
ln 3

2

2
, (4-46)

em que q := 1− (1− c2)c1a
2µ2

8L2b2
. Para todo k ≥ 0, temos:

ξk+1 ≤
√

3

2
. (4-47)
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Demonstração. Por (4-45), segue que

cos βkj =
sTkB

k
j sk

‖sk‖‖Bk
j sk‖

≥ a‖sk‖2

‖sk‖‖Bk
j ‖‖sk‖

≥ a

b
,

para todo j = 1, . . . ,m e k ≥ 0. Com isso, δk := minj=1,...,m cos βkj ≥ a/b. Logo,

F∗(x
k+1)− F∗(x∗)

(3-13)
≤

(
1− (1− c2)δ2

kc1µ
2

8L2

)(
F∗(x

k)− F∗(x∗)
)

≤

1−
(1− c2)

a2

b2
c1µ

2

8L2

(F∗(xk)− F∗(x∗))

=

(
1− (1− c2)c1a

2µ2

8L2b2

)(
F∗(x

k)− F∗(x∗)
)

≤ qk
(
F∗(x

0)− F∗(x∗)
)
.

Além disso, por (3-11), temos

‖xk+1 − x∗‖ ≤
[

2

µ

(
F∗(x

k+1)− F∗(x∗)
)] 1

2

≤
(
q

1
2

)k+1
[

2

µ

(
F∗(x

0)− F∗(x∗)
)] 1

2

.

Logo,

∑
k≥0

‖xk+1 − x∗‖ ≤
[

2

µ

(
F∗(x

0)− F∗(x∗)
)] 1

2
∞∑
k=0

(
q

1
2

)k+1

=

[
2

µ

(
F∗(x

0)− F∗(x∗)
)] 1

2 q
1
2

1− q 1
2

.

(4-48)

Por (4-46), temos

2ML1/2

[
2

µ

(
F∗(x

0)− F∗(x∗)
)] 1

2 1

1− q 1
2

(3-12)
≤ 2ML1/2

[
2

µ

2L

µ2
‖dSD(x0)‖2

] 1
2 1

1− q 1
2

≤
ln 3

2

2
.
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Agora, para mostrar (4-47), resta provar que M
∑k

i=0 ri ≤
ln 3

2

2
. De fato,

M
k∑
i=0

ri = M

k∑
i=0

〈xi+1 − xi,∇2Fλi(x
i)(xi+1 − xi)〉1/2

(4-3)
≤ ML1/2

k∑
i=0

〈xi+1 − xi, In(xi+1 − xi)〉1/2 = ML1/2

k∑
i=0

‖xi+1 − xi‖

≤ 2ML1/2

k∑
i=0

max{‖xi+1 − x∗‖, ‖xi − x∗‖}

(4-48)
≤ 2ML1/2

[
2

µ

(
F∗(x

0)− F∗(x∗)
)] 1

2

max

{
q

1
2

1− q 1
2

,
1

1− q 1
2

}

≤ 2ML1/2

[
2

µ

(
F∗(x

0)− F∗(x∗)
)] 1

2 1

1− q 1
2

,

em que a última desigualdade segue, pois q < 1. Portanto, por (4-21), temos

ξk+1 = eM
∑k
i=0 ri ≤ e

ln 3
2

2 =

√
3

2
∀ k ≥ 0.

�

4.4 Uma comparação entre taxas

Nesta seção, comparamos a taxa de convergência obtida no Teorema 4.2,
com a obtida no Teorema A.1, que é dada por:

‖dSD(xk)‖?∇2F
λSD
k

(xk) ≤

(
44L11mn

µ11k

) k
2

‖dSD(x0)‖?∇2F
λSD0

(x0). (4-49)

Essa comparação é interessante para que possamos ver como a taxa de convergência
apresentada neste capítulo é melhor, quando comparada com a que obtivemos no
Apêndice A.

Por um lado, o Corolário 4.1 garante que:

‖dSD(xk)‖?∇2F
λSD
k

(xk) ≤

[(
3L

2µ

)4 (
e

13
6
mn
k

ln 2L
µ − 1

)] k2 √3

2

(
L

µ

) 3
2

‖dSD(x0)‖?∇2F
λSD0

(x0).

Agora, vamos mostrar que a convergência superlinear se inicia quando k ≥ K0, em
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que

K0 :=
31L4mn

µ4
ln

2L

µ
≥
(

3L

2µ

)4
13

6
mn ln

2L

µ
≥ 1. (4-50)

Para isso, note que et ≤ 1
1−t = 1 + t

1−t , para qualquer t < 1. Assim,

e
13
6
mn
k

ln 2L
µ − 1 ≤

13
6
mn
k

ln 2L
µ

1− 13
6
mn
k

ln 2L
µ

(4-50)
≤

13
6
mn
k

ln 2L
µ

1−
(

2µ
3L

)4 ≤
13
6
mn
k

ln 2L
µ

1−
(

2
3

)4

=
81

65

13

6

mn

k
ln

2L

µ
=

27mn

10k
ln

2L

µ
.

(4-51)

Além disso,

(
L

µ

) 3
2

= e
3
2

ln L
µ ≤ e

3
2

ln 2L
µ

(4-50)
≤ e

k
7 = (e

2
7 )

k
2 ≤

(
3

2

) k
2

e
(

3

2

) 1
2 (4-50)
≤

(
3

2

) k
2
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(4-52)

Portanto,

‖dSD(xk)‖?∇2F
λSD
k

(xk) ≤

[(
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)4 (
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13
6
mn
k
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) 3
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) 3
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31L4mn

µ4k
ln

2L
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) k
2

‖dSD(x0)‖?∇2F
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(x0).

Assim, o momento de início da convergência superlinear ocorre quando

31L4mn

µ4k
ln

2L

µ
≤ 1,

isto é, quando k ≥ K0.
Por outro lado, a segunda taxa de convergência superlinear (4-49), se inicia

quando
44L11mn

µ11k
≤ 1,



4.4 Uma comparação entre taxas 123

isto é, quando k ≥ 44L11mn

µ11
=: K̄0. Portanto, ao compararmos K0 e K̄0, vemos

uma melhora significativa da taxa obtida na Seção 4.2 em relação à apresentada no
Apêndice A.



CAPÍTULO 5
Conclusão

Neste trabalho, propusemos três novos esquemas de atualizações BFGS para
problemas de otimização multiobjetivo, a saber (3-1), (3-43) e (3-58). Quando os ta-
manhos dos passos satisfazem as condições de Wolfe e as aproximações iniciais são
definidas positivas, os dois primeiros esquemas geram aproximações Hessianas defini-
das positivas. Até onde sabemos, os Algoritmos 3.1 e 3.2 são os primeiros algoritmos
do tipo BFGS projetados para problemas multiobjetivo não convexos que atualizam
as aproximações Hessianas a cada iteração. Por outro lado, a atualização cautelosa
adotada na terceira proposta se mantém definida positiva, independentemente de
busca linear. Como consequência, os Algoritmos 3.1, 3.2 e 3.3 estão bem definidos
mesmo para problemas gerais não convexos. Fornecemos um estudo abrangente das
principais propriedades de convergência global e local dos métodos, usando hipóte-
ses que são extensões naturais daquelas feitas para o caso escalar. Em particular, os
Algoritmos 3.2 e 3.3 são globalmente convergentes mesmo para problemas multiob-
jetivo não convexos. Os experimentos numéricos sugerem que as técnicas propostas
aqui promovem um aperfeiçoamento prático do método BFGS multiobjetivo. Espe-
ramos que essas técnicas também possam ser úteis para outras variantes de métodos
quase-Newton para otimização multiobjetivo.

Por fim, caracterizamos explicitamente a convergência local superlinear do
método BFGS para otimização multiobjetivo. Para isso, assumimos que o passo
unitário satisfaz as condições de Wolfe. Acreditamos que seja possível caracterizar
a região de aceite do passo unitário em termos da norma da direção de máxima
descida generalizada. Além do mais, a taxa de convergência que obtivemos não se
reduz (tomando m = 1) à taxa obtida no caso escalar [68]. Esses são indicativos
que os resultado obtidos no Capítulo 4 podem ser aprimorados, o que pretendemos
explorar em trabalhos futuros.
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APÊNDICE A
Uma versão preliminar da convergência
explícita do Algoritmo 4.1

Neste apêndice, assim como no Capítulo 4, vamos desenvolver os resultados
necessários para mostrar, de maneira não assintótica, que o Algoritmo 4.1 possui taxa
de convergência Q-superlinear. Vale destacar, que a análise apresentada aqui nos leva
a uma taxa inferior quando comparada àquela que calculamos na Seção 4.2, veja a
Seção 4.4. Contudo, o roteiro de prova desenvolvido aqui usa técnicas alternativas,
as quais acreditamos que podem ser úteis para futuros estudos de métodos quase-
Newton.

Ao longo deste apêndice, vamos considerar as hipóteses feitas no Capítulo 4,
isto é, vamos supor que vale a Hipótese 4.1 e a condição (4-32). Iniciaremos, com
o incremento de alguns resultados iniciais, calculando a taxa de convergência linear
do Algoritmo 4.1.

Considere a função de uma variável ω : (−1,+∞)→ R, definida por:

ω(t) := t− ln(1 + t) ≥ 0. (A-1)

Note que ω é uma função convexa, decrescente em (−1, 0] e crescente em [0,+∞).
Além disso, temos:

t2

2(1 + t)
≤ ω(t) ≤ t2

2 + t
, ∀ t ≥ 0. (A-2)

Os próximos dois lemas podem ser encontrados em [69].

Lema A.1. [69, Lema 2.3] Para quaisquer números reais α ≥ β > 0, temos

α− ln β − 1 ≥ ω(
√
αβ − 2β + 1).

Agora, dado χ ∈ Rm
+ tal que ‖χ‖1 = 1, definimos uma maneira de medir a
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proximidade entre as matrizes Bk
χ e Ḡk

χ, ao longo da direção sk, por:

ϕ(Ḡk
χ, B

k
χ) :=

〈(Bk
χ − Ḡk

χ)(Ḡk
χ)−1(Bk

χ − Ḡk
χ)sk, sk〉1/2

〈Bk
χ(Ḡk

χ)−1Bk
χsk, sk〉1/2

=
‖(Bk

χ − Ḡk
χ)sk‖?Ḡkχ

‖sk‖?Ḡkχ
. (A-3)

Quando χ = ej em que ej é o j-ésimo vetor canônico denotaremos, por simplicidade,
ϕ(Ḡk

ej
, Bk

ej
) = ϕ(Ḡk

j , B
k
j ). A medida (A-3) se difere da que definimos em (4-26), pois

aqui utilizamos a matriz Ḡk
χ nas normas do numerador e denominador. Assim como

no Lema 4.5, é possível provar que a função potencial (A-3) é limitada inferiormente.

Lema A.2. [69, Lema 2.4] Suponha que vale a Hipótese 4.1 e que existam
constantes ξ, η ≥ 1, tais que

1

ξ
Ḡk
j � Bk

j � ηḠk
j , ∀ j = 1, . . . ,m,

para algum k ≥ 0. Então,

Ψ(Ḡk
j , B

k
j )−Ψ(Ḡk

j , B
k+1
j ) ≥ ω

(
ϕ(Ḡk

j , B
k
j )

ξ

)
.

O resultado a seguir foi inspirado em [69, Lema 4.2].

Lema A.3. Suponha que vale a Hipótese 4.1. Seja λk := ‘λ(xk) ∈ Rm o multiplicador
de Lagrange do problema (2-20). Para todo k ≥ 0, temos:

‖∇Fλk(xk+1)‖?∇2Fλk (xk+1) ≤
(

1 +
Mrk

2

)
ϕk‖∇Fλk(xk)‖?∇2Fλk (xk), (A-4)

em que ϕk := ϕ(Ḡk
λk
, Bk

λk
) é dado por (A-3) e rk está definido em (4-17).
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Demonstração. Lembrando que sk = dk, temos

‖∇Fλk(xk+1)‖?∇2Fλk (xk+1) = 〈∇Fλk(xk+1),∇2Fλk(x
k+1)−1∇Fλk(xk+1)〉

1
2

(4-12)
�

√
1 +

Mrk
2
〈∇Fλk(xk+1),

(
Ḡk
λk

)−1

∇Fλk(xk+1)〉
1
2

(4-42)
=

√
1 +

Mrk
2
〈(Bk

λk
− Ḡk

λk
)sk,

(
Ḡk
λk

)−1

(Bk
λk
− Ḡk

λk
)sk〉

1
2

(A-3)
=

√
1 +

Mrk
2

ϕk〈Bk
λk

(
Ḡk
λk

)−1

Bk
λk
sk, sk〉

1
2

=

√
1 +

Mrk
2

ϕk〈Bk
λk
sk,
(
Ḡk
λk

)−1

Bk
λk
sk〉

1
2

(2-21)
=

√
1 +

Mrk
2

ϕk〈∇Fλk(xk),
(
Ḡk
λk

)−1

∇Fλk(xk)〉
1
2

(4-11)
�

(
1 +

Mrk
2

)
ϕk〈∇Fλk(xk),∇2Fλk(x

k)−1∇Fλk(xk)〉
1
2

=

(
1 +

Mrk
2

)
ϕk‖∇Fλk(xk)‖?∇2Fλk (xk),

obtendo assim o resultado desejado. �

O leitor pode notar que, no lado esquerdo da desigualdade (A-4), a com-
binação convexa dos gradientes em xk+1 e a norma utilizada dependem dos multi-
plicadores de Lagrange do problema (2-20) no ponto xk. Isso dificulta obter uma
limitação para ‖∇Fλk(xk+1)‖?∇2Fλk (xk+1)

usando argumentos de recursividade, pois
há um cruzamento de índices na desigualdade. Nos resultados seguintes superamos
esse inconveniente.

Lema A.4. Suponha que vale a Hipótese 4.1 e também a condição (4-32). Considere
χ ∈ Rm

+ com ‖χ‖1 = 1, então, para todo k ≥ 0, temos

‖∇Fλk(xk)‖?∇2Fλk (xk) ≤
b

a

L1/2

µ1/2
‖dSD(xk)‖?∇2F

λSD
k

(xk), (A-5)

‖dSD(xk)‖?∇2F
λSD
k

(xk) ≤
L1/2

µ1/2
‖∇Fχ(xk)‖?∇2Fχ(xk), (A-6)

em que a, b estão definidos em (4-34).

Demonstração. Por (4-35) e pelo Lema 2.2, temos

a

b
‖∇Fλk(xk)‖ ≤ ‖dSD(xk)‖ ≤ ‖∇Fλk(xk)‖, ∀ k ≥ 0.
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Assim,

‖∇Fλk(xk)‖?∇2Fλk (xk) = 〈∇Fλk(xk),∇2Fλk(x
k)−1∇Fλk(xk)〉

1
2

(4-3)
≤ 1

µ1/2
〈∇Fλk(xk), In∇Fλk(xk)〉

1
2 =

1

µ1/2
‖∇Fλk(xk)‖

≤ 1

µ1/2

b

a
‖dSD(xk)‖ =

1

µ1/2

b

a
〈dSD(xk), IndSD(xk)〉

1
2

(4-3)
≤ 1

µ1/2

b

a
L1/2〈dSD(xk),∇2FλSDk (xk)−1dSD(xk)〉

1
2

=
b

a

L1/2

µ1/2
‖dSD(xk)‖?∇2F

λSD
k

(xk), ∀ k ≥ 0.

Além disso, o Lema 1.2 (iv) garante que ‖dSD(xk)‖ ≤ ‖∇Fχ(xk)‖. Logo,

‖dSD(xk)‖?∇2F
λSD
k

(xk) = 〈dSD(xk),∇2FλSDk (xk)−1dSD(xk)〉
1
2

(4-3)
≤ 1

µ1/2
〈dSD(xk), IndSD(xk)〉

1
2 =

1

µ1/2
‖dSD(xk)‖

≤ 1

µ1/2
‖∇Fχ(xk)‖ =

1

µ1/2
〈∇Fχ(xk), In∇Fχ(xk)〉

1
2

(4-3)
≤ L1/2

µ1/2
〈∇Fχ(xk),∇2Fχ(xk)−1∇Fχ(xk)〉

1
2

=
L1/2

µ1/2
‖∇Fχ(xk)‖?∇2Fχ(xk), ∀ k ≥ 0.

�

Lema A.5. Suponha que valem a Hipótese 4.1 e a condição (4-32). Assim, para
todo k ≥ 0, temos:

‖dSD(xk+1)‖?∇2F
λSD
k+1

(xk+1) ≤
b

a

L

µ

(
1 +

Mrk
2

)
ϕk‖dSD(xk)‖?∇2F

λSD
k

(xk). (A-7)

Demonstração. Para todo k ≥ 0, temos(
‖dSD(xk+1)‖?∇2F

λSD
k+1

(xk+1)

)2 (A-6)
≤ L

µ

(
‖∇Fλk(xk+1)‖?∇2Fλk (xk+1)

)2

(A-4)
≤ L

µ

[(
1 +

Mrk
2

)
ϕk‖∇Fλk(xk)‖?∇2Fλk (xk)

]2

(A-5)
≤ b2

a2

L2

µ2

[(
1 +

Mrk
2

)
ϕk‖dSD(xk)‖?∇2F

λSD
k

(xk)

]2

,
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provando o resultado desejado. �

A seguir, apresentamos o último resultado antes de mostrar a convergên-
cia superlinear. Este resultado relaciona a medida de proximidade (A-3) usando
diferentes escolhas de combinações convexas.

Lema A.6. Suponha que vale a Hipótese 4.1 e a condição (4-32). Assim, para todo
k ≥ 0, temos:

ϕ2
k ≤

3

2

bL2

aµ2
max
j=1,...m

(ϕkj )
2, (A-8)

em que ϕk := ϕ(Ḡk
λk
, Bk

λk
) e ϕkj := ϕ(Ḡk

j , B
k
j ).

Demonstração. Por um lado, note que

ϕ(Ḡk
χ, B

k
χ)2 =

〈(Bk
χ − Ḡk

χ)(Ḡk
χ)−1(Bk

χ − Ḡk
χ)sk, sk〉

〈Bk
χ(Ḡk

χ)−1Bk
χsk, sk〉

(4-3)
≤ 1

µ

‖(Bk
χ − Ḡk

χ)sk‖2

〈Bk
χ(Ḡk

χ)−1Bk
χsk, sk〉

(4-20)
≤ 1

µ

‖(Bk
χ − Ḡk

χ)sk‖2

1
ξk+1
〈Ḡk

χ(Ḡk
χ)−1Bk

χsk, sk〉
=
ξk+1

µ

‖(Bk
χ − Ḡk

χ)sk‖2

〈Bk
χsk, sk〉

(4-35)
≤ ξk+1

aµ

‖(Bk
χ − Ḡk

χ)sk‖2

‖sk‖2

(4-32)
≤

√
3
2

aµ

‖(Bk
χ − Ḡk

χ)sk‖2

‖sk‖2
.

(A-9)

Por outro lado, temos

ϕ(Ḡk
χ, B

k
χ)2 =

〈(Bk
χ − Ḡk

χ)(Ḡk
χ)−1(Bk

χ − Ḡk
χ)sk, sk〉

〈Bk
χ(Ḡk

χ)−1Bk
χsk, sk〉

(4-3)
≥ 1

L

‖(Bk
χ − Ḡk

χ)sk‖2

〈Bk
χ(Ḡk

χ)−1Bk
χsk, sk〉

(4-20)
≥ 1

L

‖(Bk
χ − Ḡk

χ)sk‖2

L
µ
ξk+1〈Ḡk

χ(Ḡk
χ)−1Bk

χsk, sk〉
=

µ

L2ξk+1

‖(Bk
χ − Ḡk

χ)sk‖2

〈Bk
χsk, sk〉

(4-35)
≥ µ

bL2ξk+1

‖(Bk
χ − Ḡk

χ)sk‖2

‖sk‖2

(4-32)
≥ µ

bL2

√
3
2

‖(Bk
χ − Ḡk

χ)sk‖2

‖sk‖2
.

(A-10)



Apêndice A 137

Assim,

ϕ2
k

(A-9)
≤

√
3
2

aµ

‖(Bk
λk
− Ḡk

λk
)sk‖2

‖sk‖2
=

√
3
2

aµ

(
‖
∑m

j=1 λj(x
k)(Bk

λk
− Ḡk

λk
)sk‖

‖sk‖

)2

(2-22)
≤

√
3
2

aµ

(
max
j=1,...m

‖(Bk
j − Ḡk

j )sk‖
‖sk‖

)2

=

√
3
2

aµ
max
j=1,...m

‖(Bk
j − Ḡk

j )sk‖2

‖sk‖2

(A-10)
≤

√
3
2

aµ

bL2
√

3
2

µ
max
j=1,...m

ϕ(Bk
j , Ḡ

k
j )

2 =
3

2

bL2

aµ2
max
j=1,...m

(ϕkj )
2.

�

Finalmente, o próximo resultado estabelece de maneira explícita que o
Algoritmo 4.1 possui taxa de convergência Q-superlinear.

Teorema A.1. Suponha que valem a Hipótese 4.1 e a condição (4-32). Assim, para
todo k ≥ 1, temos

‖dSD(xk)‖?∇2F
λSD
k

(xk) ≤

(
44L11mn

µ11k

) k
2

‖dSD(x0)‖?∇2F
λSD0

(x0).

Demonstração. Dados k ≥ 1 e j = 1, . . . ,m, defina ϕkj = ϕ(Ḡk
j , B

k
j ), Ψk

j :=

Ψ(Ḡk
j , B

k
j ) e Ψ̃k+1

j := Ψ(Ḡk
j , B

k+1
j ), em que Ψ é dada por (4-6). Seja 0 ≤ i ≤ k − 1

arbitrário. Assim, por (4-20) e pelo Lema A.2, temos

Ψi
j − Ψ̃i+1

j = Ψ(Ḡi
j, B

i
j)−Ψ(Ḡi

j, B
i+1
j ) ≥ ω(

ϕ(Ḡi
j, B

k
j )

ξi+1

) = ω

(
ϕij
ξi+1

)
(A-1)
=

ϕij
ξi+1

− ln

(
1 +

ϕij
ξi+1

)
≥ 0.

(A-11)

Por outro lado, ξi+1

(4-32)
≤ 2 implica que 2Bi

j − Ḡi
j

(4-20)
� 0, assim

(ϕij)
2 (A-3)

=
〈(Bi

j − Ḡi
j)(Ḡ

i
j)
−1(Bi

j − Ḡi
j)si, si〉

〈Bi
j(Ḡ

i
j)
−1Bi

jsi, si〉
= 1 +

−2〈Bi
jsi, si〉+ 〈Ḡi

jsi, si〉
〈Bi

j(Ḡ
i
j)
−1Bi

jsi, si〉

≤ 1.
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Com isso,

ω

(
ϕij
ξi+1

)
≥ ω

(√
2

3
ϕij

)
(A-2)
≥

(√
2
3
ϕij

)2

2

(
1 +

√
2
3
ϕij

) ≥
(
ϕij

)2

3

(
1 +

√
2
3

) .
Logo,

1(
3 +
√

6
) (ϕij)2

≤ ω

(
ϕij
ξi+1

)
(A-11)
≤ Ψi

j − Ψ̃i+1
j = Ψi

j −Ψi+1
j + ∆i

j, (A-12)

em que ∆i
j := Ψi+1

j − Ψ̃i+1
j . Além disso,

∆i
j = Ψi+1

j − Ψ̃i+1
j

(4-6)
= 〈(Ḡi+1

j )−1, Bi+1
j − Ḡi+1

j 〉 − ln Det((Ḡi+1
j )−1Bi+1

j )

− 〈(Ḡi
j)
−1, Bi+1

j − Ḡi
j〉+ ln Det((Ḡi

j)
−1Bi+1

j )

= 〈(Ḡi+1
j )−1 − (Ḡi

j)
−1, Bi+1

j 〉 − ln Det((Ḡi+1
j )−1Bi+1

j )

+ ln Det((Ḡi
j)
−1Bi+1

j )

= 〈(Ḡi+1
j )−1 − (Ḡi

j)
−1, Bi+1

j 〉+ ln

 Det
(

(Ḡi
j)
−1Bi+1

j

)
Det

(
(Ḡi+1

j )−1Bi+1
j

)


= 〈(Ḡi+1
j )−1 − (Ḡi

j)
−1, Bi+1

j 〉+ ln

(
Det(Ḡi

j)
−1

Det(Ḡi+1
j )−1

)
= 〈(Ḡi+1

j )−1 − (Ḡi
j)
−1, Bi+1

j 〉+ ln Det
(

(Ḡi
j)
−1Ḡi+1

j

)
.

Agora, vamos estimar
∑k−1

i=0 ∆i
j. Para isso, note que

Ḡi+1
j

(4-11)
� ∇2Fj(x

k+1)

1 + Mri+1

2

(4-12)
� 1

ui
Ḡi
j, (A-13)
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em que ui :=
(

1 + Mri+1

2

)(
1 + Mri

2

)
≥ 1. Logo,

〈(Ḡi+1
j )−1 − (Ḡi

j)
−1, Bi+1

j 〉 = 〈(Ḡi+1
j )−1, Bi+1

j 〉 − 〈(Ḡi
j)
−1, Bi+1

j 〉
(A-13)
≤ 〈(Ḡi+1

j )−1, Bi+1
j 〉 − u−1

i 〈(Ḡi+1
j )−1, Bi+1

j 〉

= (1− u−1
i )〈(Ḡi+1

j )−1, Bi+1
j 〉

(4-20)
≤ (1− u−1

i )ξi+2
L

µ
〈(Ḡi+1

j )−1, Ḡi+1
j 〉

(4-32)
≤ (1− u−1

i )

√
3

2

L

µ
n,

e, consequentemente, temos

k−1∑
i=0

∆i
j ≤

√
3

2

nL

µ

k−1∑
i=0

(1− u−1
i ) +

k−1∑
i=0

ln(Det(Ḡi
j)
−1Ḡi+1

j )

=

√
3

2

nL

µ

k−1∑
i=0

(1− u−1
i ) + ln

k−1∏
i=0

Det(Ḡi
j)
−1Ḡi+1

j

=

√
3

2

nL

µ

k−1∑
i=0

(1− u−1
i ) + ln Det(Ḡ0

j)
−1Ḡk

j .

Agora, obtemos

k−1∑
i=0

(1− u−1
i ) =

k−1∑
i=0

1−

[(
1 +

Mri+1

2

)(
1 +

Mri
2

)]−1
(4-15)
≤

k−1∑
i=0

1− e−
M(ri+ri+1)

2

(4-15)
≤ M

2

k−1∑
i=0

ri + ri+1 = M

r0 + rk
2

+
k−1∑
i=1

ri

 ≤M
k∑
i=0

ri

(4-32)
≤

ln 3
2

2
.

Portanto,

k−1∑
i=0

∆i
j ≤

√
3

2

nL

µ

ln 3
2

2
+ ln Det(Ḡ0

j)
−1Ḡk

j . (A-14)
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Somando (A-12) de 0 até k − 1, e usando que Ψk
j ≥ 0, obtemos

1(
3 +
√

6
) k−1∑

i=0

(
ϕij

)2

≤ Ψ0
j −Ψk

j +
k−1∑
i=0

∆i
j ≤ Ψ0

j +
k−1∑
i=0

∆i
j = Ψ(Ḡ0

j , LIn) +
k−1∑
i=0

∆i
j

(4-6)
= 〈(Ḡ0

j)
−1, LIn − Ḡ0

j〉 − ln Det
(

(Ḡ0
j)
−1LIn

)
+

k−1∑
i=0

∆i
j

(A-14)
≤ 〈(Ḡ0

j)
−1, LIn − Ḡ0

j〉+

√
3

2

nL

µ

ln 3
2

2
− ln

Det(Ḡ0
j)
−1LIn

Det(Ḡ0
j)
−1Ḡk

j

= 〈(Ḡ0
j)
−1, LIn − Ḡ0

j〉+

√
3

2

nL

µ

ln 3
2

2
− ln Det

(
(Ḡk

j )
−1LIn

)
(4-1)
≤ 〈(Ḡ0

j)
−1, LIn − Ḡ0

j〉+

√
3

2

nL

µ

ln 3
2

2
− ln Det

(
1

L
InLIn

)
= 〈(Ḡ0

j)
−1, LIn − Ḡ0

j〉+

√
3

2

nL

µ

ln 3
2

2

(4-1)
≤ 〈(Ḡ0

j)
−1,

L

µ
Ḡ0
j − Ḡ0

j〉+

√
3

2

nL

µ

ln 3
2

2

=
L

µ
Tr(In)− Tr(In) +

√
3

2

nL

µ

ln 3
2

2
≤ n

L

µ
+

√
3

2

nL

µ

ln 3
2

2

=

(
1 +

ln 3
2

2

√
3

2

)
nL

µ
.

Consequentemente,

k−1∑
i=0

max
j=1,...m

(
ϕij

)2

≤
m∑
j=1

k−1∑
i=0

(
ϕij

)2

≤ m
(

3 +
√

6
)(

1 +
ln 3

2

2

√
3

2

)
nL

µ

≤ 7
mnL

µ
.

(A-15)
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Finalmente, por (A-7) e pela desigualdade das médias‡, obtemos

‖dSD(xk)‖?∇2F
λSD
k

(xk) ≤
b

a

L

µ

(
1 +

Mrk−1

2

)
ϕk−1‖dSD(xk−1)‖?∇2F

λSD
k−1

(xk−1)

≤ ‖dSD(x0)‖?∇2F
λSD0

(x0)

k−1∏
i=0

b

a

L

µ

(
1 +

Mri
2

)
ϕi

(4-33)
≤ ‖dSD(x0)‖?∇2F

λSD0
(x0)

( b
a

)2k (
L

µ

)2k (
3

2

) k
2
k−1∏
i=0

ϕ2
i

 1
2

≤ ‖dSD(x0)‖?∇2F
λSD0

(x0)

( b
a

)2(
L

µ

)2(
3

2

) 1
2 1

k

k−1∑
i=0

ϕ2
i

 k
2

(A-8)
≤ ‖dSD(x0)‖?∇2F

λSD0
(x0)

( b
a

)3(
L

µ

)4(
3

2

) 3
2 1

k
k−1∑
i=0

max
j=1,...m

(ϕij)
2

 k
2

(A-15)
≤ ‖dSD(x0)‖?∇2F

λSD0
(x0)

( b
a

)3(
L

µ

)4(
3

2

) 3
2 1

k

7mnL

µ

 k
2

= ‖dSD(x0)‖?∇2F
λSD0

(x0)

( b
a

)3(
L

µ

)5

7

(
3

2

) 3
2

mn
1

k

 k
2

≤ ‖dSD(x0)‖?∇2F
λSD0

(x0)

[
13

(
b

a

)3(
L

µ

)5

mn
1

k

] k
2

.

Portanto, por (4-34), temos

‖dSD(xk)‖?∇2F
λSD
k

(xk) ≤

13

(
3L2

2µ2

)3(
L

µ

)5

mn
1

k

 k
2

‖dSD(x0)‖?∇2F
λSD0

(x0)

≤

(
44L11mn

µ11k

) k
2

‖dSD(x0)‖?∇2F
λSD0

(x0).

�

‡A desigualdade das médias afirma que a média aritmética é maior que ou igual à média
geométrica.
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