@
““
UFG

UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

DANILO RODRIGUES DE SOUZA

Métodos Quase-Newton com Busca

Linear de Wolfe para Otimizacao
Multiobjetivo

Goiania
2023



SEI/UFG - 3565210 - Termo de Ciéncia e de Autorizagao (TECA) https://sei.ufg.br/sei/controlador.php?acao=documento_imprimir_web...

UFG

UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA

TERMO DE CIENCIA E DE AUTORIZAGAO (TECA) PARA DISPONIBILIZAR VERSOES ELETRONICAS DE
TESES

E DISSERTAGOES NA BIBLIOTECA DIGITAL DA UFG

Na qualidade de titular dos direitos de autor, autorizo a Universidade Federal de Goias
(UFG) a disponibilizar, gratuitamente, por meio da Biblioteca Digital de Teses e Disserta¢des (BDTD/UFG),
regulamentada pela Resolugdo CEPEC n2 832/2007, sem ressarcimento dos direitos autorais, de acordo
com a Lei 9.610/98, o documento conforme permissdes assinaladas abaixo, para fins de leitura, impressdo
e/ou download, a titulo de divulgacdo da produgdo cientifica brasileira, a partir desta data.

O conteldo das Teses e Dissertagdes disponibilizado na BDTD/UFG é de responsabilidade
exclusiva do autor. Ao encaminhar o produto final, o autor(a) e o(a) orientador(a) firmam o compromisso
de que o trabalho ndo contém nenhuma violagdo de quaisquer direitos autorais ou outro direito de
terceiros.

1. Identificagdo do material bibliografico

[ ] Dissertagdo [X] Tese [ ] Outro*:

*No caso de mestrado/doutorado profissional, indique o formato do Trabalho de Conclusdo de Curso, permitido no documento de area, correspondente ao
programa de pés-graduagdo, orientado pela legislagdo vigente da CAPES.

Exemplos: Estudo de caso ou Revisdo sistematica ou outros formatos.

2. Nome completo do autor

Danilo Rodrigues de Souza

3. Titulo do trabalho

Métodos Quase-Newton com Busca Linear de Wolfe para Otimizagdo Multiobjetivo

4. Informag6es de acesso ao documento (este campo deve ser preenchido pelo orientador)
Concorda com a liberagdo total do documento [ ]SIM [X] NAO'

[1] Neste caso o documento sera embargado por até um ano a partir da data de defesa. Apds esse periodo,
a possivel disponibilizagdo ocorrerd apenas mediante:

a) consulta ao(a) autor(a) e ao(a) orientador(a);

b) novo Termo de Ciéncia e de Autorizacdo (TECA) assinado e inserido no arquivo da tese ou dissertacgao.

O documento ndo serd disponibilizado durante o periodo de embargo.

Casos de embargo:

- Solicitagdao de registro de patente;

- Submissdo de artigo em revista cientifica;

- Publicagdo como capitulo de livro;

- Publicagdo da dissertacdo/tese em livro.

Obs. Este termo devera ser assinado no SEl pelo orientador e pelo autor.

1of2 16/03/2023, 14:02



SEI/UFG - 3565210 - Termo de Ciéncia e de Autorizagao (TECA) https://sei.ufg.br/sei/controlador.php?acao=documento_imprimir_web...

R
Seil Documento assinado eletronicamente por Leandro Da Fonseca Prudente, Professor do Magistério
. @ Superior, em 02/03/2023, as 15:53, conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento no § 32 do

assinatura

eletrdnica art. 42 do Decreto n2 10.543, de 13 de novembro de 2020.

-

r—
Seil ) Documento assinado eletronicamente por Danilo Rodrigues De Souza, Discente, em 02/03/2023, as
> @ 17:12, conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento no § 32 do art. 42 do Decreto n2 10.543,

assinatura
eletronica de 13 de novembro de 2020.

Referéncia: Processo n 23070.001903/2023-84 SEI n2 3565210

20f2 16/03/2023, 14:02



DANILO RODRIGUES DE SOUZA

Métodos Quase-Newton com Busca

Linear de Wolfe para Otimizacao
Multiobjetivo

Tese apresentada ao Programa de Pos-Graduagao do
Instituto de Matemética e Estatistica da Universidade
Federal de Goias, como requisito para obtencgao do titulo
de Doutor em Matematica.

Area de concentragao: otimizacao.

Orientador: Professor Doutor Leandro da Fonseca Pru-
dente

Goiania
2023



Ficha de identificagdo da obra elaborada pelo autor, através do
Programa de Geracao Automatica do Sistema de Bibliotecas da UFG.

Souza, Danilo Rodrigues de

Métodos Quase-Newton com Busca Linear de Wolfe para
Otimizagao Multiobjetivo [manuscrito] / Danilo Rodrigues de Souza. -
2023.

138 f.:il.

Orientador: Prof. Dr. Leandro da Fonseca Prudente.

Tese (Doutorado) - Universidade Federal de Goias, Instituto de
Matematica e Estatistica (IME), Programa de P6s-Graduacdo em
Matematica, Goiania, 2023.

Bibliografia. Apéndice.

Inclui gréfico, tabelas, algoritmos.

1. Otimizacdo multiobjetivo. 2. Métodos quase-Newton. 3. BFGS. 4.

Busca linear de Wolfe. 5. Convergéncia superlinear. |. Prudente,
Leandro da Fonseca, orient. Il. Titulo.

CDU 51




SEI/UFG - 3456480 - Ata de Defesa de Tese https://sei.ufg.br/sei/controlador.php?acao=documento_imprimir_web...

@
..
UFG

UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA
ATA DE DEFESA DE TESE

Ata n° 02 da sessdo de Defesa de Tese de Danilo Rodrigues de Souza, que confere o titulo de Doutor em
Matematica, na area de concentracio de Otimizacao.

Ao décimo sexto dia do més de fevereiro do ano de dois mil e vinte e trés, a partir das nove
horas, via Web videoconferéncia, realizou-se a sessdo publica de Defesa de Tese intitulada "Métodos
Quase-Newton com Busca Linear de Wolfe para Otimizacdo Multiobjetivo." Os trabalhos foram
instalados pelo Orientador e Presidente da banca, Professor Doutor Leandro da Fonseca Prudente -
IME/UFG com a participacdo dos demais membros da Banca Examinadora: Professor Doutor Max
Leandro Nobre Gongalves - IME/UFG - membro titular interno, Professor Doutor Orizon Pereira Ferreira
- IME/UFG - membro titular interno, Professor Doutor Ernesto Julian Goldberg Birgin - IME/USP membro
titular externo e a Professora Doutora Sandra Augusta Santos - IMECC/UNICAMP, membra titular
externa. Durante a arguicdo os membros da banca ndo fizeram sugestio de alteragdo do titulo
do trabalho. A Banca Examinadora reuniu-se em sessao secreta a fim de concluir o julgamento da Tese,
tendo sido o candidato APROVADO pelos seus membros. Proclamados os resultados
pelo Professor Doutor Leandro da Fonseca Prudente - IME/UFG, Presidente da Banca Examinadora,
foram encerrados os trabalhos e, para constar, lavrou-se a presente ata que é assinada pelos Membros da
Banca Examinadora, ao décimo sexto dia do més de fevereiro do ano de dois mil e vinte e trés.

TiTULO SUGERIDO PELA BANCA

Métodos Quase-Newton com Busca Linear de Wolfe para Otimizagdao Multiobjetivo

p eil Documento assinado eletronicamente por Sandra Augusta Santos, Usuario Externo, em 16/02/2023,
gmml’_\ @ as 11:25, conforme hordrio oficial de Brasilia, com fundamento no § 32 do art. 42 do Decreto n?
lem"’mim 10.543, de 13 de novembro de 2020.

—
- ’I Documento assinado eletronicamente por Leandro Da Fonseca Prudente, Professor do Magistério
sel! &

e Superior, em 16/02/2023, as 11:55, conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento no § 32 do

eletronica art. 42 do Decreto n2 10.543, de 13 de novembro de 2020.

p eii Documento assinado eletronicamente por Max Leandro Nobre Gongalves, Professor do Magistério
szmm"a [ﬁ Superior, em 23/02/2023, as 15:42, conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento no § 32 do
eletronica art. 42 do Decreto n?2 10.543, de 13 de novembro de 2020.

1of2 16/03/2023, 14:02



SEI/UFG - 3456480 - Ata de Defesa de Tese https://sei.ufg.br/sei/controlador.php?acao=documento_imprimir_web...

Seil ) Documento assinado eletronicamente por Ernesto Julian Goldberg Birgin, Usuario Externo, em
. @ 23/02/2023, as 15:48, conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento no § 32 do art. 42 do
eletrdnica Decreto n? 10.543, de 13 de novembro de 2020.

Seil ) Documento assinado eletronicamente por Orizon Pereira Ferreira, Professora do Magistério
@ Superior, em 23/02/2023, as 16:59, conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento no § 32 do

assinatura

eletrdnica art. 42 do Decreto n2 10.543, de 13 de novembro de 2020.

;.,,,I~ ;

Referéncia: Processo n°® 23070.001903/2023-84 SEI n° 3456480

20f2 16/03/2023, 14:02



Dedico este trabalho a Deus, minha fonte de forca e inspiracao. A minha
familia e amigos, que sempre estiveram ao meu lado me apoiando e me ajudando
a crescer. Em especial, & minha amada esposa, que tem sido meu pilar de forca e

minha fonte de amor.



Agradecimentos

Primeiramente, sou grato a Deus por todas as béng¢aos em minha vida, por
me guiar e me proteger em todos os momentos. Toda honra e gléria sejam dadas a
Ele.

Agradego aos meus pais, Waldir R. de Souza e Maria de Lurdes Rodrigues,
meus pilares, que me deram condigoes de sempre estudar. O apoio e presenca de vocés
significam muito para mim e me ajudaram a superar desafios e momentos dificeis.
Agradeco & minha esposa e parceira de vida, Gabriele F. de Souza Mendes, que desde
2013 compartilha comigo as alegrias e os desafios do caminho que escolhemos juntos.
Gostaria de expressar gratidao ao meu irmao Leandro R. de Souza, a minha cunhada
Marielly Magalhaes Bueno e a minha sobrinha Helena Magalhaes Rodrigues, por
serem uma parte tdo importante da minha vida. Agradeco especialmente pelo
carinho que vocés tém dado a minha sobrinha, que ilumina nossas vidas com sua
dogura e alegria.

Aos meus queridos amigos: Allyssom Marques, Clauciney Pereira, Débora
Correia, Filipe Cabrera, Stéfany Barreto e Wandesson Pereira. Agradego a cada um
de vocés por serem uma parte tao importante da minha vida. A amizade, lealdade e
presenca de vocés sempre me fizeram sentir apoiado e amado, mesmo nos momentos
mais dificeis. Vocés me ensinaram a valorizar a amizade e a importancia de ter
pessoas em quem posso confiar.

Gostaria de expressar minha profunda gratidao ao meu orientador Leandro
F. Prudente. Seu apoio, sabedoria e orientacao foram fundamentais para minha
formagao académica e profissional. Vocé me ensinou muito mais do que apenas
matematica, me mostrou como ser um bom pesquisador e profissional. Agradeco
especialmente pela paciéncia que teve comigo, por sempre estar disponivel para
tirar minhas davidas e por me ajudar a desenvolver a pesquisa. Suas orientagoes me
permitiram realizar um trabalho académico de qualidade e contribuir para o avango
da matematica. Desejo a vocé todo o sucesso e reconhecimento que merece por sua
dedicagao e exceléncia como professor e orientador.

Agradego aos professores do IME-UFG, que durante minha formagao aca-

démica foram de suma importancia. Um agradecimento especial aos professores,



Glaydston de Carvalho Bento, Max Leandro Nobre Gongalves, Orizon Ferreira Pe-
reira e Romildo Silva Pina. Agradego também aos amigos matematicos que fiz ao
longo dos meus estudos, Ana Maria, Ana Paula, Angelo Guimarées, Cicero Ruméo,
Elianderson Meneses, Fabio Sobré, Luana de Carvalho, Nathanni Padua, Rafael
Marlon, Raquel Pereira, Robson Lousa, Thamara Policarpo; Agradego por cada mo-
mento compartilhado, por cada risada, por cada conversa sincera. Suas amizades me
ajudaram a crescer e me tornar uma pessoa melhor.

Por fim, quero esbogar minha gratidao &8 CAPES, por financiar meus estudos

€ pesquisas.



“O mundo pertence aos otimistas; os pessimistas sao meros especta-
dores.”

Francois Guizot,
Historiador francés que dedicou-se a pensamentos politicos.



Resumo

de Souza, Danilo Rodrigues. Métodos Quase-Newton com Busca Li-
near de Wolfe para Otimizagao Multiobjetivo. Goiania, 2023. 141p.
Tese de Doutorado. Programa de Pos-Graduacao em Matemética, Instituto
de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goiés.

Propomos trés métodos tipo BFGS com busca linear de Wolfe para otimizacao mul-
tiobjetivo irrestrita. Os algoritmos sao bem definidos mesmo para problemas gerais
nao convexos. O primeiro mimetiza o método BFGS cléssico para otimizacao es-
calar, para o qual a convergéncia global e R-linear para um ponto Pareto 6timo
sao estabelecidas para problemas fortemente convexos. Na anélise de convergéncia
local, a taxa é Q-superlinear. Os outros dois algoritmos sao versoes globalmente
convergentes do método BFGS para problemas nao convexos. Finalmente, caracte-
rizamos explicitamente de maneira nao assintotica a convergéncia local superlinear

do método BFGS para otimizacao multiobjetivo.

Palavras—chave
Otimizacao multiobjetivo, otimizacao multicritério, otimalidade Pareto,
métodos quase-Newton, BFGS, busca linear de Wolfe, convergéncia superlinear,

convergéncia local, taxa de convergéncia.



Abstract

de Souza, Danilo Rodrigues. Quasi-Newton Methods with Wolfe Line
Search for Multiobjective Optimization. Goiania, 2023. 141p. PhD.
Thesis. Programa de Pos-Graduacao em Matematica, Instituto de Matema-
tica e Estatistica, Universidade Federal de Goiés.

We propose three BEGS-type methods with Wolfe line search for unconstrained mul-
tiobjective optimization. The algorithms are well defined even for general nonconvex
problems. The first one mimics the classical BEFGS method for scalar optimization,
for which global convergence and R-linear convergence to a Pareto optimal point
are established for strongly convex problems. In the local convergence analysis, the
rate is Q-superlinear. The other two algorithms are globally convergent versions of
the BFGS method for nonconvex problems. Finally, we explicitly characterize in
a non-asymptotic way the superlinear local convergence of the BFGS method for

multiobjective optimization.

Keywords
Multiobjective optimization, multicriteria optimization, Pareto optimality,
quasi-Newton methods, BFGS, Wolfe line search, superlinear convergence, local

convergence, rate of convergence.
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Introducao

Em otimizagao multiobjetivo, buscamos minimizar duas ou mais fungoes
objetivo simultaneamente. Tipicamente, em um problema dessa natureza, nao existe
um Unico ponto que minimiza todos as func¢oes simultaneamente. Nesse caso, diz-
se que os objetivos sao conflitantes e usamos o conceito de otimalidade Pareto para
caracterizar uma solugao do problema. Um ponto é chamado Pareto étimo se nenhum
valor funcional pode ser melhorado sem piorar outro. Problemas de otimizacao
multiobjetivo aparecem em muitas areas da ciéncia. Recomendamos ao leitor [2,73]
e suas referéncias para algumas aplicagoes praticas interessantes.

Nas ultimas duas décadas, varios métodos iterativos para otimizacao escalar
foram estendidos e analisados para otimizacao multiobjetivo. Essa linha de pesquisa
se iniciou em [29] com a extensao do método do gradiente (steepest descent method);
veja também [23]. Outros algoritmos incluindo Newton [10, 28, 37, 76|, quase-
Newton [1,44,52,58,61,65,66], gradientes conjugados [34,35,50|, gradiente projetado
[12,25,30,31,36] e métodos proximais [4,7,8,9,11| também foram estendidos. Como
caracteristica comum, esses métodos possuem propriedades de convergéncia e nao
escalarizam o problema a ser resolvido, sendo alternativas interessantes para métodos
de escalarizagao [24] e abordagens heuristicas [45].

Algoritmos quase-Newton sao uma das classes mais populares de méto-
dos para resolver um problema de otimizacao escalar irrestrita. O primeiro método
quase-Newton surgiu em 1959 com o trabalho de Davidon [17] e foi popularizado qua-
tro anos depois por Fletcher e Powell [27]. Desde entéo, os algoritmos quase-Newton
tém atraido a atencao da comunidade cientifica principalmente porque evitam cal-
culos de Hessianas e possuem bom desempenho numérico. Existem diversos artigos
sobre o assunto (que sdo muitos para listar), incluindo contribui¢oes dos nomes
mais proeminentes da comunidade de otimizagao. Em um método quase-Newton,
a direcao de busca é calculada com base em um modelo quadratico da funcao ob-
jetivo, em que a Hessiana verdadeira é substituida por alguma aproximacao que é
atualizada a cada iteracao. O esquema de atualizacdo quase-Newton mais popular
¢ a formula BFGS, descoberta independentemente por Broyden [5], Fletcher [26],
Goldfarb [32] e Shanno [71] em 1970. Sob hipoteses apropriadas, o algoritmo BFGS
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com uma busca linear adequada ¢é globalmente e superlinearmente convergente para
problemas fortemente convexos [6,62]. Por outro lado, o método pode néo convergir
quando aplicado em fungoes ndo convexas gerais [14, 15, 54].

O método BFGS para otimizagao multiobjetivo foi proposto inicialmente em
[65] e posteriormente estudado em [1,44,52,58,61,66]. Similarmente ao caso escalar,
a direcao de busca é definida como a soluc¢ao de um problema envolvendo modelos
quadraticos das funcoes objetivo, em que as atualizagoes BFGS sao usadas no
lugar das Hessianas verdadeiras. Apesar da existéncia dos trabalhos supracitados, a
teoria de convergéncia do método BFGS para problemas de otimizag¢ao multiobjetivo
ainda pode ser considerada incompleta. Destacamos a seguir algumas deficiéncias
existentes nessas referéncias: (i) os algoritmos sdo geralmente projetados para
problemas fortemente convexos; (i) as atualizagoes BFGS e suas inversas sao
frequentemente assumidas como uniformemente limitadas (o que parece irreal, veja
[60, Section 6.4]); (iii) algumas etapas intermedidrias que sdo cruciais na analise de
convergéncia sao frequentemente assumidas sem prova. Um dos objetivos do presente
trabalho é superar esses inconvenientes.

Frequentemente, o método BFGS escalar usa busca linear de Wolfe, veja
[60, Capitulo 6]. No contexto vetorial, as condigoes de Wolfe foram recentemente
estendidas por Lucambio-Pérez e Prudente em [50|. Na presente tese, associamos
busca linear de Wolfe com métodos do tipo BFGS para problemas multiobjetivo
irrestritos. Destacamos que as condi¢oes de Wolfe sao cruciais para preservar as
aproximagcoes Hessianas definidas positivas e gerar diregoes de descida. Como uma
consequéncia, os algoritmos propostos sao bem definidos mesmo para problemas nao
convexos gerais. Até onde sabemos, este é o primeiro trabalho a associar BFGS e
Wolfe para otimizagao multiobjetivo.

O primeiro algoritmo proposto busca mimetizar, para o contexto multiob-
jetivo, o método BFGS escalar cléssico e suas propriedades. Estabelecemos a con-
vergéncia global e R-linear para um ponto Pareto 6timo, para problemas fortemente
convexos. Na analise de convergéncia local, supondo que as fungoes objetivo sao
localmente fortemente convexas com Hessianas Lipschitz continuas, provamos que
a taxa de convergéncia é (Q-superlinear. Como resultado intermediario, mostramos
que o passo unitario satisfaz as condigoes de Wolfe apds um niimero suficientemente
grande de iteragoes. Além disso, uma condi¢ao do tipo Dennis-Moré para otimizagao
multiobjetivo surge de forma muito clara. Todas as hipéteses consideradas sao ex-
tensoes naturais daquelas feitas para o caso escalar. Essa proposta foi recentemente
publicada em [64].

Por mais de trés décadas, a convergéncia do método BFGS para otimizagao

nao convexa esteve em aberto. Durante esse tempo, alguns trabalhos surgiram
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com o intuito de jogar luz sobre essa questao propondo versoes globalizadas do
método BFGS escalar. Inspirados nos trabalhos de Li e Fukushima [46,47| propomos
dois algoritmos do tipo BFGS para otimizagao multiobjetivo nao convexa que sao
globalmente convergentes com taxa Q-superlinear. O primeiro desses algoritmos
utiliza uma versao modificada da férmula de atualizacao BFGS, enquanto o segundo
adota um critério cauteloso para promover as atualizagoes.

E bem conhecido que a taxa de convergéncia assintotica local do método
BFGS escalar é Q-superlinear [62|. Recentemente, surgiram alguns trabalhos na
literatura que obtiveram convergéncia local superlinear explicita (ndo assintotica)
para métodos quase-Newton escalares. Em particular, Rodomanov e Nesterov [68,69]
exploraram a convergéncia local do método BFGS classico e mostraram, de forma
explicita, que a taxa de convergéncia é Q-superlinear. Inspirados nesses trabalhos,
caracterizamos explicitamente a taxa de convergéncia superlinear do método BFGS
multiobjetivo.

Este trabalho esta estruturado do seguinte modo. No Capitulo 1, apresen-
tamos as notacoes, os conceitos e resultados bésicos para otimizagao multiobjetivo,
bem como discutimos as condi¢oes de Wolfe e de Zoutendijk. No Capitulo 2, apre-
sentamos uma breve revisao sobre métodos quase-Newton para otimizagao escalar e
multiobjetivo, focando em métodos do tipo BFGS. Adicionalmente, provamos alguns
resultados técnicos autorais para otimizagao multiobjetivo que sao tteis ao longo do
trabalho. No Capitulo 3, encontram-se os trés métodos quase-Newton propostos para
otimizagao multiobjetivo. O método BFGS com busca linear de Wolfe que mimetiza
o método classico esta na Secao 3.1. Nas Secoes 3.2 e 3.3 propomos os algoritmos
tipo BFGS globalmente convergentes para problemas nao convexos. Experimentos
numéricos ilustrando as potenciais vantagens praticas de nossas propostas sao apre-
sentados. A taxa de convergéncia nao assintdtica do método BFGS multiobjetivo é

discutida no Capitulo 4. Finalmente, conclusoes sao feitas no Capitulo 5.



CAPITULO 1

Otimizacao Multiobjetivo

1.1 Notacao

Denote, respectivamente, por R, R, e R, os conjuntos dos niimeros reais,
dos reais nao negativos e dos reais estritamente positivos. Usualmente, R" e R"*?
denotam o conjunto dos vetores coluna reais n-dimensionais e o conjunto das
matrizes reais n X p, respectivamente. A matriz identidade de dimensao n x n seré
denotada por I,,. Consideraremos a seguinte ordem parcial induzida por R’}: sejam
u,v € R™ se u <wventaov—u € R =R, xRy x... xRy;se u < v entao
v—u€eRP, =Ry xRy x... xRy . Para A € R"™" A > 0 (resp. A < 0)
significa que A é definida positiva (resp. negativa). Ao longo deste trabalho, vamos
usar || - ||; para denotar a norma da soma (norma 1) e || - || para a norma Euclidiana
vetorial ou matricial (norma 2). Em particular, a norma Euclidiana de uma matriz
A € R™? ¢ definida como o maior autovalor da matriz (AT A)'/2. A cardinalidade
de um conjunto C' é denotado por |C/|. As fungoes ceiling e floor serdo denotadas por
[-] e |-], respectivamente; isto ¢, se € R, entao [z] é o menor inteiro maior que ou
igual a z e |x] é o maior inteiro menor que ou igual a x. Dadas duas sequéncias reais
{ar} e {bx} (com by > 0 para todo k), escrevemos ay = o(by) se limy_, ay /by = 0.
Se K = {ky,ks,...} CN, com k; < kj;; para todo j € N, entdo denotamos K gN.

1.2 Conceitos fundamentais de otimizacao multiob-
jetivo

Em otimizacao multiobjetivo, o intuito é minimizar varias fun¢oes simulta-
neamente. Dada F' : R” — R™, uma funcao continuamente diferenciével, denotare-
mos esse problema por

min F(x). (1-1)

rER”™
Nesse caso, dificilmente existird um tnico ponto que minimiza todos os objetivos

simultaneamente. Desse modo, no cenario multiobjetivo, a otimalidade é chamada
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de eficiéncia Pareto ou otimalidade Pareto e estamos interessados em encontrar um
ponto Pareto dtimo de F. Um ponto z* € R™ é um Pareto dtimo (resp. Pareto
dtimo fraco) de F se nao existe outro x € R" com F(z) < F(z*) e F(x) # F(x*)
(resp. F(xz) < F(z*)). Isto é, nao existe z € R" tal que F;(z) < F;(z*) (resp.
F;(z) < Fj(z*)), para todo j = 1,...,m, e Fj,(x) < Fj,(«*) para pelo menos um
Jo € {1,...,m}. Esses conceitos também sao definidos localmente: dizemos que
x* € R™ é Pareto dtimo local (resp. Pareto dtimo fraco local) de F' se existe uma
vizinhanga U C R™ de z* tal que =* é Pareto 6timo (resp. Pareto 6timo fraco) de
F restrita a U. Uma condi¢ao necessaria para z* € R"” ser um ponto Pareto 6timo

fraco local é
~(R7,) NIm(JF(a")) = 0, (1-2)

em que Im(JF(z*)) denota o conjunto imagem da Jacobiana de F' em z*. Um ponto
x* que satisfaz (1-2) é chamado de Pareto critico. Observe que, se x € R"™ nao é um
Pareto critico entao existe d € R™ tal que JF(z)d < 0. Nesse caso, VFj(z)Td < 0
para todo j = 1,...,m e d é dita uma direcao de descida de F' em x, isto é, existe
e > 0 tal que F(z + ad) < F(z) para todo a € [0,¢]. Dados z,y € R", diremos
que x domina y quando F(y) — F(x) € R} \ {0}. Dizemos que F : R* — R™ ¢
convexa (resp. fortemente convexa) se suas componentes F; : R” — R sdo convexas
(resp. fortemente convexas), para todo j = 1,...,m. O proximo resultado relaciona

os conceitos de criticalidade, otimalidade e convexidade.
Teorema 1.1. [28, Teorema 3.1] As sequintes afirmagées valem:

i. se x* € Pareto dtimo fraco local de F, entao x* € um ponto Pareto critico;
1. se F' é convexa e x* € Pareto critico de F, entao z* é um ponto Pareto dtimo
fraco;
iwi. se F € duas vezes continuamente diferencidvel, V*Fj(x) > 0 para todo
je{l,...,m} e todo x € R", e x* € R" € Pareto critico de F, entao x*

€ um ponto Pareto d¢timo.

Agora, vamos definir a generalizagao da derivada direcional para otimizacao
multiobjetivo. Seja D: R™ x R® — R definida por

D(x,d) = max VFj(z)"d. (1-3)

j=1,..m
A funcao D caracteriza as direcoes de descida de F' em z. De fato, é facil ver
que se D(z,d) < 0, entdo d é uma direcao de descida de F' em z. Além disso,
x é um ponto Pareto critico se e somente se D(z,d) > 0 para todo d € R™. A
seguir, apresentaremos outras importantes propriedades da funcao D que podem ser

trivialmente obtidas a partir da definicao.
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Lema 1.1. Os sequintes itens sao vdlidos:

(i) para qualquer x € R™ e a > 0, temos D(z,ad) = aD(z,d);
(ii) a fungio (z,d) — D(x,d) é continua.

Um conceito muito importante em otimizacao escalar é a direcao de méaxima
descida (diregdo oposta ao gradiente). Para o caso multiobjetivo, a diregdo de
méaxima descida (steepest descent direction), introduzida em [29,59], é dada a partir

da solugao do seguinte problema:

1
VFj(z)'d+ =d"Id. 1-4
érelIann m’a%m (x) d+ 5@ In (1-4)
Note que, para cada = € R", a funcdo objetivo de (1-4) é fortemente convexa e,
portanto, esse problema tem uma tunica solugao 6tima a qual denotamos por dg, ()
e chamamos de direcao de mdxima descida generalizada. Vamos denotar o valor

6timo do problema (1-4) por 0, (), isto é,

1
T 2
dsp(z) = argéreug max VF( ) d+2”dH .

1
Osp(7) = max VFj(x)TdSD<33) + §|’dsp($)H2-

]:1,...,771

Agora, observe que o problema (1-4) é equivalente ao seguinte problema de otimi-

zagao quadratica convexa:

1
min t+ =||d|?
(t,d)ERXR™ 2 (1-5)

s.a.  VEj(@)Td<t, Vj=1,...,m.
A tnica solugdo de (1-5) é dada por (t,d) = (D(z,dsp(x)),dsp(x)). Como (1-5) é
convexo e possui apenas restrigoes lineares, entao existe multiplicador de Lagrange
AP (z) € R™ tal que a tripla (t,d, \) .= (D(z, dsp (7)), dsp(x), A*?(2)) € RXR™ x R™
satisfaz o sistema Karush-Kuhn-Tucker:

ZAJ- Zm:A] x) +d| =0,

j=1 j=1

N >0, VE@Td<t, A [VFj(x)Td - t} —0,
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para todo 7 = 1,..., m. Portanto, ap6s algumas manipulacoes
Xy =1, XP(z) =0, Vji=1,...m, (1-6)
j=1
dSD(x) - Z )‘jD<I>VF}<I>7 (1_7)
j=1
e
1 2
Osn(2) = =5l dso ()" (1-8)

Observagao 1.1. A direcao de maxima descida generalizada recupera a definicao

classica, isto ¢, se m = 1, entéo ds,(x) = —VF(x).

O seguinte lema mostra que a diregdo ds,(z) e o valor 6timo 6,,(x) podem
ser usados para caracterizar os pontos Pareto criticos do problema (1-1). Além disso,
no item (i) temos uma propriedade muito ttil para os resultados que apresentamos

nesse trabalho.

Lema 1.2. Sejam ds,(x) e 0s5(x) a solugdo e o valor dtimo do problema (1-4),

respectivamente. Entao:

i. x € Pareto critico se e somente se dg,(x) = 0;
. se x nao € Pareto critico, entdo temos dsp(x) # 0 e D(z,dsp(z)) =
—|ldsp(x)||* < O (em particular, dsp(x) € direcao de descida de F em x);
iii. as fungoes © +— dgp(x) € x > Os,(x) sao continuas.

iv. para qualquer x € R™, —ds,(x) € o elemento de menor norma do conjunto

weR" [u=>Y NVF(x),Y N=1LN>0Vj=1..m;,

j=1 J=1
isto €, no envelope convexo de {VFi(x),...,VF,(z)}.

Demonstragao. Para os itens (i), (ii) e (iii), veja [38, Lema 3.3|. Para o item (iv),
veja |74, Corolario 2.3]. |

Pelo Lema 1.2, se x é um ponto nao critico, existem dire¢oes de descida de F'
em x (em particular, dsp(x)). Assim, se d € R™ é tal que JF(x)d < 0, entdo podemos
calcular o > 0 de modo que F'(z + ad) < F(z). Uma discussdo mais cuidadosa esté

feita na Secao 1.3.
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1.3 Condicoes de Wolfe padrao para otimizacao

multiobjetivo

Procedimentos de busca linear sao ferramentas fundamentais para otimi-
zacao. Conceitos como condi¢oes de Armijo e de Wolfe sao frequentemente usados
em algoritmos para minimizac¢ao. Em otimizagao escalar, isto ¢, m = 1 em (1-1), a

condi¢ao de Armijo exige que o comprimento de passo o > 0 satisfaca

F(z+ ad) < F(z) + c.aVF(z)"d, (1-9)

no qual ¢; € (0,1). Essa condigao, também conhecida como decréscimo suficiente,
nao ¢é suficiente para evitar que passos muito pequenos sejam aceitos, podendo causar
uma deterioragao do algoritmo. Assim, uma segunda condi¢ao é comumente imposta,

conhecida como condi¢ao de curvatura, a qual exige que o > 0 satisfaca
VE(x+ad)’d >, VF(x)'d, ¢ € (c1,1), (1-10)

e que, em particular, evita a escolha de passos muito pequenos. A uniao das condi¢oes
de decréscimo suficiente e de curvatura é conhecida como as condi¢oes de Wolfe
padrao. E possivel provar que, se F' é suave e limitada inferiormente, entdo existem
comprimentos de passo que satisfazem as condicoes de Wolfe padrao. Recomendamos
ao leitor visitar |60, Se¢ao 3.1], para uma discussao cuidadosa sobre o assunto.

Em otimizagdo multiobjetivo, além da dire¢do ds,(-), os autores em [29]
também estenderam o conceito de condi¢ao de Armijo, usando-o para estudar a
convergéncia do método do gradiente (steepest descent method). Sejam ¢; € (0,1)
um parametro algoritmico e d uma diregao de descida de F' em x, um passo o > 0

satisfaz a condicao tipo Armijo se
F(z+ ad) < F(x) + cqaJ F(z)d. (1-11)

Surgiram também outros métodos de otimizagao multiobjetivo que usam decréscimo
suficiente, incluindo Newton [10, 28,37, 49|, quase-Newton [61,65] e métodos de
gradiente projetado [30,31,36]. Com respeito as condi¢oes de Wolfe para otimizagao
multiobjetivo, uma extensao foi proposta em [50], em que os autores a usaram para

estudar a convergéncia do método dos gradientes conjugados.

Definigao 1.1. /50, Defini¢ao 3.1] Sejam d € R™ uma diregao de descida de F' em

T ec,ca € R tais que 0 < ¢1 < o < 1. Dizemos que « satisfaz as condicoes de
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Wolfe padrao, se

Fi(x + ad) < Fj(z) + ciaD(z,d), VYj=1,...,m, (1-12)
D(x + ad,d) > coD(x,d), (1-13)

em que D estd definida em (1-3).

Note que, as m desigualdades em (1-12), diferentemente da condigao (1-11),
estipulam que « deve fornecer um decréscimo suficiente, proporcional a o e D(z, d),
em cada funcao objetivo. Essas desigualdades compoem uma condigao do tipo Ar-
mijo, que no caso escalar, recupera a defini¢ao classica (1-9). Além disso, a condi¢ao
de curvatura (1-13), que estende (1-10), envolve as informagoes de todas as fungoes
em uma unica desigualdade. Assim, as condi¢oes de Wolfe padrao acrescentam ape-
nas mais uma desigualdade na condicao de Armijo, independentemente do niimero

m de objetivos.

Observagao 1.2. A seguir discutimos sobre a condigao de curvatura (1-13). Assuma
que no procedimento de busca linear, a; > 0 é um tamanho de passo teste que
satisfaz (1-12). Se «; & tal que VF;(x + oyd)Td ¢ fortemente negativo (menor
que c2D(x,d)) para todo 7 = 1,...,m (consequentemente D(x + «;d,d) também
serd), isso é um sinal que podemos reduzir simultaneamente todos os objetivos ao
nos movermos na diregdo de d e assim, a; é descartado pela condigao (1-13). Por
outro lado, se existe j € {1,...,m} tal que VFj(x + oyd)"d é apenas fracamente
negativo ou até mesmo positivo (mais precisamente, maior que ou igual a coD(z, d)),
suspeitamos que nao podemos esperar um decréscimo significativo no objetivo Fj
ao longo da direcao d. Assim, faz sentido finalizar a busca linear aceitando ay
como o tamanho de passo, isto é, a = a;. Note que, nesse ultimo caso, temos
D(xz + ayd,d) > VFj(x + ayd)’d > D(x,d) e portanto, a condi¢do (1-13) é
satisfeita para «;. Em particular, observe que a condigao (1-13) descarta tamanhos
de passos inaceitavelmente pequenos que satisfazem (1-12). Portanto, as condigoes
de Wolfe padrao impedem que o método tome tamanhos de passos artificialmente
pequenos, o que pode estar sob risco ao usar a condicao de Armijo. Essa propriedade
¢ ilustrada nas Figuras 1.1 e 1.2 em que, por simplicidade, consideramos duas fungoes
objetivo, de modo que destacamos os tamanhos de passos aceitaveis ao considerar
as condigoes de Armijo e Wolfe padrao. Note que, na situacao ilustrada nas figuras,

coD(x,d) = oV Fi(z)?d define a inclinagao desejada em ambos os objetivos.

Em [50], os autores mostraram que, sob hipoteses razoaveis, existem inter-

valos de passos positivos que satisfazem tais condigoes, veja o resultado seguinte.
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Fi(x + ad)

F1(x)

'D(x,\dy

li(a@) = F(x) + c,aD(x,d)

Fa(x + ad)

F>(x)

tangeﬂtez/

L
=T

aceitavel

Figura 1.1: Tamanhos de passos aceitdveis quando a condi-
¢ao de Armijo € considerada.

Fi(x + ad)

li(a@) = F(x) + c,aD(x,d)

Fo(x + ad)

F>(x)

Iy(@) = Fy(x) + ciaD(x,d)

aceitavel

o

Figura 1.2: Tamanhos de passos aceitdveis quando as condi-
coes de Wolfe padrio sao consideradas.



1.3 Condigoes de Wolfe padrao para otimizagao multiobjetivo 24

Proposicao 1.1. [50, Proposi¢io 3.2] Sejam F : R™ — R™ uma fun¢do continu-
amente diferencidvel e d uma direcao de descida de F em x. Se existe A € R™ tal
que

Flx4+ad)> A, Ya>0,

entao existe intervalo com tamanhos de passos positivos satisfazendo as condigoes
de Wolfe padrao (1-12) e (1-13).

Também em [50], os autores estenderam para otimiza¢do multiobjetivo a
condicao de Zoutendijk, uma importante ferramenta para analisar a convergéncia
de métodos de descida, a qual discutiremos a seguir. Considere um método geral de
busca linear

2" = aF 4 ayd”, (1-14)

e oy, ¢ um comprimento de passo

no qual d* ¢ uma direcao de descida de F em z
que satisfaz as condigoes de Wolfe padrao (1-12)—(1-13). No caso escalar (m =1) e

sob hipoteses razoaveis, é possivel mostrar que um método do tipo (1-14) satisfaz

> < (15

k>0

que é conhecida como condigao de Zoutendijk (veja [60, Se¢ao 3.2]). Se B é o angulo

entre d* e a direcdo de maxima descida —V F (%), ou seja, cos f;, = %,
entao (1-15) implica que
klim cos® Bi|| VE (2%)||*> — 0. (1-16)
—00

Logo, para mostrar que um método de descida do tipo (1-14) é globalmente
convergente, basta garantir que as direcoes d¥ sdo tais que cos 3, sempre se mantém
afastado do zero para todo k (isto &, |V F(x")|| pmisy 0). Em outras palavras, um
método sera globalmente convergente desde que as dire¢oes de busca nunca estejam
muito proximas da ortogonalidade com o gradiente. Em particular, o método do
gradiente (no qual a diregao de busca é —V F(z*)) com busca linear de Wolfe possui
essa propriedade. Na Secgao 2.1, discutiremos cuidadosamente o impacto da condigao
(1-15) no método BFGS, que ¢ o objeto de estudo deste trabalho.

No caso multiobjetivo, a condicao de Zoutendijk é dada por

> Dlat, &) < 0. (1-17)

2l

Para um método do tipo (1-14), a condigao (1-17) é cumprida sob hipdteses que sao
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extensoes naturais das consideradas no caso escalar.

Hipotese 1.1. (i) Eziste um conjunto aberto N tal que L(2°) = {z € R" | F(x) <
F(2°)} C N e a Jacobiana JF' € Lipschitz continua em N com constante L > 0, isto
é, ||[JF(x)—JF(y)|| < Ll —yl|| para todo x,y € N. (ii) F é limitada inferiormente
em L(z°).

De agora em diante, denotaremos por £(z°), o conjunto de nivel {x € R™ |
F(z) < F(2%)}.

Proposicao 1.2. [50, Proposi¢ao 3.3] Considere um método geral (1-14), em que

k ey satisfaz as condicées de Wolfe padrao

d* € uma direcio de descida de F em x
(1-12)—(1-13). Se a Hipdtese 1.1 € satisfeita, entao vale a condi¢ao de Zountendijk

(1-17).

No Capitulo 3, ficara evidenciado o quao 1til esse resultado é para a analise

de convergéncia dos métodos propostos neste trabalho.



CAPITULO 2

Meétodos quase-Newton

Métodos quase-Newton se tornaram uma interessante alternativa aos méto-
dos Newtonianos, pois além de nao necessitarem do célculo da Hessiana, possuem
um bom desempenho na pratica. O primeiro método quase-Newton surgiu em 1959
com o trabalho de Davidon [17] e foi posteriormente popularizado por Fletcher e
Powell [27]. Curiosamente, o artigo de Davidon [17] nao foi aceito para publicac¢do
e permaneceu como um relatoério técnico por mais de trinta anos até aparecer na
primeira edi¢ao da SIAM Jornal on Optimization em 1991 [18]. Em um método
quase-Newton, a direcao da busca é calculada com base em um modelo quadrético
da funcao objetivo, no qual a Hessiana verdadeira é substituida por alguma apro-
ximagao que ¢é atualizada a cada iteragao. O esquema de atualizacao quase-Newton
mais eficaz é a formula BFGS que foi proposta independentemente em 1970 por
Broyden [5], Fletcher [26], Goldfarb [32] e Shanno [71]. Esse esquema de atualiza-
¢ao, quando utilizado em um algoritmo quase-Newton, da origem ao método BFGS.
Neste capitulo, trataremos dos métodos quase-Newton para otimizacao irrestrita,
com foco no método BFGS. Na primeira secao discutiremos o caso escalar e, na

segunda secao, o caso multiobjetivo juntamente com alguns resultados autorais.

2.1 Método BFGS classico

Suponha que m = 1 e considere um ponto r € R". Em um método quase-

Newton, a direcao de busca a partir de x é dada por
d=—B 'VF(z),

em que B € R™" é uma aproximacao para a Hessiana. Note que se B = I,
obtemos a dire¢ao oposta ao gradiente, e se B = V?F(z), a diregao de Newton.
Diferentes escolhas para B geram diferentes métodos, porém somente quando
B > 0 podemos garantir que d é uma direcao de descida de F' em z. Do

ponto de vista préatico, o método BFGS tem sido o mais promissor dos métodos
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quase-Newton, sendo amplamente estudado desde a sua concepg¢ao. Assim, vamos

estudar cuidadosamente as propriedades do método BFGS (Algoritmo 2.1 a seguir).

Algoritmo 2.1. O método BFGS com busca linear de Wolfe
Sejam ¢; € (0,1/2), ¢3 € (c1,1), 2° € R™ e By = 0 dados. Faga k «+ 0.
Passo 1. Calcule a direcao de busca
Faca
d* = —B, 'V F(a"). (2-1)

Passo 2. Critério de parada
Se VF(z*) = 0, entdao PARE.
Passo 3. Procedimento de busca linear
Calcule o comprimento de passo aj > 0 (primeiro tente oy = 1) tal que

(1-9)—(1-10) sejam satisfeitos e faca
2= 2F 4 qpdt

Passo 4. Prepare a prorima iteracao

Calcule
Bisisi By iyt

Byy1 = By, — (2-2)

T T, *
sy, Bisy, 51 Yk

em que y; = VF (2" — VF(2%) e s = 2" — 2% Faca k < k+ 1 e va ao

Passo 1.

Primeiramente, note que By pode ser escolhida como qualquer matriz
simétrica e definida positiva. Em particular, pode-se tomar By = I, ou By =
V2F(2%), no caso em que a Hessiana da funcao objetivo é definida positiva. Além
disso, 0 método s6 esta bem definido (gerando dire¢ao de descida) se a matriz By 4
se manter simétrica e definida positiva. Essa condicao é satisfeita se By, é simétrica e

definida positiva, e sfy;, > 0. De fato, tomando z € R arbitréario e niao nulo, temos

zTBksks;‘kaz zTyky,fz

zTBkHz =2"B,z —

s;‘gBksk s;‘gyk
= |zlI%, — (z 5608, (Z"yr)’
P lsell, SiUk

no qual (u,v)p, = u’ Byv e ||ul|g, = v/{u,u)p,. Como By é simétrica e definida

positiva, o produto interno (-,-)p, e a norma || - ||p, estdo bem definidos e,

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos (z,sx)% < |z[|%, |skl|B, - Assim, por
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sty > 0, obtemos

T, \2 T, \2

T 2 2 (2" yr) (2" y)
2" Briz > ||z|l5, — |25, + = > 0.

iz 2 ol = ol + Eh =

Por fim, suponha por absurdo que 27 By, 1z = 0, logo

<Z7 Sk>2Bk

5 =0 e 2Ty, = 0.
Ik,

12115, —
Por um lado,
(z,s6)B, = l12llB.|IskllB, == 3 A €Rtal que z = Asy.
Por outro, 2Ty, = 0, logo
Asiyp =0 <<= A=0.

Absurdo, pois z # 0.

Agora, usando um argumento indutivo, as condig¢oes para manter o Algo-
ritmo 2.1 bem definido sao validas. De fato, o método inicia com uma matriz B
simétrica e definida positiva (portanto, d° ¢ diregao de descida) e, uma vez que
0 < e <1, temos

(1-10)
R (v F(a )T dk — VF(a;k)Tdk> > <CQVF(xk)Tdk . VF(x’“)Tdk>
= ap(cy — 1)VF(@")Td" > 0,

sempre que d* for uma direcio de descida. Vale a pena ressaltar que se a funcao
objetivo ¢ estritamente convexa, entdo s}y, > 0 independentemente da busca linear
utilizada. Uma vantagem prética do método BFGS consiste no fato de que a inversa

da matriz By1 no Passo 4 possui formula fechada dada por:

Hpp = Bk_+11 = (I, - pkskyg)Hk(In - pkyks;{) + pksksf, (2-3)

em que p, = 1/slys. Logo, o método pode trabalhar diretamente com as apro-
ximagoes da inversa da Hessiana, simplificando o calculo da direcao de busca no
Passo 1.

O Algoritmo 2.1, além de bem definido para problemas nao convexos,
converge e sua taxa de convergéncia é superlinear, uma leitura mais detalhada pode
ser encontrada em [6,62]. Por outro lado, o método pode nao convergir para fungoes

gerais nao convexas, como foi mostrado em [14, 15, 54]. Vale ressaltar que em [15]
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foi mostrado que o método BFGS, fazendo busca exata para calcular o tamanho
de passo, ciclou entre pontos nao estacionarios ao tentar minimizar uma fungao
polinomial que, ao longo de cada direcao de busca, é fortemente convexa. Apesar
de nao abordarmos com detalhes a convergéncia do Algoritmo 2.1, faremos uma
discussao geral.

Como discutido na Segao 1.3, métodos de descida que utilizam as condigoes
de Wolfe, sob algumas hipoteses razoéveis, geram uma sequéncia de iteragdes que
satisfaz a condigao de Zoutendijk (1-15). Assim, é possivel obter a convergéncia do
método BFGS sem usar hipotese de convexidade forte, para isso, basta garantir
que a diregao de busca (2-1) nunca esteja muito prorima da ortogonalidade com
o gradiente. Para tal, é suficiente que o nimero de condi¢cao das matrizes By seja

uniformemente limitado, isto é, existe M > 0 tal que
IBRlllIB I < M, VY k. (2-4)

. . ~ . Umax . H
De fato, a limitagao acima garante que ﬁ < M para todo k, nos quais o*** e g™

sao, respectivamente, o maior e menor autovalor da matriz By. Logo,

p VE@) B 'VF(@*) o |V (25)]|?
COS D = — = —
IVE(@) B VE @)~ [VE@)B IV E ()]
|

>
IVE@R)| o= = M

~IVEE

em que B é o angulo entre d* e —VF(z*). Portanto, se a condigao (2-4) é valida,
entao, por (1-15), temos
lim ||V F(z%)|| — 0, (2-5)
k—o0

ou, equivalentemente, todo ponto limite de {x*} ¢ estacionario. Neste trabalho,

dizemos que um método é globalmente convergente se
liminf |V F(2%)|| — 0,
k—o0

que é uma condigao mais fraca do que (2-5). Desse modo, o Algoritmo 2.1 é global-
mente convergente. Porém, é conhecido que o método BFGS nao necessariamente
encontra pontos estacionarios para problemas nao convexos gerais, logo nao é possi-
vel estabelecer um limitante para o nimero de condi¢ao das aproximacoes Hessianas
By.. Até mesmo para problemas convexos parece nao ser possivel obter tal limitacao,
veja [60, Sec¢ao 6.4]. Assim, para estabelecer a convergéncia do método BFGS, outros
caminhos sao necessarios.

O Teorema 2.1 a seguir, sob hipoteses adequadas, mostra em particular que,
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dada uma quantidade de iteragoes, podemos tomar uma fragao p € (0,1) e garantir
que cos [, fica uniformemente limitado longe do zero para uma fracao p das iteracgoes.
Em outras palavras, ¢ possivel provar que a direcao d* nao fica muito préxima da
ortogonalidade com o gradiente para uma fracao p das iteracdes. Note que s;, = agd*
e —VF(x) = Byd", assim, também podemos considerar a ortogonalidade entre sj, e
By.sy e obter o mesmo resultado. Até onde sabemos, este resultado foi originalmente
mostrado em [6, Teorema 2.1] que generalizou [62, Lema 4], em que o autor mostrou
que cos fj fica limitado longe do zero para pelo menos metade das iteracoes. Vale
ressaltar que em |6, Teorema 2.1|, é considerada uma busca linear geral que inclui a
busca de Wolfe.

Teorema 2.1. [6, Teorema 2.1] Sejam a,b € R constantes positivas e {By} a
sequéncia gerada pela formula BFGS (2-2), em que By € simétrica e definida positiva,

e em que Y e Si satisfazem

T
ok > >0, (2-6)

(Al

T
Sk Yk

<b, Vk>0. (2-7)

Entao, para qualquer p € (0,1) existem constantes 01,02,03 > 0 tais que, para

qualquer k > 0, as relacoes

cos f3; > 01, (2-8)
sTB;s;
Jy < L1 LS 2-9
2 > SzTSi >~ 03, ( )
| Bisil| _ 3
by < <= (2-10)
[sill = 01

valem para pelo menos [p(k + 1)] valores de i € [0, k.

As iteragoes que satisfazem (2-8)—(2-10) compreendem um conjunto de boas
iteragoes. O Teorema 2.1 estabelece que se as condigdes de atualizagao (2-6)—(2-7)
sao satisfeitas, entao uma fragao p das iteracoes sao boas. Como p pode ser escolhido
proximo de 1, entendemos entao que a maioria das iteragoes sao boas. A Hipotese 2.1

a seguir fornece condigoes suficientes para que as condigoes (2-6)—(2-7) sejam validas.

Hipétese 2.1. (i) F é duas vezes continuamente diferencidvel. (ii) O conjunto de
nivel L(z°) = {x € R" | F(x) < F(2°)} € convezo e existem constantes a,b > 0 tais
que

all2|2 < 2TV2P(2)z < b2 (2-11)
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para todo z € R™ e x € L(x).

Observagao 2.1. A Hipotese 2.1 é usual para provar a convergéncia do método
BFGS cléassico. Além disso, a condi¢ao (2-11) garante que, no conjunto de nivel
L(z?), a fungao objetivo é fortemente convexa, seu gradiente ¢ Lipschitz, V2F(z) é

definida positiva e F' possui um minimizador tnico z*.

Apesar de nao ser possivel garantir que o cos [, nao fica limitado longe
do zero em todas as iteragoes, sob a Hipotese 2.1, é possivel mostrar que existe
uma subsequéncia de indices {{;}r—12,.. tal que cosf, > 6 > 0, para alguma
constante § € R,. Assim, pela condigdo de Zoutendijk, o limite (1-16) garante
que lilig glf |VF(2%)|| = 0. Como o problema ¢ fortemente convexo em L(2°), esse
altimo limite garante que ¥ — z*. Além da convergéncia, pode-se mostrar que a
taxa de convergéncia das iteracoes é R-linear. Em particular, a sequéncia converge

com rapidez suficiente para que
>l = 27| < o (2-12)
k=0

A finitude da soma acima, até onde sabemos, foi provada pela primeira vez em [62,
Lema 5]. E possivel mostrar, sob hipoteses adicionais formalmente descritas a seguir,

que a taxa de convergéncia do método BFGS é Q-superlinear.

Hipotese 2.2. (i) F' é duas vezes continuamente diferencidvel. (ii) A sequéncia
{a*} gerada pelo Algoritmo 2.1 converge para um ponto critico x*. (iii) V?F(z*) é
definida positiva e L-Lipschitz continua em x*. Portanto, existe uma vizinhan¢a U

de x* e existem constantes positivas p, L, e Ly tais que

ullz|? < VPP ()= < L)AIP, (2-13)

IV2F(z) = V2F(27)|| < Lz — 2], (2-14)
para todo z € R" ex € U.

Note que a Hipotese 2.2 prové propriedades locais do Algoritmo 2.1. Assim,
para analisar a taxa de convergéncia do método BFGS, é suficiente que a funcao
objetivo F' seja fortemente convexa na vizinhanca de x* e a Hessiana seja Lipschitz
continua em z*. Logo, sem perda de generalidade, ¢ considerado que {z¥} C U,
isto ¢, (2-13)—(2-14) valem em z* para todo k > 0. Como a Hipdtese 2.2 ¢ mais

restritiva que a Hipotese 2.1, entao (2-12) é véalido. Em particular, a condigao (2-12)
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¢ essencial para provar que vale o limite de Dennis-Moré [20], dado por:

- H(Bk — V2F(z")) dkH )

. 2-1
Jim, 1] 0 (2-15)

Vale ressaltar que (2-15) é necessério e suficiente para que a taxa de convergéncia
de um método quase-Newton seja Q-superlinear. Um fator surpreendente em (2-15)
¢ que as aproximacgoes Bj nao necessariamente convergem para V2F(z*), sendo
suficiente que By aproxime cada vez mais precisamente V2F(z*) ao longo das
direcoes de busca d*. Como consequéncia do limite de Dennis-Moré, o comprimento
de passo ap = 1 satisfaz (1-9)—(1-10) para k suficientemente grande, e além disso

temos

isto é, o método BFGS converge de maneira assintotica a uma taxa QQ-superlinear.

Por mais de trés décadas a convergéncia do método BFGS para problemas
nao convexos esteve em aberto. Durante esse tempo, alguns trabalhos surgiram
com o intuito de jogar luz sobre essa questao, propondo versoes globalizadas do
método BFGS (veja [46,47]). Além do proprio Algoritmo 2.1, essas globalizagoes
também serviram de inspiragao para propormos alguns algoritmos do tipo BFGS
para otimizagao multiobjetivo, veja Sec¢oes 3.2 e 3.3 do Capitulo 3. A fim de
uma melhor compreensao dos Algoritmos 3.2 e 3.3 nas se¢oes supracitadas, vamos
destacar, nas observacoes a seguir, quais as principais caracteristicas das versoes

globalizadas.

Observagao 2.2. Em [46], os autores propuseram uma modificagdo do método
BFGS escalar para otimizacao irrestrita, que é globalmente convergente mesmo para
problemas nao convexos. A principal diferenca entre a versao modificada e o método
classico esta na estrutura da atualizagao (2-2), que no trabalho citado, é:

BkSkSTBk r
Bk+1 — Bk; . k VeV

Skask 8{% ’ (2-16)
em que Vg = Yg + riSg, 7k € [0,C] e C € R, é um parametro algoritmico. Nessa
proposta, também se faz necessario que o comprimento de passo satisfaca as con-
digoes de Wolfe padrao (1-9)—(1-10) para garantir que (2-16) se mantenha definida
positiva. Apesar de nao entrarmos em detalhes quanto & prova de convergéncia, vale
destacar que o autores provaram que o algoritmo converge com taxa QQ-superlinear,

além de proporem um parametro r; praticavel.
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Observacao 2.3. Em [47], a modificacao proposta pelos autores pode ser conside-
rada mais simples. Considerando que sy, > 0 é o elemento principal para manter

a atualizacao (2-2) sempre definida positiva, eles propuseram o seguinte esquema de

atualizacao
Bisisi B | ykyi 51 Uk
. Bk‘_ T k T b ) k ) Z 8||VF’(:LJ€)||M7
By = S By.sy, Sk Yk HSkH
By, caso contrario,

nos quais €, w > 0 sao parametros algoritmicos. Com essa modificagao, o algoritmo
somente ird atualizar a matriz que aproxima a Hessiana, se uma cautelosa condigao
for satisfeita. Desse modo, o algoritmo proposto nao depende de calcular passos
satisfazendo as condigoes de Wolfe com o intuito de manter By, definida positiva,
bastando que o comprimento de passo satisfaga uma condicao do tipo Armijo para
obter a convergéncia global do método. Além disso, a convergéncia QQ-superlinear

também é obtida sob hipoteses razoaveis.

A discussao feita nesta secao é de suma importancia para um bom enten-
dimento do Capitulo 3, no qual propomos uma extensao do Algoritmo 2.1 para
otimizacao multiobjetivo seguida por dois outros algoritmos que foram inspirados
em [46] e [47]. O presente trabalho ¢ o primeiro a propor um método BFGS com
busca de Wolfe para otimizagao multiobjetivo (Algoritmo 3.1), mimetizando o Algo-
ritmo 2.1. Na secao seguinte, em particular, faremos uma breve revisao da literatura
a respeito de métodos quase-Newton para otimizagao multiobjetivo e provaremos

alguns resultados técnicos que serao importantes ao longo do trabalho.

2.2 BFGS multiobjetivo

Existem diversos métodos quase-Newton para otimizacao multiobjetivo,
veja |1, 44, 52, 58, 61, 65, 66]. Nesta se¢do nos concentraremos naqueles que se
propuseram a estender o método BFGS para otimizagao multiobjetivo e buscaram
mimetizar suas propriedades.

Um método quase-Newton para otimizagao multiobjetivo, assim como no
caso escalar, é inspirado no método de Newton. Como visto na Secao 1.2, diversos
conceitos cléassicos de otimizacao escalar foram estendidos para o contexto multi-
objetivo. Em particular, os autores em [28| estenderam o método de Newton para

otimizacao multiobjetivo, no qual a direcao de busca de F' a partir de um ponto x
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¢ dada como sendo a solugao do seguinte problema

1
1 . T — T . -
min _max VEF;(z) d+ 2d Bid, (2-17)
em que B; = V?F;(z) para todo j = 1,...,m. Observe que no caso escalar,
(2-17) recupera a direcdo de Newton classica. Além disso, note que se B; = I,
para todo j = 1,...,m, entdo (2-17) corresponde a dire¢ao de méxima descida

(1-4). Finalmente, para obtermos uma direcao quase-Newton multiobjetivo, basta
tomarmos B; € R™*™ como alguma aproximagao de V2Fj(z) paratodo j = 1,...,m.
Agora, se B; > 0 para todo j = 1,...,m, entdo a fungao d — VFj(x)"d + %dTBjd
é fortemente convexa e consequentemente (2-17) possui uma tnica solugao. Vamos

denotar o valor 6timo do problema (2-17) por 6(x), isto &,

1
o : (T 7 ST )
d(z) = argmin  max VFj(x) d+ 2d Bid, (2-18)
¢ 1
O(z) = max VE;(x)"d(x) + §d(:v)TBjd(x). (2-19)
-]: 7777 m

Além disso, note que (2-17) é equivalente ao seguinte problema de otimizacao

quadratica convexa:

min t
(t,d)ERXR" (2-20)
s.a.  VFj(x)Td+3d"B;d<t, Vj=1,...,m.
A tnica solugao de (2-20) é dada por (t,d) := (0(x),d(z)). Como (2-20) é convexo e
possui um ponto de Slater, por exemplo, (1,0) € R x R", entao existe multiplicador
de Lagrange A(z) € R™ tal que a tripla (t,d, A) := (6(z),d(x), A\(x)) € Rx R* x R™

satisfaz o sistema Karush-Kuhn-Tucker:

D=1 > N[VF()+ Bid] =0,
j=1 J=1
¢ 1 1
A\ >0, VFi(2)'d+ §dTBjd <t A {VFj (x)''d + 5alTBjaz —t| =0,
para todo 7 = 1,...,m. Portanto, apés algumas manipulagoes algébricas obtemos

-1
m

d(z) = - Z Ai(@)Bi| Y Ai(x)VE (), (2-21)

Jj=1
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i)\j(x) =1, XN(z)>0, Vi=1,...,m, (2-22)
) = S M) VE ) () + 3d@) [ 30208, | da)
(2:21) —%d(a:)T > A @B | d) (2-23)

O proximo resultado, similarmente ao Lema 1.2, mostra que a dire¢ao d(z) e o
valor 6timo #(z) podem ser utilizados para caracterizar pontos Pareto criticos do

problema (1-1).

Lema 2.1. Seja d : R* — R"™ e § : R" — R dados por (2-18) e (2-19),

respectivamente. Assuma que B; = 0 para todo j = 1,...,m. Entao:

(i) x € Pareto critico se e somente se d(x) =0 e 0(x) =0;
(i) se x nao € Pareto critico, entio d(z) # 0 e D(z,d(z)) < 6(x) < 0 (em

particular, d(x) € uma diregao de descida de F' em x).

Demonstragao. Veja |28, Lemma 3.2| e [61, Lemma 2]. |

Em otimizagao escalar, um método de busca linear pode se deteriorar caso
as direcoes de busca sejam quase ortogonais com os gradientes, isto é, caso os
cossenos do angulos entre tais dire¢oes nao se mantenham uniformemente afastados
do zero. Comumente a anélise de convergéncia passa por monitorar os angulos entre

as direcoes de busca e os gradientes. Tecnicamente, impoe-se que
VF(z)"d(z) < T|VF(z)|llld(z)],

em que I' € (0,1) é um pardmetro algoritmico. Essa imposi¢cdo é conhecida na
literatura como condi¢ao de dngulo, para uma discussao cuidadosa sobre o assunto
recomendamos ao leitor visitar [53, Se¢ao 6.1]. J& em otimizagao multiobjetivo, a
condi¢ao de angulo foi estudada em [33|, com o intuito de obter convergéncia de
métodos tipo Newton. O seguinte resultado, inspirado por essa condigao, relaciona
o cosseno do angulo entre a direcao de busca d(z) em (2-21) e B;d(x), com a diregao
de maxima descida generalizada (1-7) e a derivada direcional generalizada (1-3).
Ele ¢ uma importante ferramenta para a andlise de convergéncia dos algoritmos

propostos no Capitulo 3.
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Proposicao 2.1. Dado x € R" e B; definida positiva para j = 1,...,m, considere
d(z) e 0(z) como definidos em (2-18) e (2-19), respectivamente. Seja B;(x) o angulo
entre as diregoes d(x) e Bjd(x), para j =1,...,m. Entdo

DG, d)) < -0 Y M@ VE @@ < -2 s @)l de)]]
em que 0(z) = Fnlnnm cos f3;(x).

Demonstracao. Inicialmente, note que se = é ponto Pareto critico, entao pelo
Lema 2.1, d(z) = 0 e o resultado segue trivialmente. Agora, se x nao é Pareto

critico, entao pelas defini¢oes de 6(z), cos §;(z) e d(zx), temos

d(x)" Bjd(x)
ld()[I[} B;d(x)]"

d(x) < cos Bi(z) = Vi=1,...,m.

Logo,
d(@)" Byd(x) > 8(2)d(@) || Byd(@)]l, ¥j=1,...,m.

Assim, pelo Lema 2.1(7i) e (2-23), obtemos
1 m m
—D(x,d(x)) > =3 Z z)" Bjd(x Z Hd )|l Bjd ()|

Portanto, a desigualdade triangular, juntamente com (2-21)—(2-22), e o Lema 1.2 (iv),

implicam que
D, d(@) > "o ||HZA
o ||||ZA o) 2 2 () o )1,

obtendo o resultado desejado. |

O proximo resultado é uma importante ferramenta para a andlise de
convergéncia de métodos multicritério. O Lema 1.2(iv) garante que, para qual-
quer z € R", —dsy(x) é o elemento de menor norma do envelope convexo de
{VF(x),...,VF,(z)}. Porém, em diversas situagoes, surge a necessidade de con-
siderarmos uma combinagao convexa distinta de (1-6)—(1-7). Assim, o resultado a
seguir estabelece uma maneira de relacionar a norma de dg,(x) com a norma de

outra combinacao convexa dos gradientes.
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Lema 2.2. [33, Lema 6] Sejam x € R™ e a,b constantes positivas. Assuma que
al, X B; X bI,, Vj=1,...,m.

Seja ANz) = (M(x),..., \n(x)) € R™ o multiplicador de Lagrange do problema
(2-20) que satisfaz (2-21)—(2-22), e defina

m

VE(z) =) X(2)VE().

J=1

Entao,
a
SIVE@)] < lldsp ()] < IVEA@)]],

em que dsp(x) € dado em (1-7). Além disso, pelas definigoes de 0(x) e Os,(x) em

(2-23) e (1-8), respectivamente, temos
1 k k 1 k
oo (2] < 10)] < L)

Agora, munidos da dire¢ao quase-Newton para otimizacao multicritério,
podemos estabelecer uma estrutura geral de métodos quase-Newton para otimizacao

multiobjetivo.

Algoritmo 2.2. Um algoritmo quase-Newton

Sejam 2° € R™ e B > 0, para todo j = 1,...,m, dados. Faga k < 0.
Passo 1. Calcule a direcao de busca

Calcule d* := d(z*) e 6(z*) como em (2-18) e (2-19), respectivamente.
Passo 2. Critério de parada

Se O(z*) = 0, entdao PARE.
Passo 3. Procedimento de busca linear

Calcule o comprimento de passo a; > 0 e faca 2! := 2% 4 ay.d*.
Passo 4. Prepare a prorima iteracao

Para cada j = 1,...,m, defina B]]?“H. Faca k < k+ 1 e v4 ao Passo 1.

Observagao 2.4. O Algoritmo 2.2 nao especifica como o comprimento de passo ay
é calculado e nem mesmo como as matrizes B;?H, para j = 1,...,m, sao definidas.
Diferentes escolhas para a matriz B]'?H geram diferentes métodos. Além disso, a
maneira de escolher o comprimento de passo pode gerar diferentes resultados de

convergeéncia.

Como discutido na Secao 2.1, parece nao ser possivel estabelecer limitagao

no nimero de condicao das atualizagoes BFGS que aproximam as Hessianas.
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Alternativamente, apresentamos um resultado muito importante para o método
BFGS classico, o Teorema 2.1. Nesse resultado, a direcao s, se mantém nao muito
prozima da ortogonalidade com Bysyg, para uma fracao p arbitraria das iteragoes.
Agora, supondo que o Algoritmo 2.2 define B;€+1 para todo j = 1,...,m, como em
(2-2), podemos estender o Teorema 2.1 para o caso multiobjetivo. Até onde sabemos,

este resultado ¢ a primeira versao estendida do Teorema 2.1 a surgir na literatura.

Teorema 2.2. Sejam a,b € R constantes positivas e considere {x*} gerada pelo

Algoritmo 2.2 com

Bisisi B yi(y)"

BFtl = Bk _
J J T Rk T,k
Sy Bj sk, Sk Y;

(2-24)

Y

para todo j = 1,....m e k > 0. Seja p € (0,1) qualquer e BJ’“ o dngulo entre as

direcoes sy e stk, para todo 7 =1,...,m. Se
T,k k|2
Sk Y;j Y; .
§]2a>0 e HTj‘Lgb, Vi=1,...,m,
51 Sk skyj

entao existem constantes 61,609,063 > 0 tais que, para qualquer k > 0, as relagoes

Ccos ﬁ; > 4y, (2-25)
5, < DS s (2-26)
2 = SzTSi =~ U3, -
IBjsill _ 63
0y < —L— < =, (2-27)
[sill — &

valem para pelo menos [p(k+1)] valores dei € {0,1,...,k} e para todoj =1,...,m.

Demonstragao. Inicialmente, vamos provar que para um j = 1,...,m fixado,

porém arbitrario, e para qualquer p € (0,1), existem constantes 07,047,067 > 0 tais

que, para qualquer k£ > 0, as relacoes

cos 3 > 4}, (2-28)
sT'Big
<< 58 2-29
J — SiTSi — 77 ( )
Bis, 53
52 < 1Bisill 9, (2-30)



2.2 BFGS multiobjetivo 39

valem para pelo menos [p(k + 1)] valores de i € {0,1,...,k}. A demonstragao
desses fatos é analoga a prova do |6, Teorema 2.1]|. Contudo, por completude, vamos

mostra-la aqui.

Dado um p € (0,1) qualquer e um j = 1,...,m fixado, porém arbitrario,

defina ¢ = %, ap ‘= Zgg{ e b, = (yj)—yyj Definindo a funcao ¢ : R™" — R
por: ' ' e

Y(B) = Tr(B) — In(Det(B)), (2-31)

em que In é o logaritmo natural, note que, dada B € R™*" definida positiva entao
¥(B) > 0, pois
U(B) =) (01— Inay), (2-32)
=1
em que o, para l = 1,...,n, sao os autovalores de B. Assim, calculando o trago e o

determinante de B]/;+1 temos

1B s | Hy] I

k+1 k
BB = ) = g T
J J

k+1 e SEY)

Det(B"™) = Det(B! S 2-33
(B) = Det(B) it (2:33)
Por hipotese, ap > a, by < be cosﬁ —‘SZ"“‘fB:k E entao

IByskll” llyf|1? SLYY
0 < (B =Tr(BF) — =2 I°_ _In(Det(B*)) — In J
(BF™) =x(B) ~ e+ gpyr ~ In(Det(B)) —In( )
oy VBl LBl sE st
! (siBis)?  lsell? sy 5k S Bl sy

1
k
=(Bj) — m% + by, — In(ay) + In(qx)

:¢(BJ]-“) + [bx — In(ax) — 1] +

dk dk
1-— |
cos? (3 + Il(cos2 B )]

+ In(cos? ﬁf)

<(BY) + (b —1In(a) — 1)(k + 1) + Z In(cos? %)

A

SQ Bz hl(COSqu ﬁ; )] : (2_34)
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Definindo a funcao v : R — R por
u(t) =1—t+Int, (2-35)

note que wu(t) é nao positiva para todo ¢t > 0, atinge seu valor maximo em ¢t = 1 e

satisfaz u(t) — —oo tanto para t — 0 quanto para t — +00. Assim, vamos definir

1% > 0 por
i e 2 i 1— 4; 1 qi '
11y n(cos Bi) - cos? ﬂl + (COS2 BJZ>
Logo, por (2-34) temos
k 0
Z +(b—1—1Ina). (2-36)

Seja JJ’-€+1 o conjunto formado dos [p(k + 1)] indices correspondentes aos [p(k+1)]

menores valores de 7}, para i <k, e seja ﬁj’?“ = max {n}}. Entao
je Jhtt
J

1 . 1 L L
P A aa PPN AR R

: k41 . k41
L ]/ ¢ ¢ ]/

1
> —k+1
T k+1 N Z U

7¢J]k+l

1
> B (41— [p(k + 1 ]
> g [ A e 1= [+ 1))
> (1 - p),

em que a ultima desigualdade é valida, pois

L+ (k+Dp> [plk+1)] =7 + a7 (k+Dp > 7 [plk +1)] =
=y = Bk + D]+ (R4 1) > =i (e Dp+ i (R4 1) =
=i+ (k1= [p(k + D)) 2 (k+ )i (1L - p).
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Logo, por (2-36) e para todo i € Jf“, temos que

k
—k+1 !
<< E:J
=0

BS
T (=1~ n(a)

IN

[w(B;?) +(b—1- ln(a))} = 4.

Assim,

cos? B3 cos? B3

—ln(cos2ﬁ§)§—1n(00825§)—[1_ - '““(L')]:”; (2:37)

0
<0y,

em que a primeira desigualdade segue, pois a fungao u(t) em (2-35) é nao positiva

para t > 0. Dessa maneira,
cos ﬂ; > e %/2 = 5}. (2-38)

Para garantir que 5} > 0, basta assumir, sem perda de generalidade, que b—1In(a)—1

¢ positivo. Por (2-37) também temos que

qi qi 0 . k+1
1-— -+ 1 > —0;, VieJ .
cos? 3 + n(C082 B’) e

Pelas propriedades da fungao u(t) em (2-35), segue que

9 qi 3 . k+1
0<5]_0032ﬁ’<5 VZEJ]- ,

para constantes 5]2 e 5;’. Desse modo, usando (2-38) obtemos

IBysill

como o= = 0 6“ temos que
IBjsill _ o
62 < < o Vi e JFH
T sl T ’

Agora, vamos mostrar que para qualquer p € (0, 1) e para qualquer k > 1,

as condigoes (2-25), (2-26) e (2-27) sao validas para pelo menos [p(k + 1)| valores
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de i € {0,1,...,k}, simultaneamente para todos os objetivos. Inicialmente, defina
p = (1— %) e note que, para cada objetivo j = 1,...,m, fol mostrado que
existem constantes d;,05,07 > 0 tais que as condigdes (2-28), (2-29) e (2-30) valem
para pelo menos [p(k + 1)] valores de @ € {0,1,...,k}. Defina 6; = g{linm{é}},

dy = min {6?}, 83 := max {53},
i=1,...,m = J j=1,..m

=

sTs; — — sl T A

Q;.“:: {z’e{O,l,...,k}| cos 3 > 01, §2§u<53652<M<—3}

e B;? = {0 € {0,1,....k} | ¢ ¢ g]’?}, para todo j = 1,...,m. Note que B;? é o
complementar de GF, assim k + 1 = |GF| + |B}|, para todo j = 1,...,m. Dessa
maneira, pela definicao de p e usando algumas propriedades das fungoes ceiling e

floor, temos

941 Ttk + 1)1 = [(1 = =)k 4 )] = [+ 1+ (-2 (k4 1)
= k414 - LGk )] (2-39)
:k+1—[£%£%+1”,
logo,

(>
|

b1 1of 2 el ko1 12D _lop
Bjl=k+1-1G;] < k+1-k-1+[—=(k+1)]=[—=(k+1)],

para todo 7 = 1,..., m. Consequentemente,
| U B[ <m|—=(k+1)] <1 —-p)(k+1)
Jj=1 m

Além disso, perceba que o conjunto UTZle ¢ o complementar do conjunto ﬂ;@lgf,
assim, k +1 =[N, GF| + |UjL, Bf|. Portanto, segue que

DG = k1= (1 =p)(k+1)=p(h+1),

como a cardinalidade de um conjunto sempre é um nimero inteiro, completamos a

prova. ]

Note que o resultado acima mostra que cos ﬂ]k se mantém afastado do zero
para uma fracao arbitraria p de iteragoes, simultaneamente para todos os objetivos.
Além disso, assim como no caso escalar, a validade do Teorema 2.2 nao depende da

escolha do tamanho de passo ay, tampouco da definicao dos vetores s e yjk para
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7 =1,...,m. Essa independéncia quanto & definicao dos vetores é crucial para que
esse resultado possa ser utilizado para estudar a convergéncia do Algoritmos 3.1 e
3.2 no capitulo seguinte.

Agora, vamos analisar alguns métodos quase-Newton que utilizaram a
atualizagdo BFGS (2-24) para calcular BJ/“-“‘H. Essa anélise tem como objetivo mostrar
algumas das motivagoes que nos levaram a também propor uma extensao do método
BFGS. Até onde sabemos, [65] foi o primeiro trabalho a propor um método quase-
Newton multiobjetivo, como o Algoritmo 2.2, no qual B;‘”H é calculada por (2-24).

Inspirados em uma versao do BFGS escalar mencionada na Observacao 2.3,
em [65] os autores propuseram um método quase-Newton para otimizagao multi-
objetivo que nao necessariamente atualiza as aproximagoes das Hessianas a cada

iteragao, a saber:

Bks,sT Bk y’?(y’?)T

k J k= J\9g T,k : k

’— ,se spy? > emin{l, |0(z")|},

BJI?Jrl — J S%B;?Sk Sfyf kY = { ’ ( )’} (2_4())
BY caso contrério,

77

para todo j = 1,...,m, no qual 6(z*) estd definido em (2-19) e ¢ > 0 ¢é
um parametro algoritmico. Além disso, eles impuseram que o tamanho de passo
satisfaca uma condigao do tipo Armijo. Pelo que sabemos, até o presente trabalho,
atualizagoes cautelosas como em (2-40), eram as tnicas alternativas aos métodos
BFGS quando aplicados a problemas multiobjetivo nao convexos. Usando hipdteses
pouco razoaveis, os autores mostraram que todo ponto de acumulagao da sequéncia
gerada pelo método proposto é Pareto critico. Destacamos as seguintes hipoteses
utilizadas: existe uma constante positiva ¢ € R tal que ||BF|| < ¢ para todo j =
1,...,m em todas as k-iteragoes e, para k suficientemente grande, o comprimento
de passo unitario é aceito por uma condi¢ao do tipo Armijo.

Em [61] foi proposto um método BFGS multiobjetivo que atualiza as
matrizes BJ’-g em todas as iteragoes. Do ponto de vista pratico, o algoritmo nao esta
bem definido para problemas nao estritamente convexos. Isso ocorre, pois, como foi
discutido na Secao 2.1, no caso escalar so é possivel garantir que a atualizagao (2-2)
é simétrica e definida positiva caso a matriz By seja simétrica e definida positiva e
styr > 0. Como ¢é sabido, essa ultima condigao pode ser obtida se a fungao objetivo
for estritamente convexa ou entao se o tamanho de passo satisfizer as condigoes de
Wolfe. Contudo, no caso multiobjetivo, a tinica maneira de garantir que s{y; > 0
paratodo 7 = 1,...,m, ésupor que a fungao objetivo seja estritamente convexa, pois
mesmo que o comprimento de passo satisfaca as condi¢oes de Wolfe multiobjetivo,

ainda assim s; y; pode ser negativo para algum j = 1,...,m. Uma discussio mais
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aprofundada sobre esse assunto esta feita no Capitulo 3 (veja o Exemplo 3.1). Agora,
do ponto de vista tedrico, as hipoteses usadas para provar que o método converge e
que a taxa de convergéncia é Q-superlinear, sao pouco razoaveis. Dentre elas, vale

destacar a suposicao de que existem constantes positivas a,b € R tais que
al, = B} < bl,,

para todo 7 = 1,...,m em todas as k-iteragoes e a suposicao de que vale o limite
de Dennis—Moré (2-15) para cada objetivo. Note que essa hipotese implica que o
numero de condi¢ao das matrizes B]’?” ¢ uniformemente limitado e, como discutimos
na Secao 2.1, nao parece ser possivel garantir essa propriedade nem mesmo em
problemas escalares convexos.

Por fim, em [52] os autores propuseram uma versao multiobjetivo do método
BFGS onde a busca linear é nao monétona. Apesar do algoritmo proposto so estar
bem definido para problemas estritamente convexos, do ponde de vista teorico,
eles avancaram quanto a convergéncia Q-superlinear. Até onde sabemos, foram os
primeiros a mostrar que o limite de Dennis-Moré (2-15) vale para todos os objetivos
simultaneamente. Porém, das hipoteses utilizadas para obter a convergéncia Q-
superlinear, duas podem ser consideradas pouco razoaveis. A primeira delas é a
limitacao inferior dos autovalores da matriz BJ’?, isto é, supor que existe uma
constante positiva a € R tal que Bf > al,, para todo j = 1,...,m em todas
as k-iteragoes. A segunda é supor que Y .-, ||z% — *|| < oo, e como discutimos na
Secao 2.1, essa hipotese estd diretamente ligada ao limite de Dennis-Moré.

Em sintese, destacamos algumas deficiéncias existentes nas referéncias su-
pracitadas: (i) os algoritmos s@o geralmente projetados para problemas fortemente
convexos; (ii) as atualizagoes BFGS e suas inversas sdo frequentemente assumi-
das como uniformemente limitadas; (i77) algumas importantes etapas intermediérias
(limite de Dennis-Moré, admissibilidade do passo unitéario e validade da condigao
(2-12)) na analise de convergéncia sao frequentemente assumidos sem prova. Como
o leitor podera observar na Secao 3.1, todos esses inconvenientes sao superados pelo
método proposto. A anélise de convergéncia desse método utiliza hipoteses que sao
extensoes naturais das consideradas no caso escalar (Hipoteses 2.1 e 2.2). No proximo
capitulo, além da extensao ja mencionada, também propomos dois algoritmos inspi-
rados em [46] e [47], que globalizam o método BFGS para otimizagao multiobjetivo,

isto é, as sequéncias geradas por esse métodos sao tais que

liminf ||ds, (2%)|| = 0. (2-41)

k—o0

Em outras palavras, no presente trabalho, dizemos que um método multiobjetivo é
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globalmente convergente se satisfaz (2-41).



CAPITULO 3

Novos métodos BFGS para otimizacao

multiobjetivo

Neste capitulo propomos trés algoritmos quase-Newton, do tipo BFGS, para
otimizac¢ao multiobjetivo. O primeiro deles estende o Algoritmo 2.1 para o caso
multicritério, enquanto os outros dois, inspirados por [46] e [47], respectivamente,
estendem versoes globalizadas do método BFGS. Desse modo, este capitulo é
composto por trés se¢oes, nas quais estudaremos a convergéncia dos Algoritmos 3.1,
3.2 e 3.3, respectivamente. Os desempenhos numéricos desses algoritmos também
foram investigados. Os Algoritmos 3.1 e 3.2 sao baseados no Algoritmo 2.2, que
atualiza as matrizes Bj? em todas as iteragoes. Em contrapartida, o Algoritmo 3.3
usa uma condicao cautelosa para atualizar as matrizes Bf. Um fator comum a todos
esses algoritmos é a utilizacao do comprimento de passo satisfazendo as condigoes
de Wolfe padrao (1-12)—(1-13), o que nos permite utilizar a condi¢ao de Zoutendijk
para analisar a convergéncia desses métodos. O leitor pode notar que para cada
algoritmo proposto neste capitulo, as hipoteses utilizadas na analise de convergéncia
sao distintas. Assim, para garantir a validade da condi¢ao de Zoutendijk (1-17) em
cada caso, fizemos a anélise separadamente.

Os Algoritmos 3.1 e 3.2 tém em comum a estrutura da formula de atualiza-

¢ao das matrizes Bf para j = 1,...,m, dada por
(ph) ' BFspst BY
2
(o) = stuf) -+ (o) 2sT By
(sk By sw)yy (ui)"
2
<(p§)—1 — s{yf) + (ph)~1s{ Bl s
k T Rk ko (2T
_ yi s Bj + Bjsk(y;)
()7 sfyp)
((p;‘?)*1 — s;fyf) + (ph)~ts| Blsy,

k+1 . pk
B =DB;

+

Y

k+1

em que s; = x" —aF e p? > O paratodo j =1,...,m. Os Algoritmos 3.1 e 3.2 usam
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defini¢oes distintas para p? e yf, para j = 1,...,m, as quais estao especificadas,
respectivamente, nas Secoes 3.1 e 3.2. Note que se yj = VF;(z*"') — VFj(z*)
e (pf)™' = sfyF, entdo a expressio em (3-1) recupera a formula BFGS cléssica
(2-24) para Fj. Agora, vamos mostrar as motivacoes que nos levaram a formula de
atualizacao (3-1). Como visto na Secdo 2.1, o método BFGS classico, com intuito
de reduzir o custo computacional, utiliza a férmula (2-3) para atualizar a inversa
de Bjy1. Denote por Hf a aproximagao para [V2Fj(z")]~!, para cada j = 1,...,m.

Assim, a atualizacao BFGS para a inversa é naturalmente definida por
HI = <In — pfsk(yf)T> Y (In — pfyfs%) + skt (3-2)

com p§ > 0. Tomando a inversa de H J’?“ em (3-2), obtemos a férmula de atualizacao
B;““ em (3-1). De fato, fixando j = 1,...,m arbitrario, seja HJQ > 0 e defina

) N 1 )
BY = (Hj)~". Por indugao, suponha que para i =1,...,k, H; > 0 e (H]l) = B

Vamos mostrar que HJ’?Jrl = 0e (Hf“)_l = BJ’.““. Tomando z € R"™ nao nulo,
uma vez que p¥ > 0, é facil ver, por (3-2), que ZTHJ’»“Hz > 0 e logo HJ’.Hl = 0.
Para calcular a inversa, vamos usar a féormula de Sherman-Morrison-Woodburry,
veja |60, Apéndice A.1]|. A formula estabelece que: dada A=A4+UVT, em que A ¢
uma matriz quadrada n x n nao singular, U e V' sao matrizes n X £ com 1 < ¢ < n,
entdo A é nao singular se, e somente se, a matriz I,, + V7 A~1U é nao singular. Além

disso, sob a equivaléncia anteriormente mencionada, tem-se
A=A - AU+ VEATT )V AT
Agora, reescrevendo (3-2) como

0 —,0;?

HFY = [gF 4 [ HEyk sy ]
I L s L (b + g

[ (yy)" Hf ]

T
Sk
uma vez que H ]’-“H é nao singular e definindo

A= HY, U::[nyf Sk}

T
Sk

[ (y)"Hf ]
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temos que a matriz [,, + VTBJI’.C U ¢é nao singular. Desse modo,
-1
k+1\-1 _ pk k T pk T pk
(HE)™ = BS = BIU (L + VTBIU) VB,

Agora, para mostrar que a expressao acima pode ser escrita como em (3-1), note

que
< VTBk > VTBk
-1
h (4T H
g Vi) Si| g [ HEyk sy, ] vIBr
- ? (D5 (W) T HEYS + o) Sk L ’
-1
=7 yﬂ”“% + 4 sk T s B
Por outro lado, definindo
k B ENT 17k
7 = 0 —h ()" ] [yk Bks ] ;
=05 ()W) HyyS + ol Sk S
obtemos
i - _ —1
N2 (0 BNT FTk b 4 ok ok T 77k
71 _ (P} (W) Hiy; + 05 pj | —1 n (y;)" Hj [yl-“ B’?sk}
i ph 0 | (p)? st 7
] - _ 1
(| P A | =L WD Y () s
T o JUET| st B
-1
_ ()™ W) sk — ()7
| siyl— (o) siBisp
Y 1
k=1 _ T,k _ (k-1 2
(05)7" = s O T (b = sTy) + ()T BEsy
| sBise ()T () e | 1
)T =seyy o )T [ DetZ




49

Portanto,

—1 -1
k+1 _ nk k T Rk T nk
(HJ*) -B! —BjU(InJrv BjU) VT B!

k\T
_nk ko1 | (U5)
k=g
gt gy | B )T =) s || )T |
J J i (,0?)‘1 _ S’Lfyjle _(p?)—l SZBJI? ] Det Z
_pr iy | S B + () sk By = () sesi By |1
T L )T = sty )T — (o) tsi By | DetZ
—BE— [y B, || P00 ) S By = @) s By L
P G - ) - s | Dz

1
=Bj - (SfoSkyf W)" + ()" yisk B — i (y)) snsi B+

Det Z
+ (05 Bisk(y))" — Biswsiy; (y)" — (o)) ' BJs skB’“>

obtendo a expressao em (3-1).
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3.1 Uma extensao que mimetiza o método classico

Nesta secao, descrevemos detalhadamente um algoritmo para otimizacao
multiobjetivo que mimetiza o método BFGS escalar. Os resultados desta se¢ao estao

publicados em [64].

Algoritmo 3.1. Um algoritmo BFGS com busca linear de Wolfe
Sejam ¢; € (0,1/2), ¢z € (c1,1), 2° € R*, e BY > 0, para todo j = 1,...,m.
Inicialize k <+ 0.
Passo 1. Calcule a direcao de busca
Calcule d* := d(z*) e 6(z*) como em (2-18) e (2-19), respectivamente.
Passo 2. Critério de parada
Se O(z*) = 0, entdao PARE.
Passo 3. Procedimento de busca linear
Calcule o comprimento de passo aj > 0 (primeiro tente oy = 1) tal que

as condigoes de Wolfe padrao (1-12)—(1-13) sejam satisfeitas e faga zF+! =

¥ + agdF.
Passo 4. Prepare a prorima iteracao
Para cada j = 1,...,m, defina BJI-CJrl como em (3-1), em que s, = 2! — 2k,

Yy = VEF;(a"") — VF;(a*) e

k { /sty se sfy) > 0. 53

Pi = 1/ (D(z"*1, s) — VEj(z*)Tsy) , caso contrario.

Faca k < k+ 1 e vd ao Passo 1.

Observagao 3.1. (i) Na pratica, no Passo 1, d* e §(2*) sao calculados resolvendo
o problema quadratico convexo de otimizagao escalar (2-20). (i) No Passo 2, pelo
Lema 2.1(i), o Algoritmo 3.1 para em uma iteracdo k se, e somente se, 2* é Pareto
critico. (iit) No Passo 3, o comprimento de passo oy, deve satisfazer as condig¢oes de
Wolfe padrao (1-12)—(1-13), as quais foram cuidadosamente discutidas na Segao 1.3.
Na busca linear, sempre testamos primeiro se oy, = 1 satisfaz essas condigoes, sendo
crucial na obten¢ao de uma rapida taxa de convergéncia. (iv) No Passo 4, pg? é
definido de modo a sempre se manter positivo, veja o Teorema 3.1 a seguir. Além
disso, se pi = 1/s{y}, entdo (3-1) recupera a atualizacio BFGS classica (2-24) para
F;. Isso ocorre, por exemplo, quando F} ¢ estritamente convexa. Além disso, no caso
escalar (m = 1), a condi¢ao de curvatura (1-13) recupera a condigao cléassica (1-10)
e implica que sl yf > 0, logo p¥ = 1/slyt e o Algoritmo 3.1 se torna o algoritmo

BFGS classico com busca linear de Wolfe padrao (Algoritmo 2.1).
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O proximo teorema mostra que o Algoritmo 3.1 estd bem definido sem
impor qualquer hipotese de convexidade sobre a funcao objetivo. Essa prova consiste
basicamente em mostrar que B;“H sera definida positiva sempre que BJ’-c for definida

positiva, para cada j = 1,...,m.

Teorema 3.1. Suponha que F € limitada inferiormente em L(2°) = {x € R" |
F(x) < F(2°)}. Entao, o Algoritmo 3.1 estd bem definido.

Demonstragao. Por inducao, suponha que BJ’-C ¢ definida positiva para todo
j =1,...,m (que trivialmente é valido para k = 0). Portanto, o subproblema no
Passo 1 tem solugao. Se 2" ¢ Pareto critico, entdo pelo Lema 2.1(i), o Algoritmo 3.1

¥ nao é Pareto critico. Nesse caso,

finaliza no Passo 2. Logo, assumiremos que x
o Lema 2.1(7i) implica que d* ¢ uma direcao de descida de F em z*. Como
F ¢ limitado inferiormente em L(x°), pela Proposigao 1.1, existem intervalos de
tamanho de passo positivo satisfazendo as condigoes (1-12)—(1-13) no Passo 3 e
assim zFt! pode ser definido apropriadamente. Agora, mostraremos que B]’-“Jrl em
(3-1) ou, equivalentemente, H JI-“H em (3-2), se mantém definida positiva para todo

j=1,...,m. Como s; = ad*, pela defini¢do de D, Lema 1.1(3) e (1-13), temos

D", s) = VE;(2") s > ax[D (@™, d") — D(a*, d")]
> —ay(1 — c)D(2*, d*) > 0,

e assim p? definido em (3-3) é positivo para todo j = 1,...,m. Seja j € {1,...,m}
e 0 # z € R™. Entao, por (3-2),

T
zTHJ]-“Hz = <z - p?szkyf> Hf (z — pjszskyf> + p?(szk)Q > 0,

Portanto, Hf“ ¢ definida positiva para cada j =1,...,m. |

O seguinte exemplo ilustra que, em otimizacao multicritério, em contrapar-
tida ao caso escalar, sgyf pode ser nao positivo para algum j € {1,...,m} mesmo
quando uma busca linear de Wolfe é usada. Isso justifica nossa escolha para p;? em
(3-3), pois uma condicao chave para a boa definigdo do Algoritmo 3.1 é que pf >0

para todo j = 1,...,m (veja o Teorema 3.1).

Exemplo 3.1. Sejam 8> 1, ¢; = 107, ¢, = 0.9, 2° = 0, e BY = BY = 1 dados
e considere a aplicagao do Algoritmo 3.1 para o problema (1-1) com F: R — R?
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definida por

-, se x<0
2 1_ 3 _1 2 0< < 1
Fi(x) = ro_ Tz e Fy(z) = ( Bz + (B Jz* —x, se <z ’
3 —pr+ -1, se 1<x<2,

Bx* —5px + 58 — 1, se x> 2.

Note que F' € continuamente diferencidvel e limitada inferiormente em R. Um
cdlculo direto mostra que d° = 1 e oy = 1 satisfazem as condicoes Wolfe padrdo
(1-12)—(1-13), implicando que x* = 1. Entdio, temos que siy? = 2/3 e slyy =
1— 3 <0. Se tomarmos p;? = 1/sgy§“ em (3-1), o algoritmo falha ao tentar dividir

por zero, no caso quando 3 = 1. Para 8 > 1, teremos também By =1 — 3 < 0.

3.1.1 Analise de convergéncia

Nesta secao, apresentamos os resultados de convergéncia para o Algo-
ritmo 3.1. Como ¢ usual no caso escalar, veja Hipotese 2.1, assumimos que as fungoes

objetivo sao fortemente convexas, conforme formalmente estabelecido a seguir.

Hipétese 3.1. (i) F' é duas vezes continuamente diferencidvel. (ii) O conjunto de

nivel L(x°) é convexo e existem constantes yu, L > 0 tais que
ullzll? < 2TV F(x)z < L2’ Vi=1,...,m, (3-4)

para todo z € R™ e x € L(x).

Note que, sob a Hipotese 3.1, sfy¥ > 0 e assim p§ = 1/s{y¥ para todo
k>0ej=1,...,m. Nesse caso, (3-1) sempre recupera a atualizagdo BFGS classica
(2-24). Além disso, as hipoteses do Teorema 3.1 e da Proposigao 1.2 sao trivialmente
satisfeitas. Por fim, como consequéncia dessa suposicao, as hipoteses do Teorema 2.2
também sao satisfeitas. De fato, defina

g

1
Gr = / V2E, (2" + 75 )dr,
0
e perceba que
Grsp=vyf, Vji=1,...,m. (3-5)

Assim,
ullolP < TG < LI Y j=1,.m, (3-6)
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para todo z € R" e k > 0. Portanto,

SEyy _ sf@?sk . (") ys _ sfééiéfsk _ z,{@"jzk - (3.7)
lssll> llsell® SkY; sk Gy sk R

~ky L .
em que zp = (G?)zsk. Agora, sob essas hipoOteses, estamos prontos para provar o

principal resultado dessa segao.

Teorema 3.2. Suponha que a Hipdtese 3.1 vale e que {z*} € uma sequéncia gerada

pelo Algoritmo 3.1. Entao, {x*} converge para um ponto Pareto étimo x* de F.

Demonstracao. Pelo Teorema 2.2, existe uma constante § > 0 e K CN tal que
COSﬂfZé, VEe K e Vj=1,...,m.
Logo, a Proposi¢ao 2.1 implica que
ko gk 0\ k
D", d") < —5lld*[llldso(2")]], VK € K.

Assim, pela Proposicao 1.2, temos

k dk D(J}k,dk)Q 54 1
o> X A 2 2 S 2 2 Tl

k>0 keK keK
e consequentemente
lim d,(z*) = 0. 3-8
wer (") (38)

Note que, como £(z°) é compacto e 2 € L£(2°) para todo k € K, existem K; C K

¥ = x*. Desse modo, por (3-8) e pelo Lema 1.2 (i),

e z* € L(2°) tais que limyeg, @
obtemos ds,(x*) = 0. Assim, pelo Teorema 1.1(%i), concluimos que z* é um Pareto
6timo.

k — g*. Para isso, suponha por contra-

Agora, vamos mostrar que limy_,o, x
dicdo que existam 7 € L£(2°) com T # 2* e Ky C N tais que limgeg, 2% = Z. Primeiro,
afirmamos que F(Z) # F(z*). De fato, se F(Z) = F(z*), pela Hipotese 3.1, para

todo ¢ € [0, 1], temos
Fi(tz 4+ (1 = t)z*) < tF;(z) + (1 = t)Fj(z*) = F;(z%), VYj=1,...,m,

contradizendo o fato de que z* é ponto Pareto 6timo. Desse modo, F(z) # F(z*)
vale, como afirmado. Agora, como z* é Pareto 6timo, existe jo € {1,...,m} tal que
Fj,(z*) < Fj,(z). Assim, lembrando que limgef, 2% = 2* e lime g, 2¥ = Z, podemos

escolher k; € K e ky € Ky com ky < ky em que Fj,(2*') < Fj,(z*2). Isso contradiz
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a condigdo de decréscimo suficiente (1-12) que, em particular, implica que {F};(z*)}
¢ uma sequéncia decrescente para todo j = 1,...,m. Portanto, limj_,. 2% = z*,

como queriamos demonstrar. |

No restante dessa secao, nosso objetivo é mostrar que {xk} converge para

x* suficientemente rapido de modo que

D lla* =2t < 00, V>0 (3-9)

k>0

Até onde sabemos, este é o primeiro trabalho a estabelecer esse resultado para
otimizacao multiobjetivo. No caso escalar, variantes desse resultado podem ser
encontradas em, [62, Lema 5|, |6, Teorema 3.1] e [46, Lema 3.6]. Como discutido
na Segao 2.1, (3-9) desempenha um papel importante na convergéncia superlinear.

Para estabelecer essa condicao, apresentamos alguns resultados técnicos.

Lema 3.1. Suponha que a Hipdtese 3.1 vale e que {z*} € uma sequéncia gerada pelo

Algoritmo 3.1. Seja x* como no Teorema 3.2. Entao, para todo k > 0, temos

, L2
(i) f|l=* —2*|| < ;Hdsn(x’“)H;

1—
(i) skl > %@Hdw(xk)ﬂ, em que 0y, € dado como na Proposi¢cao 2.1 e co €

dado como na Defini¢ao 1.1.

Demonstracao. Seja £ > 0 dado e defina a funcao de valor escalar Fy,: R* — R

por

Fip(z) = Z X5P (a¥) Fy (),

em que \5”(z¥) e dg,(2%) sdo definidos em (1-6)—(1-7). Desse modo, por (1-6) e (3-4),

é facil ver que

1
/ (1 —7)2"V2F,, (2" + 72)2dT > gHzHQ,
0

em que 2 = z* — z*. Considerando que dg,(z%) = =V F,,(z") e avaliando a integral
acima por partes ([ udv =uv— [vdu com u=1—7 e dv = 2T V?F, (2% + 72)zdr),

obtemos
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1
gHzH?g/ (1 - 1)2"V2Ey (e + 72)zdr
0

= (1 —7){z, VE,, (2" + 72)) 1

T /01<Z, VE,,(zF +72))(=1)dr

(2 VFL (b)) + /0 (2, Vo (* +72))dr

1
= F,(a* +72) e VF,,(2"))

= Fop(x") — Fop(2®) + dgp (F)T (2% — 2¥).

Como Fj(z*) < F;(x*) para todo j = 1,...,m, temos que Fy,(z*) — Fs,(2F) <0 e

consequentemente
Ella” = ¥ < doofa) (2" = a*) < [ldu(@®)]l[l2* = 2",

mostrando a parte (7).
Vamos considerar agora a parte (7). Perceba que, por (1-13) e pela definigao

de D, segue que

(CQ — 1)D(I’k, dk) S D :UkJrla dk) - D(xk7 dk)
< max (VE; (") = VFj(z")"d* = max (y})"d"

=1, j=1l,om 77

<

(3-5)

max s{G?dk,
=1,....m

<

em que a segunda desigualdade segue pelo fato de que, para qualquer u,v € R™,

temos max;—;__,{u; —v;} > max;_y _,{u;} —max;—y__,{v;}. Logo,

. (36)
(c2 = 1)D(2*,d") < ap max (d")"Gjd" < Loy ld"||* = Lsilll|d"],

7j=1,....m
Portanto, usando a Proposicao 2.1 e levando em conta que ¢y < 1, temos
5k k k k
—(ez = 1)< [|d*][lldso (27)]| < Llselllld"1l,

concluindo a prova. |

Teorema 3.3. Suponha que a Hipdtese 3.1 wvale e que {xk} € uma sequéncia

gerada pelo Algoritmo 3.1. Seja x* como no Teorema 3.2. Entdo, {x*} converge
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R-linearmente para x* e, consequentemente, (3-9) vale.

Demonstragao. Seja A*”(z*) € R™ um multiplicador da diregdo de méaxima
descida generalizada associado a x* como em (1-6)—(1-7), isto &, dsp(z*) =
= AP(2*)VE;(2*). Vamos definir a fungao de valor escalar F,: R" — R dada

j=1""
por

F.(z) = Z XSP(2*) Fy(x).

Note que, pelo Lema 1.2(7), temos
VE (%) =) X2(2")VE(z") = —dgp(2*) = 0. (3-10)
j=1

Agora, fazendo uma expansao de segunda ordem da série de Taylor da fungao F}; em

torno de z*, temos que existe 7; € (0,1) tal que

1
Fy(a*) = F(e)+VEy(a") (2" —a")+5 (2" —a") V2, (xk +ry(at - x*)) (b — %),
Logo, pela hipotese de convexidade forte (3-4), temos

Ella* = *|? + VE; (@) (@ — &) <Fj(a*) - Fy(a”)
1

:Q(xk B x*)TVZFj (l,k _|_7_j(xk _ x*)) (xk — )

T+ VE (@) (@ 2*)

L
<Gl =P+ VE )@ — ),

para todo j = 1,...,m e k > 0. Assim, multiplicando essa expressao por \;”(x*),
somando todos os indices j = 1,...,m, e considerando (1-6) e (3-10), obtemos

H k_ x)2 ky * £ k%2

2Haz: |7 < Fu(2") — Fi(2") < 2”:6 z*||*, Vk>0. (3-11)

Pelo lado direito de (3-11) e pelo Lema 3.1(7), obtemos
k * 2L k1|12
F(2") — F.(z") < FHdSD(az )5, VE>0. (3-12)
Por outro lado, similar a (3-11), a condigao de decréscimo suficiente (1-12) implica
F, (") < Fo(a®) + coap D(2", d), Yk > 0.

Subtraindo o termo F,(z*) em ambos os lados dessa desigualdade e usando a
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Proposicao 2.1, temos

c
F.(a") = Fu(a") < Fu(a*) = Pu(a®) - 515k!|8k|l|\dw(x’“)|la
segue que

Cl(]_ — CQ)
AL
(3-12)

< (1 - Cl(lgff)“ag) (F*(xk) - F*(a:*)) . VE>0.

Fo(a") = Fi(z") < Fu(a®) — Fu(a7) - Oilldsn ()]

(3-13)

Para cada k > 0, defina 7, := 1 — ¢1(1 — ¢p)p?07/(8L?). E facil ver que 7, € (0, 1],
para todo k > 0.

Agora, dado p € (0,1), o Teorema 2.2, garante que existe uma constante
d > 0 tal que, para qualquer k£ > 1, o namero de elementos ¢ € {0,1,...,k} para os
quais d; > § é pelo menos [p(k+1)]. Desse modo, definindo Gy, .= {¢ € {0,1,...,k} |
dp > 0}, temos |Gi| > [p(k+1)] e

. 252
o1 alz s

< VE r<l1l, VleGgG.

Portanto, por (3-13) e considerando que F,(z") — F.(z*) > 0, obtemos, para todo
k>,

F*(karl) - F*(iL’*)

IA
=i
~
—~
=
8
=
|
=
8
*
=
IA
<
o~
—~
=
8
[en)
~—
|
=
—~
8
*
=

I 7| (F@) = Fu(z®)) < PR (2°) = Fo(a))

LeGy

IN

na qual a segunda desigualdade segue do fato de que 7, < 1 para todo ¢ ¢ Gy.

Portanto, definindo r'/? := 7, obtemos

F(a"h) = Fo(2*) < " (Fu(2®) — Fu(2%)), Vk> 1. (3-14)

Combinando o lado esquerdo de (3-11) com a desigualdade acima, encontramos

9 1/2
||:L‘k+1 . :L‘*H < ; (F*(I'O) . F*(ZE*)) (,r,l/Q)k—l—l7

e assim {z¥} converge R-linearmente para z*. Finalmente, ao somar essa expressao
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em k e considerando que r < 1 e v > 0, obtemos

Sl - < |2 (R0 - m(ﬁ))} () <

k>0

Observagao 3.2. Por (3-14) temos que {F.(z*)} converge R-linearmente para

3.1.2 Convergéncia local superlinear

Nesta se¢ao estudaremos as propriedades de convergéncia local do Algo-
ritmo 3.1. Os resultados aqui apresentados também se aplicam a problemas nao
convexos, embora nao seja possivel estabelecer convergéncia global neste caso geral.
Assumiremos que {z*} converge para um ponto 6timo Pareto local z* e provaremos,

sob hipoteses razoaveis, que a taxa de convergéncia ¢ Q-superlinear.

Hipotese 3.2. (i) F' é duas vezes continuamente diferencidvel. (ii) A sequéncia
{a*} gerada pelo Algoritmo 3.1 converge para um ponto Pareto dtimo local x*. (iii)
Para cada j = 1,...,m, V?F;(z*) € definida positiva e Lipschitz continua em x*.
Portanto, existe uma vizinhanga U de x* e existem constantes positivas p, L, e Lo
tais que
I2]* < 2"V F(2)z < L||2|? (3-15)
ullzl]” < z j(x)z < Ljjz||",

IV2Ej(x) = V2Ej(2")|| < Loz — 7], (3-16)
para todo j =1,....m, ze R ex € U.

Essencialmente, a Hipotese 3.2 estabelece que, em uma vizinhanca U de x*,
F ¢é fortemente convexa e as Hessianas V2F}; (j = 1,...,m) sao Lipschitz continuas
em x*. Ao longo desta secio, assumiremos, sem perda de generalidade, que {z*} C U,
isto ¢, (3-15) e (3-16) valem em z* para todo k > 0. Como a Hipotese 3.2 é mais
restritiva que a Hipotese 3.1, os resultados da se¢ao anterior permanecem verdadeiros

e serao usados aqui sem maiores explicagoes.

Observacao 3.3. Destacamos aqui que a Lipschitz continuidade da Hessiana na
Hipotese 3.2, pode ser substituida por uma Holder continuidade (veja a Hipotese 3.4
na proxima segao). Essa mudanga, dependendo do valor do expoente v, pode

enfraquecer a Hipdtese 3.2. Contudo, o leitor pode notar que mesmo havendo um
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possivel enfraquecimento dessa hipotese, a validade dos resultados discutidos ao
longo da presente se¢ao nao sao afetados. Além disso, utilizamos a condi¢ao (3-16)
na Hipotese 3.2, pois estamos propondo um método que mimetiza o BFGS classico

(veja a Hipotese 2.2).

O proximo teorema estabelece que a condi¢ao de Dennis-Moré (2-15) vale
individualmente para cada funcao objetivo F} (veja (3-18) abaixo). Apesar da prova
deste resultado ser semelhante ao caso escalar, para fins de completude do trabalho,
iremos inclui-la aqui. Vale ressaltar que, assim como no caso escalar, (3-9) é essencial
para que o limite de Dennis—Moré seja valido, veja Segao 2.1. Também incluimos
no enunciado do teorema uma etapa intermediario (veja (3-17) abaixo) que sera

evocado nos proximos resultados.

Teorema 3.4. Suponha que a Hipdtese 3.2 € vdlida. Entao,

T Rk
_ sy, B7 sy, ,
lim ——2L—— =1 Vj=1,... 3-17
P sTV2F;(x*) sy J et ( )
e (B — V25 ()|
B — V2F;(x*))d
. 7 ] .
= =1,... -1
Jim T 0, Vji=1,...,m, (3-18)
ou, de modo equivalente a (3-18),
(B} — V2F;(a"))d"||
li J = =1,...,m. -1
Jim T 0, Vj=1,....,m (3-19)
Além disso, as sequéncias {||BF||} e {||H}||} sdo limitadas para todo j =1,... ,m.
Demonstragao. Inicialmente, para cada 7 € 1,...,m e k > 0, definimos
< 2 *\1/2 ~ 2 x\—1/2, k ~ §Zﬂk 7 ||?]k:||2
8=V E(a") sy, gp = VI (") Ry, a = A by = T
k
- . 5T B3, 5T B3,
BF = V2F~(x*)_1/QB’?V2F'(x*)_l/Q, cos B = —E— % ¢ gy = k- )
J T 5l B%5 e
Note que a Hipétese 3.2 garante que 57, = sfyy > 0 para todo j = 1,...,m e

kE > 0, logo by esta bem definido. Agora, dado um j fixado, porém arbitrario, a

condigao (3-5) garante que
i = V2 Ey(a)si = (G — VP Ey(a")si.
Por simplicidade, denote Gy, == C_T'f, assim temos

G — 8 = V2F (@) 72 (G — V2E(a)) VP Fy(27) 715,
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Logo, por Cauchy—Schwarz, obtemos

15 = 8ell < V2 Fy(a®) 221G — V2 F () |15k
1
< |IV2E(IE*)‘”2||2||§1€|I/ IV2Fj(a" + ragd®) — V2F;(a") || dr
0

(3-16) 2 *\—1/2112| = ' k k *
< IVEE; @) HSkH/ Ly||lz® 4 Tagd” — a*||dr
0

< IV2E (@) 7228 Ly ma{ [l — 2], [|2* — 27|}

Desse modo, definindo ), := max{||z**! —z*||, |z* — 2*||} e ¢ == Lo||V2F(z*) /2|2,

obtemos

19k —

Gl S = 17611 — 255Gk + [156]” < &eillSell*. (3-20)
Além disso, como |||Fk|| — [|5k||| < ||gk — Sk||, temos
(1 = cer) 15ell < 1Fxll < 1I5x[I(1 + cex). (3-21)
Assim,
— N2(= 12 T =~ L2 G2 ~T =~ = 2
(1 —cee) lISell” — 28, 96 + IS6l1® < [1Gll” — 285 G + |5kl
(3200 , 0,
< cellal”
Consequentemente,

258k > (1 — 2eep, + A2e2 4+ 1 — &e2) |5 ||* = 2(1 — e1)||5x]1

Segue, pelas definicoes de ay, e by, que

>1— ey (3-22)

e A (321) (1+ cep)? (322) 1 + 2cey, + cex

bk pr— — - p— = = >~ - >~ —
STge  an || Skl Qg 1 — cey,
3¢ + ce
— 14+ L
1 — cey,

Agora, como {x*} converge para z*, temos limy_,o x = 0. Logo, para k suficiente-
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mente grande, temos que existe uma constante ¢ > 3¢ tal que
by < 1+ cep. (3-23)

Pelas propriedades da funcao u(t), definida em (2-35), temos

—T

—ln(l—x)zl—1i$+ln(1ix):u( )SO, (3-24)

1—=x 1—2

para todo z € R\ {1}. Com isso, para k suficientemente grande, podemos assumir

que ceg < %, e assim

(3-22) _z
In(a,) > In(l—ésy) > — ok

2 —25€k Z —208]€. (3—25)

Multiplicando ambos os lados (direito e esquerdo) da formula de atualizagao (2-24)

por (V2Fj(a:*))_l/ % e agrupando os termos de modo apropriado, obtemos

Bk 1——Bk— = i
SkB k k Ik

Dessa maneira, podemos deduzir de (2-34) que

0 < (B =y (B + [Ek ~In(ay) — 1} +

1_ qu 4 In( k )]

cos2 3, cos? f3;
+ In(cos? )
Rk (jk Qk 25
<¢)(B") +3cep + |1 — — —+ In( —) | + In(cos” i), (3-26)
cos? By cos? By

na qual a ultima desigualdade segue de (3-23) e (3-25). Somando expressao acima

em k e usando (3-9), temos

S [ tn(— )_[1_ Qe 4 (T )] < (B +3c Y e < oo

>0 cos? [3;, cos? 3, cos? 3, >0

Como u(t) é uma func¢do nao positiva para ¢ > 0, veja (2-35), entdo o termo entre

colchetes é nio positivo, e como In(1/ cos? Bk) > 0 para todo k£ > 0, temos

) ) )
lim In =0, lim (1— LN YL )):0,

k=00 cos? 3 k—o0 cos? 3, cos? By,
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implicando que
lim cos By =1, e lim G, = 1. (3-27)
k—o0

k—o0
Pela definigao de g, o limite (3-27) implica (3-17).

Considere agora (3-18). Primeiro, note que

IV2E) ()" V2(Bf — V2Fj(a))si?
V2 Fj ()22
I(V2E; (%) "2 BiV2Fy (o) VPV E (a7) V2 — V2E; (27) %) sy |

[El
_ (BMWPF ()2 = V2F () ) sl P [[(BY — L) 3el®
[[5]? 152
1B — 255 B3y + |3
15512
~2
i ~
= — — 2q; + 1.
cos? B3, g

Por (3-27), o lado direito da expressao anterior converge para 0. Assim,

V2 F(a*)"V2(B} — V2 Fj(2*)) s ||
V2 E () 2 5|2
_ si(B) = V2 (")) V2F; (2%) V2V (a7) " V2(B) — V2F;(27))sw
Szvszj(x*)l/zvz};}(x*)l/zsk
T
(B = V2F(a)si) V2F3 ()" H(BE = V2F5 ("))
SEV2E;(z*)sy,
2
w15 1 |[(BS = V2B )i
>
- L L[ sl?

Portanto, tomando limites na desigualdade acima, obtemos a condi¢ao (3-18). Agora,

por (3-18) e pela continuidade de V2F}(-) para cada j = 1,...,m, temos

|(Bs = v2Fy(a))si

lim
oo e
(BY = V2 (a)) s 2 (kY U2
P 4 i [(PB (") = V2E )5
ko0 sl k=00 s

=0, Vj=1,...,m,

obtendo (3-19). A prova que (3-19) implica (3-18) pode ser obtida de maneira similar.
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Finalmente, para todo £ > 0, temos

k

0 < (B (3§6) Y(B*) +3cep <P(BY) +3¢ ) ey
=0
< (B°) + 30254.
£>0

Logo, por (3-9), existe uma constante positiva w € R tal que ¥(B*) < w para todo
k > 0. Agora, para algum k > 0 e por (2-32), temos

n n
aﬁ—lnaﬁﬁZ(al—lnal)gw e af—lna’fﬁZ(al—lnal)gw,
=1 =1

¥ ¢ o maior e of ¢ o menor autovalor de B*. Como Int < t — Int para

em que o, 1

todo t € (0, +00), temos que Ino* < w e, consequentemente, || B*|| < e¥. Logo, pela

definicao de B*, temos
|BH] = IV (a) V2 ()2 BEV2Ey () V7 Ey () )
. (3-15)
— |[V2E(e) 2BV E ) < Le®.

Por outro lado, 0¥ > 0 e, consequentemente, — Ino% < 0% —Ino¥ < w. Assim,

1 ~o0
Fse = I <e

e
[ = [ V2F ) V2B ) 2V By (a) 2y )2
_ VQF *\—1/2 ék _1V2F' x\—1/2 (525) l w
= || j(@") (B") j(@") | < ,LLel
Portanto, {|| B[} e {||H}||} s@o limitadas para todo j = 1,...,m. |

Seja A\p == (A¥,...,\F) € R™ o multiplicador de Lagrange do problema
(2-20), associado a z*, que satisfaz (2-21)—(2-23). Com isso, definimos, para todo
k>0

- )

Fy(x):=> MFix) e By => \B (3-28)
j=1 j=1

A seguir, mostramos que a familia de fungoes {F), (z) }x>o satisfaz uma condigao do

tipo Dennis—Moré.
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Teorema 3.5. Suponha que a Hipdtese 3.2 seja vdlida. Para cada k > 0, considere
Fy\.:R" =R e By como em (3-28). Entao,

(B3, — V2Fy, (a*))d"||

aim 2] =0 (3-29)
ou, de modo equivalente,
F k 2F k dk
k—00 || d¥]|

Demonstracgao. Pelas defini¢oes de B’,\“k e F),, usando a desigualdade triangular e

considerando (2-22), temos

i I(BY, — V2B (2*))d*|| . 15200, A (B — V2Ej (%)) d"||
F—vo00 ¥ koo [d* |
G I(BY = V2E;(2))d"|
< o
m > X 125
j=1
(B} — V?Fj(x*))d"|

o
= Jm  mex "]

Essa desigualdade, junto com (3-18), garante (3-29). Vamos provar agora que (3-29)
implica (3-30). Primeiro, note que, por (2-21), temos B}, d* = —V F), (") e portanto
(3-30) ¢é equivalente a

(B, — V2F, (a%))d™||

kh_g)lo T = 0. (3-31)
Assim, é facil ver que
- BS, = VAR () (B, — VAE (a))d"||
lim - < lim -
ko0 ] k00 il (3-32)

+ lim [[V2R, () = V2R, (2"
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Jin V2P (a°) = 9P, ()] = Jim | YNV e) = V()|

< lim Y N VPE(a") - V2Ey (2N
j=1
< lim max ||V2E;(2*) — V2E; (2|
k—oo j=1,...,

em que a ultima igualdade segue pela continuidade de V2Fj(-), para todo
j = 1,...,m. Portanto, (3-31) segue de (3-32) e (3-29). A prova que (3-30)

implica (3-29) pode ser obtida de maneira similar. |

O seguinte resultado auxiliar fornece algumas propriedades relacionadas ao

tamanho da dire¢io d* e ao valor 6timo 6(z*).

Lema 3.2. Suponha que a Hipdtese 3.2 seja wvdlida. Entao, existem constantes

positivas fi e L tais que, para todo k grande o suficiente:

alld*|* < lo@*)] < Ljjd"|*. (3-33)
Além disso,
lim ||d*| = 0. (3-34)
k—o0

Demonstragao. Por (3-17), existe v € (0,1), tal que

TBk
oy < SR Y= 1, m (3-35)
= SZV2F7("JE*)SI€ — ) VAR Y
para todo k grande o suficiente. Por outro lado, para todo k > 0,e j=1,...,m,

ls{stk (15)  sfBlFs,  (3-15) lszfsk
Loflsel®> = sgVPE(a)se — p flsell?

Assim, usando (3-35) e relembrando que s, = ad®, obtemos

sI'Bks,  (a¥)T Brd* ,

e para todo k grande o suficiente. Com isso, e por (2-22), temos

L(1+7)

p(l—=7) (223) 1
S I < 0@) =T ) N(@)T B < =

Jj=1

ld*]?,
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para todo k grande o suficiente. Definindo ji == u(1 —~)/2 e L == L(1 +~)/2,
provamos (3-33). Por fim, usando o fato de que D(z*,d*) < 0(z) < 0 (veja o
Lema 2.1(ii)), temos

3) k gk )
i 0 ¢ g D) 00

k
0 < lim fifld H NaE[] = koo ld]

O seguinte resultado mostra que o passo unitario é admissivel para k

suficientemente grande.

Teorema 3.6. Suponha que a Hipotese 3.2 seja wvdlida. Entao, o comprimento
de passo o = 1 satisfaz as condigoes de Wolfe padrao (1-12)—(1-13) para k

suficientemente grande.

Demonstragao. Seja j € {1,...,m} um indice arbitrario. Pela formula de Taylor,

temos

Fy(a* + d¥) = Fy (o) + VE )T d + (@) VAE () + of|d?)

F;
Fy(ah) + VB d 1 2 () Bid

5 (@) (VEFy b = BE) d" + of||*)

1
2
()F

j(2%) + VE;(a*)Td" + (") Bid" + o([[d*]]*)

(2-19)

< Fy(a) + (%) + (1 = )0(2") + o | d*|)?),

em que t = 2¢; < 1 e ¢; é um pardmetro algoritmico. Assim, por (3-33) e para k

grande o suficiente, temos
Fi(a* + d*) < Fy(a*) +t0(a") = a(1 = 1) [|d"]* + o([|d"[*),

0 dk 2
= Fj(a") +t0(a*) + —[L(l—t)+<||||T||||2) ¥ |12
Tomando k grande o suficiente, obtemos que o termo entre colchetes é negativo,

entao

Fj(z* 4+ d¥) < Fy(aF) +t0(a"). (3-36)
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Por outro lado,

. m 1 m
0(a") "2 SNV E T+ S(dT | Yo NBE ) df
j=1 Jj=1
. m 1 m
2:21) > NV (ah) Tk - S ()" > MV E(2F) (3-37)
j=1 j=1

1 & (1-3) 1
:§ZA§vFj(gf;k)Tdk < §D(xk,dk).
j=1

Segue por (3-36)—(3-37) e pela definigao de t que
Fj(a" 4 d*) < Fy(2*) + D (2, d"),

para todo k suficientemente grande. Como j € {1,...,m} é arbitrario, concluimos
que o tamanho de passo oy = 1 satisfaz (1-12) para todo k grande o suficiente.

Considere agora a condigao de curvatura (1-13). Pela definicdo de F), em
(3-28), temos

n T
=Y NVE @M A = (@) VR, (2)dE — [VRR, (M) + VB, (o8] d"
j=1

(3:15) k|2 k 2 Ky k|7 ok
> a2 = | VB @) + V2B, (@) d

(3-30) O(HdkHQ)
=" plld®|* + o([|d*||*) = ld*[I* | o + e |
Assim, por (3-34), para k suficientemente grande, segue que
- u
— D NVE(h)Tdt > Tl (3-38)
j=1

Por outro lado, aplicando o Teorema do Valor Médio na fungao escalar VFy, (-)7dy,

existe v* := 2% + 1pd* para algum 74 € (0,1) tal que

VF)\k (I’k + dk)Tdk = VF)\k ({L‘k)Tdk + szQF)\k (’Uk)dk.
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Logo,

[VEy (2" + d*)"d" _[IVE, (a*)"d" + (d*)"V2E, (a*)d"]|

1] N ]2
L N@)TVEE, (Wh)d* — (d)TV2E,, ()]
Jeils
VFy, (2%) + V2Ey (2*)d*
_H Ak( ) “dk” Ak( ) H + ||v2F)\k(vk) —VQF)\k(.Ik)H

(3-39)

Agora, pela definicio de Fy, e v¥, e considerando a continuidade de V?F(+), obtemos
Jim [[V2R, (0F) = V2R (29)] = Jim || 3 AF(VAFy (" + ") = V2E; (")
J:

< lim Y N V2E(a* + 7dh) — V2E(a")]|

k—00 <

(2-22)
< lim max ||[V2E;(a* + 7.d¥) — V2 (2F)|]

~ k—=ooj=l,..m

(3-34)

="0.

Desse modo, segue por (3-30) e (3-39) que

k o gk\T jk
lim |V, (2" + d*)" d¥|
k—300 I|d*||?

= 0.
Consequentemente, para k grande o suficiente e ¢, definido no Algoritmo 3.1, temos
(VB (o +d")Td"| < erlpl| b, (3-40)

Portanto,
@ Z )Tk 2, ||dk||2 ZA’fVF a® + d¥YT k.
5 - <

Por fim, da tltima desigualdade, segue que

MV (2 + dF)Td > ZA’WF BraE 2D 0t

Ms

D(z" + d¥,d*) >
1

CQD(xka dk>7

A%
T.

para todo k suficientemente grande, na qual a tultima desigualdade segue do
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Lema 2.1(%i), concluindo a prova. |

O Lema a seguir apresenta uma desigualdade muito tutil que sera usada
em nosso resultado principal. Sua demonstragdo pode ser encontrada em |21,

Lema 4.1.15|, contudo, por uma questao de completude, a faremos neste trabalho.

Lema 3.3. Suponha que a Hipdtese 3.2 € vdlida. Entao, para todo j = 1,...,m,

temos:

IVE; (@) = VE (%) = V2E; (") (@ — b))

z -z + |zt —x
Ly
em que Lo € dado em (3-16).
Demonstracao. Lembrando que s, = 2! — 2, temos

IVF;(a"*) = VFj(a*) — V2F(a*) (2" — 2]
1
(£2) | / V2F; (2" + Tsp)spdr — V2Fj () s
0
1
= || / (VQFj(a:k + Tsk) — VQFj(x*))sdeH
0
1
< / |(V2Ey(a* + s¢) — V2 ()] - [selldr
0

( k+l_x*||+||xk_x*||.

2

5-16) ! k+1 k * &3
< L2H8kll/ [Tz 4+ (1 = 7)a" — 2%||d7 = La||s||
0
|

Agora estamos preparados para provar a convergéncia superlinear do Algo-

ritmo 3.1. Esse resultado é baseado em [20, Teorema 2.2].

Teorema 3.7. Suponha que a Hipdtese 3.2 seja vilida. Entao, {x*} converge para

x* com taxa Q-superlinear.

Demonstracgao. Pelo Teorema 3.6, podemos assumir, sem perda de generalidade,

k+1

que o, = 1 e consequentemente d* = x**! — 2% para todo k. Assim, por (2-21),

temos B (zF! —2¥) = —V ), (2¥) e entao

(BY, — V?Fy, (%)) (" — a*) =V F,, (a") — VF, (2")
. VQF)\k (x*)<xk‘+l o .Z'k) o VF,\k ($k+1).
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Desse modo,

IVE (@] _I(BY, = V2 (@) (@™ — 25|
[+ — k]| = [FH1 — 2|
| IVE, @) = VR, @) = V2R, (@)@ — a¥)]
R =] |

(3-41)

Note que o segundo termo do lado direito é menor ou igual a

VB - VE @Y - TR - o)
j=1,...m ||xktl — k||

e, pelo Lema 3.3, essa expressao ¢ menor ou igual a

P et Kl el
2 9 .

Assim, aplicando o limite em ambos os lados de (3-41) e usando (3-29), obtemos

L IVEL D]
iy P (3-42)

Por outro lado, pela definigao de F),_, pelo Lema 1.2(7v) e Lema 3.1(%), temos que

[V Ey, (2" )] [y NV E (aF+h) || [ dgn (1))
[ —af = oo — [ [ — ] = [ — o] + ok — o]
a =+ — 2] poo 1
) k+1 _ E__ = T k=
2||:E+ ZE*H‘I—HJZ JZ*H 21+M

Portanto, usando (3-42), obtemos

e com isso a taxa de convergéncia é Q-superlinear. |

3.1.3 Experimentos Numéricos

Esta secao apresenta alguns resultados numéricos para ilustrar as potenciais
vantagens praticas do Algoritmo 3.1. Estamos interessados principalmente em
verificar a eficdcia do uso da busca linear de Wolfe e das aproximacoes Hessianas
que sao atualizadas a cada iteragao por um esquema BFGS. Para isso, consideramos

os seguintes métodos nos testes reportados:
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e Algoritmo 3.1 (BFGS-Wolfe): esquema aqui proposto no qual as aproximagoes
Hessianas sao atualizadas a cada iteragao por (3-1) e os tamanhos dos passos
sao calculados satisfazendo as condigdes de Wolfe (1-12)-(1-13).

e Padrao BFGS-Armijo: um algoritmo BFGS em que as aproximacoes Hessianas
sdo atualizadas, para cada j = 1,...,m, por (2-40) em que € > 0 é um
parametro algoritmico e os comprimentos de passos sao calculados satisfazendo
uma condi¢ao do tipo Armijo (1-12). Em nossos experimentos, usamos ¢ =
1076,

e Padrao BFGS-Wolfe: um algoritmo BFGS no qual as aproximacoes Hessianas
sao atualizadas por (2-40) e os tamanhos de passos sao calculados satisfazendo
as condic¢oes de Wolfe (1-12)—(1-13).

Todos os algoritmos que testamos foram implementados em Fortran 90.
As diregoes de busca d(2*) e os valores 6timos #(z*) sdo calculados ao resolver o
subproblema (2-20) usando o Algencan [3], um codigo de Lagrangiano aumentado
para programacao nao linear geral. Para calcular o tamanho de passo satisfazendo
as condigoes (1-12)—(1-13), usamos o algoritmo proposto em [51|. Este algoritmo
envolve varias interpolagoes polinomiais quadraticas/ctbicas das fungdes objetivo,
combina estratégias de retrocesso e extrapolacao e é capaz de calcular o tamanho do
passo em um namero finito de iteragoes (internas). Técnicas de interpolag¢ao também
foram usadas para calcular tamanhos de passos que satisfazem apenas a condicao
tipo Armijo (1-12). Usamos ¢; = 107%, ¢; = 0.1, e tomamos B} = I, para todo
7 =1,...,m. Para o caso escalar, existem estratégias mais elaboradas para escolher
a matriz inicial, veja [21, Secdo 9.4]. Paramos os algoritmos em z* reportando
convergéncia quando |f(z¥)| < 5 x eps'/?, em que eps = 27 ~ 2.22 x 10716 ¢
a precisao da maquina. O ntmero maximo de iteragdes permitidas foi 2000.

Embora o Algoritmo 3.1 tenha convergéncia global apenas sob hipoteses de
convexidade, experiéncias numéricas favoraveis também sao comumente observadas
para problemas nao convexos. Assim, o conjunto de problemas teste escolhido
inclui problemas convexos e nao convexos encontrados na literatura de otimizagao
multiobjetivo. A Tabela 3.1 mostra suas principais caracteristicas. As duas primeiras

[{99S]

colunas contém o nome do problema e a referéncia correspondente. As colunas “n’” e
“m” informam o numero de variaveis e o nimero de objetivos, respectivamente.
“Conv.” indica quando o problema é convexo ou nao. Muitos problemas tém
restricoes de caixa em suas definigbes originais. Em alguns deles, os objetivos
sao ilimitados fora da caixa. Nestes casos, acrescentamos um termo que penaliza
o nao cumprimento das restrigoes a cada objetivo. Se denotarmos a caixa por
{r e R" | | < z < u} em que [,u € R™ o termo de penalidade & definido

por & [ max{0,z — u}||} + || max{0, —z + [}||3], no qual x = 10'° e o maximo &
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calculado componente a componente. Isso forca os iterados a permanecerem dentro
da caixa. A coluna “Penal.” informa se determinado problema foi penalizado ou
nao. Os pontos iniciais foram tomados pertencentes as caixas correspondentes.

Ressaltamos que as caixas nao sao consideradas explicitamente pelos algoritmos.

Problema Ref. n m Conv. Penal. Problema Ref. n m Conv. Penal.
AP1 [1] 2 3 S N MHHM2 [40] 2 3 S N
AP2 m 1 2 S N MLF1 [40] 1 2 N S
AP3 [1] 2 2 N N MLF2 [40] 2 2 N N
AP4 [1] 3 3 S N MMR1 [55] 2 2 N S
BK1 [40] 2 2 S N MMR2 5] 2 2 N S
DD1 [16] 5 2 N S MMR3 [55] 2 2 N S

DGO1 [40) 1 2 N N MMR4 5] 3 2 N S
DGO2 [40] 1 2 S S MOP?2 [40] 2 2 N N
DTLZ1 [19] 7 3 N S MOP3 [40] 2 2 N N
DTLZ2 [19] 7 3 N S MOP5 [40] 2 3 N N
DTLZ3 [19] 7 3 N S MOP6 [40] 2 2 N S
DTLZ4 [19] 7 3 N S| MOP7 [40] 2 3 S N
FA1 [40] 3 3 N S PNR 63 2 2 S N
Farl [40] 2 2 N N QV1 [40] 10 2 N N
FDS 28] 5 3 S N SD [72] 4 2 S S
FF1 [40] 2 2 N N SK1 [40] 1 2 N N
Hill [39] 2 2 N N SK2 [40] 4 2 N N
IKK1 [40] 2 3 S N SLCDT1 [70] 2 2 N N
M1 [40] 2 2 N S SLCDT2 [70] 10 3 S N
JOs1 [42) 2 2 S N SP1 [40] 2 2 S N
JOS4 [42] 20 2 N S SSFYY2 [40] 1 2 N N
KWwW2 [43] 2 2 N S TKLY1 [40] 4 2 N S
LE1 [40) 2 2 N N Toid® [75] 4 2 S N
Lovl 48] 2 2 S N Toi8? [75] 3 3 S N
Lov2 48] 2 2 N S Toi9? [75] 4 4 N N
Lov3 [48] 2 2 N N Toil0® [75] 4 3 N N
Lov4 48] 2 2 N N VU1 [40] 2 2 N N
Lovh [48] 3 2 N N VU2 [40] 2 2 S S
Lov6 48] 6 2 N S ZDT1 [771 30 2 S S
LTDZ [40] 3 3 N S ZDT2 [77] 30 2 N S
MGH9* 157] 3 15 N S ZDT3 [77]1 30 2 N S
MGH16* [57] 4 5 N N ZDT4 [771 30 2 N S
MGH26* [57] 4 4 N N ZDT6 [77] 10 2 N S
MGH33* [57] 10 10 S N ZLT1 [40] 10 5 S N

2 Esta é uma adaptagdo de um problema de otimizacdo escalar para a configuragdo multiobjetivo que pode ser encontrada em [56].

Tabela 3.1: Lista de problemas teste.

Dado um problema de otimizacao multiobjetivo, estamos especialmente
interessados em estimar sua fronteira Pareto. Para atingir esse objetivo, uma
estratégia frequentemente usada é executar o algoritmo disponivel a partir de varios
pontos iniciais diferentes. Tendo em vista esta aplicacao, consideramos 300 pontos
iniciais aleatoérios para cada problema da Tabela 3.1. Cada instéancia foi vista como
um problema independente e foi resolvida por todos os algoritmos. A Figura 3.1
mostra os resultados usando performance profiles [22]. Comparamos os algoritmos
com respeito a: (a) nimero de iteragoes ; (b) tempo de CPUj (¢) ntimero de avaliagoes
de fungoes objetivo; (d) nimero de avaliagoes de gradientes.

Iniciamos nossa analise observando que todos os algoritmos se mostraram
robustos no conjunto de problemas escolhido. Em particular, isso ilustra a capacidade
pratica do Algoritmo 3.1 mesmo para problemas nao convexos. O Algoritmo 3.1
e os algoritmos Padrao BFGS-Wolfe e Padrao BFGS-Armijo obtiveram sucesso
resolvendo 99.8%, 99.7%, 98.6% dos problemas testados, respectivamente. Em

relagao a eficiéncia, considerando o ntmero de iteragoes, o Algoritmo 3.1 (86.2%)
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(a) Iteracoes (b) Tempo de CPU
r =
08 ;" v"‘-',-‘.'»
T 06 j’ 1 = 06
QU ‘:"- QL
04t 1 04§
I
< |— Algoritmo 3.1 (BFGS-Wolfe) { |—Algoritmo 3.1 (BFGS-Wolfe)
021 |- - padriao BFGS-Wolfe ] 027 |- - Padrao BFGS-Wolfe
-------- Padrio BFGS-Armijo - Padréo BFGS-Armijo
0 i : 0 ‘ :
100 10" 102 10° 10! 102
T T
(c) Avaliagoes de fungoes (d) Avaliagoes de gradientes

— Algoritmo 3.1 (BFGS-Wolfe) y |—Algoritmo 3.1 (BFGS-Wolfe)
021 |- - padrao BFGS-Wolfe I 027 |- - Padrao BFGS-Wolfe
........ Padrao BFGS-Armijo - Padrdo BFGS-Armijo
0 : : 0 ‘ ‘
10° 10" 102 10° 10" 102
T T

Figura 3.1: Performance profiles considerando 300 pontos de
inicio para cada problema teste usando como
medida de desempenho: (a) nimero de iteragoes;
(b) tempo de CPU; (c) nimero de avaliagdes de
fungaées; (d) nimero de avaliagoes de gradientes.

teve o melhor desempenho seguido pelos algoritmos Padrao BFGS-Wolfe (76.5%) e
Padrao BFGS-Armijo (27.3%), veja a Figura 3.1(a). Esse fato se refletiu diretamente
no tempo de CPU (eficiéncia de 68.7%, 61.6% e 22.6% para o Algoritmo 3.1
e os algoritmos Padrdao BFGS-Wolfe e Padrao BFGS-Armijo, respectivamente),
como pode ser visto na Figura 3.1(b). Com relagdo aos nimeros de avaliagoes de
fungbes e gradientes, o algoritmo Padrao BFGS-Armijo foi o mais eficiente, veja
a Figura 3.1(c) e (d). Isso era esperado, pois a busca linear de Wolfe usa mais
informagoes dos objetivos do que a busca linear de Armijo. Entretanto, o algoritmo
Padrao BFGS-Armijo foi rapidamente superado pelos demais algoritmos em termos
de namero de avaliacoes de funcoes. A forte correlacao entre o nimero de iteragoes
e o tempo de CPU pode ser explicada pelo fato de que, em nossos experimentos, o
custo computacional é amplamente dominado pelas solugoes dos subproblemas que

fornecem as diregoes de busca. De fato, nos Algoritmo 3.1 e no algoritmo Padrao
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BFGS-Armijo foram gastos, em média, 93.2% e 94.5% do tempo total de CPU na
solucao de subproblemas, e apenas 2.0% e 0.7% no célculo de tamanhos de passos,
respectivamente. Portanto, pelo menos em nossos testes, o esforgo computacional nas
buscas lineares pode ser desprezado e o uso de tamanhos de passo de Wolfe se justifica
devido ao seu impacto na diminuicao do ntimero de iteragoes e, consequentemente,
do tempo de CPU. Outra questao de interesse diz respeito ao comprimento dos
tamanhos de passos calculados pelos procedimentos de busca linear de Wolfe e
Armijo. A Figura 3.2 mostra os histogramas (normalizados pela probabilidade
relativa) contendo a distribui¢ao de frequéncia de todos os tamanhos de passos
calculados pelo Algoritmo 3.1 e pelo algoritmo Padrao BFGS-Armijo. Como pode
ser visto, em 83.61% das iteracoes, o tamanho do passo de Wolfe foi maior que ou
igual a um. Ressaltamos que, devido ao uso de estratégias de extrapolagao, mesmo
tamanhos de passos maiores que um podem ser considerados no procedimento de
busca linear de Wolfe. Uma frequéncia similar (78.18%) para o passo unitario foi
observado para os tamanhos de passo de Armijo. Contudo, as buscas lineares de
Wolfe e Armijo obtiveram tamanhos de passos menores que 0.1 em 8.66% e 18.28%
das vezes, respectivamente. Isso corrobora a discussao feita na Observagao 1.2, na
qual afirmamos que as condi¢oes de Wolfe evitam que o método tome tamanhos de

passos excessivamente pequenos quando tamanhos de passos maiores sao possiveis.

(a) Passos de Wolfe (b) Passos de Armijo
1 . 1
83.61
081L i 0.81 78.18 |
0.6 - 4 0.6 -
0.4+ 1 045
0.2} | 0.2 18.28
8.66
1.89 1.63 1.34 1.54 0.53 0.54 0.10 0.09 0.07 1.05 0.89 0.52 0.75 0.34 0.00 0.00 0.00 0.00
0 - ) it . 0 . ; ; Dbt
YT 9w ITw e rn g S < I I B B B R I
S S S S S 3 S S S —H S S S S S 3 S S S —H
RN R EEEEEEEN
S S 3 S S S S S S S S S 3 S S S eSS S

Figura 3.2: Histogramas (normalizados pela probabilidade re-
lativa) contendo a distribui¢io de frequéncia de
todos os tamanhos de passos calculados por: (a)
Algoritmo 3.1 (tamanho de passo de Wolfe);
(b) algoritmo Padrao BFGS-Armijo (tamanho de
passo de Armijo).

A seguir, comparamos a capacidade dos algoritmos de gerar apropriada-
mente as fronteiras Pareto. Para tal, usamos as conhecidas métricas Purity e Spread
(' e A), que explicaremos brevemente aqui. Recomendamos ao leitor [13] para uma

explicacao detalhada dessas métricas e seus usos em conjunto com o performance
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profile. Seja PF), s uma aproximacao da fronteira Pareto obtida pelo solver s para o
problema p. Aqui, PF), ; foi obtido resolvendo o problema p pelo solver s a partir de
300 pontos iniciais e entao removendo os pontos dominados. Agora, seja PF,, uma
aproximacao da fronteira Pareto obtida considerando primeiro UsesPF), s e depois

removendo os pontos dominados.

e Métrica Purity: A métrica Purity mede o nimero de pontos nao dominados
pertencentes a PF), encontrados por um determinado solver. Dado um solver

s e um problema p, ele é definido pela razao

P |PF,.N PF,|
" PR

Para analisar a métrica Purity usando o perfil de desempenho, definimos
tps := 1/, €, assim, valores menores de ¢, ; indicam melhores desempenhos.
Se t,s = 0, entao definimos ¢, s := .

e Métrica Spread: Uma métrica Spread busca medir a habilidade de um deter-
minado solver em obter pontos bem distribuidos ao longo da fronteira Pareto.
Dado um solver s e um problema p, considere que PF), ;N PF, ¢ formado por
Z1,...,TyN € assuma que esses pontos sao convenientemente ordenados para
cada fungdo objetivo j tal que F;(z;) < Fj(z;41), %=1, ..., N. Sejam x¢ € Tn41
os pontos correspondentes aos menores e maiores valores, respectivamente, de
F}; obtidos de PF,. As métricas I' e A sao definidas por

[,s:= max max 0,
je{1,...,m} i€{0,...,.N}

e
N _
A e mex [ 000 0N+ 20 190y — 6
P je{1,...,m} 507]' -+ 6N,j + (N — 1)(5] ’
em que 8;; = | Fj(zi1) — F](mz)’ ed; (j=1,...,m) é amédia das distancias
dij, @ =1,..., N. No performance profile, definimos t, s :=I', s ou t, s := Ay,

dependendo da métrica escolhida.

Os resultados na Figura 3.3 mostram que o Algoritmo 3.1 e o algoritmo Padrao
BFGS-Wolfe superaram o algoritmo Padrao BFGS-Armijo em relacao a métrica

Purity. Nenhuma diferenga significativa foi observada para a métrica Spread.
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(a) Purity (b) Spread T

— Algoritmo 3.1 (BFGS-Wolfe) — Algoritmo 3.1 (BFGS-Wolfe)
021 |- - Padriao BFGS-Wolfe 1 °2| |- - Padrdo BFGS-Wolfe
-------- Padrdo BFGS-Armijo - Padrao BFGS-Armijo
0 ‘ 0 ‘
100 107 100 10’
T T

(c) Spread A

— Algoritmo 3.1 (BFGS-Wolfe)
027 |- - pPadrao BFGS-Wolfe
-------- Padrao BFGS-Armijo

1 1.05 11 1.15 1.2 1.25 1.3
T

Figura 3.3: Performance profiles com respeito as métricas:

(a) Purity; (b) Spread T'; (c) Spread A.

A Figura 3.4 mostra o esbogo dos conjuntos imagem e fronteira Pareto
obtidos pelo Algoritmo 3.1 para os problemas Hill, KW2, MMR3 e MOP6. Nos

graficos, um ponto representa uma iteracao final, enquanto o inicio de um segmento

de reta representa o ponto inicial correspondente. Os pontos Pareto 6timos estao

destacados por um quadrado. Como esperado, uma vez que esses problemas sao nao

convexos, o Algoritmo 3.1 converge para alguns pontos Pareto criticos que nao sao

Otimos.
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Figura 3.4: Conjunto imagem e a fronteira Pareto obtida
pelo Algoritmo 3.1 para os problemas nao con-
vexos Hill, KW2, MMRS3 e MOP6.
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Por fim, verificamos o comportamento dos métodos a medida que o ni-
mero de fungoes objetivo aumenta. Para isso, comparamos os desempenhos do Al-
goritmo 3.1 e o do algoritmo Padrao BFGS-Armijo nos problemas DTLZ1, DTLZ2,
DTLZ3, DTLZ4, MGH26, Toi9 e Toil0 com dimensoes maiores. Esses sao os proble-
mas da Tabela 3.1 em que a dimensao m é customizavel. MGH26, Toi9 e Toil0 sao
extensoes de problemas de otimizagao escalar também conhecidos como Trigonome-
tric, Shifted TRIDIA e Rosenbrock, respectivamente. As trés primeiras colunas da
Tabela 3.2 identificam o problema e as dimensoes consideradas. Para cada instan-
cia, executamos os dois algoritmos a partir de 10 pontos iniciais aleatorios diferentes.
Ressaltamos que os algoritmos reportaram convergéncia em todos os casos. A ta-
bela fornece as médias de: nimero de iteragdes (it), tempo de CPU em segundos
(tempo), ntmero de avaliagoes de fungoes (nfev) e gradientes (ngev). Os melhores
valores reportados para cada instancia estao destacados em negrito. Ressaltamos
que consideramos cada avaliagdo de um objetivo (resp. gradiente de um objetivo)
no célculo de nfev (resp. ngev). Como pode ser visto, para os problemas MGH26
e DTLZ, o Algoritmo 3.1 superou fortemente o algoritmo Padrao BFGS-Armijo
com respeito ao nimero de iteragoes e ao tempo de CPU. Tipicamente, levando em
consideragao essas medidas de performance, o Algoritmo 3.1 usa menos da metade
dos recursos computacionais requeridos pelo algoritmo Padrao BFGS-Armijo nesse
grupo de problemas. Mesmo com respeito ao nimero de avaliagoes de fungoes e gra-
dientes, uma vantagem para o Algoritmo 3.1 foi, em geral, observada. Em relagao aos
problemas Toi9 e Toil0, os algoritmos apresentaram um desempenho mais homogé-
neo. Enquanto o algoritmo Padrao BFGS-Armijo foi o mais eficiente em termos de
avaliacoes de funcoes e gradientes, o Algoritmo 3.1 sempre exigiu menos iteragoes,

resultando em economia de tempo de CPU em quatro das seis instancias.
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Algoritmo 3.1 (BFGS-Wolfe)

Padrao BFGS-Armijo

Problema n m it tempo nfev ngev it tempo nfev ngev
500 5 6.5 31.1 84.1 71.7 30.0 118.9 244.4 155.0
DTLZ1 500 5.2 37.5 93.0 86.1 10.7 57.3 134.4 93.6
500 10 | 2.9 14.4 73.0 68.2 7.8 32.9 131.2 88.0
500 2.7 6.8 49.6 44.8 10.9 36.2 123.8 59.5
DTLZ2 500 3.1 11.0 84.0 73.6 8.9 55.5 129.5 79.2
500 10 | 3.1 13.5 94.8 87.4 9.1 68.2 167.9 101.0
500 4.7 6.7 57.4 50.1 33.7 53.0 208.0 173.5
DTLZ3 500 7.6 21.1 116.9 108.5 81.0 287.1 719.4 656.0
500 10 5.8 17.6 113.6 105.9 23.5 160.3 326.0 245.0
500 2.4 8.4 54.1 48.7 4.2 14.2 30.4 26.0
DTLZ4 500 2.9 13.4 89.8 81.5 5.0 23.5 58.2 48.0
500 10 2.4 13.5 84.8 76.0 6.0 33.5 98.5 70.0
100 100 | 14.8 4.4 3714.3 3339.6 36.5 9.5 3750.0 3750.0
MGH26 200 200 | 16.3 42.3 9739.5 8056.8 49.1 122.9 10020.0  10020.0
400 400 | 21.6 480.2 26987.7 22211.8 | 59.3 1298.9 24120.0 24120.0
100 100 | 4.5 2.7 1014.5 868.8 5.4 2.4 640.2 640.0
Toi9 300 300 | 4.2 63.4 2387.2 2165.4 4.6 71.7 1765.1 1680.0
400 400 | 3.8 119.9 2628.4 2442.9 4.7 134.2 2370.4 2280.0
100 99 11.3 9.1 1895.7 1733.9 12.3 11.2 1333.3 1316.7
Toil0 200 199 | 8.7 85.8 3269.6 2937.9 10.8 70.3 2421.6 2348.2
300 299 | 10.2 282.9 5357.8 4796.8 15.6 3364 4992.0 4963.4

Tabela 3.2: Performance do Algoritmo 3.1

DTLZ3, DTLZ4, MGH26, Toi9 e Toil0.

(BFGS-Wolfe)
e do algoritmo Padrao BFGS-Armijo em ins-
tancias maiores dos problemas DTLZ1, DTLZ2,
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3.2 Um método BFGS modificado para problemas

nao convexos

Nesta secao, descrevemos detalhadamente o algoritmo que estende, para
otimizagao multiobjetivo, o método BFGS escalar modificado (mBFGS) que foi pro-
posto em [46]. Como discutido na Observagao 2.2, essa modifica¢ao tem como obje-
tivo globalizar o método BFGS para problemas nao convexos. Desse modo, no caso
multiobjetivo, buscamos mimetizar o algoritmo BFGS modificado, juntamente com
as hipoteses usadas para obter os resultados de convergéncia. Assim como no caso
escalar, o Algoritmo 3.2 (veja a seguir) usa um processo de busca linear satisfazendo
as condi¢oes de Wolfe padrao (1-12)—(1-13). Isso sera essencial para garantir que as
atualizagoes das matrizes BJ’AC sejam definidas positivas para problemas nao conve-
xos. Vale ressaltar que alguns resultados apresentados nesta secao sao provados por
caminhos alternativos aos utilizados em [46]. Destacamos que os testes numeéricos

referentes a essa proposta serao apresentados na Secao 3.3.3.

Algoritmo 3.2. Um algoritmo mBFGS com busca linear de Wolfe
Sejam ¢; € (0,1/2), 2 € (c1,1), C € (0,+00), 2° € R*, e BY > 0, para todo
7 =1,...,m. Inicialize k < 0.
Passo 1. Calcule a diregao de busca
Calcule d* := d(z*) e 6(2*) como em (2-18) e (2-19), respectivamente.
Passo 2. Critério de parada
Se O(z*) = 0, entdo PARE.

Passo 3. Procedimento de busca linear

Calcule o comprimento de passo a; > 0 (primeiro tente oy = 1) tal que
as condigoes de Wolfe padrao (1-12)—(1-13) sejam satisfeitas e faga z*! =
ok + agdt.

Passo 4. Prepare a prorima iteracao

Para cada j =1,...,m, defina
(p%) ' Bfsps, BY
2
(05 = sTak) + () 15T Bysy
(st Bysi)vy(v))"
2
<(p§7)*1 — sf’yf) + (ph)~ts{ B si
k T Rk ko (nk\T
_ 755 Bj + Bjsk(75)
+<(p§)1—sf%’?) 2 ijJ kj
()t = sf) + (o) s Bl

k+1 . pk _
BT =B

+

(3-43)

)
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em que s = ¥ —aF AR =gk poks ok = VF () = VE; (%), rh € [0,0]

e

1/sp, se ;¥ >0,

3-44
1/ <D(xk+1, si) — VFj(2%) s, + erskH2> , caso contréario. (3-44)

P =

Faca k < k41 e vd ao Passo 1.

Observagao 3.4. (i) A diferenca fundamental entre os Algoritmos 3.1 e 3.2 esta
na maneira de obter a atualizacdo BJ’.““. A formula (3-43) corresponde a (3-1) com
o vetor y¥ substituido por 7% e p¥ definido em (3-44). (i) Analogamente ao Teo-
rema 3.1, é possivel mostrar que essa mudanca nao afeta a boa definicao do método.
(#i) Uma escolha apropriada para o pardmetro rf , serd proposta na Secao 3.2.3.
(iv) Se F} & estritamente convexa, entdo p¥ = 1/s{~¥ e, consequentemente, (3-43)
recupera a atualizacdo BFGS modificada escalar (2-16) para a func@o Fj. Isso tam-
bém ocorre no caso escalar (m = 1), pois a condigao de curvatura (1-13) se reduz a
condigao classica (1-10), implicando que sLv¥ > 0 e, em consequéncia, p} = 1/sF 7.
Nesse caso, o Algoritmo 3.2 se torna o método BFGS modificado com busca linear

de Wolfe padrao proposto em [46].

3.2.1 Anadlise de convergéncia

Assim como no caso escalar, vamos mostrar que o método converge para
problemas nao convexos. As hipoteses a seguir sao extensoes das hipoteses utilizadas
em [46].

Hipotese 3.3. (i) F' € continuamente diferencidvel e L(z°) = {z € R" | F(z) <
F(2°)} € limitado. (ii) Existe € > 0 tal que, para todo j =1,...,m e k >0, tem-se
nf+rk > e, em que nt = syl /||skl|?. (iii) Para todo j =1,...,m, o gradiente VF;

¢ L-Lipschitz continuo, isto €,
IVE)@) = VEWI < Ll —yl, VayeR (3-45)

Observe que

5Tyt _ Isellldll _ VB 1) = VE )] 69

sell> = llsell> skl N

L.

;| =
Portanto, uma vez que rf € [0,C], temos

e<ni+rf<L+C, (3-46)
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paratodoj=1,....m,e k> 0.
O lema a seguir, inspirado por [46, Lema 3.1], fornece um importante

resultado para a analise de convergéncia do Algoritmo 3.2.

Lema 3.4. Suponha que a Hipdtese 3.3 vale e que {x*} € uma sequéncia gerada pelo

Algoritmo 3.2. Entao, para todo 7 =1,....m e k >0, temos

(i) ellskl® < sgpaf < (L+O)llsell?s
(ii) 1951l < (L + C)llsell-

Demonstragao. Primeiro, pela defini¢ao de %’? e de 7];-“, temos

T k s;fyf k 2 ko, ok 2
5L = +r5 | Isell” = (nf +7)lskll”

lsk[>
Logo,
, G468 , (3-46) )
ellsell® <y +rpllsell” < (L +CO)lsell”,
para todo j = 1,...,m e k > 0, mostrando o item (). Para provar o item (i), note

que novamente pela definicao de 'yj’»“, temos

[l
IV = [ly¥ + rhsell < Nysll+ sl = (Hsch + 8 ) skl < (L +C)|lswll,

para todo j = 1,...,m e k > 0, em que a ultima desigualdade segue da Hipo-

tese 3.3 (iii). |

Note que a Hipotese 3.3 garante que £(z") é compacto. Assim, F' ¢ limitada
inferiormente em L£(2), satisfazendo trivialmente as hipoteses da Proposicao 1.2 e
do Teorema 3.1. Além disso, como consequéncia do resultado anterior, temos que
spyy > 0 e assim pf = 1/ (sfyf—l—rf||sk||2>, para todo j = 1,...,m e k > 0.
Assim, sob a Hipotese 3.3, a formula de atualizagao (3-43) recupera a estrutura de

atualizagao escalar dada por

Bfspsf BE Ak(yF)T

T Rk Tk
sy Bj s Sk

k+1 _ pk
B! = B} — (3-47)
Apesar da formula de atualizagao (3-47), por definigao, ser distinta de (2-24), suas
estruturas sao iguais. Além disso, é facil ver que a validade do Teorema 2.2 nao
depende da estrutura particular de yf. Logo, se as hipoteses do Teorema 2.2 sao
satisfeitas, entdo o resultado é valido mesmo substituindo (2-24) por (3-47). Por

fim, para mostrar que as hipoteses do Teorema 2.2 sao vélidas nesse contexto, basta
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notar que, pelo Lema 3.4, temos

s ellsill®

Isl> — llsell?

:gz:a’

yIP _ dhE1? (L CP sl (L+C)?

sty Toellsell? T ellslr e

o b,
paratodoj=1,....mek > 0.

Teorema 3.8. Suponha que a Hipdtese 3.3 vale e que {z*} € uma sequéncia gerada

pelo Algoritmo 3.2. Entao,
liminf ||ds, (2%)|| = 0.
k—o00
Demonstracao. Pelo Teorema 2.2, existem uma constante 6 > 0 e K C N tais que
cosﬁfZé, VEe K e Vj=1,...,m.
Logo, a Proposi¢ao 2.1 implica que
)
D(a*,d") < =S [ld*[llds (z")II, VK € K.

Portanto, pela Proposicao 1.2, temos

2 : T (xk7 dk)Q E : T (xka dk>2 2 : 54 k\ 112
00 . > —_— > —
k>0 keK keK

e, consequentemente,

. N
]}:1611[} dsp(2") = 0.

3.2.2 Convergéncia local superlinear

Nesta secao, estudamos as propriedades de convergéncia local do Algo-
ritmo 3.2. Observe que o Teorema 3.8 nao garante necessariamente a convergéncia
de {2*}, o que sera assumido aqui. As hipoteses consideradas estdo formalmente

descritas a seguir.

Hipotese 3.4. (i) F' é duas vezes continuamente diferencidvel. (ii) A sequéncia

{2*} gerada pelo Algoritmo 3.1 converge para um ponto Pareto étimo local x*. (iii)
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Para cada 7 =1,...,m, rf € tal que
rf < oo.
k>0
(iv) Para cada j =1,...,m, V?F;(z*) € definida positiva e Hélder continua em x*.

Portanto, existe uma vizinhanca U de x* e existem constantes positivas p, L, My e
v tais que
pllzl* < 2" V2Ej(x)z < L2, (3-48)

IV2Fj(x) = V2Fj(2")|| < Myllw — 27", (3-49)
para todo j=1,....m, ze R" ex € U.

Essencialmente, a Hipotese 3.4 coincide com a Hipotese 3.2 acrescida da
condicao sobre rj‘?. O item (i) estabelece que F ¢ fortemente convexa em uma
vizinhanga U de z*, e as Hessianas V2F; (j = 1,...,m) sao Holder continuas em z*.
Ao longo desta secao, assumiremos, sem perda de generalidade, que {z*} C U, isto
&, (3-48) e (3-49) valem em z* para todo k > 0. Assim, a Hipotese 3.4 ¢ suficiente
para garantir a validade da Hipotese 3.3. De fato, para o item (i) da Hipotese 3.3,
basta notar que a convexidade forte de F' em U garante que o conjunto de nivel

L(x°) ¢ limitado. Além disso, pela defini¢ao de 7, temos

S0} _ s (Y] + 1y se) _ siyy o rhllsel? (3-5) s; G sy, K
[[skll? [[skll? [sell> ~ llsxll® sl 7 (3-50)
(3-48)
> p+ri>p VE>0ej=1,...,m.

(3-50)
Logo, tomando ¢ := /2 e considerando que 7“}“ > 0, obtemos 77§C —i—rf > /H—rf > ¢,

mostrando o item (). O dltimo item segue pela segunda desigualdade em (3-48).
Portanto, sob a Hipotese 3.4, os resultados estabelecidos na Secao 3.2.1 permanecem
validos.

Agora, como o objetivo desta se¢ao é provar que o Algoritmo 3.2 converge
superlinearmente, vamos proceder como na Secao 3.1.2, mostrando o limite de
Dennis—Moré. Iniciaremos estabelecendo que a velocidade com que a sequéncia
{x*} converge para x* ¢ rapida o suficiente para garantir (3-9). Esse resultado esté
formalmente descrito no teorema a seguir. A prova é analoga & demonstracao do

Teorema 3.3 e serd omitida.

Teorema 3.9. Suponha que a Hipdtese 3.4 vale e que {z*} € uma sequéncia gerada

pelo Algoritmo 3.2. Entdo, {z*} converge R-linearmente para x* e, consequente-
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mente, vale

Z 2% — 2*||” < oo

k>0

ZEk < 00,

em que g = max{||z® — 2*[|, || ¥t — 2*||*}.

O resultado a seguir estabelece o limite de Dennis-Moré para o Algo-

ritmo 3.2.

Teorema 3.10. Suponha que a Hipdtese 3.4 € vdlida. Entao,

I(Bf — V2F;(")d"|| _

khjEO 2] =0, Vyj=1,...,m,
Além disso, as sequéncias {||B||} e {|[HF||} sao limitadas, para todo j =1,...,m.
Demonstracgao. Inicialmente, para cada j € 1,...,m e k > 0, definimos
57 A o1
S = V2E)(2") sy, gp = VEE () PE, = ﬁg:,; e b= g%k%
Rk . 72 #\—1/2 pky72 *\—1/2 3 . §;€Bk§k s §;€Bk§k
B" .= V*F;(z") /BJ-VFJ-(JU) 2, cosﬁk._m, qk._W

o= V2B () o = G VR E ()

(3-50) N
Note que §/7, = s{7¥ > 0 para todo j = 1,...,m e k > 0, logo, by, esta bem

definido. Agora, dado um j fixado, porém arbitréario, a condigao (3-5) garante que
yj — V2E;(a*)si = (G — V2Fj(2"))sp.
Tomando G}, :== C_T’f, temos
U — 85 = V2F(2*) V(G — V2F(2*))V2F (%) V%5,
Logo, por Cauchy—Schwarz
15 = 3ell < [IV2F @) 2P Gy = V2 F () (|13
1
< |V2F() 7223l / IV2Ej (2 + 7ayd®) — V2F(2")||dr
0
(3-49) 1
< |VPE@) 223l / Mol|a* + Tagd® — a||"dr
0

< IV2F () V22 50 Mo max{ ||l — &[], |a* — ]|}
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Desse modo, definindo ¢ := M, ||V2F (2*)~"/2||?, obtemos

9% — Skl

T 156l1* — 28 i + [13x1” < eI, (3-51)
em que ¢ foi definido no Teorema 3.9. Além disso, como |G| — |8kl < ||Jx — Skl|s
temos

(1= cew)l[Skll < gkl < ISkl (1 + cex). (3-52)
Assim,
~ N2z 12 _ 0T I T A =12
(1= cer)lI3kl” = 28,06 + 113617 < 115 ll” — 25555 + 5kl
651
< ceillsell”.
Consequentemente,

2510k > (1 — 2egp + ez + 1 — i) ||5e]|* = 2(1 — é=)|| 5.

Segue, pela expressao acima e pelas definicoes de ay e l;k, que

. 3 S+ riVEF(a*) 7 5) 5L L SEV2F; ()15
U =152 = 312 = a2l 312
Tl Gl ol ol 553)
(3-48) rk
> l-ep+ 5 21— 0ep
e
b — 19 + ryVEE @) TSP 65 1 gel® | 2y VA (@T) S
ST A T 1= e |5 55 Vi
1 ()PP E () 12301
1 —ceg ||=§k:||2
*)—1 *) — *) %
G2 (1+e=)? | 23 gy V2 E; () 2 V2 F () V2 E; (27) 2 ]| s |
1 —cgy 1Y
N (r)IIV2E ()~
1— CE;
_ _ k k)2

o bl | (O
1 — ceg, T | sk 1 — ceg
c+ My Lk (Myrh)?

<1 feten, | MLy | )
1 — cey, 0 1—ceg
em que M; = [V2F;(z*)7!|. Agora, como {z*} converge para z*, temos

limy_, € = 0. Logo, para k suficientemente grande, podemos assumir que cg;, < %,
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além disso, temos que existe uma constante ¢ > max{3c, 2M3L} tal que
b < 1+ cep + ork + 2(Marh). (3-54)
Assim,
In(ay) (3;) In(1 — ee) (3§4) TR S 9me, > —20s, (3-55)

Agora, multiplicando ambos os lados (direito e esquerdo) da formula de atualizagao

(3-47) por (V2F} (:L'*))_l/ ? e agrupando os termos de modo apropriado, obtemos

BasT B il

Bk 1— Bk — = 7E
sI'Bks 5.7 .
k k k Ik

Dessa maneira, podemos deduzir de (2-34) que

0 < (B = (B + [bp — In(ay) — 1} +

Jk Qk
1- — +1n —
cos? 3, (COSQ B )]
+ In(cos? 3;)

P

< P(BY) + Begg, + erf + 2(Ms)* () + |1 -

+ In(cos® 3,

(e >]
cos? By cos? By,

em que a ultima desigualdade segue por (3-54) e (3-55). Somando essa expressao

para k > 0 e utilizando a Hipotese 3.4 e o Teorema 3.9, obtemos que

Z 111( 1 ) _ 1= gk _ 111( qk )] <

>0 cos? B, cos? By cos? By,

<P(BY) +3c) en ey rh+2(My)? ) ()2 < 0.

k>0 k>0 k>0

A parte essencial para provar o resultado ja estd estabelecida. Vamos omitir o

retante da prova, pois é anélogo a parte final da demostracao do Teorema 3.4. W

O limite de Dennis-Moré, provado no Teorema 3.10, é a propriedade chave

para se obter a convergéncia superlinear. O leitor pode observar que os demais

resultados apresentados na Secao 3.1.2 podem ser facilmente reproduzidos para

o Algoritmo 3.2. O teorema a seguir sintetiza os resultados de convergéncia do

Algoritmo 3.2.
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Teorema 3.11. Suponha que a Hipdtese 3.4 seja vdlida. Entao, o comprimento
de passo oy = 1 satisfaz as condigoes de Wolfe padrao (1-12)—(1-13) para k

suficientemente grande e {x*} converge para x* com taxa Q-superlinear.

3.2.3 Um método mBFGS praticavel

Nesta secao propomos uma escolha praticavel do parametro r;-“ e mostramos

que essa escolha é suficiente para garantir que o Algoritmo 3.2, sob hipdteses
razoaveis, converge com taxa superlinear. Seja x* = (xf,...,x%) € R7 tal que

I*Il = > x¥ =1 e considere a funcao escalar F\» : R" — R dada por:

F(z) = Z XiFj(z).

Para cada j =1,...,m e k > 0, definimos o parametro rf como:

rf = max{—nf, 0} + [|[VEw ()], (3-56)

em que 7} = s_y5/||sk||”. Diferentes escolhas de x* geram diferentes definigoes do
parametro. Sob a Hipotese 3.3(%), existe C' > 0 tal que ?"f, dado em (3-56), satisfaz
rf € [0,C] para todo j = 1,...,m e k > 0. De fato, o conjunto £(x°) é compacto
e, consequentemente, existe uma constante M € R tal que |[VFux(2%)|| < M, para
todo k > 0. Assim,

(3-45) )
ry < gl + IVEe(a")| < L+ |[VEw(")| < L+ M= C.

O seguinte resultado prova que o Algoritmo 3.2 converge globalmente, se o

parametro ¥ é escolhido como em (3-56).

Teorema 3.12. Suponha que os pardmetros r;?, para todo j =1,...,m ek >0, sao
escolhidos como em (3-56), para algum (x%,...,xF,) € R™ tal que > XF =1 Se
os itens (i) e (iii) da Hipotese 3.3 sio vdlidos, entdo a sequéncia {z*}, gerada pelo
Algoritmo 3.2, satisfaz

liminf ||ds, (2%)|| = 0.
k—o0

Demonstragao. Suponha, por contradi¢io, que existe € > 0 tal que ||ds,(z")]| > ¢

para todo k > 0. Logo, pelo Lema 1.2(iv), obtemos

47 2 IVEe(")| 2 [deo(@®)| 22, Vji=1,...,m e k>0
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Assim, o item (7i) da Hipotese 3.3 é valido. Portanto, pelo Teorema 3.8, temos uma

contradigao. |

A seguir, discutimos possiveis escolhas de x* de modo a obter taxa de conver-
géncia superlinear. Uma escolha natural é definir como x* = (A\52(z%), ..., A32(2)),
veja (1-6). Contudo, do ponto de vista computacional, essa escolha pode encarecer
o método, pois o subproblema (1-5) deve ser resolvido a cada itera¢do. Alternativa-
mente, podemos usar os multiplicadores do subproblema (2-20), que sao calculados

no Passo 1 do Algoritmo 3.2, a cada iteragao.

Teorema 3.13. Suponha que os parametros Tf, para todo j = 1,...,m ek > 0,
sao escolhidos como em (3-56), com x* = (A2(z%),..., A52(2%)), veja (1-6). Se os

itens (i), (i) e (i) da Hipdtese 3.4 sio wvdlidos, entdo a sequéncia {x*} converge

com taxa Q)-superlinear.

Demonstragao. Primeiro, perceba que, para todo j = 1,...,m e k grande o

suficiente, a condigao (3-48) garante que

ST k ~ 1 1 (3-6)
nj’? — kyjz (&5) 28%/ V2F(2" + Tsy)drsy > p> 0. (3-57)
e [skll> ™ Jo

Assim, pelo Lema 1.2(7), temos

(3-57) (1-7) * *
= IVEo (@)= dso (@) = lldso ()] = s (a™)]| < Lila™ — 27,
em que a ultima desigualdade segue do fato de ||ds,(+)|| ser Lipschitz continua devido
a condigao (3-48) (veja [74, Teorema 3.1]). Portanto, pelo Teorema 3.9, segue que
{Tf}, para j = 1,...,m, satisfaz o item (7ii) da Hipotese 3.4 e, consequentemente,

a taxa de convergéncia é Q-superlinear, veja a Secao 3.2.2. |

Para a escolha de x* como os multiplicadores de Lagrange de (2-20),

necessitamos de uma hipotese adicional.

Teorema 3.14. Suponha que os pardimetros rf, para todo j = 1,...,m ek > 0,
sao escolhidos como em (3-56) com x* = (A1(z%),..., \n(2¥)), veja (2-22). Se os
itens (i), (i) e (iv) da Hipdtese 3.4 sio vdlidos e as sequéncias {|| B[}, {|H}|}
sao limitadas para todo j = 1,...,m, entdo a sequéncia {xk} converge com taxa

Q-superlinear.

Demonstragao. Uma vez que {||Bf||} e {||HJ||} sdo limitadas, entdo existem

constantes positivas a,b € R tais que al, < BJ’? < bl, para todo j = 1,...,m e
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k > 0. Assim, pelo Lema 2.2, temos

@ k k

S IVEEED < lldso(25)]].
Logo,

(3-57) b b
S IVE @) < Slldso ()] =

(Hsoa) 1 = ldsn (@Il ) < it =]

em que a ultima desigualdade segue de |74, Teorema 3.1]. De modo anilogo ao

Teorema 3.13, a sequéncia {x*} converge a uma taxa Q-superlinear. ]
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3.3 Um método BFGS cauteloso para problemas

nao convexos

Nesta secao, estendemos para otimizagao multiobjetivo o método proposto
em [47], veja a Observac@o 2.3. Assim como no caso escalar, estamos interessados
em estabelecer convergéncia global do método BFGS em problemas nao convexos.
O algoritmo proposto nao necessariamente atualiza as aproximagoes Bj’?’ em todas
as iteragoes. A atualizacao ocorre quando uma condicao cautelosa é satisfeita.
Diferentemente do caso escalar, nesta proposta calculamos comprimentos de passos
que satisfazem as condi¢oes de Wolfe padrao (1-12)—(1-13), o que nos permitira

utilizar a condi¢ao de Zoutendijk (1-17) para a andlise de convergéncia do método.

Algoritmo 3.3. Um método BFGS cauteloso (cBFGS)
Sejam ¢; € (0,1/2), ¢z € (e1,1), 2° € R, g,w € Ryy e B) >~ 0, para todo
J=1,...,m. Inicialize k < 0.
Passo 1. Calcule a direcao de busca
Calcule d* == d(z%) e 0(2*) como em (2-18) e (2-19), respectivamente.
Passo 2. Critério de parada
Se O(z*) = 0, entdo PARE.

Passo 3. Procedimento de busca linear

Calcule o comprimento de passo aj > 0 (primeiro tente oy = 1) tal que
as condigoes de Wolfe padrao (1-12)—(1-13) sejam satisfeitas e faga z*! =
ZEk + Ozkdk.

Passo 4. Prepare a prorima iteracao

Seja dgp(2¥) a diregdo de maxima descida dada pela solugio de (1-4) para x*.

Para cada 7 = 1,...,m, defina
ko Bisesi By ;)" se min it > ¢||dsn ()|
A ey o e A
By, caso contrério,
(3-58)
em que yf = VF;(z*) — VEj(2*) e s = 2" — 2% Faga k « k+1 e va ao
Passo 1.

Observagao 3.5. (i) O algoritmo impde uma cautelosa condigdo para atualizar
as matrizes Bf. O esquema (3-58) atualiza as matrizes de modo simultaneo, isto
é, se para um dos objetivos a condicdo sfy¥/|spl|* > ¢||dsp(2¥)|| falha, entdo

nenhuma das m matrizes é atualizada. Essa é uma diferenca significativa em relacao



3.3 Um método BFGS cauteloso para problemas nao convexos 92

a [65], em que uma condi¢do cautelosa ¢ tratada em cada objetivo de maneira
independente, veja (2-40). (i) Diferentemente dos Algoritmos 3.1 e 3.2, a boa
definicao do Algoritmo 3.3 nao depende explicitamente da escolha do comprimento
de passo, pois as matrizes BJ’?, para j = 1,...,m, sempre se mantém definidas
positivas. (ii4) No caso escalar (m = 1), o Algoritmo 3.3 se reduz ao algoritmo

proposto em [47].

3.3.1 Anadlise de convergéncia

Nesta secao, apresentamos os resultados de convergéncia global para o
Algoritmo 3.3. Assim como no caso escalar [47], ndo assumimos que as fungoes
objetivo sao fortemente convexas. Em contrapartida, supomos que o conjunto de

nivel £(z°) ¢ limitado.

Hipotese 3.5. (i) O conjunto de nivel L(z°) = {x € R" | F(z) < F(z°)} € limitado
e ' € continuamente diferencidvel em um aberto N' D L(2°). (i) Paraj =1,...,m,

o gradiente VF; é L-Lipschitz continuos em N, isto €,
IVFj(x) = VE(y)| < Lilz —yll, (3-59)

para todo j=1,... . mex,yeN.

Note que o conjunto de nivel £(x°) é compacto, assim a func¢ao objetivo
F & limitada inferiormente em L£(z°). Logo, como os comprimentos de passo do
Algoritmo 3.3 satisfazem as condi¢oes de Wolfe padrao (1-12)—(1-13), a condigao de
Zoutendijk (1-17) é valida, veja a Proposigao 1.2. O seguinte teorema é uma extensao
direta de [47, Teorema 3.1].

Teorema 3.15. Suponha que a Hipdtese 3.5 vale e que {x*} ¢ uma sequéncia gerada
pelo Algoritmo 3.5. Se existem constantes positivas 01, 09,03 € R e um conjunto de

indices K CN, com cardinalidade infinita, de modo que as relagoes
o0

1B} skll < dullsell,  allsell® < s Bjsi < 8sllsull?, (3-60)
valem para todo k € K e para todo 7 =1,...,m, simultaneamente, entao

liminf ||ds, (2%)|| = 0.

k—o0

Demonstragao. Seja §(z*) e } como definido na Proposigao 2.1. Assim, lembrando
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que s, = ad®, temos

(dk)TBkdk szfsk (3->60) 52||sk|]2 _52

k
cos 3} = > — 22—
I 1B~ Tsill B st [skllorllsell 61

para todo 7 =1,...,me k € K. Assim, a Proposicao 2.1 implica que
o
D(a*,d) < =g [l d[lldsn ("I, VK € K.

Portanto, pela Proposicao 1.2, temos

D(:Ek,dk)2 54
o0 > Z |dk||2 = Z W 2 Z ZHdsn(xk)HQa

k>0 keK keK

e, consequentemente,

. By
]ller% dsp(z¥) = 0.

Teorema 3.16. Suponha que a Hipdtese 3.5 vale e que {x*} € uma sequéncia gerada

pelo Algoritmo 3.3. Entao,
liminf ||ds, (2%)|| = 0.
k—o00

Demonstracao. Pelo Teorema 3.15, é suficiente mostrar que existem constantes
positivas 01, 02,03 € R e um conjunto de indices K C N, com cardinalidade infinita,
tal que (3-60) seja valido para todo j = 1,...,m ek € K. Para isso, defina o seguinte

conjunto
T

Szy 7\ ||w
- {Z € N| mlnm H H2 - EHdSD( )H }

Se K é finito, entdo existe ko € N tal que Bk B’~C0 paratodoj=1,...,mek > k.
Como Bj0 é simétrica e definida positiva, é facil ver que existem constantes positivas
d1,02,03 € R tais que vale (3-60), para todo j =1,...,m e k > k.

Agora, assuma que K é um conjunto com infinitos elementos. Suponha, por

contradigdo, que existe uma constante positiva § € R tal que ||ds,(x*)|| > ¢, para

todo k > 0. Logo, pelo Lema 1.2(iv) e para cada j = 1,...,m, temos

STk T
Hky||32 > rnln ky]
Sk

=l lse]|*

> g||dsp (2F)]|© > 0¥, VkeEK.
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Assim, por (3-59), temos

gl g o
~ _
- =5-<—, VkekK.
S1. Y. Sk Yj gow
kg s
[[sk

Aplicando o Teorema 2.2 na subsequéncia K, existe um conjunto de indices K C K
tal que as condigoes (2-26) e (2-27) valem (em consequéncia de (3-60)), para todo

J=1,...,me k € K. Portanto, pelo Teorema 3.15, temos uma contradicao. |

3.3.2 Convergéncia local superlinear

Nesta secao, mostramos que, sob hipdteses razoaveis, o Algoritmo 3.3 se
reduz ao Algoritmo 3.1 para k suficientemente grande, herdando a propriedade de

convergéncia superlinear.

Hipotese 3.6. (i) F' é duas vezes continuamente diferencidvel. (ii) A sequéncia
{2*} gerada pelo Algoritmo 3.3 converge para um ponto Pareto étimo local x*. (iii)
Para cada j = 1,...,m, V2F;(z*) € definida positiva e Lipschitz continua em x*.
Portanto, existe uma vizinhanca U de x* e existem constantes positivas p, L, e Lo
tais que
I2]* < 2" V2Fj(2)z < L|z||? (3-61)
Lzl <z i)z = Lz,

IV2Ej(x) = V2Ej(2")|| < Loz — 7], (3-62)
para todo j=1,....m, z€ R" ex € U.

Note que as Hipoteses 3.2 e 3.6 sdo analogas. Assim como na Se¢ao 3.1.2
assumimos, sem perda de generalidade, que {z*} C U, isto ¢, (3-61)—(3-62) valem

em 2 para todo k > 0.

Teorema 3.17. Suponha que a Hipdtese 3.6 seja vdlida. Entdo, {x*} converge para

x* com tara Q-superlinear.

Demonstragao. Inicialmente, similarmente a (3-7), a condigao (3-61) implica que

Tk
: J

min
2 s =

>u VEk>O0.

Por outro lado,

lim ||d,(2*)[| = 0,
k—o00
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pois dgp(+) é continua e dg,(2*) = 0. Portanto, para k grande o suficiente, temos

T,k

. Sk Y; k
min > >elld “,
j:l,.ll.,m H$I<:”2 N N ” SD(ZE )H

Logo, para k grande o suficiente, as matrizes B]’.“ sempre sao atualizadas e, conse-
quentemente, o Algoritmo 3.3 se reduz ao Algoritmo 3.1. Portanto, a convergéncia

superlinear segue do Teorema 3.7. |

3.3.3 Experimentos Numéricos

Esta segao apresenta alguns resultados numéricos para ilustrar as potenciais
vantagens praticas dos Algoritmos 3.2 e 3.3. Estamos interessados principalmente em
verificar a eficacia desses métodos que possuem convergéncia global para problemas

nao convexos. Para tal, consideramos os seguintes métodos nos testes reportados.

e Algoritmo 3.1 (BFGS-Wolfe) e o algoritmo Padrao BFGS-Armijo, veja Se-
cao 3.1.3.
e Algoritmo 3.2 (mBFGS-Wolfe): atualiza as aproximagoes Hessianas a cada

iteragao utilizando (3-43), em que

Spyr
[E|E

r;-“ = max{—

0} + IVE G, G=1,om,  (3-63)

e calcula os tamanhos dos passos satisfazendo as condigoes de Wolfe (1-12)-
(1-13).
e Algoritmo 3.3 (cBFGS-Wolfe): atualiza as aproximagoes Hessianas por (3-58),

em que e =10"C%¢

{ 6,  se|ds(ah)] <1,
w =

10~*, caso contrario,

e os tamanhos de passos sao calculados satisfazendo as condi¢oes de Wolfe

(1-12)—(1-13). A escolha desses parametros foi baseada no caso escalar [47].

Como discutido na Secao 3.2.3, a escolha do parametro rf é crucial para a apli-

cabilidade do o Algoritmo 3.2. Em particular, testes preliminares mostraram que o

Algoritmo 3.2 com o parametro r;? escolhido como em (3-63) apresentou desempenho

numérico superior do que 4 definido em termos de ||ds,(z*)].
Nos testes numéricos reportados aqui, os parametros algoritmicos, o critério

de parada, o calculo das dire¢oes de busca e dos comprimentos de passo foram
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considerados como na Secao 3.1.3. O conjunto de problemas teste utilizado se
encontra na Tabela 3.1. Assim como na Secao 3.1.3, foram tomados 300 pontos

iniciais aleatorios para cada problema.

(a) Iteragoes (b) Tempo de CPU

0.4 f
— Algoritmo 3.1 (BFGS-Wolfe) — Algoritmo 3.1 (BFGS-Wolfe)
02 [ - = Algoritmo 3.2 (mBFGS-Wolfe) i 02 - = Algoritmo 3.2 (mBFGS-Wolfe)
-------- Algoritmo 3.3 (cBFGS-Wolfe) e Algoritmo 3.3 (cBFGS-Wolfe)
Padrao BFGS-Armijo Padrao BFGS-Armijo
0 ‘ ‘ 0 ‘ ‘
10° 10" 102 10° 10" 102
T T
(c) Avaliagoes de fungoes (d) Avaliagoes de gradientes

E E 0.6
5%
b 0.4
— Algoritmo 3.1 (BFGS-Wolfe) — Algoritmo 3.1 (BFGS-Wolfe)
- = Algoritmo 3.2 (mBFGS-Wolfe) | 025 - = Algoritmo 3.2 (mBFGS-Wolfe)
-------- Algoritmo 3.3 (cBFGS-Wolfe) ’ - Algoritmo 3.3 (cBFGS-Wolfe)
Padrao BFGS-Armijo Padrao BFGS-Armijo
0 : : 0 : :
10° 10" 102 100 10" 102
T T

Figura 3.5: Performance profiles considerando 300 pontos
imiciais para cada problema teste usando como
medida de desempenho: (a) nimero de iteragoes;
(b) tempo de CPU; (c) nimero de avaliagoes de
fungoes; (d) nimero de avaliagoes de gradientes.

A Figura 3.5 mostra os resultados usando performance profiles [22|, compa-
rando os algoritmos com respeito a: (a) namero de iteragoes; (b) tempo de CPU; (c)
niamero de avaliagoes de fungoes; (d) namero de avaliagoes de gradientes. Como pode
ser observado, todos os algoritmos se mostraram robustos no conjunto de problemas
escolhido. Os Algoritmos 3.1 e 3.2 resolveram 99.8% (empate) dos problemas testa-
dos, enquanto o Algoritmo 3.3 e o algoritmo Padrao BFGS Armijo resolveram 99.1%
e 98.06%, respectivamente. Em relacdo a eficiéncia, considerando o ntimero de itera-
¢oes, o Algoritmo 3.1 (66.8%) teve o melhor desempenho seguido pelo Algoritmo 3.3
e 3.2 (63.6% e 53.9%, resp.) e pelo algoritmo Padrao BFGS-Armijo (24.4%), veja a
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Figura 3.5(a). Isso se refletiu diretamente no tempo de CPU (eficiéncia de 48.9%,
37.5%, 26.4% e 19.3% para os Algoritmos 3.1, 3.2, 3.3 e o algoritmo Padrao BFGS-
Armijo, respectivamente), como pode ser visto na Figura 3.5(b). Com respeito aos
nimeros de avaliagoes de fungoes e gradientes, o algoritmo Padrao BFGS-Armijo foi
o mais eficiente, veja as Figuras 3.5(c) e (d). Isso era esperado, pois a busca linear
de Wolfe usa mais informagoes dos objetivos do que a busca da linear de Armijo.
Como discutido na Secao 3.1.3, a forte correlagao entre o nimero de iteragoes e o
tempo de CPU pode ser explicada pelo fato de que, em nossos experimentos, o custo
computacional é amplamente dominado pelas solugoes dos subproblemas que forne-
cem as diregoes de busca. Vale ressaltar que esse fato justifica a menor eficiéncia do
Algoritmo 3.3 com respeito ao tempo de CPU, pois esse método requer a solugao de
dois subproblemas a cada iteragao: (2-20) e (1-5).

A seguir, comparamos a capacidade dos algoritmos de gerar apropriada-
mente as fronteiras Pareto utilizando as métricas Purity e Spread (I' e A). Os re-
sultados na Figura 3.6 mostram que os Algoritmos 3.1 e 3.2 superaram o algoritmo
Padrao BFGS-Armijo em relacao a métrica Purity, enquanto nenhuma diferenca

significativa foi observada para a métrica Spread I' e A.
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(a) Purity (b) Spread T

— Algoritmo 3.1 (BFGS-Wolfe) ; — Algoritmo 3.1 (BFGS-Wolfe)
02 - = Algoritmo 3.2 (mBFGS-Wolfe) i 02 - = Algoritmo 3.2 (mBFGS-Wolfe)
-------- Algoritmo 3.3 (cBFGS-Wolfe) - Algoritmo 3.3 (cBFGS-Wolfe)
Padrao BFGS-Armijo Padrao BFGS-Armijo
0 L 0 L
10° 10" 100 107
T T

(c) Spread A

0.8

E 0.6
UL
0.4
— Algoritmo 3.1 (BFGS-Wolfe)
0.2 - = Algoritmo 3.2 (mBFGS-Wolfe)

-------- Algoritmo 3.3 (cBFGS-Wolfe)
Padrao BFGS-Armijo

1 1.05 11 1.15 1.2 1.25 1.3
T

Figura 3.6: Performance profiles com respeito as métricas:

(a) Purity; (b) Spread T'; (c) Spread A.



CAPITULO 4

Convergéncia local superlinear nao
assintotica do método BFGS para

otimizacao multiobjetivo

Neste capitulo, discutimos sobre a convergéncia nao assintotica (explicita)
do método BFGS para otimizagao multiobjetivo. Nas Secoes 2.1 e 3.1.2, a taxa de
convergéncia local do método BFGS, escalar ou multiobjetivo, é obtida de maneira

assintotica, isto é,

Al

lim —— =

koo ||zk — x*||
Recentemente, surgiram alguns trabalhos na literatura que obtiveram convergéncia
nao assintotica de métodos quase-Newton escalares. Em particular, foi proposto
por Rodomanov e Nesterov [67] uma versao gananciosa do método BFGS escalar
e caracterizada de forma explicita sua convergéncia. Posteriormente, em [69], os

mesmos autores exploraram a convergéncia local do método BFGS cléssico e

mostraram que a taxa de convergéncia é (’;—ﬁ)km, em que pu é o parametro de
convexidade forte e L é a constante de Lipschitz do gradiente da funcao objetivo. Em
[68], os autores melhoraram esse resultado, mostrando que a taxa de convergéncia
depende do logaritmo do niimero de condicao ﬁ Inspirados nesses trabalhos,
buscamos obter a convergéncia superlinear para o método BFGS multiobjetivo de

maneira nao assintotica. Consideraremos as hipdteses formalmente descritas a seguir.

Hipotese 4.1. (i) F € duas vezes continuamente diferencidvel. (ii) Ezristem con-

tantes positivas u, L € R tais que
pl, < V2Fj(z) < LI, (4-1)

para todo j =1,...,m e x € R". Isto €, para cada j =1,...,m, F; € u-fortemente

convexa e VF; € L-Lipschitz continua. (ii1) Eziste uma constante positiva Ly € R
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tal que, para cada j =1,...,m, V*F; é Ly-Lipschitz continua, isto é,
IV?Ej(x) = V2Ej(y)ll < Laflz - yll, (4-2)

para todo j =1,...,m, x,y € R",

Observacao 4.1. Seja x = (01,...,0m) € R tal que ||x|[1 = 1. Note que, como

consequéncia da condi¢io (4-1), temos

1
pl, = V?F(z) 2 LIL,, e zln < V?F ()" =2 =I,, VzeR" (4-3)

==

-1
em que V2F,(z)™! = (Z QJ-VQFJ-(J;)) .
j=1

A Hipotese 4.1 é ligeiramente mais forte do que as hipdteses consideradas
no Capitulo 3. Ressaltamos que essa suposigao esta alinhada com o caso escalar |67,
68,69]. Nessas referéncias, os autores usaram o conceito de fungao fortemente auto-
concordante que, até onde sabemos, nao esté definido para fungoes vetoriais. Dizemos

que f:R™ — R é fortemente auto-concordante se existe M > 0 tal que

VAf(w) = V2 f(u) < Mv = ullvep) V2 f(w),

para quaisquer u,v,z,w € R" em que [[v — u|v2p) = /(v —w)TV2f(2)(v — w).
Para que o objetivo Fj, para algum j dado, seja fortemente auto-concordante,
¢ suficiente que [} seja duas vezes continuamente diferencidvel e as condi-
goes (4-1)—(4-2) sejam validas, veja [67, Exemplo 4.1]. Assim, assumimos con-

di¢goes suficientes para que os objetivos sejam fortemente auto-concordantes.

Algoritmo 4.1. Método BFGS com convergéncia superlinear nao assint6-
tica

Seja 2° € R". Faca B? = LI,, para todo j = 1, ..., m. Inicialize k < 0.
Passo 1. Calcule a direcao de busca

Calcule d* == d(z*) e 0(2*) como em (2-18) e (2-19), respectivamente.
Passo 2. Critério de parada

Se 0(2*) = 0, entao PARE.
Passo 3. Atualizacao

Faca x#+! = zF + d*.

Passo 4. Prepare a prorima iteracao
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Para cada j = 1,...,m, defina

Bisus{BE b

Bkl — Bk _
J J T Rk T,k
Sy Bj sk Sk Y;

em que y¥ = VF;(z*) — VEj(2*) e sp = 2" — 2% Faca k + k+1 e va ao

Passo 1.

Ao longo desse capitulo, faremos o uso de diversos resultados que podem
ser encontrados em algum dos trés trabalhos supramencionados. A seguir, definimos

algumas notagoes que simplificam em demasiado os calculos apresentados.

1. Seja W € R™™ uma matriz simétrica e definida positiva. Dado v € R",

denotamos:

lollw = vuTWo e ||jv][jy = VoTW-1lo. (4-4)

it Sejam duas matrizes simétricas B, G € R™*", definimos o produto interno por

(G, B) == Tr(GB). (4-5)

O determinante de B com respeito a G é dado por: Det(G, B) = Det(GB).
Além disso, dizemos que £ é o menor (resp. maior) autovalor de B em relagao
a G, se EG <X B (resp. =).

11 Sejam B, G € R™"™ matrizes simétricas definidas positivas, definimos a funcao

potencial, barreira log-det aumentada, por:

U(B,G) = (B',G—B)—InDet(B™,G)
=InDet(G™',B) —(B™',B-G) >0,

em que a positividade esta provada em [69].

A ideia de combinar o tracgo e o determinante para formar uma funcao potencial para
analisar métodos quase-Newton foi originalmente proposta em [6] (veja (2-31)). A
fungao (4-6) foi utilizada em [68, 69] para estudar a convergéncia superlinear do
método BFGS.

4.1 Resultados preliminares

Sob a Hipodtese 4.1, o seguinte resultado mostra, em particular, que a funcao
escalar dada por uma combinacao convexa dos objetivos F; ¢ fortemente auto-

concordante. Seja x = (01,...,0m) € R tal que |x|l1 = 1, denotamos a fungao
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escalar F) : R" — R por:

Fy(x) = Z 0; F(). (4-7)

Proposigao 4.1. Suponha que vale a Hipdtese 4.1. Sejam x1, X2, X3 € RI' tais que
IIx1ll1 = lIx2lli = ||xslli = 1. Entao, existe uma constante positiva M € R tal que,

para todo u,v, z,w € dom(F), vale

v2FX1 (U) - VQFM (u) j M”U - u”VZFX2 (z)VQFx3 (w)7 (4_8)

(4-4

2 o= u) TV Fy, (2)(v — u).

Demonstracgao. Note que, para todo u,v, z e w € R", temos

em que ||v — u||V2FX2(z)

(42)
V2Fxl(v) — V2Fxl(u) = Lo|lv —u||I, = Lay{v — u,v — u)

21,
= Lo(l,(v — u),v — uﬁ]n
(43) L, A
= m<v2FX2(Z)(U - u)ﬂ” - u>2[n

L, (43) L,
ZWHU—UHWFXQ(z)In = WHU—UHWFXQ(z)VQFx:«,(w)

L
Tomando M = —2

73 obtemos o resultado desejado. ]
]

Note que se tomarmos Y1, X2, X3 iguais ao j-ésimo vetor canoénico, entao a
Proposicao 4.1 implica que F; é fortemente auto-concordante. O proximo resultado,
inspirado pelo caso escalar |67, Lema 4.2], relaciona a Hessiana da fungao F, (veja

(4-7)) a Hessiana média.

Lema 4.1. Sejam x1,x2 € R} tais que ||xili = ||x2lli = 1. Dados, z,y € R",
defina

(4-4)
ri=lly = 2llver,e = /- V2F(@)(y - 2). (4-9)

Sob as condigoes da Hipotese 4.1, temos

V() o :

R < )
T =V Eay) 21+ M) VER, (o), (4-10)
2

YA <G = 1+ D9eE, (o), (411)
1+ 2
2

VB <6y, < 0+ L0920, 1)

2

em que G, (r) = fol V2E,, (z +7(y — 2))dr.
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Demonstragao. Pela Hipotese 4.1, temos que a Proposicao 4.1 é valida. Assim,

tomando u = z = w = x e v = y na condigao (4-8), obtemos

V2F, (y) — V?E, (z) X MrV?E, (z) = V°F,, (y) = (1 + Mr)V*E,, (z).
Por outro lado, tomando v = z =z ¢ u = w = y em (4-8), obtemos

V2E\, () = V2E\, (y) = MrV?Fy, (y) = VF\,(z) 2 (1 4+ Mr)V?Fy, (y),

provando assim (4-10).
Considere (4-12). Em (4-8) tome z = x, w = u =y, v = x +7h, para 7 > 0,

em que h =y — x. Assim,

V2FX1 (ZL’ + Th) - v2FXl (y) = MHZL‘ +7h— y||V2FX2(:c)v2Fx1 (y)
= M||Th = hllv2p, (1) Vi Fy, (y) = M1 = 7[rV2Ey, (y).

Integrando em ambos os lados, obtemos

1 1

M(2r — 72
[V - vR, ) < LT v )

0 0
isto ¢, Gy, () = (1 + X5)V2E,, (y). Por fim, fazendo v = y, z = x, w arbitrério e
u=x + Th, para 7 > 0, em (4-8), obtemos:

V2F, (y) — V2E, (z + 7h) 2 M||h — 7h||.V*F,, (w) = M[1 — 7|rV?F,, (w).

Integrando em ambos os lados temos

1
7NVQ‘F’XI (w) )
0

M27 — 72)

1
V2, (y) — / V2F,, (z + Th)dr = 5
0

~ M
isto &, V2F,, (y) — Gy, (z) = TTVQFX1 (w), para todo w € R™. Tomando w = z +Th

e integrando novamente obtemos
M / M
_ r _
VE () = G () 2 50 [ VPR (o k rhidr = 276 (o)
0

obtendo (4-10). A prova de (4-11) é anéloga. [
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As demonstragoes dos lemas a seguir podem ser encontradas em |69,
Lema 6.1] e [69, Lema 2.1|, respectivamente. Nesse tltimo, os autores provaram que a
atualizacao By, preserva uma determinada condigao de limitacao. A demonstracao
para o caso multiobjetivo segue imediatamente do caso escalar, porém, por uma

questao de completude, a colocamos neste trabalho.

Lema 4.2. [69, Lema 6.1] Sejam A, B € R™" duas matrizes simétricas tais que
0 < A < B. Entao, para qualquer v € R™\ {0}, temos

AvvT A ~ Buww'B
vTAv — vIT By

A

Lema 4.3. [69, Lema 2.1] Suponha que vale a Hipdtese 4.1. Se

em que ai,as > 1, entao

1 _ _
—GY < B <apGE, =1, .m.

451
Demonstragao. Dado j = 1,...,m, pelo Lema 4.2, temos
LAk T 1 Ak ko TRk Ak T, ik
1 - ansksk EG’]- K BjskskBj ~k aszSkSkflsz
—Gj - T 1 Ak = Bj - T gk axlr; — T O (4-13)
aq S, a jSk Sy, jSk S A2 jSk
Assim, por um lado
k. T Rk k() k\T k. TRk Ak T Ak
Bj _Bj T RBks + sTyk Bj - TRk TGk s
k25 Ok kY5 kD5 Sk ) G Sk
(4-13) v GispsiGY Gispsf G - Gspsf G
= ay| Gy - T ok el = 3Gy — (az — 1) Tk
~k
j a/2Gj7

em que a ultima desigualdade segue por as > 1 e Gfsksféf > 0. Por outro lado,

ke TRk k(o kT (41 Ak o Tk Ak o Tk
I BlsysT B) Y ) (4;1_3) 1 ak stk_sk G stk_sk G
J J sy B sy spyy T a \ Y st G sy sp G sy
1 = 1 GFkspsTGF 1 -
= G+ (1= —)Tpg— = — G,
a ar” s, Gisy ay

provando o resultado desejado. ]
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O resultado a seguir, baseado em |68, Lema 5.2] e [69, Teorema 4.1],
relaciona os autovalores das aproximacoes das Hessianas com os autovalores das
Hessianas verdadeiras. O resultado envolve a norma definida em (4-9), a qual sera
considerada com uma combinagao convexa conveniente. Seja x = (¢1,...,0m) € RT

com ||x||y = 1. Defina:

Bf =B} (4-14)

j=1

Observagao 4.2. Para todo x € R, temos:
l+x<e® e 1—x<e™ (4-15)

Teorema 4.1. Assuma a Hipotese J.1. Para todo k > 0 seja

k—1
M > 7
pi=e =0 (4-16)
em que
rii= 2 = e o = V(@ — 2 VR (@) (@ - a)),  (417)

e \; = A(z") € o multiplicador de Lagrange do subproblema (2-20). Seja x € R tal
que ||x|ly = 1. Entao, para todo k > 0, temos:

k—1
M M > r
& < (1 + Tk) e =0 =& < &, (4-18)
e
|- k k L, k
~ V2 (a*) < BY < §2VEF (o), (4-19)
&k %
L = k L =
Gt < B* <6, Gh (4-20)
k+1 H

Demonstracao. Note que

k—1 k—1 k—1 k
M Z i M M Z i (4-15)  nry, M Z Ti M Z i
Sk =e im0 < (1 + 2rk) e i=0 < e le =0 < g =0 = §k+17 (4_21)

em que & = 1" e BY = LI, para todo j = 1,...,m. Portanto, para k = 0, temos

tEstamos considerando que a soma sobre o conjunto vazio é definida como zero.
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BY) = LI, e, pela Hipotese 4.1,

L
V2F,(z°) < LI, < ;V2Fx(x0),
mostrando que vale (4-19) para k = 0. Agora, por indugdo, suponha que (4-19) é

véalido para algum k > 0, logo

L g ol Gt = ! Gy e (3 1V2F( ")
S X T & G(l4+ M)y x = &
(4-19) k
= By
(4-19) L (4-11) L Mr _ L _ (4-18)

(4-22>

obtendo assim (4-20). Agora, nos resta mostrar que (4-19) é valido para k + 1. Pelo
Lema 4.3 e por (4-22), temos

L _
ZGk =< Bt < g,;;Gf(. (4-23)
k

Assim, por um lado, a condigao (4-12) garante que

(4-23) M M 2
Bl;+1 < <1+ Tk)fk VQF( k+1) _ <1+ 27’k) fk;V2Fx(ka)
(4-15) 1
< eMrkfk_szX<Ik+1) _ eMrkez:f:O Mri£v2FX(xk+1)
2 2
_ £ 2 k+1
= é.k_t,_l H[V FX (ZE )

Por outro lado, a mesma condigao (4-12) também garante que

(4-23) 2 k+1 2 k+1
2 VIR () VR (M)

= M v
e T
(415) V2E (a"h)  V2E (aM)

N eMrigy Skt1 ’

Bk+1

concluindo assim a prova. |

A seguir enunciamos um resultado técnico cuja demostracao pode ser

encontrada em |68, Lema 3.3].

Lema 4.4. [68, Lema 3.3 Para quaisquer nimeros reais o« > [ > 0, temos
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a+%—121,e

V3 1 6 1
a—1n6—122+\/§ln(a+5—1>Zﬁln(a—l—g—l). (4-24)

O resultado a seguir é usado em [68, Lema 3.4] sem uma prova formal, a

qual apresentaremos aqui.
Proposicao 4.2. Para qualquer k>0 e j=1,...,m temos

T Yk Tk 7k Nk

T Rk — Tk

(4-25)

Demonstracao. Considere u = (Bf)é Sp e v = (Hf)é G’?sk. Entao, por Cauchy-
Schwarz, obtemos
2
(s7G8s0)" = <s;—g ()" (H;)5@§Sk> o < [Pl = e
1 1 1 1
= (BY)" (BY) swstG ()" (HE)" Gl
= szfsksféﬁHféfsk,

provando o resultado desejado. ]

Uma maneira de mensurar a proximidade entre as matrizes Bf e C_?é?, ao
longo da diregao s, é:
(85 = GHIHBE — Ghyses (B = Gl

Gk BY) = _ = Ey 4-26
V( 7? ]) <G§Sk,8k>l/2 ||Sk||@§ ( )

Essa medida, para o caso escalar, foi definida inicialmente em [68]. Agora, vamos
provar que a fungao potencial (4-6) pode ser limitada inferiormente por uma fungao
logaritmica de v. O roteiro de prova desse resultado nao difere do caso escalar [68,

Lema 3.4|, porém, por uma questao de completude, esta feito aqui.

Lema 4.5. [68, Lema 3.4] Suponha que vale a Hipdtese 4.1. Para algum j =

1,...,m ek >0, temos

_ _ 6 _
(B}, GY) — W(BIL G = on (141G, B
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Demonstracao. Note que

=~k (3-2) E
(H - H}) G} = {Hf = (= psn))VH (L = pulsD) + o} S’“Sm %

C[HL | sTH sG]
| skY) SkYy (skv5)? ey ]
_ | Hiygse @) HY (@R HFY) sk |
- T,k o T,k + T,k J
Sk Yj SkYj Sk Y;
(3-5) Hf@?sksf—l—sksf@?hff
sp G s
(et st ],
sp G sy spGhsy |
_ H;?Gfsks{@f T sksgéﬁHfG_ﬁ
sy G sy
B SZG;?{I]’?Gfsk skngﬁ
s}fosk S{G?Sk.
Consequentemente,
- - = = = 1
Tr ((H]k - HJ’?H) G;‘;) = {Tr (Hj’?G?skngf + smfoHfo)] T
SACH G\ T (snst )
sféfsk s;‘g@?sk
s GYH G sy, B
s;‘ngsk
Além disso,
-1 T, k -1
k+1 ok k+1 prk (2-33) by SkYj k
Det (H}7'B}) = |Det (B Hf)| "2 | Det(B}) i Det (1))
kg ok

T Rk

Tkeo °
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TokHEGEs, (4-25) sT Gk
sy G H; G sy, (>) i Gsk

Assim, tomando o = _ R Rl
) T 1k = Tpk
sy G sy, Sy Bj sk,

=: (3, temos

U(BY, GY) — w(B, &) "2 InDet ((@§)—IB§) — (H*, BF — G¥)
—InDet (G5 BI) + (HI, BE - Gh)

Det BY
Det B!

— Tr ((HJ’? — 1) Gf) +InDet (H*BY)

_ sf@?l—[]’?@?sk 4 (5;‘53]]?8/%)

Tk

D EE - B G 4

(4-24) 6
=a—Ing-1 >

Por fim, basta notar que

st (B + GYHIGE) s,

T Ak 7k Nk T Rk

at+—-—-1= = + == 1= = -1
5 sy G sy sp G sy s G sy
S (B + GEHEGE — GF) 5
N s}f@?sk
_ SZ(B]]C — G?)ij(B; — G?)Sk + S{G?Sk (425) 1 n V(ék Bk)2
s;fG;‘?sk A
obtendo o resultado desejado. |

A medida definida em (4-26) ¢ a razdo entre a norma de (BF — G%)sy,
em relacao a H]’-“, e a norma de si, em relacao a C_lf. Para mudar as métricas
correspondentes para HJ’-‘”rl e Bj’?, respectivamente, a expressao ¢ penalizada com
o menor autovalor de BJ’-C em relagao a @?. O resultado a seguir foi estabelecido
em |68, Lema 3.5, contudo, por uma questao de completude vamos apresenté-lo

aqui.

_ 1.
Lema 4.6. [68, Lema 3.5/ Dado algum k > 0, sejam G;‘? e Bf tais que ng < B;“

para alguma constante € > 0 e para todo j =1,...,m. Entao,

k _ 1k * _ _
V(G5 B2 > VB = Gsullgn 1 () = G (B — Ghysis )
T TG [kl g 14+¢ (B} sk, sk)
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Demonstracao. Inicialmente, note que H f“@fsk = si. De fato,

Jadan (522) I — Sk(y;'c)T o7 — yfs;{ + Sksg
J n T,k J n s;‘gyjk Sgyf

(3-5) HFGEsysT + s,.sTGEHF sTGEHEGE s, SpsE
=) frk Jjg k k515 Ll il el | k
= W e, T ads
kG Sk kS5 5k kg ok
Consequentemente,
kAk . T Ak T Ak 17k Ak
R R R A ol
SijSk
_ _ _ (4-27)
spGEHFGE s sksi G sy,
= = = Sk.
T Ak T Ak

Agora, note que

(BFH" ' BEsy, s,y (HI GEsy,, Ghsy,)

(B = G HE (B — Gy ) _
<Bj’?’sk, Sk) N (BJI?S/IC7 Sk) <Bf5k; Sk)
(Hi "' Gsi, Bksy) + (BEsy,, HiT'Ghsy)
B (B s, sk)
(127) <B§?HJ’?+1B]’?31€, sk) sk, GYsp)
N (B s, sk) (B s, sk)
B (Sk, B;?sk> + <B;?sk, Sk)
(B s, si)
(BYHF ' Brsi, sy (s, Ghsy)
(B} s, sk) (B} s, s1) a

(4-28)

Além disso, também temos
T Rk rkk o T Rk T Rk Tk Tk Rk
sy Bi H; G sysy, B sy + sy, By spsy, G Hj BY s

(BJH} ™ By sy, sx) = s B Hy By sy, — .
k k
it j ok it R skGfsk
T A~k 17k Yk T Rko T Rk
5 GjHj stk +1 skBj S5y, Bjsk
T Ak T Ak

Tk 7k Nk T Rk 2
_ ke, 4 (GG ) Gi B
S s3G5y, s G s,

Logo,
<B]]?Hf+leSk,Sk> o S{G?HJkGfsk 1 SgBJ]-CSk 1-29
Ty G vl I ve el
5 Sk> Sk S Uy Sk S Uy Sk
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Denotando v := v(G%, BY), temos

1/2 (426) <(B]k — G_!;C)H]k(Bf — G?)Sk, Sk> <B]]-€Sk, Sk> <G§H;€G_’§”‘Sk, $k> B

_ _ + _
(Gé?sk, Sk) (G?Sk, Sk) (G;?Sk, Sk)
(4-30)

1_
Consequentemente, por —G* < B*_ temos
é‘ J J

<G§Sk,8k> <G§Sk78k>

(
(42()) <<G§<H]kééc8k78k> n 1) ((Bf3k73k> n <G;€H;€G§Sk75k> _ 2)
B ((C_J;‘?H’?C_J’?sk,sw . 1) (BEsy, i) (GEHEGEsy, s1)°

Chow,oe) Crsmon) T (Ghonn)?
(GG _
<G§Sk, Sk>
(429) (BYHF ' Bsy,s,)  (GKHEGE sy, 51.)? B (GEHFGY sy, 1) _1
- (B;-“sk, Sk) <G§3k7 Sk)? <G§3k7 Sk) .
(4-31)
Portanto,
(14 gy - SB = GHHIBS = Gl si)
<BJ]‘€8]€7 8k>
) (1 e (BYH " Bisisi) (s Gise)
(B} s, sk) (B sk, st)

(-31) (BYHIT' Bksy, s,) N (GEHEGE sy, 51,)* B (GEHFGY sy, 51)

S s T @l G

L <B;?H]’?+1B]’?3k,sk> B (s, G%sp)
<le?sk,sk> <B]]'€5k75k>

(429) (GYH} Gse, i) 2<G§fffG?5k75k> 1

- <G?Sk, Sk>2 <G§Sk7 Sk’>

_ _ 2
[ (GEHEGE sy, s1) 1) >0
e =k - - .
<Gj5k75k>
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4.2 Convergéncia superlinear nao assintética

Nesta secao, vamos provar de maneira nao assintotica que a taxa de

convergéncia do Algoritmo 4.1 é Q-superlinear. Para tal, ao longo desta secao vamos

& < \/g v k>0, (4-32)

em que & esta definido em (4-16). Na Secdo 4.3, fazemos uma andlise de como

supor que

garantir que vale (4-32). Por essa condicao, temos

(4-15)  are 1/2 1/4
14 ]\4277@ < eMTk < (eMZfzom’) < (g) ) (4_33>

Além disso, (4-32) também implica que as sequéncias {[|B}||} e {||H}|}, para todo
Jj =1,...,m, sdo limitadas. De fato, dado x € R} tal que |||l = 1, por (4-19) e
(4-1), temos

1 1

- In j
gl =g,

para todo k > 0. Assim, por (4-32), obtemos

1 1 L? 3L?
\/g &k It 2 p
Definindo
2 3L?
=4/ = b=4/=—— 4-34
a gk e 2 (4-34)
temos
k 1 ky—1 1

para todo k > 0. Esse resultado ¢ fundamental para o desenvolvimento da anélise
feita neste capitulo, pois em diversos pontos das demonstracoes precisamos substituir
a matriz BY (ou (BY)™') pela identidade I,.

O lema a seguir, inspirado em [28, Lema 4.3|, é crucial para mostrar o

principal resultado desta se¢ao (Teorema 4.2).

Lema 4.7. Suponha que vale a Hipdtese 4.1. Dado x = (p1,...,0m) € RT tal que
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Ixlly = 1, entdo

200(z*)| < (((VFX(xk)] B>2 k>0, (4-36)

k

Demonstragao. Sabemos que a Lagrangiana do problema (2-20), para algum z,

é dada por:

- 1
L((t,d),\) =t+ Y ) (VFj (2™)Td + §dTB§d - t) :

j=1
em que A = (A,...,A\y) € R™ O problema dual associado é:

max inf  L((t,d),\)
XER™ (t,d)ERXR™ (4-37)

s.a. A>0.

Como o problema (2-20) tem solugio e existem multiplicadores de Lagrange \(z*) =
(AL(zF), ..., An(2F)) € R™, entdo o conjunto de solugoes do problema dual (4-37)
coincide com o conjunto de multiplicadores de Lagrange do problema primal (2-22),
além disso, nao ha gap de dualidade, isto &, 6(z") (veja (2-23)) ¢ o valor 6timo de
(4-37) (veja |41, Teorema 5.2.18]). Logo,

N .
bla”) = /{relﬂ%};s (t,d)IGIIlRfXR” Lt d), A)
. 1
: k kT T pk
J:
- 1
: k\T T pk
dlergn 5 1 0; (VFj(x ) d+ §d Bjd>
]:

v

deRm

(Ivael)’

2 Y

1
= inf <VFX(xk)Td+§dTB§d>

em que a segunda igualdade é valida, pois os multiplicadores do problema (2-20)
coincidem com as solugdes de (4-37) e D7, Aj(@%) = 1. Além disso, a tltima
igualdade vale, pois d — VF,(2¥)"d 4+ 3d" Bid & uma funcao fortemente convexa.
|

O proximo resultado estabelece uma versao preliminar do teorema sobre
a convergéncia superlinear do Algoritmo 4.1. Este resultado foi inspirado em

[68, Lema 5.4, e Teorema b5.1], contudo, como estamos tratando do contexto
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multiobjetivo, ha algumas diferencas. A primeira delas é o surgimento de m
(quantidade de objetivos) na exponencial. Além disso, estabelecemos o resultado
com a norma euclidiana da direcao de maxima descida generalizada, diferentemente
do caso escalar, em que foi utilizada uma norma do gradiente definida a partir da

Hessiana em um ponto.

Teorema 4.2. Suponha que vale a Hipotese J.1. Para todo k > 1, temos

3L
Ve
L

Demonstragao. Sem perda de generalidade, assuma que 21 — 2% # 0 para todo
~ i i A i . i+l A i (v i :
0 <4 < k. Denote V) := W(Bj},GY), V5™ = V(B;",GY) e vi = v(G)}, Bj). Sejam

k/2

81L4 mn
|dsp(2F)]] < [16 - (@%Tln% B 1)
v

j=1,....me0<i<k—1fixados, porém arbitrarios. Pelo Lema 4.5, temos
6 2 i _ i+l i i+1 i
i (14+()?) < W) - = 0 — w4 AL (4-38)

em que A} == W — W Alem disso,

i (4-6) ~idt1\—1 pit1 i+1y—1 pit+l ~it+1
Aj = lnDet((GjJr ) Bj‘L ) — ((B]-Jr ) ,Bj+ — GjJr )

— InDet((G%) "B + ((BiTY) ™1, B — G

= <(B;'+1)_1, G;-“ — @;> +In Det((@éﬂ)_lB;H)
—In Det((@é)_lB;-H)

Det ((Gj.*l)—lB;.*l)
Det ((G5)-1 ;")

Det(@é“)_l)

_ +1\—1 A+l i
= (B, G — G1) +1n

_ (Bl il _ 1 J_
<( J ) 7G] Gj> + n ( Det(G;)il

— ((BI*))™,Gi*! — &) + In Det ((G;i“)—lé;) .

Note que
Gt (4;—2) 1 VQF‘(QZ‘i+1) (4;1) 1 1 ~i+1 (4;5) 6—%(ri+m+1)@z"+1
T 1+@ ! - 1—1—%1_}_% i = j
(4-15)

M _
= (1 - 7(7% + Ti+1)> G
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Portanto, G5 — G < & (r; + mﬂ)@;“ Assim,
k-1 =
(B0 =G < S B 6
1=0 =0
(4-20)  pg F=X
< n_ Z £z+2 T + r1+1)
=0
(4-18) ML
< n§k+17 Z(Tz +Tip1)
=0
M & (4-18)
< nka? Z 2r; ="n&py1In &y
=0
Consequentemente,
k-1 k-1 k-1
S AL =SB TG - G + Y InDet ((G;“)-lc;)
=0 =0 =0
Al _ _ (4-39)
<népprIné +1n H Det(GiH) ' G}
=0

= n&py1 &1 + InDet(GH) G,

Agora, somando (4-38) de 0 até k — 1, obtemos

i Det ((G9)'LL) - < I, LI, — G%) +ZN

(4-39) ~ky—1 /40 ~0y—1
< 1In ( Det ((Gj) Gj> Det ((Gj) Lln) (4-40)
1 _
— (1o LI = G3) + nn &1

. 1 ]
= InDet ((G) LIy ) = (1o, L = G3) + nin gt

(4-1) L
< nln—+ nlnﬁ,ﬁ’ff =nln <§,§’f11 ) :
i

Pela condicao (4-20), vale o Lema 4.6, assim:

s L ST GUHB -G 1 1B -Gl
T T4 Gn si Bjsi T It &a b i1
(4-41)
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Pela formula de Taylor, temos VFj(z™) = VFj(2') + Gi(2" — 2%). Logo, pela

condigao (3-28) e lembrando que d' = 2! — ' = s;, temos

VE, () = VEy, (2) + G (27! — 27) 29 Z Bl (" — &) + G (o' — 2)
— (Bl -G\) s
(4-42)
Além disso, para todo 7 =1,...,m, temos
2
. 4 . Fy (zi+! )
|9(.’L’Z+1)| B 2|9(IZ+1)| (223) 2|9(:L,1+1)| (4ﬁ6) (Hv )\1( )||Bz+ )
0(z)| — 200(«")]  sTBisi sT B s;
2 Z (4-43)
Bi al K ) ) _
(4ﬁ2) (H( i G)\Z)S’LHB;J:) (425) i . H(B; _G3)82||2
B sTBi s; = a2 j=l.m s
Logo
( i>2 4y 1 1 I(Bj = Gpsill® 9 1 a® [o(a*)]
max (¢ ———— — max — A
N B T R
Assim
k—1 k—1 i k k=1
o ( ) >H a |0(zh)] _ 0(")] <g>2 11 1
i = i 0 ,
i I P 1+§z+1b kl9(l‘)| 0(z°) \b/) 51+ &mn (4.44)

I\/H

S () wer

Note que, como In(+) é crescente e (v%)? é positivo, temos: In(1 + max (v1)?) =

! j=1,..m J
ln(-HllaX {1+ @)?}) = max In(1+ (v)?). Desse modo,
J=1..m J=1,..m
6 Al 6 k—1 6 k-1 m
0?) = )2 i\2
3 ZZ:(;ln(l +jg?¥m(vj) ) = 13 2 jzl?xmln(l + (vj)7) < 3 2 ;ln(l + (15)°)



4.2 Convergéncia superlinear nao assintotica 117

Consequentemente, pela convexidade de t — In(1 + €'), segue que

k—1 g
=In|1+ HmaX(V;)Q

b2 (1 13mn (Sl L
|0( k)| < ( a—lg— gk) ( 6 kL (§k+1 ,u) . 1) |Q(I‘O)|
1
Além disso, por (1-8) e pelo Lema 2.2, temos que |fs,(z%)| = §||dSD(x’“)||2 e

05 (z%)] < [0(2)| < 1]05,(2*)], respectivamente. Assim, segue que

k)2
b3(1 13 mn gy (gikel L b
(et < |20 [ Bem(eiy) O a1l
a

a?

Por fim, por (4-32) e (4-34), temos

- k/2

2
3 L2
o)
[dsp(2™)|| <
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O corolario a seguir expressa a convergéncia superlinear usando uma norma
alternativa. Essa mudanca em relagao ao Teorema 4.2 nos permite comparar com o
resultado que foi obtido no caso escalar [68, Teorema 5.1|, que utiliza uma norma
definida a partir da Hessiana. Além disso, essa maneira de expressar a convergéncia
superlinear sera tutil para compararmos a taxa que obtivemos nesta se¢ao com a
obtida no Apéndice A (Teorema A.1).

Corolario 4.1. Sob as hipdteses do Teorema 4.2, temos
4 5 3
3L 13 mn 2L 3 L 2
k|| =2 M0 Jp £= *
||d5D(517 )HVQFA,?D(xk) < [(ﬂ) (e 6 k no— 1)] 5 (;) HdSD(gjo)Hsz/\gD(xO),
em que \;? := \P(z%) ¢ um multiplicador de Lagrange associado a z* do problema
(1-5).

Demonstragao. Para todo £ > 0, temos

2
. (4-4) _
<|’dSD(xk>||V2FA§D(xk)) - <dSD($k)7 sz)‘iD <xk) ldSD<xk)>

(4-3) 1 k k 1 k(2
< ;(dSD<x )7]ndSD(x )> = ;HdSD(‘T )H :

Por outro lado,

|

Portanto, pelo Teorema 4.2, segue que
AR 1 k
|dsn(z )HV?F)\zD(gﬂV) < ;HdsD(:U il
1

k
4 2
<\ [if (cBm 1)] NECTPmE
| 16p 1z
4 5 3
3L 13 mn 2L 3 /L\>2 N
[(ﬂ) (6 6 k 1 T — 1)] 5 (;) HdSD(Q;O)HVQFAgD(xo).

k

IN
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4.3 Sobre a limitacao de &;

A limitacdo de & (veja (4-32)) é crucial para garantir a validade dos
resultados que obtivemos neste capitulo e também no Apéndice A. Contudo, até onde
sabemos, a Hipotese 4.1 nao é suficiente para obter tal limitacao. Assim, faremos a
suposicao adicional de que o passo unitario satisfaz as condi¢oes de Wolfe padrao,

conforme formalmente descrita a seguir.

Hipotese 4.2. O passo unitdrio satisfaz as condigoes de Wolfe padrao, isto €, dados

pardmetros algoritmicos 0 < ¢y < co < 1, para todo k > 0, temos que

Fi(a* + d") < Fj(2") + e/D(a*,d%), Vji=1,....m,
D(z* + d*, d*) > cyD(2", db).

Observagao 4.3. (i) Vale ressaltar que na anélise local de convergéncia assintotica,
veja Secao 3.1.2, provamos que o passo unitario satisfaz as condi¢oes de Wolfe padrao
(1-12)—(1-13) (Teorema 3.6). (ii) Sob as Hipoteses 4.1 e 4.2, o Algoritmo 4.1 coincide

com o Algoritmo 3.1 tomando B]Q = LI, para todo j =1,...,m.

Como consequéncia da Hipotese 4.2, a sequéncia {z¥} gerada pelo Algo-
ritmo 4.1 converge para um ponto Pareto 6timo z*. Assim, todos os resultados
obtidos na Secao 3.1 sao validos e serao usados aqui sem mais explicagoes. Em par-
ticular as sequéncias {||B||} e {|[HF||} sdo limitadas, veja Teorema 3.4. Logo, dado
x € R7 com |[|x||; = 1, existem constantes positivas a,b € R tais que, para todo
k >0, vale

1

1
al, <= B <bl, e 7 = (BY)™' 2 =1, (4-45)

S

em que Bﬁ esté definido em (4-14). Essa limitagdo sera crucial para mostrarmos o
resultado a seguir, que estabelece uma limitagao para &. Apesar dessa limitacao
também ser necessaria no caso escalar, veja |69, Teorema 4.1] e [68, Teorema 5.1], o

roteiro de prova utilizado aqui segue uma linha distinta.

Proposicao 4.3. Suponha que valem as Hipoteses 4.1 e 4.2 e 2° € R™ € tal que

AML 0 1 In %
SD xz S a0 4_46
R (4-46)
1 — 2,,2
em que q == 1 — ( 8012/)221; o . Para todo k > 0, temos:
3
Er1 <4/ 5 (4-47)

2
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Demonstragao. Por (4-45), segue que

sI'Bks 2
Cosﬁjl-C = ]kk > aHSkk,“ > E’
sl Bfsell — llskllllB5[l[sell — &
para todo j =1,...,m e k > 0. Com isso, 0y = min;—;,__,, cos ,Bjk > a/b. Logo,

F. (a8 — F (z%) (323) (1 - (1_;2%) <F*($k) - F*(JU*)>

a2

X (1- Cz)b—201ﬂ2

812

IN

—(1- (1 —8612/)222@2#2) (F*(xk) _ F*(x*)>

Além disso, por (3-11), temos

i 1
9 2 k+1 192 2
||l’k+1 i J]*H < [_ (F*(xk'H) — F*<JZ*)>:| < <Q%> [_ ( * xO) - F*(l‘*)):|
p f
Logo,
9 3 > k+1
St -l < |2 () - R6)| Y (o)
i
= k=0
2 , . (4-48)
= | — F* 1'0 - F* .ZC* :| =
2 (ren-re)|
Por (4-46), temos
9 ] (312) 22L 21
2M LM —(F*(:co)—F*(x*))} TS 2MLY {——QHdSD(xO)”Q} 1
" 1— gz " L=a
< ln%
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3
Agora, para mostrar (4-47), resta provar que M Zf:o ry < ln72 De fato,

k k
MZH _ MZW“ _ mi’v2F/\i(l,i)(mi+1 _ xi)>1/2
=0 1=0
) k k
MLYVEY " (@ = ot L (@ = 22 = MLY2 Y o = o]

1=0 i=0

(4-3
<

k
< 2MLY7? Y max{[la™" — a7, |l — 27}

=0
(4-48) 2 3 3 1
< 2MIL'? {— (Fi(2%) — F*(:E*))] max 7 - -
2 1—qg2 1—gq>2
2 21
< 2ML'? {— (Fu(2) — F*(x*))} -
H 1—gq2

em que a ultima desigualdade segue, pois ¢ < 1. Portanto, por (4-21), temos

MX:]-C T ﬁ 3
§hp1 =€ =0 e = 5 vV k>0.

4.4 Uma comparacao entre taxas

Nesta se¢ao, comparamos a taxa de convergéncia obtida no Teorema 4.2,

com a obtida no Teorema A.1, que é dada por:

. A4L N mn \ * .
IIdSD(x’“)||szA£D(mk) < (W) ||dsp(w°)||szAgD(xo)- (4-49)

Essa comparagao ¢ interessante para que possamos ver como a taxa de convergéncia

apresentada neste capitulo é melhor, quando comparada com a que obtivemos no
Apéndice A.

Por um lado, o Corolério 4.1 garante que:

k 3
* 3L ! Bmn g, 2L ’ 3 (L) *
||dSD($k)||v2F>\i‘D(:Bk) S [( ) (6 6 k n— 1)] 5 (p) ||dSD($O)||V2F)\gD(IO)'

24

Agora, vamos mostrar que a convergéncia superlinear se inicia quando k > Ky, em
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que
31L4 2L 3L\ 13 2L
K= == ( ) Zmnln = > 1. (4-50)
Ju Iz 2u) 6 It
Para isso, note que ef < ﬁ =1+ L, para qualquer t < 1. Assim,
13 mn 2L 13 mn 2L 13 mn 2L
Qw60 g
] — Bmni, 2L 20 \* 1_(2)4
R € ; (a51)
8113mn . 2L  2Tmn . 2L
= —-——e n _— —_—
65 6 k& 1 10k 1
Além disso,
3 k 1 E
L\ 2 31, L 3 2L (4-50) k 2k 3\ 2 3\ 2 (4-50) /3 2
- —e2u <e2"uw < 67:<€7)2§ — — < — .
1 2 2 2
(4-52)
Portanto,
ld mnl 2L % 3 L %
||dSD(J,‘k)||%2F>\SD @) = [( > nes 1>] B (E) ||d5D(:pO)||*v2FAOSD(mO)
Sk 3
(421) 3L 27mn 2L : \/§ L\? ||d ( 0)“*
- 21 10k I 2 \ u s V2F,sp (2°)
Sk
452) | 3L\ 27mn . 2L |7 /3\" .
= (ﬂ) 10k <§> ldso(@)2r, g w0y
3\° (L\" 27mn 2L -
) [<5> (E) or ™ 7] oo @ leer, o o
31LYmn . 2L

IN

Assim, o momento de

In —

0
/.L ) ||dSD(x )||%2FA8D((EO)'

(

wmicto da convergéncia superlinear ocorre quando

ik

31L4mn
ptk

isto é, quando k£ > K.

Por outro lado, a segunda taxa de convergéncia superlinear (4-49), se inicia

quando

441 " mn,
ity

Y
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44L Y mn

o =: K. Portanto, ao compararmos Ky e Ky, vemos

isto é, quando k >

uma melhora significativa da taxa obtida na Segao 4.2 em relacao a apresentada no

Apéndice A.



CAPITULO 5

Conclusao

Neste trabalho, propusemos trés novos esquemas de atualizacoes BFGS para
problemas de otimizagao multiobjetivo, a saber (3-1), (3-43) e (3-58). Quando os ta-
manhos dos passos satisfazem as condigoes de Wolfe e as aproximacoes iniciais sao
definidas positivas, os dois primeiros esquemas geram aproximacgoes Hessianas defini-
das positivas. Até onde sabemos, os Algoritmos 3.1 e 3.2 sao os primeiros algoritmos
do tipo BFGS projetados para problemas multiobjetivo nao convexos que atualizam
as aproximacoes Hessianas a cada iteracao. Por outro lado, a atualizagao cautelosa
adotada na terceira proposta se mantém definida positiva, independentemente de
busca linear. Como consequéncia, os Algoritmos 3.1, 3.2 e 3.3 estao bem definidos
mesmo para problemas gerais nao convexos. Fornecemos um estudo abrangente das
principais propriedades de convergéncia global e local dos métodos, usando hipote-
ses que sao extensoes naturais daquelas feitas para o caso escalar. Em particular, os
Algoritmos 3.2 e 3.3 sao globalmente convergentes mesmo para problemas multiob-
jetivo nao convexos. Os experimentos numéricos sugerem que as técnicas propostas
aqui promovem um aperfeicoamento pratico do método BFGS multiobjetivo. Espe-
ramos que essas técnicas também possam ser tteis para outras variantes de métodos
quase-Newton para otimizacao multiobjetivo.

Por fim, caracterizamos explicitamente a convergéncia local superlinear do
método BFGS para otimizacao multiobjetivo. Para isso, assumimos que o passo
unitario satisfaz as condigdes de Wolfe. Acreditamos que seja possivel caracterizar
a regiao de aceite do passo unitéario em termos da norma da dire¢ao de maxima
descida generalizada. Além do mais, a taxa de convergéncia que obtivemos nao se
reduz (tomando m = 1) a taxa obtida no caso escalar [68]|. Esses sao indicativos
que os resultado obtidos no Capitulo 4 podem ser aprimorados, o que pretendemos

explorar em trabalhos futuros.
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APENDICE A

Uma versao preliminar da convergéncia

explicita do Algoritmo 4.1

Neste apéndice, assim como no Capitulo 4, vamos desenvolver os resultados
necessarios para mostrar, de maneira nao assintotica, que o Algoritmo 4.1 possui taxa
de convergéncia Q-superlinear. Vale destacar, que a analise apresentada aqui nos leva
a uma taxa inferior quando comparada aquela que calculamos na Segao 4.2, veja a
Secao 4.4. Contudo, o roteiro de prova desenvolvido aqui usa técnicas alternativas,
as quais acreditamos que podem ser tuteis para futuros estudos de métodos quase-
Newton.

Ao longo deste apéndice, vamos considerar as hipoteses feitas no Capitulo 4,
isto é, vamos supor que vale a Hipotese 4.1 e a condigao (4-32). Iniciaremos, com
o incremento de alguns resultados iniciais, calculando a taxa de convergéncia linear
do Algoritmo 4.1.

Considere a fun¢ao de uma variavel w : (—1,4+00) — R, definida por:
w(t) =t—In(l+t) >0. (A-1)
Note que w ¢ uma fung¢do convexa, decrescente em (—1,0] e crescente em [0, 400).
Além disso, temos:

t2 t?
——— < w(t) < ;
2(1+1) 2+t

vVit>0. (A-2)

Os proximos dois lemas podem ser encontrados em [69].

Lema A.1. [69, Lema 2.3/ Para quaisquer nimeros reais o > 3 > 0, temos

a—Inf—-1>w(/af —26+1).

Agora, dado x € R tal que | x||1 = 1, definimos uma maneira de medir a
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proximidade entre as matrizes B'; e Gf(, ao longo da direcao sy, por:

o gy (B G@ (B~ Glsus _ B Choslles
Py By) = <B§(G’;)718§sk,sk>l/2 o H<<5;.CH*(—;§€< ’

Quando x = e; em que e; ¢ o j-ésimo vetor canonico denotaremos, por simplicidade,
go(@'g’j, Bf],) = ¢(G¥ BY). A medida (A-3) se difere da que definimos em (4-26), pois
aqui utilizamos a matriz Gi nas normas do numerador e denominador. Assim como

no Lema 4.5, é possivel provar que a fung¢ao potencial (A-3) é limitada inferiormente.

Lema A.2. [69, Lema 2.4] Suponha que vale a Hipdtese 4.1 e que existam

constantes £,m > 1, tais que

G By <Gt Viji=1,...,m,

|

para algum k > 0. Entao,

_ _ G*, Bk
U(GE, BY) —¥(Gh B > w <%> :

O resultado a seguir foi inspirado em [69, Lema 4.2]|.

Lema A.3. Suponha que vale a Hipdtese 4.1. Seja Ay == ‘A(a¥) € R™ o multiplicador
de Lagrange do problema (2-20). Para todo k > 0, temos:

* Mrk: *
HVFAk (‘rk+1)|‘v2F>\k(mk+l) < (1 + T) <lOkHVF‘)\k(‘rk)||V2F/\k(a:’€)7 (A_4)

em que oy, = (G5 B ) é dado por (A-3) e ry estd definido em (4-17).
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Demonstracao. Lembrando que s;, = d¥, temos

1B @) iy = (VB (&5), OBy, (a5) W F, (a41))

T R, (6) VR
e BB, - s (6,) (B, - G s
A3 1+ M;k or(BY, (G’;k)_l Bljksk,skﬁ

= 1 BBy s (@4,) 7 Bl

@21 [, . ]\/[27"k or(VFy, (), <G§k>1 VE,, (f’c))%
(14 5) TR ), T ) OB ()

M'rk *
= <1+ 5 )SOkHvF)\k(xk)“VQF,\k(x’“)’

obtendo assim o resultado desejado. ]

O leitor pode notar que, no lado esquerdo da desigualdade (A-4), a com-
binacdo convexa dos gradientes em x**! e a norma utilizada dependem dos multi-
plicadores de Lagrange do problema (2-20) no ponto z*. Isso dificulta obter uma
limitagdo para ||[VFy, (z*1)][L, Py, (@) usando argumentos de recursividade, pois
h& um cruzamento de indices na desigualdade. Nos resultados seguintes superamos

esse inconveniente.

Lema A.4. Suponha que vale a Hipétese 4.1 e também a condi¢ao (4-32). Considere
x € RT com ||x|l1 = 1, entdo, para todo k > 0, temos

b LY/?

|’vF)\k(xk)H%2F>\k(mk) - 1/2”dsn( k)H%QF/\ED(x")’ (A-5)
Ll /2

’|dSD($k)\|*v2FA£D(I )= 1/2HVF( Nz, (ot (A-6)

em que a,b estio definidos em (4-34).

Demonstracao. Por (4-35) e pelo Lema 2.2, temos

a
SIVEL @] < lldso @) < [VE (), 7 k=0,
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Assim,

IV EN @) 52, oty = (VN (@), V2B (a8) TV R () 2

< VBB = s VR )
< el = i o). L)}
< T L (e, VB ) ()

= Mg gy ¥ K20

Além disso, o Lema 1.2 (iv) garante que ||ds,(2%)|| < ||V Fy(2%)|. Logo,

[N

(dsp(2*), V2 Fyso (%) " dap (2"))

HdSD<xk) “%2F)\§D(wk) -

(-3 1 k ky L 1 k

< (e (), T (N = o)
_WHVF( S 1/2<VF< ), LV Fy ()3
(4'3) L1/2 ) ky—1 Eyy

< o — 75 (VE ("), V2F (2*) IV (a7)) 2

L1/2
= RIVAE [y, VR0

Lema A.5. Suponha que valem a Hipdtese 4.1 e a condi¢ao (4-32). Assim, para
todo k > 0, temos:

bL (. M .
||dSD(l'k+1)||v2F 5D (zk+1) < 5; (1 + 5 ) QOkHdSD(l'k)”ng)\SD(wk)- (A-?)
k+1 k

Demonstracgao. Para todo k£ > 0, temos

2

2
oo ()| L (1R,
sD V2FA££1(1’€+1) = Ak V2Fy, (ak+1)

2
(A'4) L M’f‘k N
<L [(1 + 1) sok\|VFAk<x'“>|rszM(xk>]

2

2
(A5 b2 L2 M’f‘k
= a2 qu [<1+ 2 )gpkHdw( )||V2F SD(I’“)] 7
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provando o resultado desejado. |

A seguir, apresentamos o ultimo resultado antes de mostrar a convergén-
cia superlinear. Este resultado relaciona a medida de proximidade (A-3) usando

diferentes escolhas de combinagoes convexas.

Lema A.6. Suponha que vale a Hipétese J.1 e a condig¢do (4-32). Assim, para todo

k>0, temos:

3bL?
2 ky\2
Pk §a_u2 j—‘l?..m(soj) ) (A_S)
em que #k: #(fl)c\}ﬁ ];\;k> 67§: 7<é.];’ ;;)

Demonstragao. Por um lado, note que

oGty — (B GDC)BL = s (09 1_(BL = Gl
v (BE(GY) " Blst on) = W (BHGH Bk )
62001 (BE=GYsP g (BE - Ghs?

< yﬁ(ég((‘;@w;@sk,sw L (BEsy, sp.)

_ 3 =
@9 g 1(BE = Gl ) /(B — Gl

ap lsx[* af lsx]”
(A-9)

Por outro lado, temos

((BE — GE)(GR)"L(BY — GY)sy, 1) @ 1 I(BY = GE)si 2
(BE(G*)~=1Bksy, sp) ~ L(B¥G%)"1Bksy, sp)
420 1 ||(€3§ - Gl o 1By =GPl
T L6 (GE(GR) T BEsy,sk) L& (Bsk, se)
€ B Gl e (B - Gl

> >
TObLG [l N bL2\/§ sl

o(G%, BE)? =

(A-10)
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Assim,
3 = 3 m a 2
o0 VRN - Gl v/ (IS AGHBE - G
P = 2 -
aft [kl af skl
3 _ 2 3 .
(222) 5 [(BY — G%) s V2 1(B} — GF)si?
< = | max = 2
ap \ j=l..m II'sk|l ap j=1,.m llskl
3172 /3
(A-10) /5 L7y /5 v Ak 3bLA 2
< P jg?f(mgp(Bjan) = §a—lﬁjg?}f<m(%> :

Finalmente, o préximo resultado estabelece de maneira explicita que o

Algoritmo 4.1 possui taxa de convergéncia (Q-superlinear.
Teorema A.1l. Suponha que valem a Hipdtese 4.1 e a condi¢ao (4-32). Assim, para
todo k > 1, temos
%
44 mn
k 0
||dsD(fE >||%2FA£D(Z’€) S (W) ||dSD(.17 )H*VQFAS,D(QUO).

Demonstragao. Dados k > 1 e j = 1,...,m, defina o% = o(G¥ BF), Uk =
U(GY BY) e \i/;‘fﬂ = \Il(éf,B]’-““), em que ¥ ¢ dada por (4-6). Seja 0 <i < k—1

arbitrario. Assim, por (4-20) e pelo Lema A.2, temos

i\t ~i i ~io i SO(Gi"Bk) %
UL — U = W(G), B — (G, B > w(#) = w &jl

(A1) ¥ o
= —In|1+ > 0.
Siv1 ( §i+1>

(4-32) S
Por outro lado, 11 < 2 implica que 2B; — G; = 0, assim

()2 A (B} — G))(G5) (B — Gj)sirsi) _ m —2(Bjsi, si) + (Gjsi, 5i)
! (Bi(GY)~'Bis;, s;) (Bi(G)'Bis;, s,)

(4-20)

<1
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Com isso,

AN 2

o 2\ (A2 395 <¢;)
wlig|zwly39] 2 > .
§it1 2 (1 + %gpg) 3 (1 + 2)

Logo,

1 N\ 2 @'\ (A-11) . ‘
Ao le) selgh) S woErevouteAL
(3—1— 6) it+1

em que Af = W — W Alem disso,

AL =it — \1ﬂ+1 <(Gl+1) (B~ Gy — I Det((GH) 1 BiHY)
— (G~ B = GY) + nDet((G}) ' Bi*)
= (G~ — (G4, Bi*Y) — InDet((G2H) 7' BiH)
+ InDet((G}) ' By

= (G = (G B +1n

_ . _ . Det _i')—l
+1\—1 iN—1 i+1
= ((G5)1 = (G B 4+ Det ((G1)'GE).
Agora, vamos estimar Z A’ Para isso, note que

(4 11) VQF ( k‘+1) (4-12) 1 _
Lo e G
.7 - 1 + MT1+1 — uz 7

(A-13)
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em que u; ‘= (1 + %) (1 + MTT> > 1. Logo,

(G = (@7 B = (GBI — (G)7 BY)
(A_<1 <<G«;"+1)—17 B§+1> _ u;l<<@§+1)—l7B;+1>

= (L—u )G B

(4-20)

- L, mii\-1 A
< (-1 1)6i+2;<(Gj+1) Y Gj+1>

(4-32) 3L
< (1—u N/ ==n,
2p
e, consequentemente, temos
k-1 3Inl, k— k—1
Al < \/j (1 —u; ) —|— In(Det( G") 1G”l)
3L kL k-1
=4/ == Z(l —u )+ lnH Det(@?)_lééJrl
2 p i=0 i=0
k—1
3nL _ _
= \/;n— (1 —u; ") +InDet(GY)'Gh.
L

k-1 k-1 -1 k-1
Mr; Mr; (4-15) M(ritriy1)
(1—ul) = 1—[<1+ ”1) (1+ ;)] < S

2
=0 =0 1=0
@15) pf k=L —— k—1 k
< 7zri+7“i+1=M 5 +' T SMZH
=0 =1 1=0
(432) In3

Portanto,

k—1 3

. 3nLlns
E Al < \/; —2 + InDet(GY)~ IG;" (A-14)
i=0
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Somando (A-12) de 0 até k — 1, e usando que W¥ > 0, obtemos

k—1 k—1 k—1 k—1
S (4) S w-wh e YA S WS A= (G LL) + YA
(3 + \/_ > P i=0 =0 =0
(4-6)

= <(ég)717 L[n - é?) — In Det < 1L[ ) ZAZ

(A-14) _ 3nLIn3 Det(GQ) LI,
< {(GH7, LI, - G° ———2_1 A —
(& i+ 2 4 2 " Det(GY9)~1G%
_ _ 3nLln ~
— ((G%), LI, — %) + 5”77 — InDet ((Gf)‘lLIn>
(4-1)  _ _ 3nLlns 1
< ((G)7' LI, —G)) + 5%% — In Det (ZlnLln)
. - 3nLln2
= <(G9) 1>L1n_G?>+ 5772
@ Ly oA 3nLIn3
0y—1 0 0 2
< ((G5) 7;Gj -Gy + 2. 2
L 3nLlnd L 3nLln3
= —Tr(l,) — Tr(l,) + ont T3 <n—+ ono T3
7 2 n 2 W 2 u 2
L Ind §> nL
2 2] n
Consequentemente
k—1 m k-1 3
Ing /3\ nL
2
s, (4) <323 () < m (3+6) (”7 5) W
=0 j=1 i=0 (A-15)
mnL
<7T—-.

1
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Finalmente, por (A-7) e pela desigualdade das médias*, obtemos

b L Mrk—l _
||dsD([L'k)||%2F>\£D(xk) S - <1 + 2 ) Spk—IHdsD(aj'k 1)||%2F>\£21(wk71)

apu
Mn
STECT, ) < =)
i=0
(4-33) b 3\ 5 521 ) :
< dsp(a” ||v2FSD 20) E - (5) H‘Pi
i=0
5
k-1
b 321
< MeslaMorgom | (2) (—) (3) iz«
i=0
g
8) b 3 3 %1k—1 .
< HdSD( HVQF SD m0)|: a — (5) Eigojznilflfm(w;)z
i
b 3\217mnL
dsp > - — o
oo o, [ ANE
g
b\* |
- el <a> (5) 7 ()

b L 1
< HdSD(x )|’V2F>\(S)D(10) 13 (a) (;) mn%]

Portanto, por (4-34), temos

k
. 322\’ o\ 1’ .
oo < |13 ( 5z ) () 1| 1oleemr, oo

44N mn
W) ||dSD($O)||*v2FAgD(IO)-

IMES

IN

YA desigualdade das médias afirma que a média aritmética é maior que ou igual & média
geométrica.
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