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À Lilian Satiê Tokura Takita (in memoriam),

Com o amor que nos une como verdadeiros irmãos.
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Resumo

Tokura, Willian I.. Desigualdade de Caffarelli-Kohn-Nirenberg e
solitons de Yamabe gradiente. Goiânia, 2019. 103p. Tese de Doutorado.
Insituto de Matemática e Estat́ıstica, Universidade Federal de Goiás.

Esta tese trata de dois problemas distintos. A saber, estudamos

(P1) Rigidez de espaços métricos que suportam a desigualdade de CKN;

(P2) Solitons de Yamabe gradiente com estrutura de produto torcido B ×f F .

Para o primeiro problema, provamos que os espaços métricos com medida que

suportam a desigualdade de CKN tem crescimento de volume n-dimensional, isto é,

existe uma constante universal C0 > 0 tal que, m(Bx(ρ)) ≥ C0ρ
n,∀x ∈ M,ρ > 0.

Como aplicação, obtemos Teoremas de Rigidez nos seguintes espaços: Variedades

Riemannianas, Variedades de Finsler e Espaços de Alexandrov. Para o segundo

problema, considerando um soliton de Yamabe gradiente (B ×f F, g, h, ρ), obtemos

resultados de trivialização para h e f assumindo hipóteses sobre B. Além disso, sob

uma hipótese envolvendo a curvatura de Ricci da base RicgB , provamos estimativas

para h, f e para curvatura escalar scalg, ademais, no caso particular da função

torção, apresentamos uma bela obstrução na construção dos solitons de Yamabe

produto torcido. Por fim, utilizando as técnicas de soluções invariantes, classificamos

os solitons de Yamabe gradientes com base conformemente plana steady que são

invariantes pela ação do grupo de translações de codimensão 1.

Palavras–chave

Desigualdade de Caffarelli-Kohn-Nirenberg (CKN), Rigidez, Soliton de Ya-

mabe gradiente, Produto torcido, Curvatura escalar, Estimativa de gradiente.



Abstract

Tokura, Willian I.. CKN inequality and gradient Yamabe solitons.
Goiânia, 2019. 103p. PhD. Thesis. Instituto de Matemática e Estat́ıstica,
Universidade Federal de Goiás.

This thesis deals with two distinct problems. Namely, we study

(P1) Rigidity of metric spaces that support CKN inequality;

(P2) Gradient Yamabe solitons on top of warped product manifolds B ×f F .

For the first problem, we prove that the metric measure spaces that support the

CKN inequality have n-dimensional volume growth, that is, there exists a universal

constant C0 > 0 such that, m(Bx(ρ)) ≥ C0ρ
n,∀x ∈ M,ρ > 0. As application,

some rigidity theorems are obtained in the following spaces: Riemannian manifolds,

Finsler manifolds and Alexandrov spaces. For the second problem, taking a gradient

Yamabe soliton (B×f F, g, h, ρ), we obtain triviality results for h and f by means of

some hypotheses on the base B. Furthermore, under a hypothesis involving the Ricci

curvature of the base RicgB , we prove estimates for h, f and for scalar curvature

scalg, in addition, by means of a warping gradient estimates, we present a beautiful

obstruction in the construction of gradient Yamabe solitons on warped product

manifolds. Finally, by making use of invariant solution techniques, we classify all

steady gradient Yamabe solitons with a conformally flat base that is invariant by

the action of a codimension 1 translation group.

Keywords

Caffarelli-Kohn-Nirenberg (CKN) inequality, Rigidity, Gradient Yamabe soli-

tons, Warped product, Scalar curvature, Gradient estimates
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Introdução

O século XX iniciou-se com grandes avanços na area de análise matemática,

em especial na teoria de Equações Diferenciais Parciais. Em meados da década de

30, Sergei Sobolev iniciou os estudos de soluções fracas para as equações hiperbólicas

e a minimização de certas integrais variacionais do prinćıpio de Dirichlet. Durante

esse peŕıodo, como ferramenta para resolver tais problemas, Sobolev introduziu o que

conhecemos atualmente como espaço de Sobolev, o qual denotamos por D1,p(Rn).

Diante desse cenário, as ideias de Sobolev se expandiram rapidamente por conta dos

inúmeros modelos procedentes da f́ısica e das engenharias que poderiam ser investigadas

através de Equações Diferencias Parciais.

No estudo desse novo objeto D1,p(Rn), assim como qualquer outro conceito

importante da matemática, surge o interesse por descrever suas propriedades. Dessa

forma, Sobolev em 1936 provou o seguinte resultado.

Teorema 0.1. Seja p ∈ [1, n) e p∗ = np
n−p , então

D1,p(Rn) ↪→ Lp
∗
(Rn), (0-1)

ou seja, o espaço de Sobolev pode ser inclúıdo de maneira cont́ınua nos espaços de

Lebesgue. De outra maneira, a equação (0-1) pode ser escrita como

(∫
Rn
|u|p∗dx

) 1
p∗ ≤ C

(∫
Rn
|∇u|pdx

) 1
p
, ∀u ∈ C∞0 (Rn), C ∈ R. (0-2)

A desigualdade (0-2) é conhecida como desigualdade de Sobolev. A importância da

desigualdade (0-2) reside no fato que, por ela é possivel extrair certas propriedades

para soluções fracas no espaço Lp
∗
(Rn), além de permitir extrair certas informações

sobre a função u por meio de sua derivada.

Como ficou claro depois de um tempo, certos modelos importantes ligados a

problemas f́ısicos que envolviam equações diferenciais parciais mais gerais, necessitavam

de desigualdades mais gerais que as obtidas por Sobolev. Nesse sentido, Emilio
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Gagliardo [25] e Louis Nirenberg [43] obtiveram de maneira independente a seguinte

extensão para desigualdade de Sobolev.

Teorema 0.2. Sejam p ∈ (1, n), s < r ≤ q = np
n−p e θ ∈ [0, 1], então

(∫
Rn
|u|rdx

) 1
r ≤ C

(∫
Rn
|∇u|pdx

) θ
p
(∫

Rn
|u|sdx

) 1−θ
s
, ∀u ∈ C∞0 (Rn). (0-3)

Como podemos observar, as desigualdades (0-2) e (0-3) apresentam afinidade com

o espaço Euclideano Rn, visto que elas são satisfeitas em Rn. Observando essa

peculiaridade Ledoux [36] e Xia [57] iniciaram o estudo das variedades Riemannianas

que suportam a desigualdade de Sobolev e Gagliardo-Nirenberg, respectivamente. Os

autores provaram que as variedades com curvatura de Ricci não negativa que suportam

tais desigualdades, são muito próximas do espaço Euclideano Rn. Mais precisamente,

considere

GNopt(Rn)−1 = inf
u∈C∞0 (Rn)\{0}

||u||1−θs ||∇u||θp
||u||r

, Sopt(Rn)−1 = inf
u∈C∞0 (Rn)\{0}

||∇u||p
||u||p∗

,

as constantes ótimas para as desigualdades (0-3) e (0-2), respectivamente, onde ||·||p :=(∫
Rn | · |

pdx
) 1
p , então toda variedade com Ricci não negativo que suporta (0-2), ou então

(0-3), no contexto Riemanniano, com constante C próximo da constante ótima definida

acima, é difeomorfa ao espaço Euclideano Rn; e no caso em que C é igual a constante

ótima temos que a variedade é isométrica à Rn.

Dentre as famı́lias mais gerais de desigualdades, Caffarelli, Kohn e Nirenberg

(CKN) provam que, sob um regime de parâmetros n, p, q, r, α, β, σ e a (veja Teorema

2.1), existe uma constante C tal que

(∫
Rn
|x|γr|u|rdx

) 1
r ≤ C

(∫
Rn
|x|αp|∇u|pdx

)a
p
(∫

Rn
|x|βq|u|qdx

) 1−a
q
, ∀u ∈ C∞0 (Rn).

Como podemos observar, essa desigualdade generaliza as desigualdades de Sobolev e

Gagliardo-Nirenberg.

Motivado pelos resultados acima de Ledoux e Xia, e pelo fato da desigualdade

de CKN depender apenas da função distância e de uma medida, nos propomos a estudar

no Caṕıtulo 2 dessa tese os espaços métricos com medida (X, d,m) que suportam a

desigualdade de CKN, como consequência, estendemos os resultados de Ledoux e Xia

para desigualdade de CKN em três contextos: variedades Riemannianas, variedades

de Finsler e espaços de Alexandrov(veja Corolário 2.7, Corolário 2.8, Teorema 2.12,

Teorema 2.14, Teorema 2.17 e Teorema 2.19).
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Na segunda parte deste trabalho, focamos nossa atenção para os solitons

de Yamabe gradiente com estrutura de produto torcido. Tais solitons são pontos

estacionários do fluxo de Yamabe.

O estudo do fluxo de Yamabe iniciou-se em 1989 com o trabalho de Hamilton

[28], onde o mesmo, definiu o fluxo de Yamabe como sendo uma equação de evolução

no espaço das métricas Riemannianas, que sob vários aspectos se comporta como uma

equação do calor não-linear. Tal fluxo é descrito pela equação:

∂g

∂t
(t) = −scalg(t)g(t), g0 = g(0), (0-4)

onde scalg(t) denota a curvatura escalar na métrica g(t).

Duas linhas de pesquisa derivaram deste artigo de Hamilton. A primeira tem

como objetivo entender o comportamento assintótico e convergência do fluxo (0-4).

Essa direção levou Hamilton a conjecturar inicialmente que dado uma métrica inicial

g0, o fluxo convergia para uma métrica conforme de curvatura escalar constante. Isso

foi provado em alguns contextos, veja por exemplo [12, 61].

A segunda linha de pesquisa focou no estudo dos pontos (ou métricas) estacio-

nárias do fluxo (0-4), tais pontos estacionários gozam da propriedade de preservar a

geometria inicial g0 ao longo do fluxo (0-4) e recebem o nome de solitons de Yamabe

gradiente.

Definição 0.3. (Mn, g, h, ρ) é um soliton de Yamabe gradiente se existir uma função

diferenciável h : M → R, tal que

(scalg − ρ)g = Hessg(h), ρ ∈ Rn, (0-5)

onde scalg denota a curvatura escalar na métrica g. Tal soliton é dito expanding, steady

e shirinking se ρ < 0, ρ = 0, ρ > 0, respectivamente.

Em [13], Brozos-Vázquez et al. fornecem uma estrutura especial de produto

torcido para os solitons de Yamabe gradiente, este resultado estabelece que.

Teorema 0.4. ([13]) Um soliton de Yamabe gradiente (Mn, g, h, ρ) com |∇h| 6= 0, é

localmente isométrico ao produto torcido(
(−ε, ε), dt2

)
×|∇h|

(
Nn−1, gN

)
,

onde (Nn−1, gN) é uma variedade semi-Riemanniana de curvatura escalar constante.

Por outro lado, de Sousa e Pina em [22], estudaram os solitons de Ricci

gradiente com estrutura de produto torcido e provaram que a função potencial depende
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apenas da base ou a função torção é constante. Utilizando a mesma técnica é posśıvel

provar tal fato no contexto dos solitons de Yamabe.

Estes resultados tornam interessante uma investigação mais detalhada dos

solitons de Yamabe gradiente com estrutura de produto torcido B×f F , com curvatura

escalar da fibra constante e função potencial dependendo apenas da base.

Recentemente, os espaços conformemente planos se tornaram de grande inte-

resse para exibir exemplos de solitons de Yamabe gradiente steady. Em [42], Neto e

Tenenblat trataram o caso (Rn, 1
ϕ2 g0), onde g0 é a métrica semi-Euclideana canônica, e

obtiveram as soluções steady que são invariantes pela ação do grupo de translações de

dimensão (n − 1). A mesma técnica é usada para obter todas as soluções invariantes

de solitons de Ricci gradiente steady, veja [9].

No Caṕıtulo 3, motivados pelo trabalho de Neto [42], focaremos nossa atenção

para o produto torcido Bn×f F d, onde a base é conforme ao espaço semi-Euclideano de

dimensão n, invariante pela ação de um grupo de translação (n−1)-dimensional e como

resultado, caracterizamos todos os solitons steady. Além disso, obtemos uma método

para construir infinitos exemplos expĺıcitos de solitons de Yamabe gradiente steady

geodesicamente completo com base conforme ao espaço de Lorentz (veja Exemplo 3.5).

No Caṕıtulo 4, passamos a explorar resultados de rigidez de solitons de Yamabe

gradiente com estrutura de produto torcido, nosso ponto de partida é o seguinte

resultado (veja Lema 3.10),

Proposição 0.5. (Bn ×f F d, g, h̃, ρ) é um soliton de Yamabe gradiente se, e somente

se, (Bn, gB, h, λ) é um quase soliton de Yamabe gradiente com função soliton

λ = −λF
f 2

+
2d

f
∆f +

d(d− 1)

f 2
gB(∇f,∇f) + ρ, (0-6)

e curvatura escalar

scalgB =
1

f
gB(∇f,∇h) + λ. (0-7)

De modo a explorar as equações (0-6) e (0-7), passamos a combinar o prinćıpio do

máximo com tais equações para obter resultados de trivialização para as funções f e h.

Entre outras coisas, provamos que

Teorema 0.6. Todo soliton de Yamabe gradiente (B ×f F, g, h̃, ρ) com base compacta

é trivial, i.é. h̃ é constante.

Além disso, trocando a hipótese de compacidade da base pela limitação da

função f obtemos

Teorema 0.7. Seja (B ×f F, g, h̃, ρ) um soliton de Yamabe gradiente com curvatura

escalar da base scalgB ≥ ρ− λF
f2

. Se f atinge seu máximo, então f é constante.
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Prosseguindo, sob uma hipótese envolvendo a curvatura de Ricci da base RicgB ,

provamos estimativas para h, f e para curvatura escalar scalg.

Ademais, no caso particular da função torção, apresentamos uma bela obstru-

ção na construção dos Yamabe solitons produto torcido. Tais resultados estabelecem

que

Corolário 0.8. Não existe soliton de Yamabe gradiente completo (Bn ×f F d, g, h̃, ρ)

satisfazendo

RicgB +HessgBw−
1

m
dw⊗ dw ≥ 0, scalgB = cte ≤ ρ, λF < 0, onde w = − h

2d
.

Corolário 0.9. Não existe soliton de Yamabe gradiente completo (Bn ×f F d, g, h̃, ρ)

satisfazendo

RicgB +HessgBw−
1

m
dw⊗ dw ≥ 0, scalgB = cte < ρ, λF = 0, onde w = − h

2d
.

A fim de facilitar para o leitor que queira ler separadamente um dos temas,

dividimos esse trabalho seguindo a ordem de dependência descrita a seguir

Seção 1.4 Seção 1.5 Seção 1.6

Seção 1.4.1

Caṕıtulo 2:
Desigualdades

de CKN

Seção 1.1 Seção 1.2 Seção 1.3

Caṕıtulo 3 e 4:
Solitons de Yamabe

gradiente em B ×f F

Tese

Figura 1: Quadro de dependência dos conteúdos dessa Tese.



CAṔITULO 1
Preliminares

Neste caṕıtulo, iremos estabelecer as notações e recordar alguns conceitos e

fatos, necessários ao bom entendimento e desenvolvimento dos caṕıtulos seguintes.

Omitiremos a demonstração de alguns dos resultados, mas em todo o texto ficará

clara a referência para obter as justificativas.

De ińıcio, assumiremos que o leitor esteja familiarizado com noções fundamen-

tais de geometria Riemanniana; como métrica, conexão, tensor, campo de vetores e

pullback.

1.1 Produto torcido semi-Riemanniano

Recordamos que um tensor métrico sobre uma variedade diferenciável M é um

(0, 2)-tensor simétrico g sobre M , de modo que gp é não degenerado para todo p ∈M .

Definição 1.1. Uma variedade semi-Riemanniana é um par (M, g), onde M é uma

variedade diferenciável e g é um tensor métrico de ı́ndice1 constante sobre M .

Sejam (B, gB), (F, gF ) duas variedades semi-Riemannianas e considere uma

função diferenciável f : B → (0,∞).

Definição 1.2. ([46]) Um produto torcido (B ×F, g) é uma variedade produto B ×F ,

munida do tensor métrico

g = π∗gB + (f ◦ π)2σ∗gF , (1-1)

onde π e σ representam as projeções de B × F sobre B e F , respectivamente.

Denotaremos tal variedade por B ×f F e chamaremos B de base e F de fibra.

As seguintes considerações são feitas.

1O ı́ndice do tensor métrico g é a maior dimensão de um subespaço W de TxM de modo que V ∈W
satisfaz g(V, V ) < 0.
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(a) Se f ≡ 1, dizemos que (B × F, g) é um produto Riemanniano usual.

(b) Para cada q ∈ F , a aplicação π|(B×{q}) é uma isometria sobre B.

(c) Para cada p ∈ B, a aplicação σ|({p}×F ) é uma homotetia sobre F , com coeficiente

escalar f−1.

(d) Se h ∈ C∞(B), então o levantamento de h para B ×F é definido por h̃ = h ◦ π.

(e) Seja V ∈ TpB, p ∈ B e q ∈ F , então o levantameto Ṽ de V para (p, q) é o único

vetor em T(p,q)(B × F ), tal que dπ(Ṽ ) = V .

(f) Para um campo X ∈ Γ(TB), o levantamento de X para B × F é o campo X̃,

tal que o valor em (p, q) é o levantamento de Xp para (p, q).

(g) Se V ∈ T(p,q)(B × F ), denotaremos por nor(V ) ∈ T(p,q)(B × q) e tan(V ) ∈
T(p,q)(p×F ) as componentes de V pela decomposição T(p,q)(B×F ) = T(p,q)(B×
q)⊕ T(p,q)(p× F ).

(h) O espaço dos levantamentos de B é denotado por L(B). De maneira similar,

denotamos por L(F ) o espaço dos levantamentos de F .

Observação 1.3. Funções, vetores tangentes e campos diferenciáveis sobre F podem

ser levantados para B × F de maneira similar usando a projeção σ.

Uma vez que os conceitos de gradiente, Hessiana e Laplaciano de uma função

h : M → R são recorrentes em geometria, vamos apresentar a seguir suas definições.

Definição 1.4. Seja (Mn, g) uma variedade semi-Riemanniana e h ∈ C∞(M) uma

função diferenciável em M , então temos as seguintes definições:

• O gradiente de h, denotado por ∇gh, é dado por

dh(X) = g(∇gh,X), ∀X ∈ Γ(TM).

• A Hessiana de h é dada por

Hessgh(X, Y ) = g(∇X∇gh, Y ).

• O Laplaciano de h, denotado por ∆gh, é dado por

∆gh =
n∑
k,l

gklHessgh(Ek, El).
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Considere (B × F, g) uma variedade produto torcido e h : B → R uma função

diferenciável em B. O resultado a seguir mostra a expressão do gradiente, da Hessiana

e do Laplaciano para função levantamento h̃ = h ◦ π : B × F → R.

Proposição 1.5. Seja (Bn ×f F d, g) uma variedade produto torcido e h ∈ C∞(B),

então

(a) ∇gBh = dπ(∇gh̃).

(b) Hessgh̃ = (HessgBh) ◦ π.

(c) ∆gh̃ =

[
∆gBh+

gB(∇gBh,∇gBf)

f
d

]
◦ π.

Demonstração. Para o primeiro item, tome Ṽ ∈ L(F ), como dπ(Ṽ ) = 0, temos que

g(∇gh̃, Ṽ ) = Ṽ (h̃) = dπ(Ṽ )h̃ = 0.

Assim, ∇gh̃ tangencia B. Dessa forma, se W̃ ∈ L(B), obtemos

gB(dπ(∇gh̃), dπ(W̃ )) = g(∇gh̃, W̃ ) = W̃ (h̃) = dπ(W̃ )h̃ = gB(∇gBh, dπ(W̃ )).

Logo, ∇gBh = dπ(∇gh̃).

Para o item (b), considere X̃, Ỹ ∈ L(B). Assim,

Hessgh̃(X̃, Ỹ ) = g(∇X̃∇gh̃, Ỹ ),

= X̃g(∇gh̃, Ỹ )− g(∇gh̃,∇X̃ Ỹ ),

= XgB(∇gBh, Y ) ◦ π − gB(∇gBh,∇XY ) ◦ π,

= (HessgBh)(X, Y ) ◦ π.

Para o item (c), considere os referenciais ortonormais {X̃i}n=dim(B)
i=1 e

{W̃i}d=dim(F )
i=1 em B e F , respectivamente. Dessa forma,

∆gh̃ =
n∑
i=1

g(∇X̃i
∇gh̃, X̃i) +

n+d∑
j=n+1

g(∇W̃i
∇gh̃, W̃i),

=
n∑
i=1

gB(∇B
Xi
∇gBh,Xi) ◦ π +

n+d∑
j=n+1

∇gh̃(log(f̃))g(W̃j, W̃j),

= (∆gBh) ◦ π + d
∇gBh(f)

f
◦ π,

na passagem da primeira para segunda linha utilizamos a expressão da conexão descrita

na proposição a seguir.
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Denote por ∇, ∇B e ∇F as conexões de Levi-Civita de B × F , B e F ,

respectivamente. A proposição a seguir permite relacionar as conexões ∇, ∇B e ∇F

em campos nos levantamentos L(B) e L(F ).

Proposição 1.6. ([46]) Seja (B×fF, g) uma variedade produto torcido e X̃, Ỹ ∈ L(B),

Ṽ , W̃ ∈ L(F ), então

(a) ∇X̃ Ỹ ∈ L(B) é o levantamento de ∇B
XY ∈ Γ(TB);

(b) ∇X̃ Ṽ = ∇Ṽ X̃ = X̃(log(f ◦ π))Ṽ ;

(c) nor(∇Ṽ W̃ ) = −g(Ṽ , W̃ )∇g(log(f ◦ π));

(d) tan(∇Ṽ W̃ ) ∈ L(F ) é o levantamento de ∇F
VW ∈ Γ(TF ).

Considere (Mn, g) uma variedade semi-Riemanniana com conexão de Levi-

Civita ∇, então a aplicação

R : Γ(TM)× Γ(TM)× Γ(TM)→ Γ(TM),

definida por

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,X]Z,

é um (1, 3) tensor, dito Tensor Curvatura de Riemann. Tal tensor desempenha funda-

mental importância na geometria Riemanniana, pois permite definir dois conceitos de

curvatura em M .

Definição 1.7. O Tensor de Ricci de uma variedade semi-Riemanniana (Mn, g),

denotado por Ricg é um (0, 2) Tensor simétrico definido por

Ricg(X, Y ) = Traço {Z → R(Z,X)Y },

ou equivalentemente,

Ricg(X, Y ) =
n∑
l=1

εl〈R(El, X)Y,El〉,

onde {Ei}ni=1 é uma base ortonormal e εl = g(El, El).

Definição 1.8. A curvatura escalar de uma variedade semi-Riemanniana (Mn, g),

denotada por scalg é definida como a contração do Tensor de Ricci, ou seja,

scalg =
∑
k,l

gklRicg(Ei, Ej).
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A seguir apresentamos a expressão do Tensor de Ricci e da curvatura escalar

na métrica produto torcido.

Proposição 1.9. Seja (Bn×f F d, g) uma variedade produto torcido. Se X̃, Ỹ ∈ L(B)

e Ṽ , W̃ ∈ L(F ), então

(a) Ricg(X̃, Ỹ ) = [RicgB(X, Y )− (d/f)HessgBf(X, Y )] ◦ π;

(b) Ricg(X̃, Ṽ ) = 0;

(c) Ricg(Ṽ , W̃ ) = RicgF (V,W ) ◦ σ −
[{
f∆gBf + (d− 1)|∇gBf |2

}
◦ π
]
σ∗gF (V,W ).

Demonstração. Veja [46].

Proposição 1.10. Seja (Bn×fF d, g) uma variedade produto torcido, então a curvatura

escalar no produto torcido é dado por

scalg =
1

f 2 ◦ π
[scalgF ◦ σ] +

[
scalgB − 2d

∆gBf

f
− d(d− 1)

|∇gBf |2

f 2

]
◦ π.

Demonstração. Considere {E1, E2, . . . , En,
En+1

f
, . . . , En+d

f
} uma base ortonormal em

B × F . Pelo item (a) da Proposição 1.9 e pela definição da curvatura de Ricci, temos

que∑
i,j

gijRicg(Ei, Ej) =
∑
i,j

gijBRicgB(Ei, Ej) ◦ π −
∑
i,j

gijB(d/f)HessgBf(Ei, Ej) ◦ π,

= scalgB ◦ π − (d/f)∆gBf ◦ π.

Por outro lado, pelo item (c) da Proposição 1.9, temos que

∑
i,j

gijRicg

(Ei
f
,
Ej
f

)
=

∑
i,j

gijFRicgF

(Ei
f
,
Ej
f

)
◦ σ +

−
∑
i,j

gijF
[{
f∆gBf + (d− 1)|∇gBf |2

}
◦ π
]
gF

(Ei
f
,
Ej
f

)
,

=
scalgF ◦ σ
f 2 ◦ π

− d∆gBf

f
◦ π − d(d− 1)

|∇gBf |2

f 2
◦ π. .

Dessa forma, utilizando a definição da curvatura escalar, obtemos

scalg =
1

f 2 ◦ π
[scalgF ◦ σ] +

[
scalgB − 2d

∆gBf

f
− d(d− 1)

|∇gBf |2

f 2

]
◦ π,

que é a expressão desejada.
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1.2 Prinćıpio do máximo

O prinćıpio do máximo é baseado na seguinte observação: se uma função

u : [a, b]→ R é duas vezes diferenciável e satisfaz

Tu = u′′(x) + c(x)u′(x) ≥ 0,

em (a, b), onde c é uma função limitada, então u não pode atingir seu máximo em (a, b),

a menos que u seja constante.

Para memorizar o resultado acima, podemos pensar na parábola u(x) = x2 em

[−1, 1] com c(x) ≡ 0, nesse caso temos que Tu = 2 ≥ 0, o que comprova que u atinge

seu máximo apenas em x = ±1.

O resultado acima pode ser estendido para dimensões mais altas, assim como

operadores mais gerais. Para isso, considere um domı́nio conexo Ω ⊂ Rn e defina o

operador L por

Lu =
∑
ij

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
+
∑
i

bi(x)
∂u

∂xi
+ c(x)u, aij = aji, (1-2)

onde x = (x1, . . . , xn) ∈ Ω ⊂ Rn e u : Ω→ R é uma função duas vezes diferenciável.

O operador L é dito eĺıptico em x ∈ Ω se os coeficientes da matriz (aij(x)) são

positivos, isto é, se λ(x), Λ(x) denotam respectivamente o menor e o maior autovalor

de (aij(x)), então

0 < λ(x)|ξ|2 ≤
∑
ij

aij(x)ξiξj ≤ Λ(x)|ξ|2, ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn \ {0}.

Se λ(x) > 0 em Ω, então dizemos que L é eĺıptico. No caso em que Λ
λ

é limitado em Ω

dizemos que L é uniformemente eĺıptico em Ω.

O domı́nio Ω satisfaz a condição da esfera interior em x0 ∈ ∂Ω se existe uma

bola B ⊂ Ω com x0 ∈ ∂B.

Lema 1.11. ([27]) Seja L um operador uniformemente eĺıptico, c ≡ 0 e Lu ≥ 0 em Ω.

Considere x0 ∈ ∂Ω tal que

(a) u é cont́ınua em x0;

(b) u(x0) > u(x) para todo x ∈ Ω;

(c) ∂Ω satisfaz a condição da esfera interior em x0.
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Então a derivada de u com respeito a direção ν normal à fronteira ∂Ω em x0, se existir,

satisfaz
∂u

∂ν
(x0) > 0.

Caso c ≤ 0 e c
λ

é limitado, a mesma conclusão é válida se assumirmos que u(x0) ≥ 0.

Teorema 1.12. Seja L um operador uniformemente eĺıptico com c = 0 e Lu ≥ 0

(Lu ≤ 0) em Ω ⊂ Rn. Se u atinge seu máximo (mı́nimo) no interior de Ω, então u é

constante.

Demonstração. Faremos a demonstração apenas para o caso em que u assume máximo,

o caso em que u assume mı́nimo é análogo. Suponha por contradição que u é não

constante e atinge seu máximo M no interior de Ω, então o conjunto definido por

Ω− := {x ∈ Ω ; u(x) < M},

satisfaz ∂Ω−∩Ω 6= ∅. Tome um ponto x0 ∈ Ω− de modo que a distância de x0 até ∂Ω−

seja menor que a distância de x0 até ∂Ω e considere a maior bola B ⊂ Ω− tendo x0

como centro. Então u(y) = M para algum y ∈ ∂B e u < M em B. Segue do Lema 1.11

que ∂u
∂ν

(y) 6= 0, mas isso é uma contradição pois

y ∈ ∂B ⊂ ∂Ω− = {x ∈ Ω ; u(x) = M}.

Para o caso em que c ≤ 0 e c
λ

é limitado, Gilbarg e Trudinger em [27], pg. 35

obtém o seguinte resultado.

Teorema 1.13. Seja L um operador uniformemente eĺıptico com c ≤ 0, c
λ

limitado

e Lu ≥ 0 (Lu ≤ 0) em Ω ⊂ Rn. Então u não pode atingir um máximo não negativo

(mı́nimo não positivo) no interior de Ω, a menos que u seja constante.

Demonstração. A demonstração é análoga ao Teorema 1.12, basta considerar o caso

c ≤ 0 e c
λ

limitado no Lema 1.11.

Definição 1.14. Dizemos que o operador L satisfaz o prinćıpio do máximo (mı́nimo)

fraco em Ω se, para toda função u ∈ C2(Ω) com u∗ = supΩ u <∞ (u∗ = infΩ u > −∞),

existe uma sequência de pontos {xk} ⊂ Ω satisfazendo

(a) u(xk) > u∗ − 1

k

(
u(xk) < u∗ +

1

k

)
,

(b) Lu(xk) <
1

k

(
Lu(xk) > −

1

k

)
.



§1.3 Solitons de Yamabe gradiente 21

Recentemente, Pigola et. al. em [49] consideraram o caso em que c(x) ≡ 0,

aij(x) = gij(x) e bi(x) = −
∑

k g
ik(x) ∂f

∂xk
, onde gij(x) são os coeficientes inversos da

métrica gij e f ∈ C2(Ω). Nesse caso o operador L se torna

∆fu =
∑
ij

gij(x)
∂2u

∂xi∂xj
−
∑
i

gik(x)
∂f

∂xk

∂u

∂xi
.

O operador acima é denominado drifting Laplaciano de u.

Como resultado obtiveram, o seguinte resultado

Teorema 1.15. ([49]) Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa satisfazendo

o seguinte crescimento de volume

r

log(volf (Br))
∈ L1((0,∞)), onde volf (Br) =

∫
Br

e−fdv.

Então o prinćıpio do máximo fraco para o drifting Laplaciano ∆f é satisfeito.

1.3 Solitons de Yamabe gradiente

Duas métricas g e ḡ em M são ditas conformes se existe uma função diferen-

ciável ϕ : M → (0,∞), tal que

ḡ(X, Y ) =
1

ϕ2
g(X, Y ).

Seja (Mn, g), n > 2 uma variedade Riemanniana e ḡ = 1
ϕ2 g uma métrica

conforme à g, então a curvatura escalar scalḡ é dada por ([11]):

scalḡ = ϕ2scalg + (n− 1)
(
2ϕ∆gϕ− n|∇gϕ|2

)
.

Em 1982, Richard Hamilton definiu e estudou o fluxo de Yamabe como uma

ferramenta para resolver o seguinte problema:

Problema de Yamabe ([60]): Dada uma variedade Riemanniana compacta (Mn, g),

n > 2, existe uma métrica ḡ = 1
ϕ2 g para o qual scalḡ seja constante?

O fluxo de Yamabe é inteiramente análogo a equação do calor no contexto de

métricas, e a grosso modo tenta uniformizar a curvatura escalar inicial scalg0 ao longo

do fluxo. Tal fluxo é descrito pela equação:

∂g

∂t
(t) = −scalg(t)g(t), g0 = g(0), (1-3)

onde scalg(t) representa a curvatura escalar na métrica g(t).
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Hamilton conjecturou inicialmente que dado uma métrica inicial, o fluxo

convergia para uma métrica conforme de curvatura escalar constante. Isso foi provado

em alguns contextos, veja por exemplo [12, 61].

O comportamento assintótico do fluxo de Yamabe foi estudado por Chow

em [20]. Entre outras coisas, Chow mostrou que o fluxo converge para uma métrica

de curvatura escalar constante se a métrica inicial g0 for conformemente plana e a

curvatura de Ricci inicial Ricg0 for positiva.

Tão importante quanto entendermos o comportamento anaĺıtico do fluxo de

Yamabe, é entendermos seus pontos estacionários. No caso do fluxo de Yamabe, tais

pontos (ou métricas) estacionárias são ditas solitons de Yamabe gradiente e gozam da

propriedade de preservar a geometria inicial de g0 ao longo do fluxo (1-3).

Definição 1.16. Uma variedade semi-Riemanniana (Mn, g) de dimensão n ≥ 3 é um

soliton de Yamabe gradiente se existir uma função diferenciável h : M → R, dita

função potencial e uma constante ρ dita soliton constante, tal que

(scalg − ρ)g = Hessg(h), (1-4)

onde scalg denota a curvatura escalar na métrica g. Denotaremos tal soliton por

(Mn, g, h, ρ).

No caso em que ρ : M → R é uma função diferenciável, (Mn, g) é dito quasi

soliton de Yamabe gradiente [10], e para h constante, (Mn, g) é dito trivial. Além

disso, se ρ < 0, ρ = 0, ρ > 0, chamamos tal soliton de expanding, steady e shirinking,

respectivamente.

Observação 1.17. Existem outras variantes do fluxo (1-3), como exemplo

∂g

∂t
(t) = −2Ricg(t), g0 = g(0), (1-5)

descreve a evolução da curvatura de Ricci, e é denominada fluxo de Ricci. O soliton

associado ao fluxo (1-5) satisfaz

Ricg +Hessgh = ρg, (1-6)

e é denominado soliton de Ricci gradiente. Se h é constante, tal soliton de Ricci

gradiente recebe o nome especial de variedade de Einstein, nesse caso a equação (1-6)

tem a forma

Ricg = ρg.
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A seguir, apresentaremos três exemplos de solitons de Yamabe gradiente.

Exemplo 1.1. (Charuto de Hamilton) Em dimensão 2 Hamilton descobriu o seguinte

exemplo; o espaço Euclideano bidimensional (R2, gij), munido da métrica

gij =
δij

1 + x2
1 + x2

2

,

é um soliton de Yamabe gradiente steady com função potencial

h = − log(1 + x2
1 + x2

2).

Exemplo 1.2. (Soliton de Yamabe Gaussiano) O espaço Euclideano (Rn, δij) munido

da métrica canônica δ é um soliton de Yamabe gradiente com função potencial

h(x) =
ρ

2
(x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n).

Tal soliton satisfaz

Hessδh = ρδ,

e é denominado soliton de Yamabe gradiente Gaussiano.

Exemplo 1.3. (Variedades de Einstein) Considere (Mn, g) uma variedade Riemanni-

ana não compacta satisfazendo Ricg = ρ
n
g e h uma função potencial constante, então

temos que

scalgg = ρg.

Logo, toda variedade de Einstein é um soliton de Yamabe gradiente trivial.

Seja (Mn, g, h, ρ) um quase soliton de Yamabe gradiente com curvatura escalar

scalg, então temos

Proposição 1.18. Seja (Mn, g, h, ρ) um quase soliton de Yamabe gradiente, então

(a) (scalg − ρ)n = ∆h;

(b) (n− 1)∇scalg +Ric(∇h) = 0;

(c) (n− 1)∆scalg + 1
2
g(∇scalg,∇h) + scalg(scalg − ρ) = (n− 1)∆ρ.

Demonstração. Primeiramente, note que, passando o traço na equação (1-4) obtemos o

item (a). Para o item (b), tomando a derivada covariante de (1-4) e usando a identidade

de Ricci ([37]),

∇kHessghij = ∇iHessghjk +
∑
l

Rjikl∇lh,
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obtemos que

∇kscalggij =∇kHessghij,

=∇iHessghjk +
∑
l

Rjikl∇lh.
(1-7)

Contraindo (1-7) com respeito a j, k e utilizando o item (a), deduzimos que

∇iscalg =∇i∆gh+
∑
l

Ricil∇lh,

=n∇iscalg +
∑
l

Ricil∇lh,
(1-8)

o que prova o item (b).

Por último, tomando a derivada covariante de (1-8) e utilizando a equação

(1-4) obtemos

(n− 1)∇i∇iscalg =−
∑
l

∇iRicil∇lh−
∑
l

Ricil∇i∇lh,

=−
∑
l

∇iRicil∇lh−
∑
l

Ricil(scalg − ρ)δil.

O item (c) segue da identidade de Bianchi 2div(Ric)(X) = ∇Xscalg.

1.4 Espaços métricos com medida

O conceito de espaço métrico é devido a Maurice Fréchet, que o introduziu

em 1906, em sua famosa tese, juntamente com outras noções que se tornaram clássicas

na teoria de espaços métricos. Os axiomas de Fréchet representam um refinamento

matemático da noção de distância, tal como a concebemos na vida comum.

Definição 1.19. Uma métrica num conjunto X é uma função d : X × X → R que

associa a cada par de pontos x, y ∈ X um número real d(x, y), chamado distância do

ponto x ao ponto y, de tal modo que:

(a) d(x, x) = 0, d(x, y) > 0 se x 6= y;

(b) d(x, y) = d(y, x);

(c) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z);

quaisquer que sejam x, y, z ∈ X.

Um espaço métrico é um par (X, d) onde X é um conjunto e d é uma função

distância. Na maioria das vezes, salvo quando houver possibilidade de dúvida, diremos
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simplesmente o “ espaço métrico X ”, deixando subentendida qual a métrica d que está

sendo considerada.

Os elementos de um espaço métrico podem ser de natureza bastante arbitrária:

números, pontos, vetores, matrizes, conjuntos, etc. Mas nós os chamaremos sempre de

pontos de X.

Daremos agora dois exemplos de espaços métricos.

Exemplo 1.4. (Métrica “zero-um”) Considere X um conjunto arbitrário e defina a

métrica d : X ×X → R por meio da regra:

d(x, y) =


1 se x = y,

0 se x 6= y.

Exemplo 1.5. métricas no plano Euclideano R2. Considere x = (x1, x2), y = (y1, y2)

pontos de R2. Assim, defina a função distância por meio de uma das regras:

d(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2,

d′(x, y) = |x1 − y1|+ |x2 − y2|,

d′′(x, y) = max{|x1 − y1|, |x2 − y2|}.

É de fácil verificação que d, d′ e d′′ satisfazem as condições da Definição 1.19. d, d′

e d′′ são denominadas metrica Euclideana, métrica da soma e métrica do máximo,

respectivamente.

Seja X um espaço métrico, r > 0 um número real e a um ponto de X. A bola

aberta de centro a e raio r é o conjunto B(a; r) dos pontos de X cuja distância ao

ponto a é menor do que r:

B(a; r) = {x ∈ X ; d(x, a) < r}.

Dito isso, temos que um subconjunto A de um espaço métrico X é aberto quando todo

ponto a ∈ X é centro de uma bola aberta inteiramente contida em A. Além disso,

B ⊂ X é dito fechado se, Bc é aberto.

Uma aplicação f : X → Y , de um espaço métrico X num espaço métrico Y ,

chama-se Lipschitziana quando existe um número c > 0 (constante de Lipschitz) tal

que,

d(f(x), f(y)) ≤ c · d(x, y),
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quaisquer que sejam x, y ∈ X. Para o caso particular em que

d(f(x), f(y)) = d(x, y),

e f é uma aplicação de Y sobre X, então diz-se que f é uma isometria de X sobre Y ,

ou uma isometria entre X e Y .

As isometrias são os isomorfismos da estrutura de espaços métricos. Dois

espaços métricos isométricos são indistingúıveis sob o ponto de vista de propriedades

que digam respeito a distância.

Prosseguindo, é de grande importância destacar a definição de espaços métricos

completos. De modo a fazê-lo, considere um espaço métrico X e uma sequência de

pontos (xn) em X. Dizemos que (xn) converge para um ponto x quando, dado um

ε > 0 existir n0 ∈ N, tal que, n > n0 implica d(xn, x) < ε. Além disso, (xn) é dita

sequência de Cauchy quando, para todo ε > 0 dado arbitrariamente, é posśıvel obter

n0 ∈ N tal que, m,n > n0 implica d(xn, xm) < ε. Com isso, um espaço métrico (X, d)

é chamado completo quando toda sequência de Cauchy em X converge.

Um espaço métrico (X, d) é dito próprio se os conjuntos limitados e fechados

são compactos. Segue da definição de espaço métrico completo que, todo espaço métrico

completo é próprio.

A fim de estudar as propriedades de certas medidas em espaços métricos,

convém destacar e analisar com algum detalhe certos conceitos fundamentais como

σ-álgebra, medida de Borel e função mensurável. Para tanto, considere X um espaço

métrico e denote por 2X o conjunto das partes de X.

Definição 1.20. Uma coleção F de subconjuntos de X, isto é, F ⊂ 2X , é dito uma

σ-álgebra se

(a) ∅, X ∈ F ;

(b) Se A ∈ F , então X \ A ∈ F ;

(c) Se Ak ∈ F , k ∈ N, então
⋃
k≥1

Ak ∈ F .

Proposição 1.21. Sejam F1 e F2 duas σ-álgebra de X, então a interseção F1 ∩ F2 é

uma σ-álgebra de X.

Demonstração. Com efeito, como ∅, X pertencem ambos a F1 e F2, temos que,

∅, X ∈ F1 ∩ F2. Se A ∈ F1 ∩ F2, então A está em ambos F1 e F2, como F1 e F2

são σ-álgebras, então X \A ∈ F1 ∩F2. Por fim, se Ak ∈ F1 ∩F2, temos
⋃
k≥1Ak ∈ F1

e
⋃
k≥1Ak ∈ F2, o que acarreta

⋃
k≥1Ak ∈ F1 ∩ F2.



§1.4 Espaços métricos com medida 27

Considere A uma coleção de subconjuntos de X e tome todas as σ-álgebra

que contém A, temos assim que a interseção de todas essas σ-álgebras também é uma

σ-álgebra (Proposição 1.21). Essa interseção é a menor σ-álgebra que contém A e é

chamada de σ-álgebra gerada por A. Quando a σ-álgebra é gerada pela famı́lia de

conjuntos abertos de X, a nomeamos σ-álgebra de Borel.

Definição 1.22. Uma medida em X é uma função µ : 2X → [0,+∞] satisfazendo:

(a) µ(∅) = 0;

(b) µ(A) ≤
∞∑
k=1

µ(Ak), sempre que A ⊂
⋃∞
k=1Ak, Ak ⊂ X.

Dado uma medida µ em X, dizemos que um subconjunto A ⊂ X é µ-

mensurável se

µ(B) = µ(B ∩ A) + µ(B \ A),

para todo B ⊂ X.

No presente caso, quando todo aberto de X for µ-mensurável, dizemos que µ

é uma medida de Borel.

O teorema a seguir dá uma bela e simples caracterização das medidas de Borel

em espaços métricos.

Teorema 1.23. (Critério de Carathéodory) Seja (X, d) um espaço métrico e µ uma

medida em X. Então µ é uma medida de Borel se, e somente se,

µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B), sempre que dist(A,B) > 0,

onde dist(A,B) := inf{d(a, b) ; a ∈ A, b ∈ B}.

Definição 1.24. Dizemos que uma função f : X → R é F-mensurável se para todo

α ∈ R, o conjunto

{x ∈ X ; f(x) > α}

pertence a F .

O resultado a seguir permite, de certo modo, representar as integrais sob um

espaço métrico X em integrais de funções de uma variável. Esse resultado é conhecido

na Literatura como “Layer cake representation”. Para mais detalhes veja [39] pg. 26.

Proposição 1.25. Seja ν uma medida de Borel em [0,∞) e f : X → (0,∞) uma

função F-mensurável em X. Então para a, t ≥ 0, temos∫
X

ψ(f(x))dµ(x) =

∫ ∞
0

u(a)dν(a),
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onde

ψ(t) =

∫ t

0

dν(s), u(a) := µ{f > a}.

Demonstração. Primeiramente, definindo o conjunto L(f, t) = {y ∈ X; f(y) ≥ t},
temos que

χ{L(f,t)}(x) = χ{[0,f(x)]}(t),

onde χ{L(f,t)}(x) representa a função caracteŕıstica em L(f, t) ⊂ X, e χ{[0,f(x)]}(t) a

função caracteŕıstica em {t′ ∈ R ; 0 < t′ < f(x)} ⊂ R.

Assim sendo, temos

∫ ∞
0

u(a)dν(a) =

∫ ∞
0

µ{f > a}dν(a),

=

∫ ∞
0

(∫
X

χ{L(f,t)}(x)dµ(x)

)
dν(a),

=

∫
X

(∫ ∞
0

χ{[0,f(x)]}(t)dν(a)

)
dµ(x),

Portanto, o resultado segue da seguinte observação∫ ∞
0

χ{[0,f(x)]}(t)dν(a) =

∫ f(x)

0

dν(a) = ψ(f(x)).

1.4.1 Medida de Hausdorff

A medida de Hausdorff surge quando nos deparamos com a necessidade de

medir tamanho de subconjuntos em um espaço métrico. A idéia para realizar tal

fato não é tão exótica quanto parece, ela é motivada pelas fórmulas clássicas de

comprimento, área e volume de objetos mergulhados no espaço Euclideano.

Seja (X, d) um espaço métrico e considere S ⊂ X, o diâmetro do conjunto S é

definido por

diam(S) = sup{d(x, y) ; x, y ∈ S}.

Definição 1.26. Seja S ⊂ X e δ > 0 um número real. Nós definimos a medida de

Hausdorff de dimensão s limitada por δ por:

Hs
δ(S) = inf

{ ∞∑
i=1

(diam(Ui))
s ; S ⊂

∞⋃
i=1

Ui e diam(Ui) < δ
}
,
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onde o ı́nfimo é tomado sob todas as coberturas enumeráveis {Ui}i de S, de modo que

para cada i, diam(Ui) < δ.

Proposição 1.27. Para cada s ≥ 0 e todo S ⊂ X vale que, Hs
δ1

(S) ≥ Hs
δ2

(S), sempre

que 0 < δ1 < δ2.

Demonstração. Para S ⊂ X e δ > 0 fixados, defina os seguintes conjuntos:

Rδ = {R ⊂ X ; diam(R) < δ}, Cδ(S) =
{
{Uk} ;

⋃
k

Uk ⊃ S e Uk ∈ Rδ

}
.

Agora, considere δ1, δ2, satisfazendo 0 < δ1 < δ2. Temos então que Rδ1 ⊂ Rδ2 ,

pois todo conjunto com diâmetro menor ou igual a δ2 tem, evidentemente, diâmetro

menor ou igual a δ2. Logo, para todo S ⊂ X, tem-se Cδ1(S) ⊂ Cδ2(S) e, portanto,

inf
{ ∞∑

i=1

(diam(Ui))
s ; S ⊂

∞⋃
i=1

Ui e diam(Ui) < δ1

}
≥

≥ inf
{ ∞∑

i=1

(diam(Ui))
s ; S ⊂

∞⋃
i=1

Ui e diam(Ui) < δ2

}
,

estabelecendo que Hs
δ1

(S) ≥ Hs
δ2

(S).

Teorema 1.28. Seja (X, d) um espaço métrico e s uma constante não negativa. Então

Hs : 2X → [0,∞], definido por

Hs(S) = lim
δ→0
Hs
δ(S),

é uma medida de Borel em X.

Demonstração. Primeiramente, provaremos queHs
δ eHs são medidas. Com efeito, ∀x ∈

X, tem-se ∅ ∈ {x} e diam({x}) = 0, assim, Hs
δ(∅) = 0, ∀δ > 0. Consequentemente,

temos que Hs(∅) = 0.

Na sequência, considere A ⊂
⋃∞
j=1Aj, queremos provar que

Hs
δ(A) ≤

∞∑
j=1

Hs
δ (Aj). (1-9)

Sem perda de generalidade, assuma que Hs
δ(Aj) <∞, ∀j. Segue da definição de ı́nfimo

que, para ε > 0 fixado, existe uma cobertura {Cj
k}k para Aj com diam(Cj

k) < δ

satisfazendo

Hs
δ(Aj) +

ε

2j
≥
∑
k

diam(Cj
k)
s.
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Assim, ∑
j

Hs
δ(Aj) + ε ≥

∑
j

∑
k

diam(Cj
k)
s,

=
∑
jk

diam(Cj
k)
s,

≥ Hs
δ(A), pois (A ⊂

⋃
j,k

Ck
j ).

Então, a equação (1-9) segue quando fazemos ε→ 0. Agora, tomando δ → 0 em (1-9),

obtemos

Hs(A) ≤
∞∑
j=1

Hs(Aj).

Passaremos agora a demonstração de que Hs é uma medida de Borel. Para tanto,

faremos uso do Teorema 1.23. Tome A,B ∈ X com d(A,B) = δ0 > 0, desejamos

provar que

Hs(A ∪B) = Hs(A) +Hs(B).

Por um lado, a condiçãoHs(A∪B) ≤ Hs(A)+Hs(B) é trivial, pois segue da definição de

medida. Para provar a desigualdade inversa, considere {Cj} uma cobertura de A∪B com

diam(Cj) < δ < δ0
4

. Assim, cada Cj pode intersectar A ou B, mas não ambos. Assim,

podemos separar {Cj} em duas classes {C ′J} e {C ′′j }, com A ⊂
⋃
j C
′
j, B ⊂

⋃
j C
′′
j .

Então ∑
j

diam(Cj)
s =

∑
j

diam(C ′j)
s +
∑
j

diam(C ′′j )s,

≥ Hs
δ(A) +Hs

δ(B).

Tomando o ı́nfimo sob todas as coberturas {Cj}, deduzimos que

Hs
δ(A ∪B) ≥ Hs

δ(A) +Hs
δ(B), ∀δ ∈ (0,

δ0

4
).

Tomando δ → 0, conclúımos a desigualdade inversa.

Definição 1.29. A medida de Borel Hs obtida no Teorema 1.28 é dita medida de

Hausdorff de dimensão s.

1.5 Espaço de Alexandrov

Nessa seção, definiremos a noção de espaço de Alexandrov. Primeiramente,

recordemos a seguinte definição de espaço métrico intŕınseco.
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Definição 1.30. Considere (X, d) um espaço métrico conexo por caminhos. A métrica

intŕınseca d̂ sobre X associada a d é dada pela função:

d̂ : (x, y) ∈ X ×X 7−→ inf{L(γ) ; γ é uma curva ligando x a y} ∈ R ∪ {∞}.

Dizemos que d̂ é uma métrica intŕınseca e que (X, d̂) é um espaço métrico intŕınseco

quando d = d̂.

Um triângulo em um espaço métrico intŕınseco X consiste de três pontos p, q, r

e três curvas pq, pr, qr de comprimento mı́nimo conectando os pontos p, q e r. Dado um

número real κ ∈ R, um triângulo de comparação, a qual denotaremos por p̃q̃r̃, é um

triângulo em uma superf́ıcie de curvatura constante κ de mesma proporção, ou seja, as

curvas que definem os dois triângulo tem mesmo comprimento.

Figura 1.1: Triângulo de comparação

Os ângulos no triângulo p̃q̃r̃ são chamados de ângulos de comparação e

denotamos por ∠̃κpqr, ∠̃κqrp e ∠̃κrpq. Um triângulo de comparação existe e é único

sempre que κ ≤ 0, ou então κ > 0 e d(p, q) + d(p, r) + d(r, q) < 2π√
κ
, cf. [14].

Definição 1.31. Um espaço métrico intŕınseco (X, d) é dito um espaço de Alexandrov

de curvatura ≥ κ se para todo x ∈ X existe uma vizinhança Ux, tal que para todo

a, b, c, d ∈ Ux, temos

∠̃κbac+ ∠̃κcad+ ∠̃κdab ≤ 2π.
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Para espaços localmente compactos, isto é, espaços onde todo ponto possui

uma vizinhança compacta, a definição acima é equivalente a comparação de distância

de Toponogov-Alexandrov.

Definição 1.32. (Toponogov-Alexandrov) Um espaço métrico intŕınseco (X, d) local-

mente compacto é dito um espaço de Alexandrov de curvatura ≥ κ se para todo x ∈ X
existe uma vizinhança Ux, tal que para todo triângulo pqr em Ux e todo z ∈ pq, s ∈ pr,
tivermos d(z, s) ≥ |z̃s̃|, onde z̃ e s̃ são os pontos correspondêntes em p̃q̃ e p̃r̃ no triân-

gulo de comparação p̃q̃r̃.

Observação 1.33. Se X é um espaço completo, então as condições locais nas defini-

ções (1.31) e (1.32) implicam em uma condição global.

A seguir, apresentaremos 2 exemplos.

Exemplo 1.6. Uma variedade Riemanniana completa (M, g) de curvatura seccional

≥ κ é um espaço de Alexandrov de curvatura ≥ κ.

Exemplo 1.7. Considere Xi uma árvore binária com aresta de comprimento 2−i.

Temos que Xi pode ser mergulhado de maneira isométrica em Xi+1; a figura abaixo

mostra de maneira lúdica uma aproximação finita de Xi embutida em uma aproximação

finita Xi+1. Construindo X1 ⊂ X2 ⊂ · · · de maneira indutiva, temos que o limite

resultante é um espaço de Alexandrov de curvatura ≥ 0.
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Similar ao Teorema de comparação de Bishop-Gromov em variedades Rieman-

nianas, existe uma extensão para espaços de Alexandrov.

Teorema 1.34. ([14])(Bishop-Gromov Inequality) Seja (X, d) um espaço de Alexan-

drov localmente compacto de curvatura ≥ κ e n um inteiro positivo. Então para todo

ponto p ∈ X a função

r 7−→ H
n(Br(p))

V κ
r

,

é não crescente, onde Hn(Br(p)) é a medida n-dimensional de Hausdorff da bola de

centro p e raio r e V κ
r é o volume da bola de raio r na forma espacial Mn

κ . Em outras

palavras, se R ≥ r > 0, então

Hn(BR(p))

V κ
R

≤ H
n(Br(p))

V κ
r

.

Suponha que X seja uma variedade Riemanniana de dimensão n e curvatura

≥ κ. Fixando p ∈ X, temos que o volume de bolas pequenas centradas em p são

próximos das bolas Euclideanas; isto é,

V ol(Br(p))

V κ
r

→ 1, r → 0.

Assim pelo Teorema de Bishop-Gromov conclui-se que, V ol(BR(p)) ≤ V κ
R para todo

R > 0. Esse fato é conhecido como desigualdade de Bishop, e pode ser generalizado

para espaços de Alexandrov.

Teorema 1.35. ([14])(Bishop inequality) Seja (X, d) um espaço de Alexandrov de

curvatura ≥ κ e n um inteiro positivo. Então para todo p ∈ X e r > 0, tem-se que

Hn(Br(p)) ≤ V κ
r ,

onde Hn(Br(p)) é a medida n-dimensional de Hausdorff da bola de centro p e raio r e

V κ
r é o volume da bola de raio r na forma espacial Mn

κ . Além disso, a igualdade ocorre

se, e somente se, Br(p) é isométrico a bola de raio r na forma espacial Mn
κ .

Prosseguindo, iremos definir o conceito de desigualdade de Bishop-Gromov

infinitesimal em espaços de Alexandrov. Essa definição é devido a Kuwae et al. em [33].

Para um número real κ, considere

sκ(r) =



sin(
√
κr)√
κ

, se κ > 0

r, se κ = 0

sinh(
√
|κ|r)√
|κ|

, se κ < 0



§1.5 Espaço de Alexandrov 34

Note que a função sκ é solução da equação s′′κ(r) + κs′κ(r) = 0 com condições iniciais

sκ(0) = 0 e s′κ(0) = 1.

Seja rp(x) := d(p, x), onde p, x ∈ X e d é a função distância. Para p ∈ X

e 0 < t ≤ 1, definimos um conjunto Wp,t ⊂ X e uma aplicação Φp,t : Wp,t → X da

seguinte maneira: Primeiramente, faça Ψp,t(p) = p ∈ Wp,t. Um ponto x(6= p) pertence a

Wp,t se, e somente se, existe y ∈ X tal que x ∈ py e rp(x) = t·rp(y), onde py é uma curva

minimizante ligando p a y. Como em um espaço de Alexandrov as curvas minimizantes

não se ramificam, temos que, dado um ponto x ∈ Wp,t o ponto y descrito acima é único

e definimos Ψp,t(x) = y. Além disso, pela desigualdade triangular podemos verificar

que Ψp,t : Wp.t → X é uma aplicação Localmente Lipschitz.

Agora, estamos em condições de definir o conceito de desigualdade de Bishop-

Gromov infinitesimal.

Definição 1.36. Dados os números reais n ≥ 1 e κ ∈ R, dizemos que a medida n-

dimensional de Hausdorff Hn satisfaz a desigualdade de Bishop-Gromov infinitesimal

BG(κ, n) se, para todo p ∈ X e t ∈ (0, 1], tivermos

d(Ψp,t∗Hn)(x) ≤ tsκ(t · rp(x))n−1

sκ(rp(x))n−1
dHn(x),

para todo x ∈ X tal que rp(x) < π√
κ

, onde Ψp,t∗Hn(B) = Hn(Ψ−1
p,t (B)) e B pertence a

σ-álgebra de X.

BG(κ, n) é muitas vezes chamado de propriedade de contração da medida

[33, 44, 54, 55], e é uma condição mais fraca que a noção de curvatura dimensional

CD((n− 1)κ, n) introduzida por Sturm em [54, 55].

Com base na Definição 1.36, Kuwae em [33] obtém o seguinte resultado.

Teorema 1.37. Seja (X, d) um espaço de Alexandrov de curvatura ≥ κ. Então a

medida de Hausdorff n-dimensional Hn em X satisfaz a condição de Bishop-Gromov

infinitesimal BG(κ, n).

Na sequência, Munn em [40] provou que,

Teorema 1.38. Para um inteiro n ≥ 2, seja (X, d) um espaço de Alexandrov completo

não compacto com a medida de Hausdorff Hn satisfazendo a condição BG(0, n). Então

existe um ε(n) = ε > 0 tal que, se

Hn(Br(p)) ≥ (1− ε)ωnrn, p ∈ X, ∀r > 0,

então (X, d) tem tipo topológico finito.
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1.6 Espaço de Finsler

Nessa seção apresentaremos o conceito de Variedade de Finsler. Tal conceito

se apresenta como uma extensão natural das variedades Riemannianas. A saber, a

geometria Riemanniana clássica, tal como a conhecemos, é regida por uma noção

de métrica, ou seja, a cada ponto da variedade associamos um produto interno em

seu espaço tangente que varia de modo suave a medida que variamos o ponto. No

entanto, em contraste com o caso Riemanniano, na geometria de Finsler a cada ponto da

variedade associaremos uma norma de Minkowski, que não necessariamente é provinda

de um produto interno.

Considere V um espaço vetorial de dimensão n. Uma norma de Minkowski em

V é uma aplicação F : V → [0,∞) satisfazendo as seguintes propriedades:

(a) F ∈ C∞(V \ {0});

(b) F (λy) = |λ|F (y), ∀λ ∈ R e y ∈ V ;

(c) Para cada y ∈ V \ {0} fixado, a forma bilinear simétrica gy é positiva definida,

onde

gy : V × V −→ R

(u, v) 7−→ 1

2

∂2

∂s∂t
[F 2(y + su+ tv)]

∣∣∣
s=t=0

.

O par (V, F ) é dito um espaço de Minkowski.

Seja (Mn, g) uma variedade diferenciável de dimensão n e TM =
⋃
x∈M TxM

o fibrado tangente de M .

Definição 1.39. Uma estrutura de Finsler em M é uma função

F : TM → [0,∞),

satisfazendo as seguintes propriedades

(a) F ∈ C∞(TM \ {0});

(b) Para cada x ∈M , a restrição Fx = F
∣∣
TxM

é uma norma de Minkowski em TxM .

O par (M,F ) é dito uma variedade de Finsler.

Considere (xi, yi) um sistema de coordenadas locais em TM , isto é, yk é

determinado por y =
∑

k yk(
∂
∂xk

)
∣∣
x
. Então para y 6= 0, temos que

gij(x, y) := gy(
∂

∂xi

∣∣
x
,
∂

∂xj

∣∣
x
) =

1

2

∂2F 2(x, y)

∂yi∂yj
. (1-10)
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Para o caso em que gij = gij(x, y) é independente de y, temos que (M,F ) se

torna uma variedade Riemanniana.

Uma variedade de Finsler (M,F ) é dita localmente um espaço de Minkowski se

todo ponto de M admite um sistema de coordenadas (xi) no qual F (x, y) não depende

de x.

Na sequência, apresentaremos dois exemplos de variedades de Finsler.

Exemplo 1.8. Considere f : R2 → R uma função suave arbitrária e defina

F 2(x1, x2, y1, y2) = 2ef(x1,x2)(y1)2(y2)−4.

Por um cálculo simples temos que F satisfaz os axiomas da Definição 1.39. Além disso,

em coordenadas locais, temos que

gij(x1, x2, y1, y2) = ef(x1,x2).


12

(
y1

y2

)2

−8

(
y1

y2

)3

−8

(
y1

y2

)3

6

(
y1

y2

)4

 .

Exemplo 1.9. Seja (Mn, gij(x)) uma variedade Riemanniana e βx(y) =
∑

i βi(x)yi

uma 1-forma sobre M satisfazendo

||βx|| = sup
{
βx(y) ;

√∑
i

gijyiyj = 1
}
< 1, ∀x ∈M,

onde y =
∑

i yi
∂
∂xi

. Então F dado por

F (x, y) =

(∑
i,j

gij(x)yiyj

) 1
2

+
∑
i

βi(x)yi,

define uma estrutura de Finsler em M , tal espaço é dito espaço de Randers.

Seja π : TM →M a projeção canônica. Vamos considerar no pull-back

π∗TM = {(u, v) ∈ TM × TM ; π(u) = π(v)},

a conexão de Chern, (veja Bao et al. [8], Teorema 2.4.1). Os coeficientes da conexão de

Chern serão denotados por

Γkij =
1

2

∑
l

gkl
{∂gjl
∂xi

+
∂gli
∂xj
−∂gij
∂xl

}
−
∑
l

gkl
{∑

m

Cjml
∂Gm

∂yi
+
∑
m

Ciml
∂Gm

∂yj
−Cijm

∂Gm

∂yl

}
,
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onde

Cijk =
1

2

∂gij
∂yk

, e Gi =
1

4

∑
j,k,l

gil
{∂gjl
∂xk

+
∂glk
∂xj
− ∂gjk

∂xl

}
yjyk.

Uma variedade de Finsler é dita do tipo Berwald se os coeficientes Γkij(x, y) em

uma carta coordenada são independentes de y.

Observação 1.40. Por meio de derivações dos coeficientes da métrica (1.8), podemos

notar que o Exemplo 1.8 fornece infinitos exemplos de variedades de Finsler do tipo

Berwald.

Seja σ : [0, l] → M uma curva diferenciável em M , o comprimento de arco é

definido como LF (σ) :=
∫ l

0
F (σ, σ′)dt, e a função distância dF : M ×M → [0,∞) por

dF (x1, x2) := infσLF (σ), onde σ varia sobre todas as curvas diferenciáveis ligando x1

à x2. Uma curva diferenciável σ : [0, l]→M é dita geodésica se σ minimiza localmente

dF e tem velocidade constante (i.e. F (σ, σ′) é constante). Uma variedade de Finsler

(M,F ) é dita completa se toda geodésica σ : [0, l] → M pode ser extendida a uma

geodésica σ : R→M .

Assim como no caso Riemanniano, podemos definir a noção de variação em

variedades de Finsler. De fato, seja σ : (−ε, ε) × [0, l] → R uma variação diferenciável

por geodésicas (i.e. t→ σ(s, t) é geodésica para cada s fixado), e considere η(t) = σ(0, t).

Então o campo variacional J(t) = ∂σ
∂s

(0, t) satisfaz a equação de Jacobi

Dη′

η′D
η′

η′J +Rη′(J, η′)η′ = 0, (1-11)

ondeDη′ é a derivada covariante com respeito ao vetor η′ e Rη′ é o tensor curvatura (veja

[8] pra detalhes). Considere v, w ∈ TxM dois vetores não colineares e S := span{v, w},
então a curvatura flag é definida como

K(S, v) :=
〈Rv(w, v)v, w〉v

F (v)2〈w,w〉v − 〈v, w〉2v
,

onde 〈 , 〉v denota o produto interno induzido por (1-10). No caso Riemanniano a

curvatura flag se degenera na curvatura seccional na qual depende apenas de S.

Tome v ∈ TxM com F (x, v) = 1 e considere {ei}ni=1 com en = v uma base

ortonormal de (TxM, 〈 , 〉v). faça Si = span{ei, v} pra 1 ≤ i ≤ n−1. Então a curvatura

de Ricci de v é definida como segue

Ric(v) :=
n−1∑
i=1

K(Si, v).

Inspirado pela noção de curvatura de Ricci com peso no caso Riemanniano,

Ohta em [45], estende esse conceito para variedades de Finsler como segue
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Definição 1.41. (Curvatura de Ricci com peso) Seja m uma medida positiva de classe

C∞ em M . Dado v ∈ TxM \ {0}, seja σ : (ε, ε) → M uma geodésica com σ′(0) = v

e decomponha m ao longo de σ como m = e−ψvolσ′, one volσ′ denota a forma volume

associada a métrica gσ′. Então para cada N ∈ [n,∞] a N-curvatura de Ricci RicN é

definida por

RicN(v) := Ric(v) + (ψ ◦ σ)′′(0)− (ψ ◦ σ)′(0)2

N − n
;

RicN(cv) := c2RicN(v), para c > 0.

Nós também definimos como os limites

Ric∞(v) := Ric(v) + (ψ ◦ σ)′′(0);

Ricn(v) :=


Ric(v) + (ψ ◦ σ)′′(0), se (ψ ◦ σ)′(0) = 0.

−∞, se (ψ ◦ σ)′(0) 6= 0.

Baseado no conceito de N -curvatura de Ricci RicN , Ohta em [45] prova o

seguinte resultado de comparação de volume do tipo Bishop-Gromov em espaços de

Finsler.

Teorema 1.42. ([45], Theorem 7.3) Seja (M,F,m) uma variedade de Finsler n-

dimensional completa com medida m e N-curvatura Ricci RicN não negativa, então

m(BR(x))

m(Br(x))
≤
(R
r

)n
, ∀x ∈M, e 0 < r < R.

Além disso, se a igualdade ocorre com N = n para todo x ∈ M e 0 < r < R, então

todo campo de Jacobi J ao longo de uma geodésica σ de M tem a forma J(t) = tP (t),

onde P é um campo paralelo ao longo de σ.

Agora, passaremos a descrever uma medida particular nas variedades de

Finsler, chamada medida de Busemann-Hausdorff. Para isso, considere {ei}, {θi}
referenciais locais em M e do dual T ∗M , respectivamente. Assim, a medida de

Busemann-Hausdorff é definida por

mBH := σF θ1 ∧ θ2 · · · ∧ θn,

onde

σF (x) =
ωn

V ol({(yi) ∈ Rn ; F (x,
∑

i yiei) < 1})

e ωn denota o volume Euclideano da bola unitária em Rn.
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Shen em [53] provou a seguinte propriedade das medidas de Busemann-

Hausdorff.

Proposição 1.43. Considere (M,F,mBH) uma variedade de Finsler munida da medida

de Busemann-Hausdorff mBH . Para cada ponto x ∈M , temos que

mBH(Br(x))

wnrn
= 1.

Demonstração. Veja [53] Lema 5.2.



CAṔITULO 2
Desigualdade de Caffarelli-Kohn-Nirenberg

em espaços métricos

Neste caṕıtulo, iremos apresentar uma série de resultados obtidos em [4] em

parceria com Adriano e Xia. Entre outras coisas, generalizamos o trabalho de Kristály

e Ohta [32] para uma classe de Caffarelli-Kohn-Nirenberg com termo de interpolação

em espaços métricos com medida. Como aplicação, obtemos Teoremas de Rigidez

nos seguintes espaços: Variedades Riemannianas, Variedades de Finsler e Espaços de

Alexandrov.

2.1 Introdução

Seja (Rn, g0) o espaço Euclideano, denote por dx o elemento de volume

associado a métrica canônica g0 e considere C∞0 (Rn) o espaço das funções suaves em

Rn com suporte compacto.

Dentre as famı́lias mais gerais de desigualdades, Caffarelli, Kohn e Nirenberg

provam que

Teorema 2.1. ([15]) Considere n ≥ 2, p, q, r, α, β, σ, a constantes fixadas satisfazendo:

p, q ≥ 1, r > 0, 0 ≤ a ≤ 1,
1

p
+
α

n
,
1

q
+
β

n
,
1

r
+
γ

n
> 0, γ = aσ + (1− a)β,

onde
1

r
+
γ

n
= a
(1

p
+
α− 1

n

)
+ (1− a)

(1

q
+
β

n

)
,

com

0 ≤ α− σ se a > 0, e α− σ ≤ 1 se a > 0 e
1

p
+
α− 1

n
=

1

r
+
γ

n
.

Então existe uma constante positiva C = C(n, p, q, r, α, β, σ, a) tal que para toda função



§2.1 Introdução 41

u ∈ C∞0 (Rn) tem-se

(∫
Rn
|x|γr|u|rdx

) 1
r ≤ C

(∫
Rn
|x|αp|∇u|pdx

)a
p
(∫

Rn
|x|βq|u|qdx

) 1−a
q
. (2-1)

Denotamos por Copt(Rn) a constante ótima para desigualdade de Caffarelli-

Kohn-Nirenberg (CKN) (2-1), ou seja,

Copt(Rn)−1 = inf
u∈C∞0 (Rn)−{0}

( ∫
Rn |x|

αp|∇u|pdx
)a
p
( ∫

Rn |x|
βq|u|qdx

) 1−a
q

( ∫
Rn |x|γr|u|rdx

) 1
r

.

E associado a constante ótima, podemos definir o conceito de função ótima, a qual

satisfaz a igualdade (2-1) com C = Copt(Rn).

Recentemente, Lam em [35] considerou a seguinte mudança em (2-1)

α = −µ
p
, β = −θ

q
, γ = −s

r
,

e obteve o seguinte resultado.

Teorema 2.2. ([35], Teorema 1.2) Sejam n ≥ 2, p, q, µ constantes satisfazendo

1 < p < p+ µ < n, 1 ≤ q < p
q − 1

p− 1
<

np

n− p
, (2-2)

juntamente com constantes r, θ, s, a dadas por

r =
p(q − 1)

p− 1
, θ = s =

nµ

n− p
e a =

[(n− θ)r − (n− s)q]p
[(n− θ)p− (n− p− µ)q]r

. (2-3)

Então com δ = np− q(n− p), tem-se

Copt(Rn) =

(
n− p

n− p− µ

)L(
q − p
p
√
π

)a(
pq

n(q − p)

)a
p
(
δ

pq

) 1
r

×

×

[
Γ
(
q p−1
q−p

)
Γ
(
n
2

+ 1
)

Γ
(
p−1
p

δ
q−p

)
Γ
(
np−1

p
+ 1
)],

onde

L =
1

r
+
p− 1

p
− 1− a

q
− (p− 1)(1− a)

p
.

E as funções ótimas são da forma

V0(x) = A(1 +B|x|
n−p−µ
n−p

p
p−1 )−

p−1
q−p , A ∈ R, B > 0.
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Os teoremas acima nos revelam que o espaço Euclideano Rn é um ambiente

privilegiado, visto que suporta a desigualdade de CKN, isso se torna interessante,

pois, tal desigualdade desempenha fundamental importância na teoria de equações

diferenciais parciais eĺıpticas, principalmente em problemas variacionais e regularidade

de soluções. Dessa forma, o espaço Euclideano se torna suficiente para estudos de tais

problemas.

Por outro lado, quando trazemos a desigualdade de CKN para geometria, uma

pergunta pertinente é a seguinte:

Questão. Como é a estrutura dos espaços que suportam a desigualdade de CKN?

Visando responder essa questão, em [5, 6, 23, 29, 36, 59, 57, 58] os autores

consideram o estudo das variedades Riemannianas com curvatura de Ricci não negativa

que satisfazem alguma das classes particulares de CKN. Em particular, em [5, 6, 23, 36,

59, 57, 58] os autores utilizam resultados de comparação de volume e obtêm que tais

espaços satisfazem exatamente o crescimento de volume n-dimensional, isto é, existe

uma constante universal C0 > 0 tal que

V ol(Bx(ρ)) ≥ C0ρ
n, x ∈M, ρ > 0.

Além disso, resultados de rigidez são obtidos, e entre outras coisas mostram que as

variedades com Ricci não negativo e que suportam classes de desigualdades especificas,

como: desigualdade de Sobolev, desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, desigualdade de

Hardy, etc, com constante C sendo próximo da constante ótima no caso Euclideano para

desigualdade correspondente, são difeomorfas ao espaço Euclideano, e com constante C

igual a constante ótima no caso Euclideano temos a isometria com o espaço Euclideano

Rn.

No contexto dos espaços métricos, Kristály e Ohta em [32], estudam os espaços

métricos com medida (X, d,m) que suportam a desigualdade de Caffarelli-Kohn-

Nirenberg sem termo de interpolação (isto é, a = 1)

(∫
X

|u|r

d(x, x0)−γr
dm(x)

) 1
r

≤ C

(∫
X

|Du|2dm(x)

) 1
2

, (2-4)

com parâmetros

r =
2n

n− 2− 2γ
, −γ ∈ [0, 1),

e obtém o seguinte resultado
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Teorema 2.3. Seja (X, d,m) um espaço métrico próprio com medida n-dimensional e

assuma que para a ∈ [0, 1), n ≥ 3, p = 2n/(n− 2 + 2a), x0 ∈ X, e

C ≥ Ka =

(
1

(n− 2)(n− ap)

) 1
2
(

(2− ap)Γ((2n− 2ap)/(2− ap))
nωnΓ2((n− ap)/(2− ap))

) 2−ap
2n−2ap

,

a desigualdade de Caffarelli-Kohn-Nirenberg (2-4) ocorra em X, juntamente com as

seguintes condições:

m(BR(x))

m(Bρ(x))
≤ C0

(R
ρ

)n
, ∀x ∈ X, e 0 < ρ < R,

e

lim inf
ρ→0

m(Bρ(x0))

mE(Bρ(0))
= 1.

Então

m(Bρ(x)) ≥ C−1
0

(Ka

C

) n
1−a

mE(Bρ(0)), ∀ρ > 0, e x ∈ X.

Tais resultados nos motivaram a entender a estrutura dos espaços métricos

(X, d,m) que suportam a desigualdade de Caffarelli-Kohn-Nirenberg com termo de

interpolação

(∫
Rn
|x|−

nµ
n−p |u|

p(q−1)
p−1 dx

) p−1
p(q−1)

≤ C
(∫

Rn
|x|−µ|∇u|pdx

)a
p
(∫

Rn
|x|−

nµ
n−p |u|qdx

) 1−a
q
,

onde os parâmetros acima são dados pelo Teorema 2.2.

2.2 Resultados Principais

Nessa seção, salvo menção em contrário, assumiremos os parâmetros descritos

no Teorema 2.2.

Dito isso, nosso objetivo será estender o resultado principal de Kristály e Ohta

em [32] (veja Teorema 2.3) para classe de Caffarelli-Kohn-Nirenberg com termo de inter-

polação. Como consequência, apresentaremos teoremas de rigidez métrica e topológica

em variedades Riemannianas, variedades Finslerianas e Espaços de Alexandrov. Tais

resultados fornecem boas pistas de como são os espaços que suportam a desigualdade

CKN.

Para tanto, consideraremos no espaço métrico (X, d) a medida de Borel m

satisfazendo

0 < m(U) <∞, ∀U ⊂
aberto

X, U 6= ∅.
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e para x0 ∈ X fixado e C > 0 consideramos a desigualdade de CKN em (X, d,m) da

seguinte forma

(∫
X

d(x, x0)−
nµ
n−p |u|

p(q−1)
p(q−1)dm(x)

) p−1
p(q−1) ≤ C

(∫
X

d(x, x0)−µ|Du|pdm(x)
)a
p×

×
(∫

X

d(x, x0)−
nµ
n−p |u|qdm(x)

) 1−a
q
,

(2-5)

∀u ∈ Lip0(X), onde Lip0(X) denota o espaço das funções Lipschitz com suporte

compacto e

|Du|(x) := lim sup
y→x

|u(x)− u(y)|
d(x, y)

,

é a constante de Lipschitz local.

Nosso principal resultado estabelece que

Teorema 2.4. Seja (X, d,m) um espaço métrico próprio com medida n-dimensional

e assuma que para x0 ∈ X, C ≥ Copt(Rn), C0 ≥ 1 a desigualdade de Caffarelli-Kohn-

Nirenberg (2-5) ocorra em X, juntamente com as seguintes condições:

m(BR(x))

m(Bρ(x))
≤ C0

(R
ρ

)n
, ∀x ∈ X, e 0 < ρ < R, (2-6)

e

lim inf
ρ→0

m(Bρ(x0))

mE(Bρ(0))
= 1, (2-7)

onde Bρ(x) := {y ∈ X : d(x, y) < ρ}, Bρ(0) = {x ∈ Rn : |x| < ρ} e mE é a medida de

Lebesgue n-dimensional. Então temos

m(Bρ(x)) ≥ C−1
0

(Copt(Rn)

C

)n
a

mE(Bρ(0)), ∀ρ > 0, e x ∈ X. (2-8)

Em particular

C−1
0

(Copt(Rn)

C

)n
a
wnρ

n ≤ m(Bρ(x0)) ≤ C0wnρ
n,

para todo ρ > 0, onde wn denota o volume da bola de raio unitário em Rn.

Relembremos agora a definição de curvatura de Ricci assintoticamente não

negativa.

Definição 2.5. Uma variedade Riemaniana completa (Mn, g) tem curvatura de Ricci

assintoticamente não negativa em um ponto base p ∈M se

Ricg(x) ≥ −(n− 1)G(r(x)), ∀x ∈M, (2-9)



§2.2 Resultados Principais 45

onde r(x) denota a função distância a partir de p e G ∈ C1([0,∞)) é uma função não

negativa satisfazendo ∫ ∞
0

tG(t)dt = b0 <∞.

Nesse caso, (Mn, g) satisfaz a seguinte propriedade de crescimento de volume

(veja corolário 2.17 de [48]):

V ol(BR(p))

V ol(Bρ(p))
≤ e(n−1)b0

(R
ρ

)n
, 0 < ρ < R. (2-10)

Então como corolário do Teorema 2.4 temos o seguinte resultado.

Corolário 2.6. Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana completa não compacta com

curvatura de Ricci satisfazendo (2-9) e assuma que para toda função u ∈ C∞0 (M) a

desigualdade de CKN ocorra

(∫
M

r(x)−
nµ
n−p |u|

p(q−1)
p(q−1)dv

) p−1
p(q−1) ≤ C

(∫
M

r(x)−µ|∇u|pdv
)a
p×

×
(∫

M

r(x)−
nµ
n−p |u|qdv

) 1−a
q
.

(2-11)

Então para todo R > 0 temos

e−(n−1)b0
(Copt(Rn)

C

)n
a
ωnR

n ≤ V ol(BR(p)) ≤ e(n−1)b0ωnR
n,

onde wn denota o volume da bola de raio unitário em Rn.

Um teorema devido a Cheeger e Colding [18] afirma que dado um inteiro n ≥ 2,

existe uma constante δ(n) > 0, tal que toda variedade Riemanniana (Mn, g) completa

com curvatura de Ricci não negativa satisfazendo

V ol(Br(x)) ≥ (1− δ(n))ωnr
n, ∀x ∈M, ∀r > 0,

é difeomorfa ao espaço Euclideano Rn. Então combinando este resultado com o

Corolário 2.6, obtemos o seguinte resultado.

Corolário 2.7. Dado um inteiro n ≥ 2, existe ε(n) > 0, tal que toda variedade

Riemanniana completa não compacta (Mn, g) com curvatura de Ricci não negativa

satisfazendo a desigualdade de CKN

(∫
M

r(x)−
nµ
n−p |u|

p(q−1)
p(q−1)dv

) p−1
p(q−1) ≤ [Copt(Rn) + ε(n)]

(∫
M

r(x)−µ|∇u|pdv
)a
p×

×
(∫

M

r(x)−
nµ
n−p |u|qdv

) 1−a
q
, ∀u ∈ C∞0 (M),
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é difeomorfa ao espaço Euclideano Rn.

Pelo teorema de comparação de Bishop-Gromov [17, 51], temos que uma

variedade Riemanniana completa (Mn, g) com curvatura de Ricci não negativa satisfaz

V ol(BR(p)) ≤ ωnR
n, ∀p ∈M,

e a igualdade ocorre se, e somente se, a bola BR(p) é isométrica a bola Euclideana de

raio R. Assim, em decorrência do Corolário 2.6, temos que

Corolário 2.8. Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana completa não compacta

com curvatura de Ricci não negativa e assuma que para toda função u ∈ C∞0 (M) a

desigualdade de CKN ocorra

(∫
M

r(x)−
nµ
n−p |u|

p(q−1)
p(q−1)dv

) p−1
p(q−1) ≤ Copt(Rn)

(∫
M

r(x)−µ|∇u|pdv
)a
p×

×
(∫

M

r(x)−
nµ
n−p |u|qdv

) 1−a
q
.

Então M é isométrica ao espaço Euclideano Rn.

Zhu em [62], provou que dado δ > 0, existe ε(n, δ) tal que toda variedade

Riemanniana completa não compacta (Mn, g) com curvatura seccional satisfazendo

K(x) ≥ −G(r(x)),

∫ ∞
0

tG(t)dt ≤ ε,

e

V ol(BR(p)) ≥
(1

2
+ δ
)
ωnR

n, ∀R > 0,

é difeomorfa ao espaço Euclideano Rn. Combinando este resultado com o Corolário 2.6

temos o seguinte resultado.

Corolário 2.9. Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana completa não compacta.

Fixe δ ∈ (0, 1
2
), então existe b0(n, δ) > 0 tal que se a curvatura seccional de M satisfaz

K(x) ≥ −G(r(x)),

∫ ∞
0

tG(t)dt ≤ b0,

e para toda função u ∈ C∞0 (M) a desigualdade de CKN ocorra

(∫
M

r(x)−
nµ
n−p |u|

p(q−1)
p(q−1)dv

) p−1
p(q−1) ≤ C

(∫
M

r(x)−µ|∇u|pdv
)a
p×

×
(∫

M

r(x)−
nµ
n−p |u|qdv

) 1−a
q
,

com C < (1
2

+ δ)−
a
nCopt(Rn), então M é difeomorfa ao espaço Euclideano Rn.
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Para finalizar o caso Riemanniano, provaremos que a constante na desigualdade

de CKN em uma variedade Riemanniana completa deve ser maior ou igual a constante

ótima no caso Euclideano de mesma dimensão, ou seja, temos o seguinte.

Teorema 2.10. Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana completa não compacta com

elemento de volume dx e constantes α, β, σ, p, q, r, a como no Teorema 2.1. Suponha que

exista uma constante C ∈ R, tal que ∀u ∈ C∞0 (M),

(∫
M

r(x)γr|u|rdv
) 1
r ≤ C

(∫
M

r(x)αp|∇u|pdv
)a
p
(∫

M

r(x)βq|u|qdv
) 1−a

q
.

Então Copt(Rn) ≤ C.

Similar ao Teorema de Comparação de Bishop-Gromov em variedades Rieman-

nianas, existe uma extensão para espaços de Alexandrov.

Teorema 2.11. ([14])(Bishop-Gromov Inequality) Seja X um espaço de Alexandrov

localmente compacto de curvatura ≥ k e n um inteiro positivo. Então para todo ponto

p ∈ X a função

r → H
n(Br(p))

V k
r

,

é não crescente, onde Hn(Br(p)) é a medida n-dimensional de Hausdorff da bola de

centro p e raio r e V k
r é o volume da bola de raio r na forma espacial Mn

k .

Assim, em decorrência do Teorema 2.4, obtemos.

Teorema 2.12. Seja (X, d) um espaço de Alexandrov completo, localmente compacto

de curvatura ≥ 0 com medida de Hausdorff Hn satisfazendo

lim inf
ρ→0

Hn(Bρ(x))

ωnρn
= 1.

Suponha que a desigualdade de CKN ocorra em X com C = Copt(Rn), então (X, d) é

isométrico ao espaço Euclideano Rn.

É de grande interesse saber em que condições um espaço métrico (X, d) tem

tipo topológico finito (i.e. existe um compacto K ⊂ X, tal que, ∂K × [1,∞) é

homeomorfo à X \K). Recentemente, Munn em [40] estendeu o Teorema de Cheeger

Colding para o contexto dos espaços de Alexandrov, porém, ao invés de difeomorfismo,

nesse caso temos que X tem tipo topológico finito.

Teorema 2.13. ([40], Teorema 3.2) Dado um inteiro n ≥ 2, existe ε(n) > 0, tal que

todo espaço de Alexandrov (X, d) completo não compacto de curvatura ≥ 0 e medida

de Hausdorff Hn satisfazendo

Hn(Br(p)) ≥ (1− ε)ωnrn, ∀r > 0, p ∈ X,
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tem tipo topológico finito.

No contexto dos espaços de Alexandrov, como aplicação do Teorema 2.4,

juntamente com Teorema 2.13, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 2.14. Fixe n > 1, então existe δ(n) > 0 tal que, todo espaço de Alexandrov

completo (X, d), localmente compacto de curvatura ≥ 0 com medida de Hausdorff n-

dimensional Hn satisfazendo

lim inf
ρ→0

Hn(Bρ(x0))

ωnρn
= 1,

assim como(∫
X

d(x, x0)−
nµ
n−p |u|

p(q−1)
p(q−1)dHn

) p−1
p(q−1) ≤ (Copt(Rn) + δ(n))×

×
(∫

X

d(x, x0)−µ|Du|pdHn
)a
p
(∫

X

d(x, x0)−
nµ
n−p |u|qdHn

) 1−a
q
,

∀u ∈ Lip0(X), tem tipo topológico finito.

Trataremos agora as variedades Finslerianas. Como apontado na Seção 1.6,

baseado no conceito da N -curvatura de Ricci, Ohta em [45] provou o seguinte resultado

de comparação de volume do tipo Bishop-Gromov em espaços de Finsler.

Teorema 2.15. ([45], Theorem 7.3) Seja (M,F,m) uma variedade de Finsler completa

n-dimensional com N-curvatura Ricci não negativa. Então temos que

m(BR(x))

m(Br(x))
≤
(R
r

)n
, ∀x ∈M, e 0 < r < R.

Além disso, se a igualdade ocorre com N = n para todo x ∈ M e 0 < r < R, então

todo campo de Jacobi J ao longo de uma geodésica σ de M tem a forma J(t) = tP (t),

onde P é um campo paralelo ao longo de σ.

Motivados pelo trabalho de Kristály e Ohta [32], podemos combinar os Teore-

mas 2.4 e 2.15 para obter:

Teorema 2.16. Seja (M,F,m) uma variedade de Finsler n-dimensional completa com

medida diferenciável positiva m e n-curvatura de Ricci de (M,F,m) não negativa.

Assuma que a desigualdade de CKN ocorra em M com C = Copt(Rn) para algum

x0 ∈M , juntamente com

lim inf
r→0

m(Br(x))

ωnrn
= 1, ∀x ∈M.

Então a Curvatura flag de (M,F ) é identicamente nula.
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Teorema 2.17. Seja (M,F,m) uma variedade de Berwald n-dimensional completa com

medida de Hausdorff n-dimensional e curvatura de Ricci não negativa satisfazendo a

desigualdade de CKN com C = Copt(Rn) para algum ponto x0 ∈ M , então (M,F ) é

isometrico a um espaço de Minkowski.

Recentemente, Lakzian em [34] considerou a medida de Busemann-Hausdorff

em (M,F ) e motivado pelo caso Riemanniano, definiu o conceito de máximo cresci-

mento de volume em variedades de Finsler. Com isso, propôs a seguinte conjectura:

Conjectura. Uma variedade de Berwald (M,F ) completa com curvatura flag não

negativa e máximo crescimento de volume é difeomorfa ao espaço Euclideano Rn.

Observação 2.18. Kell em [31] apresentou uma demonstração para essa conjectura,

para mais detalhes veja ([31], Corolário 27).

Logo, combinando o fato acima com o Teorema 2.4, obtemos.

Teorema 2.19. Seja (M,F,mBH) uma variedade de Berwald n-dimensional completa

com medida de Busemann-Hausdorff mBH e curvatura flag não negativa satisfazendo

a desigualdade de CKN com C ≥ Copt(Rn) para algum x0 ∈ M , então (M,F ) é

difeomorfo ao espaço Euclideano Rn.

2.3 Demonstração dos resultados principais

Prova do Teorema 2.4 : Para demonstração do Teorema 2.4, iremos recorrer ao

seguinte lema, cuja demonstração segue as linhas de argumentos de Ledoux e Xia

[36, 58].

Lema 2.20. Seja (X, d,m) um espaço métrico próprio com medida m, satisfazendo as

condições (2-6) e (2-7) do Teorema 2.4 para algum x0 ∈ X. Denote d(x) = d(x, x0), e

assuma que a desigualdade de CKN ocorra em X para alguma constante C > Copt(Rn).

Então para todo λ > 0, temos

F (λ) ≥
(
Copt(Rn)

C

)n
a

G(λ),

onde

F (λ) =
q − p

r(p− 1)− (q − p)

∫
X

d(x)γr

(λ+ d(x)
n−p−µ
n−p

p
p−1 )

q(p−1)
q−p

dm(x), (2-12)

e

G(λ) =
q − p

r(p− 1)− (q − p)

∫
Rn

|x|γr

(λ+ |x|
n−p−µ
n−p

p
p−1 )

q(p−1)
q−p

dmE(x). (2-13)
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Demonstração. Primeiramente, pela Proposição 1.25, obtemos a seguinte representação

para (2-12)

F (λ) =
q − p

r(p− 1)− (q − p)

∫ ∞
0

m

{
x :

d(x)γr

(λ+ d(x)
n−p−µ
n−p

p
p−1 )

q(p−1)
q−p

> s

}
ds.

De modo que, considerando a mudança de variável da forma

s =
hγr

(λ+ h
n−p−µ
n−p

p
p−1 )

q(p−1)
q−p

,

obtemos

F (λ) = T

∫ ∞
0

m
{
x : d(x) < h

}
hγr−1

[
− γrλ+ ( pq

q−p
n−p−µ
n−p − γr)h

n−p−µ
n−p

p
p−1

]
(λ+ h

n−p−µ
n−p

p
p−1 )

q(p−1)
q−p +1

dh,

= T

∫ ∞
0

m(Bh(x0))hγr−1

[
− γrλ+ ( pq

q−p
n−p−µ
n−p − γr)h

n−p−µ
n−p

p
p−1

]
(λ+ h

n−p−µ
n−p

p
p−1 )

q(p−1)
q−p +1

dh. (2-14)

onde

T =
q − p

r(p− 1)− (q − p)
.

As hipóteses (2-6) e (2-7) implicam que m(Bh(x0)) ≤ Ahn, ∀h > 0, para

alguma constante A ∈ R. Assim,

F (λ) ≤ TA

∫ ∞
0

hn+γr−1

[
− γrλ+ ( pq

q−p
n−p−µ
n−p − γr)h

n−p−µ
n−p

p
p−1

]
(λ+ h

n−p−µ
n−p

p
p−1 )

q(p−1)
q−p +1

dh.

Pelos parâmetros (2-2) e (2-3), obtemos que

n+ γr − 1 > −1, n+ γr − 1−
(
n− p− µ
n− p

)
pq

p− 1

p− 1

q − p
< −1.

Portanto, 0 ≤ F (λ) < ∞, ∀λ > 0, i. e., F (λ) está bem definida. Além disso, F é

diferenciável e sua derivada é dada por

F ′(λ) = −
∫
X

d(x)γr

(λ+ d(x)
n−p−µ
n−p

p
p−1 )

r(p−1)
q−p

dm(x). (2-15)
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Prosseguindo, tome λ > 0 e defina a sequência de funções uλ,k : X → R, k ∈ N,

por meio da expressão

uλ,k(x) := max
{

0,min{0, k − d(x)}+ 1
}(

λ+ max

{
d(x),

1

k

}n−p−µ
n−p

p
p−1

)− (p−1)
q−p

.

Como (X, d) é um espaço métrico próprio, temos por definição, que o conjunto

supp(uλ,k) = {x ∈ X : d(x) ≤ k + 1} é compacto. Logo, uλ,k ∈ Lip0(X), ∀λ > 0

e k ∈ N. Consequentemente, defina

uλ(x) := lim
k→∞

uλ,k(x) =
(
λ+ d(x)

n−p−µ
n−p

p
p−1

)− (p−1)
q−p

.

Por um cálculo simples, podemos observar que as funções uλ,k satisfazem (2-5). Além

disso, por um argumento de aproximação, uλ(x) também satisfaz (2-5). Logo

(∫
X

d(x)γr

(λ+ d(x)
n−p−µ
n−p

p
p−1 )

r(p−1)
q−p

dm(x)

) 1
r

≤

≤ C

(
p(n− p− µ)

(n− p)(q − p)

)a(∫
X

d(x)αpd(x)
p(n−p(µ+1))
(n−p)(p−1) (λ+ d(x)

n−p−µ
n−p

p
p−1 )

p(1−q)
q−p dm(x)

)a
p

×

×

(∫
X

d(x)βq

(λ+ d(x)
n−p−µ
n−p

p
p−1 )

q(p−1)
q−p

dm(x)

) 1−a
q

,

que combinado com (2-15), resulta em

(−F ′(λ))
1
r ≤ C

(
p(n− p− µ)

(n− p)(q − p)

)a(
F (λ)

T
+ λF ′(λ)

)a
p
(
F (λ)

T

) 1−a
q

.

Assim, F satisfaz a desigualdade

(−F ′(λ))
p
ar ≤ C

p
a

(
p(n− p− µ)

(n− p)(q − p)

)p(
F (λ)

T
+ λF ′(λ)

)(
F (λ)

T

) p(1−a)
aq

. (2-16)

De maneira similar ao que fizemos para F (λ), podemos obter a seguinte

expressão para G(λ)

G(λ) = Tωn

∫ ∞
0

tn+γr−1

[
− γrλ+ ( pq

q−p
n−p−µ
n−p − γr)t

n−p−µ
n−p

p
p−1

]
(λ+ t

n−p−µ
n−p

p
p−1 )

q(p−1)
q−p +1

dt. (2-17)
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Além do mais, por meio das funções ótimas zλ(x) = (λ + |x|
n−p−µ
n−p

p
p−1 )−

(p−1)
q−p

obtida por Lam(Teorema 2.2) temos que

(∫
Rn
|x|γr|zλ|rdmE

) 1
r

= Copt(Rn)

(∫
Rn
|x|αp|∇zλ|pdmE

)a
p

×

×
(∫

Rn
|x|βq|zλ|qdmE

) 1−a
q

.

(2-18)

Assim, combinando a equação (2-17) com (2-18), obtemos a seguinte expressão

(−G′(λ))
p
ar = Copt(Rn)

p
a

(
p(n− p− µ)

(n− p)(q − p)

)p(
G(λ)

T
+ λG′(λ)

)
×

×

(
G(λ)

T

) p(1−a)
aq

.

(2-19)

Na sequência, a mudança de variável da forma t = hλ
n−p

n−p−µ
p−1
p nos permite

concluir que

G(λ) = λ
(q−p)(p−1)n−pq(p−1)

p(q−p) G(1). (2-20)

Logo, substituindo (2-20) em (2-19), obtemos

(
− (q − p)(p− 1)n− pq(p− 1)

p(q − p)

) p
ar

=

= Copt(Rn)
p
a

[(
p(n− p− µ)

(n− p)(q − p)

)p(
q(p− 1)

q − p

) p(1−a)
aq

(
n(p− 1)

p

)
G(1)

p
n

]
.

(2-21)

Considere a constante B ∈ R definida por

(
− (q − p)(p− 1)n− pq(p− 1)

p(q − p)

) p
ar

=

= C
p
a

[(
p(n− p− µ)

(n− p)(q − p)

)p(
q(p− 1)

q − p

) p(1−a)
aq

(
n(p− 1)

p

)
B

p
n

]
.

(2-22)

Pela equação (2-22), podemos facilmente verificar que a função
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H0(λ) = Bλ
(q−p)(p−1)n−pq(p−1)

p(q−p) , λ ∈ (0,∞),

satisfaz a equação diferencial

(−H ′0(λ))
p
ar = C

p
a

(
p(n− p− µ)

(n− p)(q − p)

)p(
H0(λ)

T
+ λH ′0(λ)

)(
H0(λ)

T

) p(1−a)
aq

. (2-23)

Segue das equações (2-21) e (2-22) que

B =

(
Copt(Rn)

C

)n
a

G(1).

Assim,

H0(λ) = Bλ
(q−p)(p−1)n−pq(p−1)

p(q−p) ,

=

(
Copt(Rn)

C

)n
a

G(1)λ
(q−p)(p−1)n−pq(p−1)

p(q−p) ,

=

(
Copt(Rn)

C

)n
a

G(λ). (2-24)

Agora, afirmamos que se F (λ0) < H0(λ0), para algum λ0 > 0, então F (λ) < H0(λ),

∀λ ∈ (0, λ0]. De fato, suponha por absurdo que exista λ1 ∈ (0, λ0), tal que, F (λ1) ≥
H0(λ1) e defina

λ2 := sup{λ < λ0;F (λ) ≥ H0(λ)}.

Então F (λ) ≤ H0(λ), ∀λ ∈ [λ2, λ0], e assim, nós temos por (2-16) que

(−F ′(λ))
p
ar ≤ Γ

(
F (λ)

T
+ λF ′(λ)

)
F (λ)

p(1−a)
aq ,

≤ Γ

(
H0(λ)

T
+ λF ′(λ)

)
H0(λ)

p(1−a)
aq , (2-25)

onde

Γ = C
p
a

(
p(n− p− µ)

(n− p)(q − p)

)p(
T−1

) p(1−a)
aq

.

Para cada λ > 0, considere a função ϕλ : [0,∞)→ R definida por

ϕλ(t) = t
p
ar + tλΓH0(λ)

p(1−a)
aq .
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Dessa forma, por (2-23) e (2-25), obtemos

ϕλ(−F ′(λ)) = (−F ′(λ))
p
ar − ΓλF ′(λ)H0(λ)

p(1−a)
aq ,

≤ T−1ΓH0(λ)H0(λ)
p(1−a)
aq ,

= (−H ′0(λ))
p
ar − ΓλH ′0(λ)H0(λ)

p(1−a)
aq ,

= ϕλ(−H ′0(λ)).

Fixada a constante λ > 0, podemos observar que ϕλ é uma função não decrescente,

com isso, podemos concluir pela desigualdade acima que

−F ′(λ) ≤ −H ′0(λ), ∀λ ∈ [λ2, λ0].

Consequentemente,

0 ≤ (F −H0)(λ2) ≤ (F −H0)(λ0) < 0,

que é uma contradição.

Observe agora que a condição (2-7), implica que dado ε > 0, existe δ > 0, tal

que

h ≤ δ ⇒ (1− ε)mE(Bh(0)) ≤ m(Bh(x0)).

Isso implica que

F (λ) = T

∫ ∞
0

m(Bh(x0))hγr−1

[
− γrλ+ ( pq

q−p
n−p−µ
n−p − γr)h

n−p−µ
n−p

p
p−1

]
(λ+ h

n−p−µ
n−p

p
p−1 )

q(p−1)
q−p +1

dh,

≥ T

∫ δ

0

m(Bh(x0))hγr−1

[
− γrλ+ ( pq

q−p
n−p−µ
n−p − γr)h

n−p−µ
n−p

p
p−1

]
(λ+ h

n−p−µ
n−p

p
p−1 )

q(p−1)
q−p +1

dh,

≥ (1− ε)T
∫ δ

0

mE(Bh(0))hγr−1

[
− γrλ+ ( pq

q−p
n−p−µ
n−p − γr)h

n−p−µ
n−p

p
p−1

]
(λ+ h

n−p−µ
n−p

p
p−1 )

q(p−1)
q−p +1

dh,

≥ Θ

∫ ∆

0

mE(Bs(0))sγr−1

[
− γr + ( pq

q−p
n−p−µ
n−p − γr)s

n−p−µ
n−p

p
p−1

]
(1 + s

n−p−µ
n−p

p
p−1 )

q(p−1)
q−p +1

ds,

onde

Θ = (1− ε)Tλ
(q−p)(p−1)n−pq(p−1)

p(q−p) e ∆ =
δ

λ
(n−p)(p−1)
p(n−p−µ)

.
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Por outro lado, pela equação (2-13), temos que

G(λ) = T

∫
Rn

|x|γr

(λ+ |x|
n−p−µ
n−p

p
p−1 )

q(p−1)
q−p

dmE(x),

=
Θ

1− ε

∫ ∞
0

mE(Bs(0))sγr−1

[
− γr + ( pq

q−p
n−p−µ
n−p − γr)s

n−p−µ
n−p

p
p−1

]
(1 + s

n−p−µ
n−p

p
p−1 )

q(p−1)
q−p +1

ds.

Logo

F (λ)

G(λ)
≥ (1− ε)

∫ ∆

0
mE(Bs(0))sγr−1

[
−γr+( pq

q−p
n−p−µ
n−p −γr)s

n−p−µ
n−p

p
p−1

]
(1+s

n−p−µ
n−p

p
p−1 )

q(p−1)
q−p +1

ds

∫∞
0

mE(Bs(0))sγr−1

[
−γr+( pq

q−p
n−p−µ
n−p −γr)s

n−p−µ
n−p

p
p−1

]
(1+s

n−p−µ
n−p

p
p−1 )

q(p−1)
q−p +1

ds

.

Assim

lim inf
λ→0

F (λ)

G(λ)
≥ 1− ε.

E tomando ε→ 0, obtemos

lim inf
λ→0

F (λ)

G(λ)
≥ 1. (2-26)

Para finalizar, segue da hipótese Copt(Rn) < C, juntamente com (2-24) e (2-26)

que

lim inf
λ→0

F (λ)

H0(λ)
= lim inf

λ→0

F (λ)

G(λ)

(
C

Copt(Rn)

)n
a

,

≥
(

C

Copt(Rn)

)n
a

,

> 1.

Então utilizando a afirmação provada acima, obtemos

F (λ) ≥ H0(λ), ∀λ > 0,

isto é,

F (λ) ≥
(
Copt(Rn)

C

)n
a

G(λ), ∀λ > 0.

Isso completa a demonstração do Lema.
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Passaremos agora a demonstração do Teorema, para tanto, iremos dividi-lá em

dois casos.

Caso 1): C > Copt(Rn). Para simplificar os cálculos, vamos considerar:

ψ(h) = hγr−1

[
− γrλ+ ( pq

q−p
n−p−µ
n−p − γr)h

n−p−µ
n−p

p
p−1

]
(λ+ h

n−p−µ
n−p

p
p−1 )

q(p−1)
q−p +1

.

Observe que, utilizando o Lema 2.20, juntamente com a notação acima, temos

∫ ∞
0

[m(Bh(x0))− d1mE(Bh(0))]ψ(h)dh ≥ 0, onde d1 :=

(
Copt(Rn)

C

)n
a

. (2-27)

Por outro lado, fixando x ∈ X, temos as seguintes inclusões

B(x0, r − d(x, x;0 )) ⊂ B(x, r) ⊂ B(x0, r + d(x, x0)), ∀r > d(x, x0).

Logo, 

m(B(x0, r − d(x, x0)))

ωn(r − d(x, x0))n
≤ m(B(x, r))

ωnrn
rn

(r − d(x, x0))n
.

rn

(r + d(x, x0))n
m(B(x, r))

ωnrn
≤ m(B(x0, r + d(x, x0)))

ωn(r + d(x, x0))n
.

Tomando r →∞ nas desigualdades acima, obtemos

lim sup
r→∞

m(Br(x0))

mE(Br(0))
= lim sup

r→∞

m(Br(x))

mE(Br(0)
. (2-28)

Agora, fixando h > 0, temos pela condição (2-6) que

C0
m(Bh(x))

mE(Bh(0))
≥ m(BR(x))

mE(BR(0))
, ∀R > h ≥ 0, x ∈ X. (2-29)

Assim, combinando as equações (2-28) e (2-29), temos

C0
m(Bh(x))

mE(Bh(0))
≥ lim sup

R→∞

m(BR(x))

mE(BR(0))
= lim sup

R→∞

m(BR(x0))

mE(BR(0))
=: d0. (2-30)

Dessa forma, para provarmos a relação (2-8) no caso Copt(Rn) < C, é suficiente

provarmos que d1 ≤ d0. Iremos argumentar por contradição, suponha que d0 < d1,

então pela definição de d0, existe ε0 > 0 tal que para algum h0 > 0
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m(Bh(x0))

mE(Bh(0))
≤ d1 − ε0, ∀h ≥ h0. (2-31)

Segue-se de (2-6) e (2-7) que

m(Bh(x0)) ≤ C0mE(Bh(0)). (2-32)

Por consequência, substituindo (2-31) em (2-27) e considerando a desigualdade (2-32),

obtemos

0 ≤
∫ ∞

0

[m(Bh(x0))− d1mE(Bh(0))]ψ(h)dh,

≤
∫ h0

0

m(Bh(x0))ψ(h)dh+ (d1 − ε0)

∫ ∞
h0

mE(Bh(0))ψ(h)dh+

− d1

∫ ∞
0

mE(Bh(0))ψ(h)dh,

≤ C0

∫ h0

0

m(Bh(0))ψ(h)dh− d1

∫ h0

0

mE(Bh(0))ψ(h)dh+

− ε0

∫ ∞
h0

mE(Bh(0))ψ(h)dh,

= (C0 − d1 + ε0)

∫ h0

0

m(Bh(0))ψ(h)dh− ε0
∫ ∞

0

m(Bh(0))ψ(h)dh,

= (C0 − d1 + ε0)

∫ h0

0

m(Bh(0))ψ(h)dh− ε0T−1G(λ). (2-33)

Como λ ≤ (λ+ h
n−p−µ
n−p

p
p−1 ), nós temos que 1

(λ+h
n−p−µ
n−p

p
p−1 )
≤ 1

λ
, e então

∫ h0

0

hnψ(h)dh =

∫ h0

0

hn+γr−1

[
− γrλ+ ( pq

q−p
n−p−µ
n−p − γr)h

n−p−µ
n−p

p
p−1

]
(λ+ h

n−p−µ
n−p

p
p−1 )

q(p−1)
q−p +1

dh,

≤
∫ h0

0

hn+γr−1

[
− γrλ+ ( pq

q−p
n−p−µ
n−p − γr)h

n−p−µ
n−p

p
p−1

]
λ
q(p−1)
q−p +1

dh,

=

∫ h0

0

hn+γr−1

λ−
q(p−1)
q−p −1

[
− γrλ+ (

pq

q − p
n− p− µ
n− p

− γr)h
n−p−µ
n−p

p
p−1

]
dh,

=

[
− γrλhn+γr0

n+γr
+

( pq
q−p

n−p−µ
n−p −γr)h

n+γr+
n−p−µ
n−p

p
p−1

0

n+γr+n−p−µ
n−p

p
p−1

]
λ
q(p−1)
q−p +1

. (2-34)
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Substituindo (2-34) e (2-20) em (2-33) tem-se

ε0T
−1G(1)

ωn (C0 − d1 + ε0)
≤ λ−

q(p−1)
q−p −1− (q−p)(p−1)n−pq(p−1)

p(q−p)

[
− γrλhn+γr

0

n+ γr
+

+
( pq
q−p

n−p−µ
n−p − γr)h

n+γr+n−p−µ
n−p

p
p−1

0

n+ γr + n−p−µ
n−p

p
p−1

]
.

(2-35)

Observe também que

− q(p− 1)

q − p
− 1− (q − p)(p− 1)n− pq(p− 1)

p(q − p)
< 0

e

−q(p− 1)

q − p
− (q − p)(p− 1)n− pq(p− 1)

p(q − p)
= −n(p− 1)

p
< 0.

Logo, tomando λ → ∞, obtemos uma contradição por (2-35). Isso completa a

demonstração do Teorema 2.4 no caso C > Copt(Rn).

Caso 2): C = Copt(Rn). Nesse caso, para cada δ > 0, nós temos

(∫
X

d(x, x0)γr|u|rdm(x)

) 1
r

≤ (Copt(Rn) + δ)

(∫
X

d(x, x0)αp|Du|pdm(x)

)a
p

×

×
(∫

X

d(x, x0)βq|u|qdm(x)

) 1−a
q

.

Assim, pelo Caso 1, tem-se

m(Bρ(x)) ≥ C−1
0

(
Copt(Rn)

Copt(Rn) + δ

)n
a

mE(Bρ(0)), ∀ρ > 0, x ∈ X.

Tomando δ → 0, deduzimos que

m(Bρ(x)) ≥ C−1
0 mE(Bρ(0)), ∀ρ > 0, x ∈ X.

Isso completa a demonstração do Teorema 2.4.

Prova do Teorema 2.10 : Argumentaremos por contradição, fixe p ∈M e assuma

que C < Copt(Rn), juntamente com

(∫
M

d(x, x0)γr|u|rdv
) 1

r

≤ C

(∫
M

d(x, x0)αp|∇u|pdv
)a

p

×

×
(∫

M

d(x, x0)βq|u|qdv
) 1−a

q

, ∀u ∈ C∞0 (M).

(2-36)
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Escolhendo coordenadas normais em torno do ponto p, temos que a gemetria em uma

vizinhança de p é próxima da geometria do espaço tangente a p, no seguinte sentido,

para cada ε > 0 existe uma carta (Ω, φ) em M contendo p e um δ > 0 tal que,

φ(Ω) = Bδ(0) = {x ∈ Rn; |x| < δ}, e as componentes gij de g nesta carta satisfazem

1

(1 + ε)
δij ≤ gij ≤ (1 + ε)δij, (2-37)

no sentido de formas bilineares. A demonstração para este fato, pode ser encontra em

[7].

Agora, afirmamos que, para ε > 0 suficientemente pequeno, existe δ0 > 0 e

C ′ < Copt(Rn), tal que, ∀f ∈ C∞0 (Bδ0(0)),

(∫
Bδ0 (0)

|x|γr|f |rdx

) 1
r

≤ C ′

(∫
Bδ0 (0)

|x|αp|∇f |pdx

)a
p

×

×

(∫
Bδ0 (0)

|x|βq|f |qdx

) 1−a
q

.

(2-38)

De fato, se f ∈ C∞0 (Bδ0(0)), então u := f ◦ exp−1
p ∈ C∞0 (Ω). Logo, por (2-36) e (2-37),

temos que

(∫
Bδ0 (0)

|x|γr|f |rdx
) 1
r ≤

(∫
Bδ0 (0)

|x|γr|u ◦ expp|r
√
g(1− ε)

n
2 dx
) 1
r
,

= (1 + ε)
n
2r

(∫
Ω

r(x)γr|u|rdv
) 1
r
,

≤ (1 + ε)
n
2rC
(∫

Ω

r(x)αp|∇u|pdv
)a
p
(∫

Ω

r(x)βq|u|qdv
) 1−a

q
,

= (1 + ε)
n
2rC
(∫

Bδ0 (0)

|x|αp|∇(u ◦ expp)|p
√
gdx
)a
p ×

×
(∫

Bδ0 (0)

|x|βq|u ◦ expp|q
√
gdx
) 1−a

q
,

≤ (1 + ε)
n
2r (1 + ε)

an
2p

+
n(1−a)

2q
+a

2C
(∫

Bδ0 (0)

|x|αp|∇f |pdx
)a
p ×

×
(∫

Bδ0 (0)

|x|βq|f |qdx
) 1−a

q
,

= C ′
(∫

Bδ0 (0)

|x|αp|∇f |pdx
)a
p
(∫

Bδ0 (0)

|x|βq|f |qdx
) 1−a

q
.

onde C ′ = (1 + ε)
n
2r

+an
2p

+
n(1−a)

2q
+a

2C.
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Obeserve agora que fazendo ε −→ 0, temos que C ′ −→ C. Mas, como estamos

assumindo que C < Copt(Rn), então podemos tomar ε suficientemente pequeno de modo

que C ′ < Copt(Rn), o que prova a afirmação inicial.

Seja u ∈ C∞0 (Rn). Escreva uλ(x) = u(λx), λ > 0. Para λ suficientemente

grande temos que uλ(x) ∈ C∞0 (Bδ0(0)). Dessa forma, considerando uλ(x) ≡ 0 em

Rn \Bδ0(0), temos

(∫
Rn
|x|γr|uλ|rdx

) 1
r ≤ C ′

(∫
Rn
|x|αp|∇uλ|pdx

)a
p
(∫

Rn
|x|βq|uλ|qdx

) 1−a
q
. (2-39)

Agora, observe que, por meio de mudanças de variáveis, obtemos

(∫
Rn
|x|γr|uλ(x)|rdx

) 1
r

= λ−
n
r λ−γ

(∫
Rn
|y|γr|u(y)|rdy

) 1
r
,

(∫
Rn
|x|αp|∇uλ(x)|pdx

)a
p

= λ−
na
p λ−αaλa

(∫
Rn
|y|αp|∇u(y)|pdy

)a
p
,

(∫
Rn
|x|βq|uλ(x)|qdx

) 1−a
q

= λ−
n(1−a)

q λ−β(1−a)
(∫

Rn
|y|βq|u(y)|qdy

) 1−a
q
.

Inserindo as relações acima em (2-39), tem-se que

(∫
Rn
|y|γr|u(y)|rdy

) 1
r ≤ C ′λ−αa−

na
p

+a−n(1−a)
q
−β(1−a)+n

r
+γ×

×
(∫

Rn
|y|αp|∇u(y)|pdy

)a
p
(∫

Rn
|y|βq|u(y)|qdy

) 1−a
q
.

Mas, pelas condições do Teorema 2.1, conclúımos que[
− αa − na

p
+ a− n(1− a)

q
− β(1− a) +

n

r
+ γ

]
=

= −a(α− 1)− na

p
− (1− a)

(n
q

+ β
)

+
n

r
+ γ

= −a
(

(α− 1) +
n

p

)
− (1− a)

(n
q

+ β
)

+
n

r
+ γ

= −an

(
(α− 1)

n
+

1

p

)
− n(1− a)

(1

q
+
β

n

)
+ n
(1

r
+
γ

n

)
= −n

(
a
(α− 1

n
+

1

p

)
+ (1− a)

(β
n

+
1

q

)
−
(1

r
+
γ

n

))
= 0.
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Logo, teremos que

(∫
Rn
|y|γr|u(y)|rdy

) 1
r ≤ C ′

(∫
Rn
|y|αp|∇u(y)|pdy

)a
p
(∫

Rn
|y|βq|u(y)|qdy

) 1−a
q
.

Essa expressão contradiz o fato de Copt(Rn) ser a constante ótima em Rn. Isso conclui

a demonstração do Teorema.

Prova do Teorema 2.12 : Visto que (X, d) é localmente compacto e completo,

obtemos que os conjuntos limitados e fechados em X são compactos, logo X é um

espaço métrico próprio. Agora, como X tem curvatura ≥ 0, podemos aplicar o Teorema

1.34 e obter
Hn(BR(x))

Hn(Bρ(x))
≤
(
R

ρ

)n
, x ∈ X, 0 < ρ < R. (2-40)

Assim, a condição (2-6) do Teorema 2.4 é satisfeita com C0 = 1.

Segue da desigualdade (2-40) e da hipótese

lim inf
ρ→0

Hn(Bρ(x))

ωnρn
= 1,

a seguinte consequência

Hn(BR(x)) ≤ ωnR
n, ∀x ∈ X, ∀ρ > 0.

Por outro lado, pelo Teorema 2.4, temos que

Hn(BR(x)) ≥ ωnR
n, ∀x ∈ X, ∀ρ > 0.

Portanto

Hn(BR(x)) = ωnR
n, ∀x ∈ X, ∀ρ > 0.

Assim, a isometria com o espaço Euclideano Rn segue do Teorema 1.35.

Prova do Teorema 2.14 : Considere ε > 0 dado pelo Teorema 1.38. Como a função

φ : [0, 1]→ R definida por

φ(x) :=

(
Copt(Rn)

Copt(Rn) + x

)n
a

,

converge para 1 quando x→ 0, nós obtemos a existência de um δ > 0 satisfazendo

0 < x ≤ δ =⇒ 1− ε ≤
(

Copt(Rn)

Copt(Rn) + x

)n
a

.
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Então, aplicando os Teoremas 2.4, 1.37 e 1.38 nós obtemos que X tem tipo topológico

finito.

Prova do Teorema 2.16 : Como (M,F ) é completa, temos pelo teorema de Hopf-

Rinow (veja [52]) que (M,dF ,m) é um espaço métrico próprio. Pelo Teorema 1.42,

temos que a condição (2-6) no Teorema 2.4 ocorre para C0 = 1. Observe que a escolha

da constante 1 no lado direito de (2-7) foi feito por simplicidade. De fato, por (2-6)

temos que Λx0 = lim infr→0
m(Br(x0))
mE(Br(0))

é positivo. Então podemos normalizar a medida

m de modo a satisfazer (2-7).

Por (2-6), temos que

m(BR(x0))

wnRn
≤ m(Br(x0))

wnrn
=

m(Br(x0))

mE(Br(0))
, 0 < r < R.

Tomando ρ→ 0 obtemos, pela condição

lim inf
ρ→0

m(Bρ(x))

ωnρn
= 1,

que m(BR(x)) ≤ ωnR
n, ∀x ∈M e R > 0.

Por outro lado, como C = Copt(Rn) na desigualdade de CKN, obtemos

a partir do Teorema 2.4 que m(BR(x)) ≥ wnR
n, ∀x ∈ M e R > 0. Portanto,

m(BR(x)) = mE(BR(0)), ∀x ∈ M e R > 0. Com isso, pelo Teorema 1.42 temos que

todo campo de Jacobi J ao longo de uma geodésica σ tem a forma J(t) = tP (t), onde

P é um campo paralelo ao longo de σ. Dessa forma a equação de Jacobi (1-11) se reduz

a Rσ̇(J, σ̇) ≡ 0. Então K(S, σ̇) ≡ 0 com S = span{P, σ̇}. Por fim, como σ e J foram

tomados arbitrários, temos que K ≡ 0, o que é equivalente a dizer que a curvatura flag

de (M,F ) é identicamente nula.

Prova do Teorema 2.17 : Como (M,F ) é um espaço de Berwald temos que a

curvatura de Ricci não negativa Ric ≥ 0 é equivalente a Ricn ≥ 0 (veja [53], Proposição

2.6 e 2.7). Dessa forma, podemos aplicar o Teorema 2.16 para obter que a curvatura flag

de (M,F ) é identicamente nula. A caracterização das variedades Berwald com curvatura

flag identicamente nula foi obtida por Bao et.al. ([8], Seção 10.5), onde obtiveram que

(M,F ) é localmente um espaço de Minkowski.

Fixados p e q em M , pelo fato de M ser localmente um espaço de Minkowski,

temos que existem vizinhanças Vp e Vq em M de modo que F|Vp (x, y) e F|Vq (x, y) não

dependem de x. Porém, ainda não sabemos se F|Vp (y) = F|Vq (y). Assim nos resta

provar esse fato. Para tanto, considere uma geodésica γ ligando os pontos p e q, como a

imagem formada pela geodésica é compacta, podemos extrair uma subcobertura finita
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de vizinhanças de modo que F não dependa de x, mas como F é cont́ınua, temos que

F|Vp (y) = F|Vq (y). Logo (M,F ) é isométrico a um espaço de Minkowski.

Prova do Teorema 2.19 : Como (M,F ) é completa, temos pelo Teorema de

Hopf-Rinow ([52]) que (M,dF ,m) é um espaço métrico próprio. A hipótese de não

negatividade da curvatura flag implica que a curvatura de Ricci é não negativa, então

de maneira análoga a demonstração do Teorema 2.17 obtemos que Ricn ≥ 0, e pelo

Teorema 1.42, temos que a condição (2-6) no Teorema 2.4 ocorre para C0 = 1.

Agora, pela Proposição 1.43, temos que a medida de Busemann-Hausdorff mBH

satisfaz

lim inf
ρ→0

mBH(Bρ(x))

ωnρn
= 1.

Assim, pelo Teorema 2.4 obtém-se

0 <

(
Copt(Rn)

C

)n
a

≤ mBH(Bρ(x0))

ωnρn
≤ 1, ∀ρ > 0. (2-41)

Recordemos que, uma variedade de Finsler (M,F ) tem máximo crescimento de volume

se

lim
ρ→∞

mBH(Bρ(x0))

ωnρn
> 0.

Portanto pela desigualdade (2-41), obtemos que (M,F ) tem máximo crescimento de

volume, e então pela Observação 2.18, M é difeomorfa ao espaço Euclideano Rn.



CAṔITULO 3
Solitons de Yamabe gradiente com base

conformemente plana

Neste caṕıtulo, iremos apresentar uma série de resultados obtidos em [2] em parceria

com Adriano, Pina e Barboza. Tais resultados classificam os solitons de Yamabe

gradientes com base conformemente plana steady que são invariantes pela ação do

grupo de translações de codimensão 1. Essa técnica permite estudar um problema

que envolve certa dificuldade por se tratar de equações diferenciais parciais, em um

problema envolvendo equações diferenciais ordinárias, o que a priori simplifica a busca

por soluções.

3.1 Introdução

Nessa seção apresentaremos alguns resultados no escopo dos solitons de Ya-

mabe gradiente. A definição para tal soliton, assim como diversos exemplos podem ser

vistos na seção 1.3.

Recentemente, Brozos-Vázquez et al. forneceram uma estrutura especial de

produto torcido para os solitons de Yamabe gradiente, este teorema estabelece o

seguinte resultado.

Teorema 3.1. ([13]) Um soliton de Yamabe gradiente (Mn, g, h, ρ) com |∇h| 6= 0, é

localmente isométrico ao produto torcido(
(−ε, ε), dt2

)
×|∇h|

(
Nn−1, gN

)
,

onde (Nn−1, gN) é uma variedade semi-Riemanniana de curvatura escalar constante.

Por outro lado, de Sousa e Pina em [22], estudaram os solitons de Ricci

gradiente com estrutura de produto torcido e provaram que a função potencial depende

apenas da base ou a função torção é constante. Utilizando a mesma técnica é posśıvel

provar tal fato no contexto dos solitons de Yamabe.
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Estes resultados tornam interessante uma investigação mais detalhada dos

solitons de Yamabe gradiente com estrutura de produto torcido B ×f F satisfazendo

scalgF = λF = constant, h̃ = h ◦ π, h ∈ C∞(B), (3-1)

onde scalgF representa a curvatura escalar de F , e h̃ a função potencial do produto

torcido, visto que resultados nessa linha permitem o entendimento local dos solitons

de Yamabe.

Observação 3.2. Ao longo dessa tese, consideraremos a notação apresentada na

equação (3-1).

3.2 Soluções invariantes por translação

Considere (Rn, δ) o espaço semi-Euclideano de dimensão n ≥ 3 munido do

tensor métrico

δ =
n∑
i=1

εidxi ⊗ dxi, εi = ±1.

Para um vetor não nulo α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Rn defina a seguinte função ξ : Rn → R
por meio da regra

ξ(x) = 〈x, α〉,

= α1x1 + · · ·+ αnxn,

onde x = (x1, x2, . . . , xn). O vetor α define um conjunto de hiperplanos perpendiculares

a α dado por

Ker(ξ) = {x ∈ Rn ; 〈x, α〉 = 0}.

Considere v ∈ Rn tal que v ∈ Ker(ξ) e f : (a, b) ⊂ R → R uma função

diferenciável, então a função f̂ : ξ−1(a, b) ⊂ Rn → R, definida por f̂ = f ◦ ξ satisfaz

f̂(x) = f̂(x+ v), ∀x ∈ ξ−1(a, b).

É nesse sentido que dizemos que f̂ é uma função invariante por um grupo de translações

de dimensão (n− 1).

Recentemente, os espaços conformemente planos se tornaram objetos de grande

interesse pela sua flexibilidade em fornecer exemplos de solitons de Yamabe gradiente

steady. Em [42], Neto e Tenenblat trataram o caso (Rn, 1
ϕ2 g0), onde g0 é a métrica semi-

Euclideana canônica, e obtiveram as soluções steady que são invariantes pela ação do



§3.2 Soluções invariantes por translação 66

grupo de translações de dimensão (n− 1). A mesma técnica é usada para obter todas

as soluções invariantes de solitons de Ricci gradiente steady, veja [9].

O produto torcido provou sua eficiência em produzir novos exemplos de varie-

dades com certas caracteŕısticas geométricas peculiares, veja [11, 24, 26]. Considerando

soluções invariantes no produto torcido, Neto em [41] forneceu exemplos expĺıcitos de

soluções da equação de campo de Einstein que são completas. Por outro lado, no mesmo

contexto de invariância, Sousa em [22] forneceu exemplos de solitons de Ricci gradiente

com estrutura de produto torcido que não são conformemente plano.

Nessa seção, focaremos nossa atenção para o produto torcido Bn ×f F d, onde

a base é conforme ao espaço semi-Euclideano de dimensão n, invariante pela ação

de um grupo de translação (n − 1)-dimensional. Como aplicação, iremos construir

5 exemplos de solitons de Yamabe gradiente steady. Além disso, forneceremos uma

forma de construir infinitos exemplos expĺıcitos de solitons de Yamabe gradiente steady

geodesicamente completos com base conforme ao espaço de Lorentz (veja Exemplo 3.5).

Como citado no ińıcio da seção, nós procuramos por funções diferenciáveis

ϕ, f, h : (a, b) ⊂ R → R, com f, ϕ > 0, de modo que f = f ◦ ξ, ϕ = ϕ ◦ ξ,
h = h ◦ ξ : B = ξ−1(a, b) → R, satisfaçam (1-4) com função potencial h̃ e tensor

métrico

g =
δ

ϕ(x)2
+ f(x)2gF .

Teorema 3.3. Com (Rn, δ) e f = f ◦ ξ, ϕ = ϕ ◦ ξ, h = h ◦ ξ como acima, o espaço

M = ξ−1(a, b)× F d, munido do tensor métrico

g =
δ

ϕ(x)2
+ f(x)2gF , (3-2)

é um soliton de Yamabe gradiente se, e somente se

h′′ + 2
ϕ′h′

ϕ
= 0, (3-3)

||α||2
[
(n− 1)(2ϕϕ′′ − n(ϕ′)2)− 2

d

f
(ϕ2f ′′ − (n− 2)ϕϕ′f ′)+

−d(d− 1)

f 2
ϕ2(f ′)2 + ϕ′h′ϕ

]
= ρ− λF

f 2
,

(3-4)

||α||2
[
(n− 1)(2ϕϕ′′ − n(ϕ′)2)− 2

d

f
(ϕ2f ′′ − (n− 2)ϕϕ′f ′)+

−d(d− 1)

f 2
ϕ2(f ′)2 − ϕ2

f
f ′h′

]
= ρ− λF

f 2
,

(3-5)

quando ||α||2 6= 0, e
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h′′ + 2
ϕ′h′

ϕ
= 0, (3-6)

ρ− λF
f 2

= 0, (3-7)

quando ||α||2 = 0.

Corolário 3.4. Se ||α||2 = 0 e λF 6= 0, então o produto torcido M = ξ−1(a, b)× F d é

um produto Riemanniano usual.

Nesse caso, nós temos a seguinte obstrução na constante ρ.

Corolário 3.5. Se ||α||2 = 0 e λF > 0, então não existe soliton de Yamabe gradiente

steady ou expanding com métrica produto torcido (3-2). Analogamente, se ||α||2 = 0 e

λF < 0, então não existe soliton de Yamabe gradiente steady ou shrinking com métrica

produto torcido (3-2).

Pelas equações (3-3) e (3-6) do Teorema 3.3 podemos observar que uma

condição necessária e suficiente para que tal espaço seja um soliton de Yamabe

gradiente, é que h seja uma função monótona. Isto é,

h′(ξ) =
k1

ϕ2(ξ)
,

para alguma constante k1 ∈ R.

Apresentaremos as soluções das EDOs do Teorema 3.3 nos seguintes casos:

h′ = 0 e h′ 6= 0.

Teorema 3.6. Com as considerações acima, o tensor métrico

g =
δ

ϕ(x)2
+ f(x)2gF ,

é um soliton de Yamabe gradiente steady se, e somente se, as funções ϕ, f, h satisfazem

as seguintes condições

(a) Se ‖α‖2 6= 0, λF 6= 0 e h′ 6= 0, então

f(ξ) =
k2

ϕ(ξ)
, (3-8)

h(ξ) = k1

∫
1

ϕ2(ξ)
dξ, (3-9)
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ϕ2ϕ′′ − (n+ d)

2
ϕ(ϕ′)2 +

k1

2(n+ d− 1)
ϕ′ = − ϕ3λF

k2
2||α||2

, (3-10)

onde k1 6= 0, k2 6= 0, são constantes.

(b) Se ‖α‖2 6= 0, λF = 0 e h′ 6= 0, então

f(ξ) =
k2

ϕ(ξ)
, (3-11)

h(ξ) = k1

∫
1

ϕ2(ξ)
dξ, (3-12)

(n+ d− 1)(n+ d+ 2)

∫
ϕdϕ

k1 − 2k3(n+d−1)(n+d+2)
n+d−2

ϕ
n+d
2

+1
= ξ + k4, (3-13)

onde k1 6= 0, k2 6= 0, k3 e k4 são constantes.

(c) Se ‖α‖2 6= 0, λF = 0 e h′ = 0, então dado uma função suave ϕ(ξ) > 0, temos

h(ξ) = constante, (3-14)

f(ξ) = ϕ
n−2
d+1 (ξ)eΦ(ξ)

∫ e−(d+1)Φ(ξ)dξ +
2

d+ 1
C

 2
d+1

, (3-15)

onde Φ(ξ) =
∫
zp(ξ)dξ e zp é uma solução particular de

z2 +
2

d+ 1
z′ +

(n+ d− 1)

d(d+ 1)2

(
n

(
ϕ′

ϕ

)2

− 2
ϕ′′

ϕ

)
= 0. (3-16)

(d) Se ||α||2 = 0 e λF = 0, então dado duas funções suaves ϕ(ξ) e f(ξ), temos

h(ξ) = k1

∫
1

ϕ2(ξ)
dξ,

onde k1 é uma constante.

Observação 3.7. Como poderemos observar, na demonstração do Teorema 3.3, se ρ é

uma função definida apenas na base, então facilmente podemos estender o Teorema 3.3

no contexto dos quase solitons de Yamabe gradiente. Como exemplo, no caso particular

em que ||α||2 = 0 nós obtemos uma infinidade de soluções, isto é, dado as funções ϕ e

f , então

ρ(ξ) =
λF
f(ξ)2

,
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h(ξ) = k1

∫
1

ϕ2(ξ)
dξ, k1 ∈ R,

fornecem uma famı́lia de quase solitons de Yamabe gradiente com estrutura de produto

torcido.

Na sequência, apresentamos alguns exemplos ilustrando o Teorema 3.6. Tais

exemplos são interessantes e guiarão nossa intuição a respeito de propriedades gerais

dos solitons de Yamabe gradiente. Primeiramente denote

R3
+ = {(x1, x2, x3) ∈ R3;x3 > 0}, R3

∗ = {(x1, x2, x3) ∈ R3;x1 + x2 + x3 > 0},

R3
# = {(x1, x2, x3) ∈ R3; 0 < x1 + x2 + x3 < 10π},

e

ds2 = (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2.

Exemplo 3.1. No Teorema 3.6, Caso (a), considere R3 × H3, k1 = 1, k2 = 3, então

temos que

f(ξ) =
1

ϕ(ξ)
, h(ξ) =

∫
1

ϕ2(ξ)
dξ, e ϕ2ϕ′′ − 3ϕ(ϕ′)2 +

ϕ′

10
=

2

3

ϕ3

||α||2
.

A famı́lia de soluções de ϕ está descrita no seguinte retrato de fase.

Figura 3.1: Plot de ϕ(0) e ϕ′(0)

Exemplo 3.2. No Teorema 3.6, Caso (b), considere k1 = 1, k2 = 1, k3 = 0, k4 = 0,

então o espaço R3
∗ × R3 munido da métrica g = ds2

1 + f 2ds, onde

ds2
1 = 20

ds2

x1 + x2 + x3

, f(x1, x2, x3) =

√
20

x1 + x2 + x3

,

é um soliton de Yamabe gradiente steady com função potencial

h(x1, x2, x3) = 20 log(x1 + x2 + x3).



§3.2 Soluções invariantes por translação 70

Exemplo 3.3. No Teorema 3.6, Caso (b), considere k1 = 1, k2 = 1, k3 = − 1
20

, k4 = 0,

então o espaço R3
# × R3 munido da métrica g = ds2

1 + f 2ds, onde

ds2
1 =

ds2

tan

(
x1 + x2 + x3

20

) , f(x1, x2, x3) =

√√√√√ 1

tan

(
x1 + x2 + x3

20

) ,
é um soliton de Yamabe gradiente steady com função potencial

h(x1, x2, x3) = 20 log

[
sin

(
x1 + x2 + x3

20

)]
.

Exemplo 3.4. No Teorema 3.6, Caso (c), considere o espaço de Lorentz (R4, g) com

coordenadas (x1, x2, x3, x4), assinatura ε1 = −1, εk = 1 para k = 2, 3, 4, e F 3 com

curvatura escalar zero. Considere ξ = x2 + x3 + x4 e escolha ϕ(ξ) = | sec(ξ)| onde

ξ 6= π
2

+ kπ, k ∈ Z, então zp(ξ) = −1
2

é uma solução particular de (3-16), e pelo

Teorema 3.6

f(ξ) = (2| sec(ξ)|eξ)
1
2 , h(ξ) = constante, ϕ(ξ) = | sec(ξ)|,

fornece uma estrutura de soliton de Yamabe gradiente steady definido em x1 +x2 +x3 6=
π
2

+ kπ, k ∈ Z.

Exemplo 3.5. No Teorema 3.6, Caso (d), considere o espaço de Lorentz (Rn, g) com

coordenadas (x1, . . . , xn), assinatura ε1 = −1, εi = 1, ∀ i ≥ 2, e fibra (Rd, g0) onde g0

é a métrica Euclideana usual. Considere ξ = x1 + x2 e escolha k ∈ R \ {0}, então

f(ξ) = ekξ, h(ξ) = −k1e
−2kξ

2k
, k1 6= 0, ϕ(ξ) = ekξ,

define uma famı́lia de solitons de Yamabe gradiente steady completos no produto torcido

(Rn, ϕ−2g)×f (Rd, g0) com função potencial h e função torção f(veja Seção 3.3).

Exemplo 3.6. (Produto torcido Einstein) Considere o espaço R3
+ × R3 munido da

métrica g = ds2
1 + f 2ds, onde

ds2
1 =

ds2

x2
3

, f(x1, x2, x3) =
1

x3

.

Por um cálculo direto, temos que H3×f R3 é uma variedade de Einstein completa não

compacta com Ric = −5
6
g. Com isso, H3 ×f R3 é um soliton de Yamabe gradiente

trivial.
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Exemplo 3.7. Seja (S3, dr2) a esfera de dimensão 3 com métrica canônica e considere

a variedade produto M̂ = R3
+ × (S3 ×R3

+) munido da métrica ĝ = ds2
1 + f 2(dr2 + ds2

1),

onde

ds2
1 =

ds2

x2
3

, f(x1, x2, x3) = 7

√
x4

3.

Por um cálculo direto, temos que H3 ×f (S3 × H3) é um soliton de Yamabe gradiente

trivial completo não compacto com ρ = −6.

3.3 Infinitos exemplos de solitons de Yamabe gra-

diente steady completo

Nessa seção, demonstraremos que o Exemplo 3.5 fornece infinitos exemplos

de solitons de Yamabe gradiente geodesicamente completo. No âmbito das métricas

semi-Riemannianas definimos completute como segue.

Definição 3.8. Uma variedade semi-Riemanniana na qual toda geodésica γ pode ser

estendida para todo t ∈ R é dita geodesicamente completa, ou simplesmente completa.

Muitos exemplos de variedades semi-Riemannianas são encontrados na litera-

tura. Porém, exemplos geodesicamente completos são raros, visto que resultados clássi-

cos na geometria Riemanniana não podem ser utilizados, como é o caso do teorema de

Hopf-Rinow que não permanecerem válido para métricas semi-Riemanniana. O exem-

plo a seguir retirado de [46] apresenta uma variedade semi-Riemanniana compacta que

não é completa.

Exemplo 3.8. ([46])Considere M = R2 \ {0} equipado com a métrica semi-

Riemanniana

g =
dx⊗ dy + dy ⊗ dx

x2 + y2
.

Para todo c 6= 0 a aplicação (x, y) 7−→ c(x, y) é uma isometria de M . Considere como

caso particular a seguinte isometria: λ(x, y) = (2x, 2y). O grupo Γ = {λn : n ∈ Z}
gerado por λ age de maneira propriamente descont́ınua em M , dessa forma, M

Γ
é uma

variedade semi-Riemanniana cuja topologia pode ser identificada com a região anular

{(x, y) ∈M : 1 ≤ x2 + y2 < 2}. Identificando a fronteira de M
Γ

por meio de λ obtemos

um toro de Clifton-Pohl. As geodésicas de M são dadas por γ(t) = ((1 − t)−1, 0),

−∞ < t < 1, dessa forma, γ não pode ser estendida para t > 1. Como a projeção

π : M
Γ
→M é ima isometria local e M é não completa, temos que M

Γ
é não completa.

O exemplo acima inviabiliza a utilização do teorema de Hopf-Rinow no âmbito

das métricas semi-Riemannianas. Dessa forma, em muitos casos precisamos provar a
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completude por meio da definição, a saber, é necessário exibir as geodésicas e provar

que elas podem ser estendidas para todo parâmetro real.

No contexto dos produtos torcidos, considere γ uma curva em B ×f F , então

podemos escrever γ(s) = (γB(s), γF (s)), onde γB = π ◦ γ e γF = σ ◦ γ. A proposição a

seguir garante uma condição para que γ seja uma geodésica.

Proposição 3.9. ([46]) Uma curva γ = (γB, γF ) em B ×f F é uma geodésica se, e

somente se,

(a) γ′′B = gF (γ′F , γ
′
F )f ◦ γB∇f em B;

(b) γ′′F =
−2

f ◦ γB
d(f ◦ γB)

ds
γ′F em F.

Na sequência, utilizando a Proposição 3.9 encontraremos as geodésicas do

Exemplo 3.5 e provaremos que é posśıvel estendê-las para todo parâmetro real.

Prova da completude do Exemplo 3.5 : Seja (Rn, g) o espaço semi-Euclideano

onde g = −dx2
1 +

∑n
i=2 dx

2
i . Tome k ∈ R \ {0} e considere as funções

ϕ(ξ) = ekξ, f(ξ) = ekξ, h(ξ) = −k1e
−2kξ

2k
, k1 6= 0.

Denotando por ĝ := ϕ−2g = e−2kξg, obtemos que o gradiente∇ĝf nessa métrica

é dado por

∇ĝf =
n∑

r,s=1

ĝrsf,xs∂r =
n∑

r,s=1

ϕ2εrδrsf
′αs∂s =

n∑
s=1

kεsαse
3kξ∂s.

Como α1 = α2 = 1, αi = 0, para i ≥ 3, e ε1 = −1, εi = 1, para i ≥ 2, obtemos

∇ĝf =
(
− ke3kξ, ke3kξ, 0, . . . , 0

)
.

Então, considerando γB(s) = (y1(s), . . . , yn(s)) e γF (s) = (yn+1, . . . , yn+p(s)) como na

Proposição 3.9, conclúımos que

y′′1(s) = −k
[
y′n+1(s)2 + · · ·+ y′n+p(s)

2
]
e4k(y1(s)+y2(s)), (I)

y′′2(s) = k
[
y′n+1(s)2 + · · ·+ y′n+p(s)

2
]
e4(y1(s)+y2(s)), (II)

y′′r (s) = 0, para r ∈ {3, . . . , n}, (III)

y′′n+l(s) = −2k[y′1(s) + y′2(s)]y′n+l(s), para l ∈ {1, . . . , d}. (IV)
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A soma das equações diferenciais (I) e (II) produz y′′1(s) + y′′2(s) = 0, então por

integração

y′1(s) + y′2(s) = c1, y1(s) + y1(s) = c1s+ c2, c1, c2 ∈ R. (3-17)

Substituindo (3-17) em (IV), obtemos a equação diferencial de segunda ordem

y′′n+l(s) + 2kc1y
′
n+l(s) = 0 para cada l ∈ {1, . . . , d}, (3-18)

cuja solução geral é dado por

yn+l(s) =


c3,l + c4,ls se c1 = 0,

c3,l + c4,le
−2kc1s se c1 6= 0,

onde c3,l, c4,l ∈ R. Isso mostra que para cada l ∈ {1, . . . , d}, as funções yn+l(s) estão

definidas para todo s ∈ R.

Como as soluções de (III) são dadas por yr(s) = c5,r + c6,rs, para c5,r, c6,r ∈ R,

cujo dominio é R, é necessário provarmos apenas que as soluções de (I) e (II) estão

definidas em R.

Integrando (3-18) e substituindo o resultado em (I), nós temos

y′′1(s) = −k[c2
7,1 + c2

7,2 + · · ·+ c2
7,r]e

−4kc1se4k(y1(s)+y2(s)),

onde c7,1, c7,2, . . . , c7,r ∈ R.

Agora, por (3-17), obtemos

y′′1(s) = −k[c2
7,1 + c2

7,2 + · · ·+ c2
7,p]e

−4kc1se4k(c1s+c2),

= −k[c2
7,1 + c2

7,2 + · · ·+ c2
7,p]e

4kc2 ,

= c8,1 ∈ R.

Então y1(s) = c8,1
2
s2 + c9s + c10, cujo domı́nio é R. A menos de sinal, o mesmo ocorre

para y2(s). Assim, toda geodésica γ = (γB, γF ) esta definida na reta R, o que estabelece

que (Rn, ϕ−2g)×f (Rd, g0) é geodesicamente completa.

3.4 Demonstração dos resultados principais

Primeiramente, para demonstração dos resultados principais necessitaremos do

seguinte lema de caracterização dos solitons de Yamabe gradiente no produto torcido.
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Lema 3.10. (Bn ×f F d, g, h̃, ρ) é um soliton de Yamabe gradiente se, e somente se,

(Bn, gB, h, λ) é um quase soliton de Yamabe gradiente com função soliton

λ = −λF
f 2

+
2d

f
∆f +

d(d− 1)

f 2
gB(∇f,∇f) + ρ,

e curvatura escalar

scalgB =
1

f
gB(∇f,∇h) + λ. (3-19)

Prova do Lema 3.10 : Considere scalgF = λF , então pela Proposição 1.10, temos

que a curvatura escalar no produto torcido é dada por

scalg =

[
scalgB +

λF
f 2
− 2d

∆f

f
− d(d− 1)

|∇f |2

f 2

]
◦ π,

onde ∆ denota o Laplaciano em B, e por simplicidade utilizamos gB = 〈·, ·〉 = | · |2.

Com isso, (B × F, g, h̃, ρ) é um soliton de Yamabe gradiente se, e somente se,([
scalgB +

λF
f 2
− 2d

∆f

f
− d(d− 1)

|∇f |2

f 2

]
◦ π − ρ

)
g = Hessgh̃. (3-20)

Considere X ∈ L(B) e V ∈ L(F ), então, pela definição de métrica produto torcido e

pelas expressões da conexão no produto torcido, obtemos

g(X, V ) = 0 = Hessgh̃(X, V ).

Assim, precisamos apenas analisar a equação (3-20) para par de campos ambos em

L(B) ou em L(F ).

Tomando campos X, Y ∈ L(B) em (3-20) e utilizando a expressão para a

Hessiana do levantamento Hessgh̃ (veja Proposição 1.5), obtemos a seguinte condição

de equivalência

π∗
[(
scalgB +

λF
f 2
− 2d

∆f

f
− d(d− 1)

|∇f |2

f 2
− ρ
)
gB

]
= π∗(HessgBh),

que mostra que (Bn, gB) é um quase soliton de Yamabe gradiente com função soliton

λ = −λF
f 2

+
2d

f
∆f + d(d− 1)

|∇f |2

f 2
+ ρ,

e função potencial h.

Agora, considere V,W ∈ L(F ), então utilizando as expressões da conexão no
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produto torcido (veja Proposição 1.6), obtemos a seguinte expressão para Hessiana

Hessg(h̃)(V,W ) = V (W (h̃))− (∇VW )(h̃),

= V (W (h̃)) +
g(V,W )

f̃
∇f̃(h̃)−∇F

VW (h̃),

= f̃∇f̃(h̃)(σ∗gF )(V,W ),

= f̃
[
dπ(∇f̃)(h̃) ◦ π

]
(σ∗gF )(V,W ). (3-21)

Substitúındo V,W ∈ L(F ) em (3-20) e considerando a equação (3-21) nós

obtemos

π∗
(
scalgB +

λF
f
− 2d

∆f

f
− d(d− 1)

|∇f |2

f 2
− ρ
)
f̃(σ∗gF ) =

[
dπ(∇f̃)(h̃) ◦ π

]
(σ∗gF ).

E usando que ∇f = dπ∇(f̃) (veja Proposição 1.5) nós obtemos a seguinte condição

equivalente

scalgB +
λF
f 2
− 2d

f
∆f − d(d− 1)

|∇f |2

f 2
− ρ =

〈∇f,∇h〉
f

,

que é a equação (3-19). Isso finaliza a demonstração.

Prova do Teorema 3.3 : A equivalência obtida no Lema 3.10 estabelece que uma

condição necessária e suficiente para que (Bn × F d, g, h̃, ρ) seja um soliton de Yamabe

gradiente é que

scalgB +
λF
f 2
− 2d

f
∆f − d(d− 1)

|∇f |2

f 2
− ρ =

〈∇f,∇h〉
f

(3-22)

e (
scalgB +

λF
f 2
− 2d

f
∆f − d(d− 1)

|∇f |2

f 2
− ρ
)
gB = HessgB(h). (3-23)

Usaremos as equações acima em combinação com as técnicas de soluções

invariantes para obter as equações (3-3), (3-4), (3-5), (3-6) e (3-7).

Primeiramente, para a escolha de um vetor não nulo α = (α1, . . . , αn),

considere ξ : Rn → R dado por ξ(x1, . . . , xn) = α1x1 + · · · + αnxn. Como estamos

assumindo que ϕ(ξ), h(ξ) e f(ξ) são funções de ξ, então considerando a derivada com

respeito a i-ésima coordenada por , xi, temos

ϕ,xi = ϕ′αi, f,xi = f ′αi, h,xi = h′αi,

ϕ,xixj = ϕ′′αiαj, f,xixj = f ′′αiαj, h,xixj = h′′αiαj.

(3-24)
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Recordemos que a curvatura de Ricci na métrica conforme gB = δ
ϕ2 é dada por

(veja [11])

RicgB =
1

ϕ2

{
(n− 2)ϕHessδϕ+ [ϕ∆δϕ− (n− 1)|∇δϕ|2]δ

}
. (3-25)

Combinando (3-24) com (3-25), obtemos a seguinte expressão para curvatura escalar

na métrica gB = δ
ϕ2

scalgB =
n∑
k=1

ϕ2εk(RicgB)kk,

= (n− 1)(2ϕ
n∑
k=1

εkϕ,xkxk − n
n∑
k=1

εkϕ
2
,xk

),

= ||α||2(n− 1)(2ϕϕ′′ − n(ϕ′)2). (3-26)

De modo a calcular HessgBh, lembremos que a Hessiana é dada por (Definição 1.4)

(HessgBh)ij = h,xixj −
n∑
k=1

Γkijh,xk ,

onde as funções

Γkij =
1

2

n∑
k=1

{
(gjl),xi + (gli),xj − (gij),xl

}
glk,

= −εk
ϕ

{
δjkεjϕ,xi + δkiεkϕ,xj − δijεiϕ,xk

}
,

ou seja,

Γkij = 0, Γiij = −
ϕ,xj
ϕ
, Γkii = εiεk

ϕ,xk
ϕ

e Γiii = −ϕ,xi
ϕ

são os śımbolos de Christoffel na métrica gB, i, j, k = 1, 2, . . . , n. Assim,

(HessgBh)ij = h,xixj + ϕ−1(ϕ,xih,xj + ϕ,xjh,xi)− δijεi
∑
k

εkϕ
−1ϕ,xkh,xk ,

= αiαjh
′′ + (2αiαj − δijεi||α||2)ϕ−1ϕ′h′. (3-27)

O Laplaciano ∆f =
∑

k ϕ
2εk(HessgBf)kk de f com respeito a gB é

∆f = ||α||2ϕ2(f ′′ − (n− 2)ϕ−1ϕ′f ′). (3-28)

Por outro lado, as expressões de 〈∇f,∇h〉 e |∇f |2 na métrica conforme gB são
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dadas por

〈∇f,∇h〉 = ϕ2
∑
k

εkf,xkh,xk = ||α||2ϕ2f ′h′,

|∇f |2 = ϕ2
∑
k

εkf
2
,xk

= ||α||2ϕ2(f ′)2.
(3-29)

Então substituindo (3-26), (3-28) e (3-29) em (3-22) obtemos (3-5).

Agora, para i 6= j, obtemos por (3-23) e (3-27) que

αiαj

(
h′′ + 2

ϕ′h′

ϕ

)
= 0.

Se existir i, j, i 6= j tal que αiαj 6= 0, então

h′′ + 2
h′ϕ′

ϕ
= 0,

que é a equação (3-3). E para i = j, substituindo (3-26), (3-27) e (3-29) em (3-23)

obtemos (3-4).

Agora, precisamos considerar o caso αk0 = 1, αk = 0 para k 6= k0. Nesse caso,

substituindo (3-26), (3-27) e (3-29) em (3-23) obtemos que[
εk0(n− 1)(2ϕϕ′′ − n(ϕ′)2) +

λF
f 2
− 2d

f
εk0(ϕ

2f ′′ − (n− 2)ϕϕ′f ′)+

−εk0
d(d− 1)

f 2
ϕ2(f ′)2 − ρ

] εi
ϕ2

= −εiεk0
ϕ′

ϕ
h′,

para i 6= k0, isto é, αi = 0, e

[
εk0(n− 1)(2ϕϕ′′ − n(ϕ′)2) +

λF
f 2
− 2d

f
εk0(ϕ

2f ′′ − (n− 2)ϕϕ′f ′)+

−εk0
d(d− 1)

f 2
ϕ2(f ′)2 − ρ

]εk0
ϕ2

= h′′ +
ϕ′

ϕ
h′,

para i = k0, isto é, αk0 = 1.

Porém, essas equações são equivalentes as equações (3-3) e (3-4). O caso ||α||2 =

0, segue se fizermos ||α||2 = 0 em (3-4) e (3-5). Isso completa a demonstração.

Prova do Teorema 3.6 : Caso a): Como ρ = 0 e h′ 6= 0 nós obtemos pelas equações

(3-4) e (3-5) do Teorema 3.3 que
ϕ′

ϕ
= −f

′

f
.
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Integrando esta equação temos

f(ξ) =
k2

ϕ(ξ)
, (3-30)

para k2 ∈ R \ {0}, que é a equação (3-8).

Integrando a equação (3-3), temos

h′(ξ) =
k1

ϕ2(ξ)
, (3-31)

para k1 6= 0, e então

h(ξ) = k1

∫
1

ϕ2(ξ)
dξ,

que é a equação (3-9).

Substituindo a equação (3-31) em (3-4) e considerando (3-30), obtemos a

seguinte equação diferencial ordinária

ϕ2ϕ′′ − (n+ d)

2
ϕ(ϕ′)2 +

k1

2(n+ d− 1)
ϕ′ = − ϕ3λF

k2
2||α||2

, (3-32)

que é a equação (3-10). A implicação contrária segue por substituição das funções

obtidas.

Caso b): Como no Caso a), as expressões (3-11) e (3-12) aparecem de maneira

análoga. Agora, como λF = 0, a equação diferencial (3-32) fica

ϕ2ϕ′′ − (n+ d)

2
ϕ(ϕ′)2 +

k1

2(n+ d− 1)
ϕ′ = 0. (3-33)

Considerando ϕ(ξ)−
n+d
2

+1 = v(ξ), obtemos por (3-33) a seguinte condição equivalente

v′′(ξ) +
k1

2(n+ d− 1)
v′(ξ)v(ξ)

4
n+d−2 = 0. (3-34)

Integrando (3-34) obtemos

v′(ξ) +
k1(n+ d− 2)

2(n+ d+ 2)(n+ d− 1)
v(ξ)

n+d+2
n+d−2 = k3, k3 ∈ R.

Assim,

−
∫

1
k1(n+d−2)

2(n+d+2)(n+d−1)
v(ξ)

n+d+2
n+d−2 − k3

dv = ξ + k4, k4 ∈ R.

E então

(n+ d− 1)(n+ d+ 2)

∫
ϕdϕ

k1 − 2k3(n+d−1)(n+d+2)
n+d−2

ϕ
n+d
2

+1
= ξ + k4,
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que é a equação (3-13) do Teorema 3.6. A implicação contrária segue por substituição

das funções obtidas.

Caso c): Como h′ = 0 e λF = ρ = 0, temos pelas equações (3-4) e (3-5) do

Teorema 3.3 que

(n− 1)(2ϕϕ′′ − n(ϕ′)2)− 2
d

f
(ϕ2f ′′ − (n− 2)ϕϕ′f ′)− d(d− 1)

f 2
ϕ2(f ′)2 = 0,

que é equivalente a(
f ′

f
− (n− 2)

(d+ 1)

ϕ′

ϕ

)2

+
2

d+ 1

(
f ′

f
− (n− 2)

(d+ 1)

ϕ′

ϕ

)′
+

(n+ d− 1)

d(d+ 1)2

(
n

(
ϕ′

ϕ

)2

− 2
ϕ′′

ϕ

)
= 0.

Considere

z =
f ′

f
− (n− 2)

(d+ 1)

ϕ′

ϕ
,

então temos

z2 +
2

d+ 1
z′ +

(n+ d− 1)

d(d+ 1)2

(
n

(
ϕ′

ϕ

)2

− 2
ϕ′′

ϕ

)
= 0. (3-35)

Recordemos que uma equação diferencial ordinária é dita de Ricatti se apre-

senta a forma

z(ξ)′ = f2(ξ)z(ξ)2 + f1(ξ)z(ξ) + f0(ξ), (3-36)

onde f0, f1 e f2 são funções suaves em R, e pelo Teorema de Picard, dado uma solução

particular z0 de (3-36), a solução geral é dada por

z(ξ) = z0(ξ) + Φ(ξ)

[
C −

∫
Φ(ξ)f2(ξ)dξ

]−1

,

onde

Φ(ξ) = exp
{∫

[2f2(ξ)z0(ξ) + f1(ξ)]dξ
}

e C = constante.

Observe que (3-35) é uma equação diferencial de Ricatti com

f1(ξ) = 0, f2(ξ) = −d+ 1

2
, f0(ξ) = −(n+ d− 1)

2d(d+ 1)

(
n

(
ϕ′

ϕ

)2

− 2
ϕ′′

ϕ

)
.

Então temos que

f ′(ξ)

f(ξ)
=

(n− 2)

(d+ 1)

ϕ′(ξ)

ϕ(ξ)
+ zp(ξ) +

e−(d+1)
∫
zp(ξ)dξ

d+1
2

∫
e−(d+1)

∫
zp(ξ)dξdξ + C

.
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Portanto,

f(ξ) = ϕ
n−2
d+1 e

∫
zpdξ

(∫
e−(d+1)

∫
zpdξdξ +

2

d+ 1
C

) 2
d+1

,

onde zp(ξ) é uma solução particular de (3-35). Essa expressão é a equação (3-15).

Agora, como h′ = 0, nós temos que h(ξ) = constante, que é a equação (3-14).

A implicação contrária segue por substituição das funções obtidas.

Caso d): Segue de maneira direta de (3-6) e (3-7). Isso completa a demons-

tração do Teorema 3.6.



CAṔITULO 4
Propriedades geométricas e anaĺıticas dos

solitons de Yamabe gradiente com

estrutura de produto torcido

Neste caṕıtulo, iremos apresentar uma série de resultados obtidos em [2, 3] em parceria

com Adriano, Pina e Barboza. Tais resultados descrevem propriedades geométricas e

anaĺıticas dos solitons de Yamabe gradiente (B ×f F, g, h̃, ρ), satisfazendo

scalgF = λF = constante, h̃ = h ◦ π, h ∈ C∞(B).

Como foi observado no Caṕıtulo 3, as condições acima são naturais e trazem a luz

infinitos exemplos de solitons de Yamabe gradiente. Tais exemplos servirão como guia

para investigarmos suas propriedades.

4.1 Teoremas de Rigidez

Primeiramente, recordemos o seguinte resultado (veja Lema 3.10).

Proposição 4.1. (Bn ×f F d, g, h̃, ρ) é um soliton de Yamabe gradiente se, e somente

se, (Bn, gB, h, λ) é um quase soliton de Yamabe gradiente com função soliton

λ = −λF
f 2

+
2d

f
∆f +

d(d− 1)

f 2
gB(∇f,∇f) + ρ, (4-1)

e curvatura escalar

scalgB =
1

f
gB(∇f,∇h) + λ. (4-2)

De modo a explorar as equações (4-1), (4-2), passaremos a investigar resultados

de trivialização das funções potencial h e função torção f . Como podemos observar,

os exemplos obtidos no caṕıtulo anterior apresentam uma caracteŕıstica em comum,

exceto nos casos em que h é constante, a função potencial h nunca atinge seu máximo

ou mı́nimo. Dito isso, podemos formular a seguinte conjectura:
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Conjectura. Não existe soliton de Yamabe gradiente (B ×f F, g, h̃, ρ) com função

potencial não constante que atinge seu máximo ou mı́nimo.

Na sequência, apresentamos uma resposta afirmativa para essa conjectura.

Teorema 4.2. Seja (B ×f F, g, h̃, ρ) um soliton de Yamabe gradiente. Se h atinge seu

máximo ou mı́nimo, então (B ×f F, g, h̃, ρ) é trivial.

Na literatura, o seguinte resultado é conhecido

Teorema 4.3. ([30]) Todo soliton de Yamabe gradiente compacto (Mn, g, h, ρ) é trivial.

Desse modo, como consequência do Teorema 4.2, fica provado que

Teorema 4.4. Todo soliton de Yamabe gradiente (B ×f F, g, h̃, ρ) com base compacta

é trivial.

A análise pode ser feita para função torção, nesse a seguinte questão é

pertinente

Questão. Existe soliton de Yamabe gradiente (B ×f F, g, h̃, ρ) com função torção não

constante que atinge seu máximo?(ou mı́nimo?)

A seguir, apresentamos uma resposta parcial e negativa para esta questão.

Teorema 4.5. Seja (B ×f F, g, h̃, ρ) um soliton de Yamabe gradiente com curvatura

escalar scalgB ≥ ρ − λF
f2

. Se f atinge seu máximo, então (B × F, g) é um produto

Riemanniano usual.

Teorema 4.6. Seja (B ×f F, g, h̃, ρ) um soliton de Yamabe gradiente com curvatura

escalar scalgB ≤ ρ − λF
f2

. Se f atinge seu mı́nimo, então (B × F, g) é um produto

Riemanniano usual.

Na sequência, é interessante saber em que condições um soliton de Yamabe

gradiente (B ×f F, g, ρ, h̃) tem base não compacta. Nesse sentido provamos que

Teorema 4.7. Seja (B×fF, g, h̃, ρ) um soliton de Yamabe gradiente com base completa

e

gB(∇ log f,∇h) = constante 6= 0,

então (Bn, gB) é isométrico ao espaço Euclideano usual (Rn, g0).

Nos últimos anos, muitos esforços foram dedicados a entender a geometria dos

solitons de Yamabe gradiente. Sob uma suposição na integral da curvatura de Ricci,

Wu [56] fornece uma estimativa para a curvatura escalar em função de ρ. Como citado

por Wu, seu resultado exclui a análise das variedades Einstein com curvatura constante

negativa. Observando essa lacuna, Chu melhorou tal resultado considerando um limite

inferior para o tensor de Bakry-Émery Ricci.



§4.1 Teoremas de Rigidez 83

Teorema 4.8. ([21]) Seja (Mn, g, h, ρ) um soliton de Yamabe gradiente completo não

compacto com

Ricg +Hessgh1 ≥ K, onde h1 =
h

2(n− 1)
,

para uma constante K ∈ R e considere R∗ = infM scalg.

(a) Se ρ > 0, então 0 ≤ R∗ ≤ ρ.

(b) Se ρ = 0, então R∗ = 0.

(c) Se ρ < 0, então ρ ≤ R∗ ≤ 0.

Pelos exemplos do caṕıtulo anterior, podemos observar que H3 ×f (S3 × H3)

(Exemplo 3.7) é um soliton de Yamabe gradiente expanding completo não compacto

com curvatura escalar constante −6. Isto é, satisfaz o item (c). Por outro lado, segue

da Proposição 1.9 que a expressão do tensor de Ricci para levantamentos L({p} ×H3)

é dado por

Ricg(V,W ) = −
(

2x
−8

7
3 + 40

49

)
g(V,W ), p ∈ S3,

que é ilimitado inferiormente. Então o Teorema 4.8 exclui os solitons (H3×f (S3×H3), g).

O próximo resultado melhora o Teorema 4.8 de modo a incluir o exemplo 3.7.

Teorema 4.9. Seja (M = Bn×f F d, g, h̃, ρ) um soliton de Yamabe gradiente completo

satisfazendo

RicgB +HessgBw ≥ K, onde w = −d log f − h

2(n+ d− 1)
, (4-3)

para K ∈ R e considere R∗ = infM scalg, ψ∗ = infB ψ, onde ψ = scalgB − λ e

λ = −λF
f 2

+
2d

f
∆f +

d(d− 1)

f 2
gB(∇f,∇f) + ρ.

(a) Se ρ > 0, então 0 ≤ R∗ ≤ ρ. Além disso, se ψ(x0) = ψ∗ = −ρ para algum

x0 ∈ B, então ψ ≡ −ρ, scalg = 0 e a função potencial h̃ pode ser expressa por

h̃(x) = −ρ
2
|x|2+〈b, x〉+c, onde b ∈ Rn+d, c ∈ R; por outro lado, se ψ(x0) = ψ∗ = 0

para algum x0 ∈ B, então ψ ≡ 0, a curvatura escalar scalg é constante positiva

e ∇h̃ é um campo Killing.

(b) Se ρ = 0, então R∗ = 0. Além disso, se ψ(x0) = ψ∗ = 0 para algum x0 ∈ B, então

ψ ≡ 0, scalg = 0 e ∇h̃ é um campo Killing.

(c) Se ρ < 0, então ρ ≤ R∗ ≤ 0. Além disso, se ψ(x0) = ψ∗ = 0 para algum x0 ∈ B,

então ψ ≡ 0, a curvatura escalar scalg é constante negativa e ∇h̃ é um campo

Killing; por outro lado, se ψ(x0) = ψ∗ = −ρ para algum x0 ∈ B, então ψ ≡ −ρ,

scalg = 0 e a função potencial h̃ pode ser expressa por h̃(x) = −ρ
2
|x|2 + 〈b, x〉+ c

onde b ∈ Rn+d, c ∈ R.
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Além disso, obtemos as seguintes estimativas da função potencial.

Teorema 4.10. Sob as mesmas hipóteses do Teorema 4.9, temos

(a) Se ρ > 0, então h̃(x) ≥ −ρ
2
r(x)2 + c1r(x) + c2

(b) Se ρ ≤ 0, então h̃(x) ≥ c1r(x) + c2

onde r(x) denota a função distância partindo de um ponto p ∈M e c1, c2 ∈ R.

4.2 Estimativa de gradiente tipo Li-Yau para fun-

ção torção

As equações (4-1) e (4-2) da Proposição 4.1 nos mostram que estimativas para

função torção tem forte impacto na geometria do produto torcido. Como exemplo, con-

sidere (Hn, g−1) e (Rd, g0) o espaço Hiperbólico e o espaço Euclideano, respectivamente,

então não existe soliton de Yamabe gradiente expanding Hn×f Rd com ρ = −n(n− 1)

e |∇f | 6= 0, se f assume seu máximo.

Dito isso, visto que a condição para que f assuma seu máximo está relacionada

ao comportamento do seu gradiente, passaremos a investigar estimativas de gradiente

para f . Para tanto, considere a mudança f = v
2
d+1 , então (4-1) e (4-2) tomam a forma

∆wv −
1

dp
(scalgB − ρ)v − 1

dp
λFv

1−p = 0, (4-4)

onde w = − h
2d

e p = 4
d+1

.

A longo dessa seção focaremos nossa atenção em estimativas de gradiente para

função torção por meio das soluções positivas da equação não linear (4-4). Nossos

resultados seguem as ideias de P. Li e S.T. Yau em [38] .

Teorema 4.11. Seja (Bn ×f F d, g, h̃, ρ) um soliton de Yamabe gradiente completo

satisfazendo

RicgB +HessgBw −
1

m
dw ⊗ dw ≥ −K, ∆wscalgB ≤ θ, |∇scalgB | ≤ γ,

na bola B(p, 2R) ⊂ B, onde K ≥ 0, w = − h
2d

. Então para cada β ∈ (0, 1) com

β > 1− 4
d+1

a função torção f satisfaz as seguintes estimativas.

(a) Se λF < 0, temos

β
|∇f |2

f 2
− scalB − ρ
d(d+ 1)

− λF
d(d+ 1)f 2

≤ 4(n+m)

β(d+ 1)2
B+4

√
(n+m)C
2β(d+ 1)4

, em B(p,R),
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(b) Se λF ≥ 0, assuma que f é limitada em B(p, 2R), então

β
|∇f |2

f 2
− scalB − ρ

d(d+ 1)
− λF
d(d+ 1)f 2

≤ 4(n+m)

β(d+ 1)2

[
B +

λFM
d

]
+

+4

√
(n+m)(C +D)

2β(d+ 1)4
, em B(p,R),

onde

M = sup
B(p,2R)

f−2,

B =
(n+m)c2

1

4R2β(1− β)
+

(n− 1 +R
√
nK)c1 + c2 + 2c2

1

R2
,

C =
3β

2

[
n+m

4

(
γ

dp

)4
(1− β)2

β4
ε−1

] 1
3

+
β(n+m)

2
(1− ε)−1(1− β)−2K2+

+
θ(d+ 1)

4d
,

D =
β(n+m)

2(1− ε)(1− β)2

[(
(d+ 1)(β + 4

d+1
− 1)λFM

8d

)2

+

+
(d+ 1)(β + 4

d+1
− 1)KλFM

4d

]
,

c1, c2 são constantes positivas e ε ∈ (0, 1).

Tomando R→∞, obtemos a seguinte estimativa global para o gradiente.

Corolário 4.12. Seja (Bn×f F d, g, h̃, ρ) um soliton de Yamabe gradiente satisfazendo

RicgB +HessgBw −
1

m
dw ⊗ dw ≥ −K, ∆wscalgB ≤ θ, |∇scalgB | ≤ γ,

na bola B(p, 2R) ⊂ B, onde K ≥ 0, w = − h
2d

. Então para cada β ∈ (0, 1) com

β > 1− 4
d+1

, a função torção f satisfaz as seguintes estimativas.

(a) Se λF < 0, temos

β
|∇f |2

f 2
− scalB − ρ

d(d+ 1)
− λF
d(d+ 1)f 2

≤ 4

√
(n+m)C
2β(d+ 1)4

, em Bn,

(b) Se λF = 0, temos

β
|∇f |2

f 2
− scalB − ρ

d(d+ 1)
≤ 4

√
(n+m)C
2β(d+ 1)4

, em Bn,
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(c) Se λF > 0, assuma que f é limitada, então

β
|∇f |2

f 2
− scalB − ρ

d(d+ 1)
− λF
d(d+ 1)f 2

≤ 4M′λF (n+m)

dβ(d+ 1)2
+

+4

√
(n+m)(C +D)

2β(d+ 1)4
, em Bn,

onde

M′ = sup
B
f−2,

C =
3β

2

[
n+m

4

(
γ

dp

)4
(1− β)2

β4
ε−1

] 1
3

+
β(n+m)

2
(1− ε)−1(1− β)−2K2+

+
θ(d+ 1)

4d
,

D =
β(n+m)

2(1− ε)(1− β)2

[(
(d+ 1)(β + 4

d+1
− 1)λFM

8d

)2

+

+
(d+ 1)(β + 4

d+1
− 1)KλFM

4d

]

e ε ∈ (0, 1).

Como aplicação obtemos os seguintes resultados.

Corolário 4.13. Não existe soliton de Yamabe gradiente completo (Bn ×f F d, g, h̃, ρ)

satisfazendo

RicgB +HessgBw−
1

m
dw⊗ dw ≥ 0, scalgB = cte ≤ ρ, λF < 0, onde w = − h

2d
.

Corolário 4.14. Não existe soliton de Yamabe gradiente completo (Bn ×f F d, g, h̃, ρ)

satisfazendo

RicgB +HessgBw−
1

m
dw⊗ dw ≥ 0, scalgB = cte < ρ, λF = 0, onde w = − h

2d
.

Observação 4.15. O Corolário 4.13 e o Corolário 4.14 produzem fortes restrições na

construção dos solitons de Yamabe gradiente. Por exemplo, considere M̂ = R ×f Hd,

então não existe soliton de Yamabe gradiente completo shrinking ou steady em M̂ , com

função potencial satisfazendo

h′′ +
h′2

2d
≤ 0.
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No caso de soliton trivial, o exemplo anterior nos traz a luz que a variedade

produto Rn ×Hd não admite métrica produto torcido g completa com scalg ≥ 0.

4.3 Demonstração dos Resultados principais

Prova do Teorema 4.2 : Pelo Lema 3.10, temos que

(scalgB − λ)gB = HessgBh e scalgB − λ =
〈∇f,∇h〉

f
. (4-5)

Combinando essas equações, obtemos

∆h− 〈∇w,∇h〉 = 0, (4-6)

onde w = ln fn.

Agora, considere x0 o ponto onde h atinge seu máximo h0, e defina

Ω0 := {x ∈ B ; h(x) = h0},

Ω0 é fechado e não vazio visto que x0 ∈ Ω0. Considere y ∈ Ω0, então aplicando o

prinćıpio do máximo (Teorema 1.12) a equação (4-6), obtemos que h(x) = h0 em uma

vizinhança de y, dessa forma Ω0 é aberto. Uma vez que Ω0 é aberto e fechado, temos

que B = Ω0 ∪Ωc
0 é uma cisão para B. Pela conexidade de B tem-se Ωc

0 = ∅, ou seja, h

é constante. O caso em que h atinge seu mı́nimo é análogo.

Prova do Teorema 4.5 : Utilizando mais uma vez o Lema 3.10, obtemos que

scalgB +
λF
f 2
− 2d

f
∆f − d(d− 1)

|∇f |2

f 2
− ρ =

〈∇f,∇h〉
f

. (4-7)

Como scalgB ≥ ρ− λF
f2

, temos pela equação (4-7) que

∆f + 〈∇w,∇f〉 =
(SB − ρ)f 2 + λF

2fd
≥ 0, (4-8)

onde w = h
2d

+ ln f
d−1
2 .

Considere x0 o ponto onde f atinge seu máximo f0 e defina

Ω0 := {x ∈ B ; f(x) = f0},

Ω0 é fechado e não vazio, visto que x0 ∈ Ω0. Considere y ∈ Ω0, então aplicando o

prinćıpio do máximo (Teorema 1.12) a equação (4-8), obtemos que f(x) = f0 em uma
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vizinhança de y, dessa forma Ω0 é aberto. Uma vez que Ω0 é aberto e fechado, temos

pela conexidade de B que Ωc
0 = ∅, ou seja, f é constante.

Prova do Teorema 4.6 : Análoga a demonstração do Teorema 4.5.

Prova do Teorema 4.7 : Considere θ = 〈∇ log f,∇h〉, então utilizando o Lema

3.10, obtemos θgB = HessgBh. O resultado segue do seguinte lema:

Lema 4.16. ([49], Teorema 1) Seja (Nn, g) uma variedade completa. Suponha que

exista uma função diferenciável h : N → R satisfazendo Hessgh = θg para uma

constante θ 6= 0. Então Nn é isométrico ao espaço Euclideano Rn.

Prova do Teorema 4.9 : Como (Bn×F d, g, h̃, ρ) é um soliton de Yamabe gradiente,

temos pela Proposição 1.18 que

(n+ d− 1)∆scalg +
1

2
g(∇scalg,∇h̃) + scalg(scalg − ρ) = 0. (4-9)

Por outro lado, segue do Lema 3.10 que

scalg = π∗
[
scalgB +

λF
f 2
− 2d

∆f

f
− d(d− 1)

f 2
gB(∇f,∇f)

]
,

= π∗scalgB + π∗ρ− π∗λ.
(4-10)

Então combinando (4-9) e (4-10) juntamente com a Proposição 1.5, temos

(n+ d− 1)∆(scalgB − λ) +
d(n+ d− 1)

f
gB(∇(scalgB − λ),∇f)+

+
1

2
gB(∇(scalgB − λ),∇h) + (scalgB − λ+ ρ)(scalgB − λ) = 0.

De outro modo,

∆wψ = − 1

n+ d− 1
(ψ + ρ)ψ, (4-11)

onde ψ = scalgB − λ e w = −d log f − 2−1(n+ d− 1)−1h.

A hipótese (4-3) sobre o tensor de Bakry-Emery implica a seguinte estimativa

de volume (veja [47], Proposição 3.3):

V olw(Br) ≤ AeBr
2

, A,B ∈ R. (4-12)

Em particular,

lim inf
r→∞

log V olw(Br)

r2
≤ C <∞, C ∈ R.
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Agora, considere ψ− = max{−ψ, 0}, a igualdade (4-11) implica que

∆wψ− =
ψ2
− − ρψ−
n+ d− 1

.

Então aplicando o Teorema 12 em [49], com os parâmetros

a(x) = −ρ(n+ d− 1)−1, b(x) = (n+ d− 1)−1, σ = 2,

obtemos que a função ψ− é limitada superiormente, ou equivalentemente,

ψ∗ = inf
B
ψ > −∞.

A estimativa de volume (4-12) implica a validade do prinćıpio do máximo fraco

para o drifting Laplaciano ∆w (Teorema 1.15). Então existe uma sequência {xk} tal

que

ψ(xk)→ ψ∗ ∆wψ(xk) ≥ −
1

k
,

e tomando o limite em (4-11) ao longo de {xk}, tem-se

(ψ∗ + ρ)ψ∗ ≤ 0. (4-13)

Caso I: ρ > 0. Obviamente a desigualdade (4-13) implica −ρ ≤ ψ∗ ≤ 0.

Assim, 0 ≤ R∗ ≤ ρ. Assuma agora que ψ(x0) = ψ∗ = −ρ, onde x0 ∈ B, então, pela

equação (4-11), a função não negativa l(x) = ψ(x) + ρ satisfaz

∆wl −
ρ

n+ d− 1
l = − l2

n+ d− 1
≤ 0. (4-14)

Considere

Ω0 := {x ∈ B ; l(x) = 0},

Ω0 é fechado e não vazio, visto que x0 ∈ Ω0. Considere y ∈ Ω0, então aplicando o

prinćıpio do máximo (Teorema 1.13) a equação (4-14), obtemos que l(x) = 0 em uma

vizinhança de y, dessa forma Ω0 é aberto. Uma vez que Ω0 é aberto e fechado, temos pela

conexidade de B que Ωc
0 = ∅, ou seja, l(x) ≡ 0. Portanto ψ ≡ −ρ, ou equivalentemente,

scalg = 0.

Combinando scalg = 0 com a equação (1-4), tem-se

− ρg = Hessgh̃. (4-15)

Assim, pelo Lema 4.16, temos que Bn ×f F d é isométrico ao espaço Euclideano Rn+d,
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e resolvendo a equação (4-15), obtemos

h̃(x) = −ρ
2
|x|2 + 〈b, x〉+ c, b ∈ Rn+d, c ∈ R,

o que prova a primeira afirmação do item (a).

De maneira análoga, se ψ(x0) = ψ∗ = 0 para algum x0 ∈ B, deduzimos que

ψ ◦ π = scalg − ρ ≡ 0, e então, scalg é positiva constante e ∇h̃ é um campo de Killing.

Caso II: ρ = 0. Obviamente a desigualdade (4-13) implica ψ∗ = 0. Assim,

R∗ = 0. Assuma agora que ψ(x0) = ψ∗ = 0, onde x0 ∈ B, então pela equação (4-11), a

função não negativa ψ satisfaz

∆wψ = − 1

n+ d− 1
ψ2 ≤ 0.

Pelo prinćıpio do Máximo, conclúımos que ψ ◦ π = scalg ≡ 0, e então ∇h̃ é um campo

de Killing, o que conclui a prova do item (b).

Caso III: ρ < 0. Obviamente a desigualdade (4-13) implica 0 ≤ ψ∗ ≤ −ρ.

Assim, ρ ≤ R∗ ≤ 0. Assuma agora que ψ(x0) = ψ∗ = 0, onde x0 ∈ B, então pela

equação (4-11), temos que

∆wψ +
ρ

n+ d− 1
ψ = − ψ2

n+ d− 1
≤ 0.

Como ψ(x) ≥ ψ∗ = 0, pelo prinćıpio do máximo, conclúımos que ψ ◦π = scalg−ρ ≡ 0,

e então, scalg é negativa constante e ∇h̃ é um campo de Killing, o que prova a primeira

afirmação do item (3).

De maneira análoga, assuma que ψ(x0) = ψ∗ = −ρ para algum x0 ∈ B, então

novamente pelo prinćıpio do máximo deduzimos que ψ ≡ −ρ, ou equivalentemente,

scalg = 0.

Combinando scalg = 0 com a equação (1-4), obtemos

− ρg = Hessgh̃. (4-16)

Assim, pelo Lema 4.16, obtemos que Bn×f F d é isométrico ao espaço Euclideano Rn+d,

e resolvendo a equação (4-16) obtemos

h̃(x) = −ρ
2
|x|2 + 〈b, x〉+ c, b ∈ Rn+d, c ∈ R.
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Prova do Teorema 4.10 : Seja r(x) := r(x, x0) a função distância a partir de x0 e

considere α(s) : [0, r] → M uma geodésica minimizante partindo do ponto x0 = α(0),

então

d

ds

∣∣∣
r
h̃(α(s)) = g(∇h̃, α′(r)),

=

∫ r

0

d

ds
g(∇h̃, α′(s))ds+ g(∇h̃, α′(0)),

=

∫ r

0

Hessgh̃(α′, α′)ds+ g(∇h̃, α′(0)).

Pelo Teorema 4.9 obtemos que

Hessgh̃(α′, α′) = scalg − ρ ≥


−ρ se ρ > 0;

0 se ρ ≤ 0.

Assim,

d

ds

∣∣∣
r
h̃(α(s)) ≥


−ρr + g(∇h̃, α′(0)) se ρ > 0;

g(∇h̃, α′(0)) se ρ ≤ 0.

Integrando as equações acima ao longo de α(s) obtemos o Teorema 4.10.

Prova do Teorema 4.11 : Pelo Lema 3.10, a função potencial h e a função torção

f devem satisfazer

scalgB =
1

f
gB(∇f,∇h)− λF

f 2
+

2d

f
∆f +

d(d− 1)

f 2
gB(∇f,∇f) + ρ. (4-17)

Então, considerando a mudança f = v
2
d+1 em (4-17), obtemos

∆wv −
1

dp
(scalgB − ρ)v − 1

dp
λFv

1−p = 0, (4-18)

onde

w = − h

2d
, p =

4

d+ 1
.

Seja v uma solução positiva da equação (4-18) e por simplicidade considere

gB = 〈·, ·〉 = | · |2, então u = log v satisfaz

∆wu = (β − 1)|∇u|2 −F ,



§4.3 Demonstração dos Resultados principais 92

onde

F = β|∇u|2 − 1

dp
(scalgB − ρ)− λF

dp
e−pu, β ∈ (0, 1).

Agora, considere a função bump ξ satisfazendo

ξ(r) =


1 se r ∈ [0, 1]

0 se r ∈ [2,∞)

, −c1 ≤
ξ′(r)

ξ
1
2 (r)

≤ 0, −c2 ≤ ξ′′(r), c1, c2 ∈ (0,∞),

e defina

ψ(x) = ξ

(
r(x)

R

)
,

onde r(x) é a função distância a partir de p. Usando um argumento devido a Calabi

[16]( veja também Cheng e Yau [19]), podemos assumir sem perda de generalidade

que a função ψ é diferenciável em B(p, 2R). Então a função definida por G = ψF é

diferenciável em B(p, 2R).

Seja x0 ∈ B(p, 2R) o ponto no qual G atinge seu máximo Gmax, e suponha que

Gmax > 0 (do contrário a prova se torna trivial). No ponto x0, nós temos

∇(G) = ψ∇F + F∇ψ = 0.

Com isso,

0 ≥ ∆wG,

= ψ∆wF + F∆wψ + 2〈∇ψ,∇F〉,

= ψ∆wF + F∆wψ − 2F |∇ψ|
2

ψ
.

(4-19)

De modo a estimar o lado direito de (4-19) nós provamos o seguinte lema.

Lema 4.17. Seja (Bn, gB) uma variedade completa não compacta satisfazendo

RicgB +HessgBw −
1

m
dw ⊗ dw ≥ −K, (4-20)

na bola B(p, 2R), onde K ≥ 0, w = − h
2d

, e considere F e ψ como anteriormente, então

temos
|∇ψ|2

ψ
≤ c2

1

R2
, (4-21)

∆wψ ≥ −
(n− 1 +R

√
nK)c1 + c2

R2
, (4-22)
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∆wF ≥ 2β
(∆wu)2

n+m
+

2(β − 1)

dp
〈∇u,∇scalgB〉 −

2(β − 1)λF
d

e−pu|∇u|2+

−2〈∇u,∇F〉 − 2βK|∇u|2 − ∆wscalgB
dp

− λF
d
e−pu

[
(p− β + 1)|∇u|2 + F

]
.

(4-23)

Prova do Lemma 4.17 : A equação (4-21) segue do cálculo

|∇ψ|2

ψ
=

1

ξ

〈
ξ′
∇r
R
, ξ′
∇r
R

〉
=

(ξ′)2

ξ

1

R2
〈∇r,∇r〉 ≤ c2

1

R2
.

Agora, sob a hipótese (4-20), Qian demonstrou a seguinte estimativa ([50]):

∆wr
2 ≤ n

(
1 +

√
1 +

4Kr2

n

)
,

o qual implica

∆wr =
1

2r

(
∆wr

2 − 2|∇r|2
)
,

≤ n− 2

2r
+
n

2r

(
1 +

√
1 +

4Kr2

n

)
,

=
n− 1

r
+
√
nK.

Então, temos que

∆wψ =
ξ′′(r)|∇r|2

R2
+
ξ′(r)∆wr

R
≥ −(n− 1 +R

√
nK)c1 + c2

R2
,

o que prova (4-22).

Recordemos que a fórmula de Bochner para o tensor de m-Bakry-Émery é dada

por

1

2
∆w|∇u|2 = |Hessu|2 + 〈∇u,∇∆wu, 〉+Ricmw (∇u,∇u) +

1

m
|〈∇u,∇w〉|,

onde Ricmw := Ric+Hessw − 1
m
dw ⊗ dw. Logo, pela hipótese (4-20), obtemos que

1

2
∆w|∇u|2 ≥

(∆wu)2

n+m
+ 〈∇u,∇∆wu〉 −K|∇u|2.
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Assim,

∆wF = β∆w|∇u|2 −
1

dp
∆wscalgB −

λF
dp

∆we
−pu,

≥ 2β
(∆wu)2

n+m
+ 2β〈∇u,∇∆wu〉 − 2βK|∇u|2+

− 1

dp
∆wscalgB −

λF
d
e−pu(p|∇u|2 −∆wu).

Observe que

2β〈∇u,∇∆wu〉 = 2β〈∇u,∇
[(

1− 1

β

)(
1

dp
(scalgB − ρ) +

λF e
−pu

dp

)
− F
β

]
〉,

= 2β

(
1− 1

β

)
1

dp
〈∇u,∇scalgB〉+ 2β

(
1− 1

β

)
λF
dp
〈∇u,∇e−pu〉+

− 2〈∇u,∇F〉,

= 2(β − 1)
1

dp
〈∇u,∇scalgB〉 −

2(β − 1)λF
d

e−pu|∇u|2 − 2〈∇u,∇F〉,

e

λF
d
e−pu(p|∇u|2 −∆wu) =

λF
d
e−pu

[
p|∇u|2 − (β − 1)|∇u|2 + F

]
,

=
λF
d
e−pu

[
(p− β + 1)|∇u|2 + F

]
.

Assim, temos que

∆wF ≥ 2β
(∆wu)2

n+m
+

2(β − 1)

dp
〈∇u,∇scalgB〉 −

2(β − 1)λF
d

e−pu|∇u|2 − 2〈∇u,∇F〉+

−2βK|∇u|2 − ∆wscalgB
dp

− λF
d
e−pu

[
(p− β + 1)|∇u|2 + F

]
,

o que completa a demonstração do lema.

Prosseguindo, usando o Lema 4.17 e a equação (4-19), obtemos que

ψ

(
2β

(∆wu)2

n+m
+ 2(β − 1)

1

dp
〈∇u,∇scalgB〉 −

2(β − 1)λF
d

e−pu|∇u|2 − 2〈∇u,∇F〉+

−2βK|∇u|2 − ∆wscalgB
dp

− λF
d
e−pu

[
(p− β + 1)|∇u|2 + F

])
≤ FH,
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onde

H =

(
(n− 1 +R

√
nK)c1 + c2 + 2c2

1

R2

)
.

Como a função ψ satisfaz 0 ≤ ψ ≤ 1, deduzimos que

−2ψ〈∇u,∇F〉 = 2F〈∇u,∇ψ〉 ≥ −2F|∇u||∇ψ| ≥ −2c1

R
ψ

1
2F|∇u|.

Logo,

2βψ
(∆wu)2

n+m
+ 2(β − 1)

ψ

dp
〈∇u,∇scalgB〉 −

(β + p− 1)λFψ

d
e−pu|∇u|2+

−2c1

R
ψ

1
2F|∇u| − 2βψK|∇u|2 − ψ∆wscalgB

dp
− λFψ

d
e−puF ≤ FH.

(4-24)

Na sequência, vamos considerar os seguintes casos: λF < 0 e λF ≥ 0.

Caso (a): λF < 0. A hipótese

∆wscalgB ≤ θ(2R), |∇scalgB | ≤ γ(2R).

juntamente com a equação (4-24) produz a seguinte desigualdade

2βψ
(∆wu)2

n+m
+ 2(β − 1)

ψ

dp
γ|∇u| − 2c1

R
ψ

1
2F|∇u| − 2βψK|∇u|2 − θψ

dp
≤ FH.

Multiplicando ambos os lados da equação acima pela função ψ e usando o fato

0 ≤ ψ(x) ≤ 1,

obtemos

2β
(ψ∆wu)2

n+m
+ 2(β − 1)

ψ
1
2

dp
γ|∇u| − 2c1

R
ψ

3
2F|∇u| − 2βψK|∇u|2 − θ

dp
≤ ψFH.

Agora, considere

y = ψ|∇u|2, z = ψ

(
1

dp
(scalgB − ρ) +

λF
dp
e−pu

)
.

Então

2β

n+m

{
(y − z)2 +

(β − 1)γ(n+m)y
1
2

βdp
− (n+m)c1

R
y

1
2

(
y − z

β

)
+

−(n+m)Ky
}
≤ ψFH +

θ

dp
.
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Por um argumento devido a Li e Yau ([38], pg.161-162), temos

(y − z)2 − (n+m)c1R
−1y

1
2

(
y − z

β

)
− (n+m)Ky − (n+m)

(
1

β
− 1

)
γ

dp
y

1
2 ≥

≥
(

1

β

)−2(
y − z

β

)2

− (n+m)2

8
c2

1

(
1

β

)2(
1

β
− 1

)−1

R−2

(
y − z

β

)
− 3

4
4−

1
3 ×

×(n+m)
4
3

[(
γ

dp

)4(
1

β
− 1

)2(
1

β

)2

ε−1

] 1
3

− (n+m)2

4
(1− ε)−1

(
1

β
− 1

)−2

×

×
(

1

β

)2

K2.

para todo 0 < ε < 1.

Assim, em nosso contexto obtemos

2β

n+m

{
(βy − z)2 − (n+m)2c2

1

8R2β2(1− β)
(βy − z)− 3

4
4−

1
3 (n+m)

4
3 ×

×

[(
γ

dp

)4
(1− β)2

β4
ε−1

] 1
3

− (n+m)2

4
(1− ε)−1(1− β)−2K2

}
≤

≤ (βy − z)H +
θ

dp
.

Logo,
2β

n+m
(ψF)2 − B(ψF)− C ≤ 0,

onde

B =
(n+m)c2

1

4R2β(1− β)
+H,

C =
3β

2

[
n+m

4

(
γ

dp

)4
(1− β)2

β4
ε−1

] 1
3

+
β(n+m)

2
(1− ε)−1(1− β)−2K2 +

θ

dp
.

Agora, pela desigualdade az2 − bz ≤ c, conclúımos que

z ≤ 2b

a
+

√
c

a
.

Então,

sup
x∈B(p,R)

F(x) ≤ (ψF)(x0) ≤ n+m

β
B +

√
n+m

2β
C

1
2 ,
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e assim

β|∇u|2 − 1

dp
(scalgB − ρ)− λF

dp
e−pu ≤ n+m

β
B +

√
n+m

2β
C

1
2 .

Substituindo de volta a função u = log f
d+1
2 na equação acima, obtemos a

desigualdade desejada no caso λF < 0.

Caso (b): λF ≥ 0. A hipótese

∆wscalgB ≤ θ(2R), |∇scalgB | ≤ γ(2R).

juntamente com a equação (4-24) produz

2βψ
(∆wu)2

n+m
+ 2(β − 1)

ψ

dp
γ|∇u| − (β + p− 1)λFψ

d
e−pu|∇u|2 − 2c1

R
ψ

1
2F|∇u|+

−2βψK|∇u|2 − ψ θ

dp
− λFψ

d
e−puF ≤ FH.

Multiplicando ambos os lados da equação acima pela função ψ e usando o fato

0 ≤ ψ(x) ≤ 1,

obtemos

2β
(ψ∆wu)2

n+m
+ 2(β − 1)

ψ
1
2

dp
γ|∇u| − (β + p− 1)λFψ

d
M|∇u|2 − 2c1

R
ψ

3
2F|∇u|+

−2βψK|∇u|2 − ψ θ

dp
− λFψ

d
MF ≤ ψFH,

onde M = supB(p,2R) e
−pu.

Agora, considere

y = ψ|∇u|2, z = ψ

(
1

dp
(scalgB − ρ) +

λF
dp
e−pu

)
.

Logo,

2β

n+m

{
(y − z)2 − c1(n+m)

R
y

1
2

(
y − z

β

)
+ (n+m)

(β − 1)

β

y
1
2

dp
γ +

−(n+m)

[
(β + p− 1)λF

2dβ
M+K

]
y

}
≤ ψF

[
H +

λFM
d

]
+

θ

dp
.
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Assim,

2β

n+m
(ψF)2 −

{
B +

λFM
d

}
(ψF)−

{
C +

β(n+m)

2(1− ε)(1− β)2

[(
(β + p− 1)λFM

2dp

)2

+

+
K(β + p− 1)λFM

dp

]}
≤ 0,

ou seja,

ψF ≤ n+m

β

[
B +

λFM
d

]
+

√
n+m

2β
(C +D)

1
2 ,

onde

D =
β(n+m)

2(1− ε)(1− β)2

[(
(β + p− 1)λFM

2dp

)2

+
K(β + p− 1)λFM

dp

]
.

Dessa forma,

β|∇u|2 − 1

dp
(scalgB − ρ)− λF

dp
e−pu ≤ n+m

β

[
B +

λFM

d

]
+

√
n+m

2β
(C +D)

1
2 ,

Analogamente ao caso anterior, a substituindo da função u = log f
d+1
2 implica

a desigualdade desejada no caso λF ≥ 0.
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Mathematica, 156(1):153–201, 1986.

[39] Lieb, E. H.; Loss, M. Analysis, volume 14 of graduate studies in mathema-

tics. American Mathematical Society, Providence, RI,, 4, 2001.

[40] Munn, M. Alexandrov spaces with large volume growth. Journal of Mathema-

tical Analysis and Applications, 419(1):525–540, 2014.



§BIBLIOGRAFIA 102

[41] Neto, B. L.; Pina, R. Invariant solutions for the static vacuum equation.

Journal of Mathematical Physics, 58(7):072502, 2017.

[42] Neto, B. L.; Tenenblat, K. On gradient yamabe solitons conformal to a

pseudo-euclidian space. Journal of Geometry and Physics, 123:284–291, 2018.

[43] Nirenberg, L. On elliptic partial differential equations. Annali della Scuola

Normale Superiore di Pisa-Classe di Scienze, 13(2):115–162, 1959.

[44] Ohta, S.-i. On the measure contraction property of metric measure spaces.

Commentarii Mathematici Helvetici, 82(4):805–828, 2007.

[45] Ohta, S.-i. Finsler interpolation inequalities. Calculus of Variations and Partial

Differential Equations, 36(2):211–249, 2009.

[46] O’neill, B. Semi-Riemannian geometry with applications to relativity, volume

103. Academic press, 1983.

[47] Pigola, S.; Rigoli, M.; Rimoldi, M.; Setti, A. G. Ricci almost solitons.

Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa-Classe di Scienze, 10(4):757–799, 2011.

[48] Pigola, S.; Rigoli, M.; Setti, A. G. Vanishing and finiteness results in

geometric analysis: a generalization of the Bochner technique, volume 266.

Springer Science & Business Media, 2008.

[49] Pigola, S.; Rimoldi, M.; Setti, A. G. Remarks on non-compact gradient

ricci solitons. Mathematische Zeitschrift, 268(3-4):777–790, 2011.

[50] Qian, Z. A comparison theorem for an elliptic operator. Potential Analysis,

8(2):137–142, 1998.

[51] Schoen, R.; Yau, S. Lectures on differential geometry, vol. 1 of conference

proceedings and lecture notes in geometry and topology. International Press,

1994.

[52] Shen, Y.-B.; Shen, Z. Introduction to modern Finsler geometry. World

Scientific Publishing Company, 2016.

[53] Shen, Z. Volume comparison and its applications in riemann–finsler geome-

try. advances in mathematics, 128(2):306–328, 1997.

[54] Sturm, K.-T.; others. On the geometry of metric measure spaces i. Acta

mathematica, 196(1):65–131, 2006.



§BIBLIOGRAFIA 103

[55] Sturm, K.-T.; others. On the geometry of metric measure spaces ii. Acta

mathematica, 196(1):133–177, 2006.

[56] Wu, J.-Y. On a class of complete non-compact gradient yamabe solitons.

arXiv preprint arXiv:1109.0861, 2011.

[57] Xia, C. The gagliardo–nirenberg inequalities and manifolds of non-negative

ricci curvature. Journal of Functional Analysis, 224(1):230–241, 2005.

[58] Xia, C. The caffarelli-kohn-nirenberg inequalities on complete manifolds.

Mathematical Research Letters, 14(5):875–885, 2007.

[59] Xia, C.; others. Complete manifolds with nonnegative ricci curvature and

almost best sobolev constant. Illinois Journal of Mathematics, 45(4):1253–1259,

2001.

[60] Yamabe, H. On a deformation of riemannian structures on compact mani-

folds. Osaka Mathematical Journal, 12(1):21–37, 1960.

[61] Ye, R.; others. Global existence and convergence of yamabe flow. Journal

of Differential Geometry, 39(1):35–50, 1994.

[62] Zhu, S.-H. A volume comparison theorem for manifolds with asymptotically

nonnegative curvature and its applications. American Journal of Mathematics,

116(3):669–682, 1994.


