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Resumo

Tokura, Willian I.. Desigualdade de Caffarelli-Kohn-Nirenberg e
solitons de Yamabe gradiente. Goiania, 2019. 103p. Tese de Doutorado.
Insituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goiés.

Esta tese trata de dois problemas distintos. A saber, estudamos

(P1) Rigidez de espagos métricos que suportam a desigualdade de CKN;

(P2) Solitons de Yamabe gradiente com estrutura de produto torcido B xf F.

Para o primeiro problema, provamos que os espacos métricos com medida que
suportam a desigualdade de CKN tem crescimento de volume n-dimensional, isto é,
existe uma constante universal Cy > 0 tal que, m(B,(p)) > Cop™,Vz € M,p > 0.
Como aplicacao, obtemos Teoremas de Rigidez nos seguintes espacgos: Variedades
Riemannianas, Variedades de Finsler e Espacos de Alexandrov. Para o segundo
problema, considerando um soliton de Yamabe gradiente (B X F, g, h, p), obtemos
resultados de trivializagao para h e f assumindo hipéteses sobre B. Além disso, sob
uma hipdtese envolvendo a curvatura de Ricci da base Ric,,, provamos estimativas
para h, f e para curvatura escalar scal,, ademais, no caso particular da fungao
torcao, apresentamos uma bela obstrucao na construcao dos solitons de Yamabe
produto torcido. Por fim, utilizando as técnicas de solugoes invariantes, classificamos
os solitons de Yamabe gradientes com base conformemente plana steady que sao

invariantes pela acao do grupo de translagoes de codimensao 1.

Palavras—chave
Desigualdade de Caffarelli-Kohn-Nirenberg (CKN), Rigidez, Soliton de Ya-

mabe gradiente, Produto torcido, Curvatura escalar, Estimativa de gradiente.



Abstract

Tokura, Willian I.. CKN inequality and gradient Yamabe solitons.
Goiania, 2019. 103p. PhD. Thesis. Instituto de Matemaética e Estatistica,
Universidade Federal de Goias.

This thesis deals with two distinct problems. Namely, we study

(P1) Rigidity of metric spaces that support CKN inequality;

(P2) Gradient Yamabe solitons on top of warped product manifolds B x; F.

For the first problem, we prove that the metric measure spaces that support the
CKN inequality have n-dimensional volume growth, that is, there exists a universal
constant Cy > 0 such that, m(B.(p)) > Cop",Vz € M,p > 0. As application,
some rigidity theorems are obtained in the following spaces: Riemannian manifolds,
Finsler manifolds and Alexandrov spaces. For the second problem, taking a gradient
Yamabe soliton (B x ¢ F, g, h, p), we obtain triviality results for h and f by means of
some hypotheses on the base B. Furthermore, under a hypothesis involving the Ricci
curvature of the base Ric,,, we prove estimates for h, f and for scalar curvature
scaly, in addition, by means of a warping gradient estimates, we present a beautiful
obstruction in the construction of gradient Yamabe solitons on warped product
manifolds. Finally, by making use of invariant solution techniques, we classify all
steady gradient Yamabe solitons with a conformally flat base that is invariant by

the action of a codimension 1 translation group.

Keywords
Caffarelli-Kohn-Nirenberg (CKN) inequality, Rigidity, Gradient Yamabe soli-

tons, Warped product, Scalar curvature, Gradient estimates
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Introducao

O século XX iniciou-se com grandes avancgos na area de analise matemaética,
em especial na teoria de Equagoes Diferenciais Parciais. Em meados da década de
30, Sergei Sobolev iniciou os estudos de solucoes fracas para as equacoes hiperbdlicas
e a minimizacao de certas integrais variacionais do principio de Dirichlet. Durante
esse periodo, como ferramenta para resolver tais problemas, Sobolev introduziu o que
conhecemos atualmente como espago de Sobolev, o qual denotamos por D'P(R™).
Diante desse cendrio, as ideias de Sobolev se expandiram rapidamente por conta dos
inimeros modelos procedentes da fisica e das engenharias que poderiam ser investigadas
através de Equacoes Diferencias Parciais.

No estudo desse novo objeto D'(R"), assim como qualquer outro conceito
importante da matematica, surge o interesse por descrever suas propriedades. Dessa

forma, Sobolev em 1936 provou o seguinte resultado.

Teorema 0.1. Sejap € [1,n) e p* = n”—z), entao
DY(RY) o I (RY), (0-1)

ou seja, o espago de Sobolev pode ser incluido de maneira continua nos espagos de

Lebesgue. De outra maneira, a equacao (0-1) pode ser escrita como

(/n |u]p*dx>pl* < C’(/Rn |Vu|pdx>;, Vu € Cg°(R™), C eR. (0-2)

A desigualdade (0-2) é conhecida como desigualdade de Sobolev. A importancia da
desigualdade (0-2) reside no fato que, por ela é possivel extrair certas propriedades
para solucoes fracas no espaco LP" (R"), além de permitir extrair certas informacoes
sobre a funcao u por meio de sua derivada.

Como ficou claro depois de um tempo, certos modelos importantes ligados a
problemas fisicos que envolviam equagoes diferenciais parciais mais gerais, necessitavam

de desigualdades mais gerais que as obtidas por Sobolev. Nesse sentido, Emilio



Gagliardo [25] e Louis Nirenberg [43] obtiveram de maneira independente a seguinte

extensao para desigualdade de Sobolev.
Teorema 0.2. Sejam p € (1,n), s <r <q= ;% e0€[0,1], entdo
1—-6

</n ‘“'Td‘”f < C(/Rn |Vu|pdx>’9’</n |UI5d:v> T, VueCP(RY). (0-3)

Como podemos observar, as desigualdades (0-2) e (0-3) apresentam afinidade com

o espaco Euclideano R"™, visto que elas sao satisfeitas em R™. Observando essa
peculiaridade Ledoux [36] e Xia [57] iniciaram o estudo das variedades Riemannianas
que suportam a desigualdade de Sobolev e Gagliardo-Nirenberg, respectivamente. Os
autores provaram que as variedades com curvatura de Ricci nao negativa que suportam
tais desigualdades, sao muito proximas do espaco Euclideano R™. Mais precisamente,

considere

[lulls~°lIVull;

) [Vull,
u€CE (R™)\{0} [l ],

GN,,,(R") ™ =
pt(R") weCg (R\{0} ||u

> Sopt(}Rn)_1 -

Y
p*

as constantes 6timas para as desigualdades (0-3) e (0-2), respectivamente, onde ||-||, :=
(Jan | - [Pdz) %, entao toda variedade com Ricci nao negativo que suporta (0-2), ou entao
(0-3), no contexto Riemanniano, com constante C' préximo da constante 6tima definida
acima, ¢ difeomorfa ao espago Euclideano R"™; e no caso em que C' é igual a constante
otima temos que a variedade é isométrica a R".

Dentre as familias mais gerais de desigualdades, Caffarelli, Kohn e Nirenberg
(CKN) provam que, sob um regime de parametros n,p,q,r,«, 3,0 e a (veja Teorema

2.1), existe uma constante C' tal que

l1—a

(/ ymmurd:c)’l“ < c(/R \x]aqu\pd:v)z(/Rn yx\ﬁqyu\qcza;) T Yue C(RY).

Como podemos observar, essa desigualdade generaliza as desigualdades de Sobolev e

Gagliardo-Nirenberg.

Motivado pelos resultados acima de Ledoux e Xia, e pelo fato da desigualdade
de CKN depender apenas da funcao distancia e de uma medida, nos propomos a estudar
no Capitulo 2 dessa tese os espagos métricos com medida (X, d, m) que suportam a
desigualdade de CKN, como consequéncia, estendemos os resultados de Ledoux e Xia
para desigualdade de CKN em trés contextos: variedades Riemannianas, variedades
de Finsler e espagos de Alexandrov(veja Corolario 2.7, Corolario 2.8, Teorema 2.12,

Teorema 2.14, Teorema 2.17 e Teorema 2.19).



Na segunda parte deste trabalho, focamos nossa atencao para os solitons
de Yamabe gradiente com estrutura de produto torcido. Tais solitons sao pontos
estaciondrios do fluxo de Yamabe.

O estudo do fluxo de Yamabe iniciou-se em 1989 com o trabalho de Hamilton
28], onde o mesmo, definiu o fluxo de Yamabe como sendo uma equagao de evolugao
no espacgo das métricas Riemannianas, que sob varios aspectos se comporta como uma
equagao do calor nao-linear. Tal fluxo é descrito pela equagao:

%9 (4) = —seal,a(t). 0= 9(0). (04
onde scaly(y denota a curvatura escalar na métrica g(t).

Duas linhas de pesquisa derivaram deste artigo de Hamilton. A primeira tem
como objetivo entender o comportamento assintético e convergéncia do fluxo (0-4).
Essa direcao levou Hamilton a conjecturar inicialmente que dado uma métrica inicial
Jo, o0 fluxo convergia para uma métrica conforme de curvatura escalar constante. Isso
foi provado em alguns contextos, veja por exemplo [12, 61].

A segunda linha de pesquisa focou no estudo dos pontos (ou métricas) estacio-
nérias do fluxo (0-4), tais pontos estacionéarios gozam da propriedade de preservar a
geometria inicial gy ao longo do fluxo (0-4) e recebem o nome de solitons de Yamabe

gradiente.

Definigao 0.3. (M™, g, h,p) é um soliton de Yamabe gradiente se existir uma fun¢ao
diferencidvel h : M — R, tal que

(scaly — p)g = Hessy(h), peR", (0-5)

onde scaly denota a curvatura escalar na métrica g. Tal soliton € dito expanding, steady

e shirinking se p < 0, p =0, p > 0, respectivamente.

Em [13], Brozos-Vézquez et al. fornecem uma estrutura especial de produto

torcido para os solitons de Yamabe gradiente, este resultado estabelece que.

Teorema 0.4. ([13]) Um soliton de Yamabe gradiente (M™,g,h,p) com |Vh| # 0, é

localmente isométrico ao produto torcido

((_57 5)7 dt2> X |Vh| <Nn_1a gN) )
onde (N" 1 gy) € uma variedade semi-Riemanniana de curvatura escalar constante.

Por outro lado, de Sousa e Pina em [22], estudaram os solitons de Ricci

gradiente com estrutura de produto torcido e provaram que a funcao potencial depende



apenas da base ou a funcao torcao é constante. Utilizando a mesma técnica é possivel
provar tal fato no contexto dos solitons de Yamabe.

Estes resultados tornam interessante uma investigacao mais detalhada dos
solitons de Yamabe gradiente com estrutura de produto torcido B X ¢ I, com curvatura
escalar da fibra constante e fungao potencial dependendo apenas da base.

Recentemente, os espacos conformemente planos se tornaram de grande inte-
resse para exibir exemplos de solitons de Yamabe gradiente steady. Em [42], Neto e
Tenenblat trataram o caso (R", é go), onde gg é a métrica semi-Euclideana canénica, e
obtiveram as solucoes steady que sao invariantes pela acao do grupo de translagoes de
dimensdo (n — 1). A mesma técnica é usada para obter todas as solugoes invariantes
de solitons de Ricci gradiente steady, veja [9].

No Capitulo 3, motivados pelo trabalho de Neto [42], focaremos nossa atengao
para o produto torcido B"™ X ¢ F? onde a base é conforme ao espaco semi-Euclideano de
dimensao n, invariante pela acdo de um grupo de translagao (n—1)-dimensional e como
resultado, caracterizamos todos os solitons steady. Além disso, obtemos uma método
para construir infinitos exemplos explicitos de solitons de Yamabe gradiente steady
geodesicamente completo com base conforme ao espago de Lorentz (veja Exemplo 3.5).

No Capitulo 4, passamos a explorar resultados de rigidez de solitons de Yamabe
gradiente com estrutura de produto torcido, nosso ponto de partida é o seguinte

resultado (veja Lema 3.10),

Proposicao 0.5. (B" xy Fi g, 71, p) € um soliton de Yamabe gradiente se, e somente

se, (B",gp,h,\) € um quase soliton de Yamabe gradiente com fungdo soliton

A 2d d(d—1
P LN G P R (0-6)
7 7
e CUTUatU/TCL €SCCLZCL7’
1
scaly, = ?gB(Vf, Vh)+ A (0-7)

De modo a explorar as equagbes (0-6) e (0-7), passamos a combinar o principio do
maximo com tais equacgoes para obter resultados de trivializacao para as funcoes f e h.

Entre outras coisas, provamos que

Teorema 0.6. Todo soliton de Yamabe gradiente (B x ¢ F, g, ﬁ,p) com base compacta

¢ trivial, i.€. h € constante.

Além disso, trocando a hipétese de compacidade da base pela limitacao da

funcao f obtemos

Teorema 0.7. Seja (B x; F\ g, B,p) um soliton de Yamabe gradiente com curvatura

Ap , . . ,
escalar da base scaly, > p — T Se [ atinge seu mdximo, entao f € constante.



Prosseguindo, sob uma hipdtese envolvendo a curvatura de Ricci da base Ric,,,

provamos estimativas para h, f e para curvatura escalar scal,.

Ademais, no caso particular da funcao tor¢ao, apresentamos uma bela obstru-
¢ao na construcao dos Yamabe solitons produto torcido. Tais resultados estabelecem

que

Corolario 0.8. Ndo existe soliton de Yamabe gradiente completo (B"™ X Fi g, ;L,p)

satisfazendo

1 h
Ricy, + Hessgaw — —dw @ dw > 0,  scaly, = cte<p, Ap <0, onde w= ~5d
m
Corolério 0.9. Nao eziste soliton de Yamabe gradiente completo (B™ x; F?, g, fz,p)

satisfazendo

1 h
Ricy, + Hessgaw — —dw @ dw > 0,  scaly, = cte<p, Ap=0, onde w= ~5d
m

A fim de facilitar para o leitor que queira ler separadamente um dos temas,

dividimos esse trabalho seguindo a ordem de dependéncia descrita a seguir

[ Secao 1.4 } [ Secao 1.5 j [ Secao 1.6 Secao 1.1 [ Secao 1.2 } [ Secdo 1.3 j

Y
Secdo 1.4.1 /
A,

{ Capitulo 2:

Capltulo Jed:
Solitons de Yamabe
gradiente em B Xy I

Desigualdades
de CKN

I

Figura 1: Quadro de dependéncia dos conteudos dessa Tese.



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo, iremos estabelecer as notagoes e recordar alguns conceitos e
fatos, necessarios ao bom entendimento e desenvolvimento dos capitulos seguintes.
Omitiremos a demonstracao de alguns dos resultados, mas em todo o texto ficara
clara a referéncia para obter as justificativas.

De inicio, assumiremos que o leitor esteja familiarizado com no¢oes fundamen-
tais de geometria Riemanniana; como métrica, conexao, tensor, campo de vetores e

pullback.

1.1 Produto torcido semi-Riemanniano

Recordamos que um tensor métrico sobre uma variedade diferencidvel M é um

(0, 2)-tensor simétrico g sobre M, de modo que g, é ndo degenerado para todo p € M.

Definicao 1.1. Uma variedade semi-Riemanniana é um par (M,g), onde M é uma

variedade diferencidvel e g é um tensor métrico de indice' constante sobre M.

Sejam (B, gg), (F,gr) duas variedades semi-Riemannianas e considere uma

fungao diferencidvel f: B — (0, 00).

Definicao 1.2. ([46]) Um produto torcido (B X F,g) é uma variedade produto B X F,

munida do tensor métrico
g=7m"gp+ (fo W)QU*QF, (1-1)

onde m e o representam as projecoes de B x F sobre B e F', respectivamente.

Denotaremos tal variedade por B x; F' e chamaremos B de base e F' de fibra.

As seguintes consideragoes sao feitas.

1O fndice do tensor métrico g é a maior dimensao de um subespaco W de T, M de modo que V € W
satisfaz g(V, V) < 0.
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(a) Se f =1, dizemos que (B x F,g) é um produto Riemanniano usual.
(b) Para cada q € I, a aplicagao 7|(px{q}) ¢ uma isometria sobre 5.

(c) Paracada p € B, a aplicacdo 0|y}« ) € uma homotetia sobre F, com coeficiente

escalar f1.
(d) Se h € C®(B), entéo o levantamento de h para B x F ¢ definido por h = ho .

(e) SejaV e€T,B,pe€ Begqe F,entao o levantameto V de V para (p,q) é o tnico

vetor em T, 4 (B x F), tal que dn(V) = V.

(f) Para um campo X € I'(T'B), o levantamento de X para B x F é o campo X,

tal que o valor em (p, q) ¢é o levantamento de X, para (p, q).

(g) Se V € T,q(B x F), denotaremos por nor(V) € Ty (B x q) e tan(V) €
Tip.q)(p x F') as componentes de V' pela decomposicao T{,.q)(B x F) = T( ) (B %

q) @ T(p,q)(p x I).

(h) O espaco dos levantamentos de B ¢é denotado por £(B). De maneira similar,

denotamos por L(F) o espago dos levantamentos de F.

Observacao 1.3. Funcoes, vetores tangentes e campos diferencidveis sobre F' podem

ser levantados para B x F de maneira similar usando a projegcao o.

Uma vez que os conceitos de gradiente, Hessiana e Laplaciano de uma funcao

h : M — R sao recorrentes em geometria, vamos apresentar a seguir suas defini¢oes.

Definicao 1.4. Seja (M",g) uma variedade semi-Riemanniana e h € C*(M) uma

fungao diferenciavel em M, entao temos as sequintes defini¢oes:

o O gradiente de h, denotado por V,h, é dado por

dh(X) =g(V4h, X), VX eDl(TM).
e A Hessiana de h € dada por

Hessgh(X,Y) = g(VxVgh,Y).

e O Laplaciano de h, denotado por Ajh, é dado por

Agh =" g"Hess,h(Ey, Ey).

k.l



§1.1 Produto torcido semi-Riemanniano 16

Considere (B x F, g) uma variedade produto torcido e h : B — R uma fungao
diferenciavel em B. O resultado a seguir mostra a expressao do gradiente, da Hessiana

e do Laplaciano para funcao levantamento h=hom:BxF —R.

Proposi¢ao 1.5. Seja (B™ x; F, g) uma variedade produto torcido e h € C*(B),

entao

(a) V,,h=dn(V,h).

(b) Hessy,h = (Hessg,h) o,

gB(vgBhv VQB f)
f

Demonstragio. Para o primeiro item, tome V € £(F), como dr(V) = 0, temos que

(C) Agﬁ = A93h+

d| o.

g(Vyh, V) =V (h) = dr(V)h = 0.

Assim, V,h tangencia B. Dessa forma, se W € £(B), obtemos

gp(dn(V,h), dr(W)) = g(Voh, W) = W(h) = dr(W)h = g5(Vy,h, dx(W)).

Logo, Vy,h = dr(V,h).
Para o item (b), considere X,Y € £(B). Assim,

Hess,h(X,Y) = g(VgV,h,Y),
= Xg(V,h,Y)—g(Vyh,VY),
= Xgp(Vyh,Y)orm—gp(Vyh,VxY)om,
= (Hessygzh)(X,Y)om.
Para o item (c), considere os referenciais ortonormais {)N(i}?:ldim(B) e

{I/T/z}f;d mE) em Be F , respectivamente. Dessa forma,

n n+d
Agh = Y g(Ve Veh Xi)+ Y gV, Vyh, W),
i=1 j=n+1
n—+d

= > 98(VEVyh, X)om+ > Vyh(log(f)g(W;, W),
=1

j=n+1
= (Agh)om+ dvgBTh(f)

o,

na passagem da primeira para segunda linha utilizamos a expressao da conexao descrita

na proposicao a seguir. O
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Denote por V, VB e V¥ as conexoes de Levi-Civita de B x F, B e F,
respectivamente. A proposicao a seguir permite relacionar as conexdes V, VZ e V¥

em campos nos levantamentos £(B) e L(F).

Proposicao 1.6. ([46]) Seja (B F, g) wma variedade produto torcido e X,Y € L(B),
V,W € L(F), entdo

(a) VY € L(B) ¢ o levantamento de VEY € I'(TB);
(b) V4V =V X = X(log(f om))V;
(c) nor(VeW) = —g(V,W)V,(log(f o ));

(d) tan(VyW) € L(F) € o levantamento de VEW € T(TF).
Considere (M™,g) uma variedade semi-Riemanniana com conexao de Levi-
Civita V, entao a aplicagao
R:T(TM)xI'(TM)xI'(T'M) —T'(T'M),
definida por
R(X,Y)Z =VxVyZ - VyVxZ -V xxZ,

é um (1, 3) tensor, dito Tensor Curvatura de Riemann. Tal tensor desempenha funda-
mental importancia na geometria Riemanniana, pois permite definir dois conceitos de

curvatura em M.

Definigao 1.7. O Tensor de Ricci de uma variedade semi-Riemanniana (M",g),

denotado por Ric, € um (0,2) Tensor simétrico definido por
Ricy(X,Y) = Traco{Z — R(Z, X)Y},

ou equivalentemente,

Ricy(X,Y) =Y a(R(E, X)Y, E),

I=1
onde {E;}I'_y € uma base ortonormal e e, = g(Ey, E).

Definigao 1.8. A curvatura escalar de uma variedade semi-Riemanniana (M",g),

denotada por scal, € definida como a contra¢ao do Tensor de Ricci, ou seja,

scaly = nglRicg(Ei, E;).

k.l
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A seguir apresentamos a expressao do Tensor de Ricci e da curvatura escalar
na métrica produto torcido.

Proposicio 1.9. Seja (B™ x; F¢, g) uma variedade produto torcido. Se X, Y € L(B)
eV, W € L(F), entdo

(a) Rz’cg(f(,f/) = [Ricy,(X,Y) — (d/f)Hess,, f(X,Y)]om

(b) Ricy,(X,V)=0;

(¢) Ricy(V,W) = Ricy, (V,W) oo — [{fAg,f+ (d— 1)V, f*} o] o*gr(V,W).
Demonstragao. Veja [46]. O

Proposigao 1.10. Seja (B"x ;F?, g) uma variedade produto torcido, entio a curvatura
escalar no produto torcido € dado por

1 Agy f Vs fI°
scaly = Ton [scaly, o o]+ |scaly, g; —d(d— 1)5}42

. , 5 s
Demonstragao. Considere {Fy, Es, E,, Eni ntd

T } uma base ortonormal em

B x F. Pelo item (a) da Proposigao 1.9 e pela defini¢ao da curvatura de Ricci, temos
que

Zginicg(Ei,Ej) = Zg Ric,, (E;, E;) ow—Zg (d/f)Hessy, f(E;,Ej)om
irj ij

- ScalgB - (d/f>Ang oT.

Por outro lado, pelo item (c) da Proposi¢ao 1.9, temos que

ZgUchg<f f) Zg RZCQF(;’%)OU_F

= L (A0S @DV o] or( )
SC;iggﬂ- —dA!}Bf Oﬁ_d(d_1)|v;};f|2

Dessa forma, utilizando a definicao da curvatura escalar, obtemos

2
scal, le [scaly, o o] + {scalgB - Qd% —d(d — 1)%} o,

que ¢é a expressao desejada.
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1.2 Principio do maximo

O principio do maximo é baseado na seguinte observacao: se uma funcao

u: [a,b] — R é duas vezes diferencidvel e satisfaz
Tu=u"(z) + c(x)u'(x) >0,

em (a, b), onde ¢ é uma fungao limitada, entdo u nao pode atingir seu maximo em (a, b),
a menos que u seja constante.

Para memorizar o resultado acima, podemos pensar na parabola u(z) = 2% em
[—1,1] com ¢(z) = 0, nesse caso temos que T'u = 2 > 0, o que comprova que u atinge
seu maximo apenas em xr = +1.

O resultado acima pode ser estendido para dimensoes mais altas, assim como
operadores mais gerais. Para isso, considere um dominio conexo {2 C R™ e defina o

operador L por
L= Z @i (2 896 8@ " Z bl c%z e, o 1-2)
i %

onde x = (z1,...,2,) € QR CR" e u: 2 — R é uma fungao duas vezes diferenciavel.

O operador L ¢ dito eliptico em = € € se os coeficientes da matriz (a;;(z)) sao
positivos, isto é, se A(x), A(x) denotam respectivamente o menor e o maior autovalor
de (a;(x)), entdo

0 < A |£!2<Zaw )6i&; < M@)EP,  E=(&,-. &) e R*\ {0}

Se A\(z) > 0 em 2, entao dizemos que L é eliptico. No caso em que % é limitado em (2
dizemos que L é uniformemente eliptico em §2.

O dominio {2 satisfaz a condicao da esfera interior em xy € 02 se existe uma
bola B C €} com x( € 0B.

Lema 1.11. ([27]) Seja L um operador uniformemente eliptico, c =0 e Lu > 0 em Q.

Considere xo € OS2 tal que

(a) u € continua em xy;
(b) u(xo) > u(x) para todo x € Q;

(c) 09 satisfaz a condi¢ao da esfera interior em x.
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Entao a derivada de u com respeito a direcao v normal a fronteira OS2 em xq, se existir,

satisfaz

@
ov

Casoc<0e § ¢ limitado, a mesma conclusao é vdlida se assumirmos que u(zg) > 0

(l‘o) > 0.

Teorema 1.12. Seja L um operador uniformemente eliptico com ¢ = 0 e Lu > 0

(Lu <0) em Q C R™. Se u atinge seu mdzimo (minimo) no interior de ), entdo u €

constante.

Demonstracdo. Faremos a demonstracao apenas para o caso em que ¢ assume maximo,
0 caso em que u assume minimo é analogo. Suponha por contradicao que u é nao

constante e atinge seu maximo M no interior de €2, entao o conjunto definido por
Q" ={zreQ; u(zr) < M},

satisfaz Q™ NQ # (. Tome um ponto xy € 2~ de modo que a distancia de xy até 9Q~
seja menor que a distancia de xy até 02 e considere a maior bola B C Q™ tendo z
como centro. Entao u(y) = M para algum y € 0B e u < M em B. Segue do Lema 1.11

que %(y) # 0, mas isso é uma contradicao pois
ye OB C OV ={zeQ; ulx)=M}.

]

Para o caso em que ¢ < 0 e § ¢é limitado, Gilbarg e Trudinger em [27], pg. 35

obtém o seguinte resultado.

Teorema 1.13. Seja L um operador uniformemente eliptico com ¢ < 0, § limitado
e Lu >0 (Lu <0) em Q C R". Entdo u nao pode atingir um mdximo nao negativo

(minimo nao positivo) no interior de €, a menos que u seja constante.

Demonstracao. A demonstracao é analoga ao Teorema 1.12, basta considerar o caso
¢ <0 e 1 limitado no Lema 1.11. O

Definicao 1.14. Dizemos que o operador L satisfaz o principio do mdzimo (minimo)
fraco em Q se, para toda fungdo u € C*(Q)) com u* = supgu < oo (u, = infqu > —00),

eziste uma sequéncia de pontos {xy} C § satisfazendo

1

(a) u(xg) > u* — z <u(xk) < uy + %),

(b) Lu(ay) < % (Lu(:vk) > —%>
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Recentemente, Pigola et. al. em [49] consideraram o caso em que c¢(z) = 0,
aij(z) = g9 (x) e bi(z) = = >, g™ (x )82: , onde ¢g(x) sao os coeficientes inversos da

métrica g;; e f € C?(£2). Nesse caso o operador L se torna

of ou
— i
Asu = Zg 8:1:183:] Xi:g (v )&Ek ox;

O operador acima ¢é denominado drifting Laplaciano de .

Como resultado obtiveram, o seguinte resultado

Teorema 1.15. ([49]) Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa satisfazendo

o sequinte crescimento de volume

r

—_— L o0 onde Vo = e dv.
log(vol;(B,)) € L' ((0,00)), d l¢(B,) / d

Entao o principio do mdzimo fraco para o drifting Laplaciano Ay € satisfeito.

1.3 Solitons de Yamabe gradiente

Duas métricas g e g em M sao ditas conformes se existe uma funcgao diferen-

ciavel ¢ : M — (0,00), tal que
_ 1

Seja (M™,g), n > 2 uma variedade Riemanniana e g = ﬁg uma métrica

conforme a g, entdo a curvatura escalar scal; é dada por ([11]):
_ 2 2
scaly = @*scaly + (n — 1) (2pAgp — n|Vyp|?) .

Em 1982, Richard Hamilton definiu e estudou o fluxo de Yamabe como uma

ferramenta para resolver o seguinte problema:

Problema de Yamabe ([60]): Dada uma variedade Riemanniana compacta (M",g),

n > 2, existe uma métrica g = %g para o qual scaly seja constante?

O fluxo de Yamabe é inteiramente analogo a equacao do calor no contexto de
métricas, e a grosso modo tenta uniformizar a curvatura escalar inicial scaly, ao longo

do fluxo. Tal fluxo é descrito pela equacao:

dg
ot

onde scaly() representa a curvatura escalar na métrica g(t).

( ) = _Scalg(t)g(t)v 9o = g(O), (1_3)
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Hamilton conjecturou inicialmente que dado uma métrica inicial, o fluxo
convergia para uma métrica conforme de curvatura escalar constante. Isso foi provado
em alguns contextos, veja por exemplo [12, 61].

O comportamento assintético do fluxo de Yamabe foi estudado por Chow
em [20]. Entre outras coisas, Chow mostrou que o fluxo converge para uma métrica
de curvatura escalar constante se a métrica inicial gy for conformemente plana e a
curvatura de Ricci inicial Ricg, for positiva.

Tao importante quanto entendermos o comportamento analitico do fluxo de
Yamabe, é entendermos seus pontos estacionarios. No caso do fluxo de Yamabe, tais
pontos (ou métricas) estaciondrias sao ditas solitons de Yamabe gradiente e gozam da

propriedade de preservar a geometria inicial de g ao longo do fluxo (1-3).

Defini¢ao 1.16. Uma variedade semi-Riemanniana (M", g) de dimensio n >3 é um
soliton de Yamabe gradiente se existir uma funcao diferenciavel h : M — R, dita

funcao potencial e uma constante p dita soliton constante, tal que

(scaly — p)g = Hessy(h), (1-4)
onde scal, denota a curvatura escalar na métrica g. Denotaremos tal soliton por
(M",g,h,p).

No caso em que p : M — R é uma funcao diferenciavel, (M™, g) é dito quasi
soliton de Yamabe gradiente [10], e para h constante, (M™, g) é dito trivial. Além
disso, se p < 0, p =0, p > 0, chamamos tal soliton de expanding, steady e shirinking,

respectivamente.

Observagao 1.17. Ezistem outras variantes do fluzo (1-3), como exemplo

dg

a(t) = —2Ricyw), 9o = 9(0), (1-5)

descreve a evolucao da curvatura de Ricci, e € denominada fluzo de Ricci. O soliton

associado ao fluxo (1-5) satisfaz
Ricy, + Hesszh = pyg, (1-6)

e € denominado soliton de Ricci gradiente. Se h é constante, tal soliton de Ricci
gradiente recebe o nome especial de variedade de Finstein, nesse caso a equagao (1-6)

tem a forma

Ricy = pg.
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A seguir, apresentaremos trés exemplos de solitons de Yamabe gradiente.

Exemplo 1.1. (Charuto de Hamilton) Em dimensao 2 Hamilton descobriu o sequinte

exemplo; o espago Euclideano bidimensional (R?, g;;), munido da métrica

9ij = Hx—%—ka??

¢ um soliton de Yamabe gradiente steady com func¢ao potencial
h = —log(1l + a7 + 3).

Exemplo 1.2. (Soliton de Yamabe Gaussiano) O espago Euclideano (R™,d;;) munido

da métrica canonica 6 é um soliton de Yamabe gradiente com funcao potencial

h(x):g( T 2.

Tal soliton satisfaz
Hesssh = po,

e é denominado soliton de Yamabe gradiente Gaussiano.

Exemplo 1.3. (Variedades de Einstein) Considere (M", g) uma variedade Riemanni-
ana ndao compacta satisfazendo Ric, = £g e h uma fungao potencial constante, entao

temos que

scalyg = pg.

Logo, toda variedade de Einstein é um soliton de Yamabe gradiente trivial.

Seja (M", g, h, p) um quase soliton de Yamabe gradiente com curvatura escalar

scalgy, entao temos

Proposicao 1.18. Seja (M", g, h,p) um quase soliton de Yamabe gradiente, entdo
(a) (scaly — p)n = Ah;
(b) (n—1)Vscal, + Ric(Vh) =0;
(c) (n—1)Ascaly + 29(Vscaly, Vh) + scaly(scaly — p) = (n — 1)Ap.

Demonstragao. Primeiramente, note que, passando o traco na equacao (1-4) obtemos o
item (a). Para o item (b), tomando a derivada covariante de (1-4) e usando a identidade
de Ricci ([37]),
ViHessghi; = ViHessghjy, + Z R Vih,
I
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obtemos que

Viscalygi; =ViHessghj,

:ViHessghjk -+ Z Rﬂklvlh. (1_7)
1
Contraindo (1-7) com respeito a j, k e utilizando o item (a), deduzimos que
Viscal, =ViAgh + Y RicyVih,
l (1-8)

=nV,;scaly + Z RicyVh,
1

o que prova o item (b).
Por dltimo, tomando a derivada covariante de (1-8) e utilizando a equagao
(1-4) obtemos

(n—1)ViViscaly = — Y ViRicyVih — > RicqV;Vh,
l l

= — Z VZR@clelh — Z RiCiZ<SCCng - ,0)5,[
l l

O item (c) segue da identidade de Bianchi 2div(Ric)(X) = Vxscal,. O

1.4 Espacos métricos com medida

O conceito de espaco métrico é devido a Maurice Fréchet, que o introduziu
em 1906, em sua famosa tese, juntamente com outras nocoes que se tornaram classicas
na teoria de espacos métricos. Os axiomas de Fréchet representam um refinamento

matematico da nocao de distancia, tal como a concebemos na vida comum.

Definicao 1.19. Uma métrica num conjunto X € uma fung¢ao d : X x X — R que
associa a cada par de pontos x,y € X um numero real d(z,y), chamado distincia do

ponto x ao ponto y, de tal modo que:
(a) d(z,x) =0, d(z,y) >0 sex #y;
(b) d(z,y) = d(y,x);
(c) d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2);
quaisquer que sejam x,y,z € X.

Um espago métrico é um par (X, d) onde X é um conjunto e d é uma fungao

distancia. Na maioria das vezes, salvo quando houver possibilidade de duvida, diremos
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simplesmente o “ espago métrico X 7, deixando subentendida qual a métrica d que esta
sendo considerada.

Os elementos de um espaco métrico podem ser de natureza bastante arbitréria:
nimeros, pontos, vetores, matrizes, conjuntos, etc. Mas nds os chamaremos sempre de
pontos de X.

Daremos agora dois exemplos de espacos métricos.

Exemplo 1.4. (Métrica “zero-um”) Considere X um conjunto arbitrdrio e defina a

métrica d : X X X — R por meto da regra:

1 se z=y,

d(z,y) =
0 se x#uy.

Exemplo 1.5. métricas no plano Euclideano R?. Considere v = (z1,72), y = (Y1, y2)

pontos de R?. Assim, defina a funcdo distancia por meio de uma das regras:

d(z,y) = V(x1— )+ (T2 — 1)
d'(z,y) = |z — |+ |ra — yal,
d/,(%y) = max{|x1 - ?/1|a |$2 — yz|}-

E de facil verificacio que d, d' e d’ satisfazem as condi¢oes da Defini¢ao 1.19. d, d
e d’ sao denominadas metrica Euclideana, métrica da soma e métrica do mdximo,

respectivamente.

Seja X um espaco métrico, r > 0 um numero real e a um ponto de X. A bola
aberta de centro a e raio r é o conjunto B(a;r) dos pontos de X cuja distancia ao

ponto a é menor do que 7:
B(a;r) ={x € X ; d(z,a) < r}.

Dito isso, temos que um subconjunto A de um espaco métrico X é aberto quando todo
ponto a € X é centro de uma bola aberta inteiramente contida em A. Além disso,
B C X ¢ dito fechado se, B¢ ¢é aberto.

Uma aplicagao f : X — Y, de um espago métrico X num espago métrico Y,
chama-se Lipschitziana quando existe um ndmero ¢ > 0 (constante de Lipschitz) tal
que,
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quaisquer que sejam x,y € X. Para o caso particular em que

d(f(z), f(y)) = d(z,y),

e f é uma aplicacao de Y sobre X, entao diz-se que f é uma isometria de X sobre Y,
ou uma isometria entre X e Y.

As isometrias sao os isomorfismos da estrutura de espagos métricos. Dois
espagos métricos isométricos sao indistinguiveis sob o ponto de vista de propriedades
que digam respeito a distancia.

Prosseguindo, é de grande importancia destacar a definicao de espagos métricos
completos. De modo a fazé-lo, considere um espaco métrico X e uma sequéncia de
pontos (x,) em X. Dizemos que (z,) converge para um ponto z quando, dado um
e > 0 existir ng € N, tal que, n > ng implica d(z,,z) < e. Além disso, (z,) é dita
sequéncia de Cauchy quando, para todo € > 0 dado arbitrariamente, é possivel obter
no € N tal que, m,n > ng implica d(z,, z,,) < €. Com isso, um espago métrico (X, d)
¢ chamado completo quando toda sequéncia de Cauchy em X converge.

Um espago métrico (X, d) é dito préprio se os conjuntos limitados e fechados
sao compactos. Segue da definicao de espaco métrico completo que, todo espago métrico
completo é proprio.

A fim de estudar as propriedades de certas medidas em espacos métricos,
convém destacar e analisar com algum detalhe certos conceitos fundamentais como
o-algebra, medida de Borel e funcao mensuravel. Para tanto, considere X um espaco

métrico e denote por 2% o conjunto das partes de X.

Definicao 1.20. Uma colegdo F de subconjuntos de X, isto é, F C 2%, é dito uma

o-dlgebra se

(a) 0, X € F;
(b) Se Ae F, entao X \ A € F;

(c) Se Ay € F, k € N, entao UAk e F.
k>1
Proposicao 1.21. Sejam F; e Fy duas o-dlgebra de X, entao a intersecao F1 N JFy €

uma o-dlgebra de X.

Demonstracao. Com efeito, como @), X pertencem ambos a F; e Fp, temos que,
0, X € FiNnF Se A € FiNJF,, entao A estd em ambos F; e Fp, como F; e Fy
sao o-dlgebras, entao X \ A € F1 N Fy. Por fim, se Ay € F1 N Fy, temos J;», Ax € F1
e Uk21 Ay, € F5, 0 que acarreta U,€21 A, € FiNFs. O
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Considere A uma colecao de subconjuntos de X e tome todas as o-dlgebra
que contém A, temos assim que a intersecao de todas essas o-algebras também é uma
o-algebra (Proposicao 1.21). Essa intersecao é a menor o-algebra que contém A e é
chamada de o-dlgebra gerada por A. Quando a o-dlgebra é gerada pela familia de

conjuntos abertos de X, a nomeamos o-algebra de Borel.

Definigao 1.22. Uma medida em X ¢é uma funcio p : 2% — [0, +o00] satisfazendo:

(a) u(®) =0;

(b) u(A) < Z,LL(Ak), sempre que A C Upe; A, A C X.
k=1

Dado uma medida g em X, dizemos que um subconjunto A C X é u-

mensuravel se

uw(B) = w(BNA)+u(B\ A),

para todo B C X.

No presente caso, quando todo aberto de X for py-mensuravel, dizemos que p
¢ uma medida de Borel.

O teorema a seguir da uma bela e simples caracterizacao das medidas de Borel

em espagos métricos.

Teorema 1.23. (Critério de Carathéodory) Seja (X,d) um espago métrico e p uma

medida em X. Entao p é uma medida de Borel se, e somente se,
wW(AUB) = u(A) + p(B), sempre que dist(A, B) >0,

onde dist(A, B) := inf{d(a,b) ; a € A,b € B}.

Definicao 1.24. Dizemos que uma fungao f : X — R é F-mensurdvel se para todo

a € R, o conjunto

{reX; f(z) >a}
pertence a F.

O resultado a seguir permite, de certo modo, representar as integrais sob um
espaco métrico X em integrais de funcoes de uma variavel. Esse resultado é conhecido

na Literatura como “Layer cake representation”. Para mais detalhes veja [39] pg. 26.

Proposicao 1.25. Seja v uma medida de Borel em [0,00) e f : X — (0,00) uma

fung¢ao F-mensuravel em X. Entao para a,t > 0, temos

[ wttanine = [ utaavta)
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onde

b(t) = / dv(s),  ula) = p{f > a}.

Demonstragao. Primeiramente, definindo o conjunto L(f,t) = {y € X;f(y) > t},

temos que

Xz (@) = X, s (2);
onde x{r(sy(®) representa a funcao caracteristica em L(f,t) C X, e Xqo,5@)3(t)
fungao caracteristica em {#' € R; 0 < t' < f(z)} C R.

Assim sendo, temos

| wt@ava) = [ s > ajavia),

= /000 (/){X{L(f,t)}<x>d/l(m)> dv(a),
= /X (/OOO X{[O,f(x)]}(t)dy(a)> du(z),

Portanto, o resultado segue da seguinte observacao

/0 (0.5 (D) (a) = / dv(a) = (f(2)).

1.4.1 Medida de Hausdorff

A medida de Hausdorff surge quando nos deparamos com a necessidade de
medir tamanho de subconjuntos em um espaco métrico. A idéia para realizar tal
fato nao é tao exética quanto parece, ela é motivada pelas férmulas classicas de
comprimento, area e volume de objetos mergulhados no espaco Euclideano.

Seja (X, d) um espago métrico e considere S C X, o diametro do conjunto S é
definido por

diam(S) = sup{d(z,y) ; =,y € S}.

Definigao 1.26. Seja S C X e d > 0 um numero real. Nos definimos a medida de

Hausdorff de dimensdo s limitada por d por:

[e.e]

H5(S) = inf { S (diam(U,))*; S G U, e diam(U;) < 5},

i=1
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onde o infimo € tomado sob todas as coberturas enumerdveis {U;}; de S, de modo que

para cada i, diam(U;) < 6.

Proposicao 1.27. Para cada s > 0 e todo S C X wale que, H3 (S) > H3,(S), sempre
que 0 < 91 < 0.

Demonstracao. Para S C X e ¢ > 0 fixados, defina os seguintes conjuntos:

Rs = {R C X : diam(R) < 8}, C5(S) = {{Uk} |\ Juio Seti e Ra}.

Agora, considere 41, 0, satisfazendo 0 < §; < d5. Temos entao que Rs, C Rs,,
pois todo conjunto com diametro menor ou igual a d, tem, evidentemente, diametro

menor ou igual a dy. Logo, para todo S C X, tem-se Cs, (S) C Cs,(S) e, portanto,

[e.o]

inf { > (diam(U;))*; S C D U; e diam(U;) < 51} >

=1
[e9)

Z inf { Z(dwm(Ul))s X S C EOJ UvZ (& dmm(UZ) < 52},
=1

i=1
estabelecendo que Hj (S) > H;, (5). O

Teorema 1.28. Seja (X, d) um espago métrico e s uma constante nao negativa. Entdo
He 2% — [0, 00], definido por

H5(S) = lim H3(S),

6—0

¢ uma medida de Borel em X.

Demonstragao. Primeiramente, provaremos que H; e H*® sao medidas. Com efeito, Vx €
X, tem-se ) € {x} e diam({z}) = 0, assim, Hi(0) = 0, V6 > 0. Consequentemente,
temos que H*(0) = 0.

Na sequéncia, considere A C U;’;l Aj, queremos provar que
Hi(A) <D Hj(4)). (1-9)
j=1

Sem perda de generalidade, assuma que Hj(A;) < oo, Vj. Segue da defini¢do de infimo
que, para € > 0 fixado, existe uma cobertura {C’,Z,}k para A; com diam(C’,ﬁ) <9

satisfazendo

€ . i\ s
H3(A) + o5 > > " diam(CY)*.
k
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Assim,
Z'H;(Aj)—i-e > ZZdiam(Cﬁ)s,
ik
= Zdiam(C,Z)s,
jk

> Hy(A),  pois (Ac|JCh).
4.k

Entao, a equagao (1-9) segue quando fazemos € — 0. Agora, tomando § — 0 em (1-9),

obtemos
o0

HI(A) <) H(Ay).

Passaremos agora a demonstragao de que H® é uma medida de Borel. Para tanto,
faremos uso do Teorema 1.23. Tome A, B € X com d(A,B) = §y > 0, desejamos

provar que

(AU B) = H*(A) + H(B).

Por um lado, a condi¢ao H*(AUB) < H*(A)+H*(B) é trivial, pois segue da definicao de
medida. Para provar a desigualdade inversa, considere {C;} uma cobertura de AUB com

diam(C;) < 6§ < %0. Assim, cada C} pode intersectar A ou B, mas nao ambos. Assim,
podemos separar {C;} em duas classes {C}} e {C7}, com A C |J,;C}, B C U; CF.

Entao
> diam(Cy)* = diam(C))* + Y diam(CY)*,
] > 7-2;(14) + H;(B). J
Tomando o infimo sob todas as coberturas {C;}, deduzimos que
H5(AU B) > Hi(A) + H5(B), Vo e (0, %)

Tomando 0 — 0, concluimos a desigualdade inversa. O

Definicao 1.29. A medida de Borel H® obtida no Teorema 1.28 € dita medida de

Hausdorff de dimensdo s.

1.5 Espaco de Alexandrov

Nessa secao, definiremos a nocao de espaco de Alexandrov. Primeiramente,

recordemos a seguinte defini¢cao de espaco métrico intrinseco.
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Definigao 1.30. Considere (X, d) um espaco métrico conexo por caminhos. A métrica

intrinseca d sobre X associada a d € dada pela fungao:

~

d: (z,y) € X x X — inf{L(7); v € uma curva ligando x ay} € RU {occ}.

Dizemos que d € uma métrica intrinseca e que (X,d) é um espagco métrico intrinseco

A

quando d = d.

Um triangulo em um espago métrico intrinseco X consiste de trés pontos p, ¢, r
e trés curvas pq, pr, qr de comprimento minimo conectando os pontos p, ¢ e r. Dado um
numero real x € R, um triangulo de comparacao, a qual denotaremos por pqr, é um
triangulo em uma superficie de curvatura constante x de mesma proporcao, ou seja, as

curvas que definem os dois triangulo tem mesmo comprimento.

r
X T
M2
p D
q
q

Figura 1.1: Triangulo de comparagao

Os angulos no triangulo pgr sao chamados de angulos de comparacao e
denotamos por Zﬂpqr, Z,.gq'r’p e Z,.J’pq. Um triangulo de comparacao existe e é tinico

sempre que k < 0, ou entdo £ > 0 e d(p,q) + d(p,r) + d(r,q) < \2/—%, cf. [14].

Definigao 1.31. Um espago métrico intrinseco (X,d) € dito um espaco de Alezandrov
de curvatura > k se para todo ¥ € X existe uma vizinhanca U, tal que para todo
a,b,c,d € U,, temos

Z,ibac + Zﬁcad + anab < 2.
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Para espacos localmente compactos, isto é, espacos onde todo ponto possui
uma vizinhanca compacta, a definicao acima é equivalente a comparacgao de distancia

de Toponogov-Alexandrov.

Definicao 1.32. (Toponogov-Alexandrov) Um espago métrico intrinseco (X, d) local-
mente compacto € dito um espaco de Alexandrov de curvatura > k se para todo x € X
existe uma vizinhanca U, tal que para todo triangulo pgr em U, e todo z € pq, s € pr,
tivermos d(z,s) > |Zs|, onde Z e's sao os pontos correspondéntes em pq e pr no trian-

gulo de comparagdao pqr.

X

Observacao 1.33. Se X ¢ um espago completo, entao as condicoes locais nas defini-

¢oes (1.31) e (1.32) implicam em uma condi¢ao global.
A seguir, apresentaremos 2 exemplos.

Exemplo 1.6. Uma variedade Riemanniana completa (M, g) de curvatura seccional

> Kk € um espaco de Alexandrov de curvatura > K.

Exemplo 1.7. Considere X; uma drvore bindria com aresta de comprimento 27°.
Temos que X; pode ser mergulhado de maneira isométrica em X;y1; a figura abaizo
mostra de maneira ludica uma aproximacado finita de X; embutida em uma aproximac¢ao
finita X;11. Construindo X, C Xy C --- de maneira indutiva, temos que o limite

resultante € um espago de Alexandrov de curvatura > 0.
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Similar ao Teorema de comparacao de Bishop-Gromov em variedades Rieman-

nianas, existe uma extensao para espacos de Alexandrov.

Teorema 1.34. ([14])(Bishop-Gromov Inequality) Seja (X, d) um espago de Alexan-
drov localmente compacto de curvatura > Kk e n um inteiro positivo. Entao para todo

ponto p € X a fungao

¢ nao crescente, onde H"(B,(p)) € a medida n-dimensional de Hausdorff da bola de
centro p e raio v e V" € o volume da bola de raio v na forma espacial M. Em outras

palavras, se R > r > 0, entao

H"(Br(p)) _ H"(B.(p))
Vi Vs

T

Suponha que X seja uma variedade Riemanniana de dimensao n e curvatura
> k. Fixando p € X, temos que o volume de bolas pequenas centradas em p sao

préoximos das bolas Euclideanas; isto é,

Vol(B:(p))
T — 1,

T

r — 0.

Assim pelo Teorema de Bishop-Gromov conclui-se que, Vol(Bg(p)) < Vj para todo
R > 0. Esse fato é conhecido como desigualdade de Bishop, e pode ser generalizado

para espacos de Alexandrov.

Teorema 1.35. ([14])(Bishop inequality) Seja (X,d) um espago de Alexandrov de

curvatura > Kk e n um inteiro positivo. Entao para todo p € X er > 0, tem-se que
H"(B,(p)) <V,

onde H"(B,(p)) € a medida n-dimensional de Hausdorff da bola de centro p e raio r e
V. é o volume da bola de raio r na forma espacial M. Além disso, a igualdade ocorre

se, e somente se, B.(p) € isométrico a bola de raio r na forma espacial M.

Prosseguindo, iremos definir o conceito de desigualdade de Bishop-Gromov
infinitesimal em espagos de Alexandrov. Essa definigao é devido a Kuwae et al. em [33].

Para um nimero real x, considere

(M se k>0
ﬁ )
Se(r)y =<, se k=0
sinh(viIslr) g
L Vs
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Note que a funcao s, ¢é solucao da equacdo s/ (r) + ks, (r) = 0 com condigoes iniciais
5:(0) =0e s, (0) = 1.

Seja r,(x) = d(p,z), onde p,x € X e d é a fungao distancia. Para p € X
e 0 <t <1, definimos um conjunto W,; C X e uma aplicagao ®,; : W,; — X da
seguinte maneira: Primeiramente, faga W, ,(p) = p € W,;. Um ponto z(# p) pertence a
W, se, e somente se, existe y € X tal que z € py e r,(z) = t-r,(y), onde py é uma curva
minimizante ligando p a y. Como em um espago de Alexandrov as curvas minimizantes
nao se ramificam, temos que, dado um ponto x € W,; o ponto y descrito acima ¢ tinico
e definimos VU, ;(z) = y. Além disso, pela desigualdade triangular podemos verificar
que ¥, ; : W, — X é uma aplicacao Localmente Lipschitz.

Agora, estamos em condicoes de definir o conceito de desigualdade de Bishop-

Gromov infinitesimal.

Definicao 1.36. Dados os nimeros reais n > 1 e k € R, dizemos que a medida n-
dimensional de Hausdorff H™ satisfaz a desigualdade de Bishop-Gromov infinitesimal

BG(k,n) se, para todo p € X et € (0,1], tivermos

< ts.(t - rp(z))"t

d(\pp,t*%n)<x) — S,g(Tp(-'L'))nil

dH" (),

para todo x € X tal que rp(z) < = onde U, H"(B) = H"(V,;(B)) e B pertence a
o-adlgebra de X.

BG(k,n) é muitas vezes chamado de propriedade de contracdo da medida
(33, 44, 54, 55], e é uma condigdo mais fraca que a nogao de curvatura dimensional
CD((n — 1)k, n) introduzida por Sturm em [54, 55].

Com base na Definigdo 1.36, Kuwae em [33] obtém o seguinte resultado.

Teorema 1.37. Seja (X,d) um espago de Alexandrov de curvatura > k. Entdo a
medida de Hausdorff n-dimensional H" em X satisfaz a condi¢ao de Bishop-Gromov
infinitesimal BG(k,n).

Na sequéncia, Munn em [40] provou que,

Teorema 1.38. Para um inteiro n > 2, seja (X, d) um espaco de Alexandrov completo
nao compacto com a medida de Hausdorff H" satisfazendo a condi¢ao BG(0,n). Entdo

eziste um e(n) = e > 0 tal que, se
H*(Br(p)) = (1 — €)wnr”, p€X, Vr>0,

entao (X, d) tem tipo topoldgico finito.



§1.6 Espago de Finsler 35

1.6 Espaco de Finsler

Nessa secao apresentaremos o conceito de Variedade de Finsler. Tal conceito
se apresenta como uma extensao natural das variedades Riemannianas. A saber, a
geometria Riemanniana classica, tal como a conhecemos, é regida por uma nocao
de métrica, ou seja, a cada ponto da variedade associamos um produto interno em
seu espaco tangente que varia de modo suave a medida que variamos o ponto. No
entanto, em contraste com o caso Riemanniano, na geometria de Finsler a cada ponto da
variedade associaremos uma norma de Minkowski, que nao necessariamente é provinda
de um produto interno.

Considere V' um espaco vetorial de dimensao n. Uma norma de Minkowski em

V' é uma aplicagao F': V — [0, 00) satisfazendo as seguintes propriedades:
(a) F e C=(V\{0});
(b) F(Ay) = |AlF(y), VAER e y € V;

(c) Para cada y € V' \ {0} fixado, a forma bilinear simétrica g, é positiva definida,

onde

O par (V, F') é dito um espago de Minkowski.

Seja (M™, g) uma variedade diferenciavel de dimensao n e TM = J, .\, T M
o fibrado tangente de M.

Definicao 1.39. Uma estrutura de Finsler em M é uma func¢ao
F:TM — [0,00),

satisfazendo as sequintes propriedades
(a) F e C=(T'M\{0});

(b) Para cada x € M, a restrigao F,, = F

. ¢ uma norma de Minkowski em T, M.
O par (M, F) é dito uma variedade de Finsler.

Considere (x;,y;) um sistema de coordenadas locais em T'M, isto é, y; é

determinado por y = ), yk(%)} . Entao para y # 0, temos que

T

0

0 10%°F?(x,y
9ij(w,y) == gy(%| = ——( )

)= 1-1
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Para o caso em que g¢;; = g;;j(z,y) ¢ independente de y, temos que (M, F') se

torna uma variedade Riemanniana.

Uma variedade de Finsler (M, F') é dita localmente um espago de Minkowski se
todo ponto de M admite um sistema de coordenadas (z;) no qual F'(z,y) nao depende
de z.

Na sequéncia, apresentaremos dois exemplos de variedades de Finsler.

Exemplo 1.8. Considere f : R? — R uma funcao suave arbitrdria e defina

F2($1,$27y1, Yo) = Q@f(m’x2)(yl)2(y?)_4

Por um cdlculo simples temos que F satisfaz os axiomas da Definicao 1.39. Além disso,

2 3
() (%)
) Y2 Y2
Y 3 4
() o)
Y2 Y2

Exemplo 1.9. Seja (M™,g;j(x)) uma variedade Riemanniana e B,(y) = >, Bi(x)y;

em coordenadas locais, temos que

f(fL“l,l“z

gzg(mlax%yl 3/2)

uma 1-forma sobre M satisfazendo

HﬁJ?H = sup {Bﬂc ‘ /Zguyzy] - 1} 1, VxelM,

ondey =3, yi%. Entao I dado por

(Zgzg yzyj) +Zﬁz )y,

define uma estrutura de Finsler em M, tal espaco € dito espaco de Randers.

Seja m: TM — M a projecao canonica. Vamos considerar no pull-back
7TM = {(u,v) € TM X TM ; w(u) =x(v)},

a conexao de Chern, (veja Bao et al. [8], Teorema 2.4.1). Os coeficientes da conexao de

Chern serao denotados por

1 091 Ogii  0gij " oG™
FZ_Eggkl{ail+ai_aif} Z kl{ZCJm’ +ZC“"Z “im o }
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onde

10g;; |
Ciji = 99 :_Z zl{agal Ok ag]k

2 oy’ Ory  Oz; Oz }yjyk'

Uma variedade de Finsler é dita do tipo Berwald se os coeficientes FZ](I y) em

uma carta coordenada sao independentes de y.

Observagao 1.40. Por meio de derivagoes dos coeficientes da métrica (1.8), podemos
notar que o Fxemplo 1.8 fornece infinitos exemplos de variedades de Finsler do tipo
Berwald.

Seja o : [0, l] — M uma curva diferenciavel em M, o comprimento de arco é
definido como Lp(o fo o,0')dt, e a funcao distancia dp : M x M — [0, 00) por
dp(x1,22) == in foLp( ), onde o varia sobre todas as curvas diferencidveis ligando z;
a x9. Uma curva diferencidvel o : [0,1] — M ¢é dita geodésica se o minimiza localmente
dr e tem velocidade constante (i.e. F(o,0’) é constante). Uma variedade de Finsler
(M, F) ¢ dita completa se toda geodésica o : [0,1] — M pode ser extendida a uma
geodésica o : R — M.

Assim como no caso Riemanniano, podemos definir a nocao de variacao em
variedades de Finsler. De fato, seja o : (—¢,€) x [0,{] — R uma variagao diferencidvel
por geodésicas (i.e. t — o(s,t) é geodésica para cada s fixado), e considere n(t) = o(0, t).

Entdo o campo variacional J(t) = $2(0, ¢) satisfaz a equagao de Jacobi

D:]]/DZ/J + Rn (e], 77/)7]/ == O, (1—11)

’, . . . ’ o, .
onde D" é a derivada covariante com respeito ao vetor ' e R™ é o tensor curvatura (veja
8] pra detalhes). Considere v, w € T,,M dois vetores nao colineares e S := span{v,w},

entao a curvatura flag é definida como

(RY(w,v)v,w),
F(0)*(w, w)y = (v, w)3’

K(S,v):=

onde (, ), denota o produto interno induzido por (1-10). No caso Riemanniano a

curvatura flag se degenera na curvatura seccional na qual depende apenas de S.
Tome v € T, M com F(z,v) = 1 e considere {¢;}; com e, = v uma base

ortonormal de (T, M, (, ),). faca S; = span{e;,v} pra 1l <i < n—1. Entao a curvatura

de Ricci de v é definida como segue

n—1

Ric(v) ==Y K(S;,v).

i=1
Inspirado pela nogao de curvatura de Ricci com peso no caso Riemanniano,

Ohta em [45], estende esse conceito para variedades de Finsler como segue
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Definigao 1.41. (Curvatura de Ricci com peso) Seja m uma medida positiva de classe
C*>® em M. Dado v € T, M \ {0}, seja o : (¢,¢) = M uma geodésica com o'(0) = v
e decomponha m ao longo de o como m = e *Yvol,:, one vol, denota a forma volume
associada a métrica g, . Entdo para cada N € [n,oc0] a N-curvatura de Ricci Ricy é

definida por

(¥ o0)(0)*

Ricy(v) := Ric(v) 4+ (0 0)"(0) — N_n

Ricy(cv) := *Ricy(v), para ¢ > 0.
Nos também definimos como os limites

Rics(v) := Ric(v) + (¢ 0 0)"(0);

Ric(v) + (¢ 00)"(0), se (¢ oo)(0)=0.
Ric,(v) :=

—00, se (o) (0) # 0.

Baseado no conceito de N-curvatura de Ricci Ricy, Ohta em [45] prova o
seguinte resultado de comparacao de volume do tipo Bishop-Gromov em espagos de

Finsler.

Teorema 1.42. ([45], Theorem 7.3) Seja (M, F,m) uma variedade de Finsler n-

dimensional completa com medida m e N-curvatura Ricci Ricy nao negativa, entdao

B n

mg <E> , Vee M, e 0<r <R.
m(B,(x)) T

Além disso, se a igualdade ocorre com N = n para todo v € M e 0 < r < R, entao

todo campo de Jacobi J ao longo de uma geodésica o de M tem a forma J(t) = tP(t),

onde P € um campo paralelo ao longo de o.

Agora, passaremos a descrever uma medida particular nas variedades de
Finsler, chamada medida de Busemann-Hausdorff. Para isso, considere {e;}, {6;}
referenciais locais em M e do dual T*M, respectivamente. Assim, a medida de

Busemann-Hausdorff é definida por

MpH Z:0F91/\92"'/\9n,

onde
Whp,

~ Vol({(y:) €R™; Flz, Y, yier) < 1})

e w, denota o volume Euclideano da bola unitaria em R".

or(x)
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Shen em [53] provou a seguinte propriedade das medidas de Busemann-
Hausdorff.

Proposicao 1.43. Considere (M, F, mgy) uma variedade de Finsler munida da medida

de Busemann-Hausdorff mgy. Para cada ponto x € M, temos que

mpu(B:(z))

Wy, T™

=1.

Demonstragao. Veja [53] Lema 5.2. O



CAPITULO 2
Desigualdade de Caffarelli-Kohn-Nirenberg

em espacos métricos

Neste capitulo, iremos apresentar uma série de resultados obtidos em [4] em
parceria com Adriano e Xia. Entre outras coisas, generalizamos o trabalho de Kristaly
e Ohta [32] para uma classe de Caffarelli-Kohn-Nirenberg com termo de interpolagao
em espagos métricos com medida. Como aplicagao, obtemos Teoremas de Rigidez
nos seguintes espacos: Variedades Riemannianas, Variedades de Finsler e Espacos de

Alexandrov.

2.1 Introducao

Seja (R™, go) o espago Euclideano, denote por dx o elemento de volume
associado a métrica canonica gy e considere C§°(R"™) o espaco das fungdes suaves em
R™ com suporte compacto.

Dentre as familias mais gerais de desigualdades, Caffarelli, Kohn e Nirenberg

provam que

Teorema 2.1. ([15]) Considere n > 2, p,q, 7, a, 3, 0,a constantes fizadas satisfazendo:

1 1 1
p7QZ17 T>07 OSCLSl, _+g’_+§7_+1>0’ 7:a0+(1—a)ﬁ7
p mqg nr o n
onde . ) . .
a_
—+1:a<—+ )—I—(l—a)(——!—é),
roon P n qg n
com
1 —1 1
0<a—ocsea>0, e a—a§156@>06—+a :——1—1.
P n ron

Entao eziste uma constante positiva C' = C(n,p,q,r, o, 8,0,a) tal que para toda fungdo
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u € Cg°(R™) tem-se
1—a

(/ |;L~|W|u|rdx)i < 0(/ |x|ap|Vu|pdx)z</n el lultdz) T (2)

Denotamos por C,,;(R™) a constante 6tima para desigualdade de Caffarelli-
Kohn-Nirenberg (CKN) (2-1), ou seja,

1—a

(o bel?19ulrde)” (Joo o) *
(S o1l ds)’

E associado a constante 6tima, podemos definir o conceito de fungao 6tima, a qual
satisfaz a igualdade (2-1) com C' = C,p, (R™).

Recentemente, Lam em [35] considerou a seguinte mudanga em (2-1)

Coy RV =  int
R = o)

e obteve o seguinte resultado.
Teorema 2.2. ([35], Teorema 1.2) Sejam n > 2, p,q, pu constantes satisfazendo

qg—1 np

l<p<p+pu<n, 1<qg<p < ) (2-2)
p—1 n-—p
Juntamente com constantes 1,0, s,a dadas por
-1 — 0 — (n —
. _ Pl L s n=Or—(n—s)dp (2:3)
p—1 n—p [(n—=0)p — (n—p— p)qr

Entao com 6 = np — q(n — p), tem-se

ny _ n—p ’ q—p » 0 "
C&AR)__<n—p—u> <p¢?> ( n(q — p) mJ
r

1 n
[ (a55) (5 4+
% ) p—1 ’
F(—7§>FQ%;+J)
onde 1 11 (1
ol p=1 l-a (p-D{-q
roop q p

E as funcgoes otimas sao da forma

p—

Vo(z) = A(1 + Bla| 55" 71) %, A€R, B>0.
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Os teoremas acima nos revelam que o espaco Euclideano R™ é um ambiente
privilegiado, visto que suporta a desigualdade de CKN, isso se torna interessante,
pois, tal desigualdade desempenha fundamental importancia na teoria de equacoes
diferenciais parciais elipticas, principalmente em problemas variacionais e regularidade
de solucoes. Dessa forma, o espaco Euclideano se torna suficiente para estudos de tais
problemas.

Por outro lado, quando trazemos a desigualdade de CKN para geometria, uma

pergunta pertinente é a seguinte:
Questao. Como € a estrutura dos espacos que suportam a desigualdade de CKN?

Visando responder essa questao, em [5, 6, 23, 29, 36, 59, 57, 58] os autores
consideram o estudo das variedades Riemannianas com curvatura de Ricci nao negativa
que satisfazem alguma das classes particulares de CKN. Em particular, em [5, 6, 23, 36,
59, 57, 58] os autores utilizam resultados de comparagao de volume e obtém que tais
espacos satisfazem exatamente o crescimento de volume n-dimensional, isto é, existe

uma constante universal Cyy > 0 tal que
Vol(B.(p)) > Cop", x€ M, p>0.

Além disso, resultados de rigidez sao obtidos, e entre outras coisas mostram que as
variedades com Ricci nao negativo e que suportam classes de desigualdades especificas,
como: desigualdade de Sobolev, desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, desigualdade de
Hardy, etc, com constante C' sendo proximo da constante 6tima no caso Euclideano para
desigualdade correspondente, sao difeomorfas ao espago Euclideano, e com constante C'
igual a constante 6tima no caso Euclideano temos a isometria com o espaco Euclideano
R™.

No contexto dos espacos métricos, Kristaly e Ohta em [32], estudam os espagos
métricos com medida (X,d,m) que suportam a desigualdade de Caffarelli-Kohn-

Nirenberg sem termo de interpolagao (isto é, a = 1)

ul 2

2n
= — — 0.1
,r n_2_277 ’}/6[7 )7

N[

<=

com parametros

e obtém o seguinte resultado
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Teorema 2.3. Seja (X, d, m) um espago métrico proprio com medida n-dimensional e

assuma que para a € [0,1), n >3, p=2n/(n—2+2a), 10 € X, e

2—ap

| ) : ((2 — ap)T((2n — 2ap) /(2 ap)))

ce s <<n ~2)n—ap)) \ nenl*((n — ap)/(2 ~ ap))

a desigualdade de Caffarelli-Kohn-Nirenberg (2-4) ocorra em X, juntamente com as

sequintes condigoes:

m(Br()) Ry
m(B,(z)) < CO<;) , VreX, e 0<p<R,
lim inf T Be(@0) _

r—0 mg(B,(0))
Entao

Ka 17—La
?) mp(B,(0)), Vp>0, e z€X.

Tais resultados nos motivaram a entender a estrutura dos espagos métricos

m(B,(2)) = Gy (

(X,d,m) que suportam a desigualdade de Caffarelli-Kohn-Nirenberg com termo de

interpolacao

p—1
_np p(g—1) pla=h _ % _np 1;(1
/ |~ || T gc(/ | “|Vu|pdx> (/ | nfp|u|qu> ,

onde os parametros acima sao dados pelo Teorema 2.2.

2.2 Resultados Principais

Nessa se¢ao, salvo mencao em contrario, assumiremos os parametros descritos
no Teorema 2.2.

Dito isso, nosso objetivo sera estender o resultado principal de Kristaly e Ohta
em [32] (veja Teorema 2.3) para classe de Caffarelli-Kohn-Nirenberg com termo de inter-
polacao. Como consequéncia, apresentaremos teoremas de rigidez métrica e topoldgica
em variedades Riemannianas, variedades Finslerianas e Espacos de Alexandrov. Tais
resultados fornecem boas pistas de como sao os espacos que suportam a desigualdade
CKN.

Para tanto, consideraremos no espago métrico (X,d) a medida de Borel m
satisfazendo

0<m(U) < oo, YU c X, U#0.

aberto
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e para zg € X fixado e C' > 0 consideramos a desigualdade de CKN em (X, d, m) da

seguinte forma

pr(g—1)

( / d(%xo)ﬂflfpwyip(qfl)dm(x)) < o( / d(x,:vo)_”|Du]”dm(x)>;><
X X

l—a (2'5)

><</Xd(x,xo)-%|u|qczm(x)) .

Vu € Lipy(X), onde Lipy(X) denota o espago das fungoes Lipschitz com suporte

compacto e

| Du|(x) := lir;jpr’

¢é a constante de Lipschitz local.

Nosso principal resultado estabelece que

Teorema 2.4. Seja (X, d, m) um espago métrico préprio com medida n-dimensional
e assuma que para xog € X, C' > Cop(R™), Cy > 1 a desigualdade de Caffarelli-Kohn-

Nirenberg (2-5) ocorra em X, juntamente com as sequintes condigoes:

m(Br(z))

R\n
< i -
m(B,(x)) _Co(p) , VzeX, e 0<p<R, (2-6)

lim inf T Bel0) _ ¢
28 s (B,(0))
onde B,(z) :=={y € X : d(z,y) < p}, B,(0) = {x e R" : |z| < p} e mg € a medida de

Lebesgue n-dimensional. Entao temos

(2-7)

ConlE) mpB,0). ¥p>0. ¢ wex. (29

Em particular
Copt(R™)\ @
00—1 <%> wyp" < m(Bp(mo)) < Cowyp”,

para todo p > 0, onde w, denota o volume da bola de raio unitdrio em R™.

Relembremos agora a definicao de curvatura de Ricci assintoticamente nao

negativa.

Definigao 2.5. Uma variedade Riemaniana completa (M™,g) tem curvatura de Ricci

assintoticamente nao negativa em um ponto base p € M se

Ricy(z) > —(n —1)G(r(x)), Yz e M, (2-9)
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onde r(z) denota a funcao distancia a partir de p e G € C'([0,00)) é uma fungao nao

negativa satisfazendo

/ tG(t)dt = by < co.
0

Nesse caso, (M™, g) satisfaz a seguinte propriedade de crescimento de volume
(veja coroldrio 2.17 de [48]):

VOZ(BR(p)) n—1)bo Ryn
Wge( ) <;), 0<p<R. (2-10)

Entao como corolario do Teorema 2.4 temos o seguinte resultado.

Corolario 2.6. Seja (M",g) uma variedade Riemanniana completa ndo compacta com
curvatura de Ricci satisfazendo (2-9) e assuma que para toda fungio uw € C§°(M) a

desigualdade de CKN ocorra

(/ T(I)—7?flp|u|58:3dv> el < C(/ T($)‘“|Vu|pdv);><
M M

><</Mr(:1:)_ﬂp|u]qdv> t

(2-11)

Entao para todo R > 0 temos

o~ (n=1)bo (COPgR ))awnR" < Vol(Bg(p)) < e Vow, R",

onde w,, denota o volume da bola de rato unitdrio em R™.

Um teorema devido a Cheeger e Colding [18] afirma que dado um inteiro n > 2,
existe uma constante d(n) > 0, tal que toda variedade Riemanniana (M™, g) completa

com curvatura de Ricci nao negativa satisfazendo
Vol(B.(x)) > (1 —d§(n))w,r", Vze M, Vr>D0,

¢ difeomorfa ao espaco Euclideano R™. Entdo combinando este resultado com o

Corolario 2.6, obtemos o seguinte resultado.

Corolario 2.7. Dado um inteiro n > 2, existe €(n) > 0, tal que toda variedade

Riemanniana completa ndo compacta (M™,g) com curvatura de Ricci ndo negativa

satisfazendo a desigualdade de CKN

( / T(@—%wﬁiziidv) e < [C’Opt(]R")—i—e(n)]( / r(x>—ﬂ|vuypdv)5x
M M

<( [ ry#Slapan) L vae e,
M
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¢ difeomorfa ao espago Fuclideano R™.

Pelo teorema de comparagdo de Bishop-Gromov [17, 51], temos que uma

variedade Riemanniana completa (M", g) com curvatura de Ricci ndo negativa satisfaz
Vol(Br(p)) <w,R", Vpe M,
e a igualdade ocorre se, e somente se, a bola Bgr(p) é isométrica a bola Euclideana de

raio R. Assim, em decorréncia do Corolario 2.6, temos que

Corolario 2.8. Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana completa ndo compacta

com curvatura de Ricci nao negativa e assuma que para toda funcao uw € C(M) a
desigualdade de CKN ocorra

p—1

( / r(x)—%mﬁiziidv) RIS copt(w)< / r(x)—u|vu|pdv)5x
M M

x(/Mr(x)_qudv) "

Entao M ¢ isométrica ao espaco Fuclideano R™.

Zhu em [62], provou que dado & > 0, existe €(n,d) tal que toda variedade

Riemanniana completa nao compacta (M", g) com curvatura seccional satisfazendo

K(x) > —G(r(x), /0 TGt < e,

1
Vol(Bg(p)) > (5 + §>wnR”, YR > 0,

é difeomorfa ao espaco Fuclideano R". Combinando este resultado com o Corolario 2.6

temos o seguinte resultado.

Corolario 2.9. Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana completa ndo compacta.

Fize § € (0,1), entdo existe by(n,d) > 0 tal que se a curvatura seccional de M satisfaz

K(z) > =G(r(x)), /000 tG(t)dt < by,

e para toda funcdo u € C§°(M) a desigualdade de CKN ocorra

a

p—1 a
(/ r(2) H5 o) T < c(/ () Vuldv) " x
M M
1—a

x(/Mr(x)andev) "

com C < (% + 5)_%Copt(R"), entao M ¢é difeomorfa ao espaco Fuclideano R™.
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Para finalizar o caso Riemanniano, provaremos que a constante na desigualdade
de CKN em uma variedade Riemanniana completa deve ser maior ou igual a constante

otima no caso Euclideano de mesma dimensao, ou seja, temos o seguinte.

Teorema 2.10. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana completa nao compacta com
elemento de volume dx e constantes «, 3,0, p,q,r,a como no Teorema 2.1. Suponha que

exista uma constante C € R, tal que Yu € C§° (M),

1—a

([ reriaras)” <o [ wrrgupm) ([ @)

Entiao Copu(R™) < C.

Similar ao Teorema de Comparagao de Bishop-Gromov em variedades Rieman-

nianas, existe uma extensao para espacos de Alexandrov.

Teorema 2.11. ([14])(Bishop-Gromov Inequality) Seja X um espaco de Alezandrov
localmente compacto de curvatura > k e n um inteiro positivo. Entao para todo ponto
p € X a fungdo

s %n(‘i;(p))’
¢ nao crescente, onde H"(B,(p)) € a medida n-dimensional de Hausdorff da bola de

centro p e raio v e V¥ é o volume da bola de raio r na forma espacial M.
Assim, em decorréncia do Teorema 2.4, obtemos.

Teorema 2.12. Seja (X,d) um espago de Alexandrov completo, localmente compacto

de curvatura > 0 com medida de Hausdorff H" satisfazendo

lim inf —7.[” (B,(2))

p—0 WP

=1.

Suponha que a desigualdade de CKN ocorra em X com C = C,u(R"), entao (X, d) é

1sométrico ao espaco Fuclideano R™.

E de grande interesse saber em que condigdes um espago métrico (X, d) tem
tipo topoldgico finito (i.e. existe um compacto K C X, tal que, 0K X [l,00) é
homeomorfo a X \ K). Recentemente, Munn em [40] estendeu o Teorema de Cheeger
Colding para o contexto dos espagos de Alexandrov, porém, ao invés de difeomorfismo,

nesse caso temos que X tem tipo topolégico finito.

Teorema 2.13. ([40], Teorema 3.2) Dado um inteiro n > 2, existe €(n) > 0, tal que

todo espago de Alexandrov (X, d) completo nao compacto de curvatura > 0 e medida
de Hausdorff H" satisfazendo

H"(B,(p)) > (1 — €)w,r”™, ¥r >0, peX,
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tem tipo topoldgico finito.

No contexto dos espacos de Alexandrov, como aplicacao do Teorema 2.4,

juntamente com Teorema 2.13, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 2.14. Fize n > 1, entdo existe §(n) > 0 tal que, todo espaco de Alezandrov
completo (X, d), localmente compacto de curvatura > 0 com medida de Hausdorff n-

dimensional H" satisfazendo

assim como

nu p(g—1) ppq%ll
([ dwan) 5l am) 7 < (Con®) + 50
X

x(/Xd(x,xO)_“|Du|de")p(/Xd(x,xo)_m|u|qd7-[”> .

Yu € Lipy(X), tem tipo topoldgico finito.

Trataremos agora as variedades Finslerianas. Como apontado na Secao 1.6,
baseado no conceito da N-curvatura de Ricci, Ohta em [45] provou o seguinte resultado

de comparacao de volume do tipo Bishop-Gromov em espagos de Finsler.

Teorema 2.15. ([45], Theorem 7.3) Seja (M, F, m) uma variedade de Finsler completa

n-dimensional com N -curvatura Ricci nao negativa. Entao temos que

B n

—m( r(@)) < <§> , Vre M, e 0<r<R.
m(B.(z)) — \r

Além disso, se a igualdade ocorre com N = n para todo x € M e 0 < r < R, entdo

todo campo de Jacobi J ao longo de uma geodésica o de M tem a forma J(t) = tP(t),

onde P € um campo paralelo ao longo de o.

Motivados pelo trabalho de Kristdly e Ohta [32], podemos combinar os Teore-
mas 2.4 e 2.15 para obter:

Teorema 2.16. Seja (M, F, m) uma variedade de Finsler n-dimensional completa com
medida diferencidvel positiva m e n-curvatura de Ricci de (M, F,m) nao negativa.
Assuma que o desigualdade de CKN ocorra em M com C = Copu(R™) para algum

xo € M, juntamente com

lim inf M

r—0 WpT™

=1, VrelM.

Entao a Curvatura flag de (M, F) € identicamente nula.
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Teorema 2.17. Seja (M, F, m) uma variedade de Berwald n-dimensional completa com
medida de Hausdorff n-dimensional e curvatura de Ricct nao negativa satisfazendo a
desigualdade de CKN com C = Copn(R"™) para algum ponto xoy € M, entio (M,F) é

1sometrico a um espaco de Minkowsks.

Recentemente, Lakzian em [34] considerou a medida de Busemann-Hausdorff
em (M, F) e motivado pelo caso Riemanniano, definiu o conceito de méximo cresci-

mento de volume em variedades de Finsler. Com isso, propos a seguinte conjectura:

Conjectura. Uma variedade de Berwald (M, F) completa com curvatura flag ndo

negativa e mdrimo crescimento de volume é difeomorfa ao espaco Euclideano R™.

Observacao 2.18. Kell em [31] apresentou uma demonstracao para essa congjectura,

para mais detalhes veja ([31], Coroldrio 27).
Logo, combinando o fato acima com o Teorema 2.4, obtemos.

Teorema 2.19. Seja (M, F, mgy) uma variedade de Berwald n-dimensional completa
com medida de Busemann-Hausdorff mpy e curvatura flag ndo negativa satisfazendo
a desigualdade de CKN com C > Cou(R"™) para algum xy € M, entio (M,F) é

difeomorfo ao espaco Euclideano R™.

2.3 Demonstracao dos resultados principais

Prova do Teorema 2.4 : Para demonstracao do Teorema 2.4, iremos recorrer ao

seguinte lema, cuja demonstracao segue as linhas de argumentos de Ledoux e Xia
36, 58].

Lema 2.20. Seja (X, d, m) um espago métrico proprio com medida m, satisfazendo as
condigoes (2-6) e (2-7) do Teorema 2.4 para algum xy € X. Denote d(x) = d(z, o), e
assuma que a desigualdade de CKN ocorra em X para alguma constante C' > Cp(R™).

Entao para todo A > 0, temos

onde

dm(z), (2-12)

>\+|{L'| n—p p*l) q—p

= 4—D =™ mg(x _
o= rip—1) = (¢ —p) /R ( === (213)
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Demonstracao. Primeiramente, pela Proposicao 1.25, obtemos a seguinte representagao
para (2-12)

= q—Pp Oom x: d(z)” s pds
FQ)_T@—lf—@—pLA { (A+d@yxfﬁqﬁi”> }d'

De modo que, considerando a mudanca de variavel da forma

hr
§= —p—p _p__alp=1))
(O + RS
obtemos
F(A) =T Oom <h}h”" 1[_vm+(%% R }dh
B 0 (>\—|—h n P pp1>q(p 1)+1 ’
B pg n—p—p nnppupp
_ [ (B(z0))h""™ 1[ AT qdh 2-14
= m hl’o —p—p_p_ alp=1) 14 ’ (_ )
()\—l—h n—p p— 1) q—p
onde

q—p
r(p—1) = (a—p)
As hipéteses (2-6) e (2-7) implicam que m(Bp(zo)) < Ah™, Vh > 0, para

alguma constante A € R. Assim,

- | = A (L )
F(A\) <TA / prtort L dh.
0 —P—K _P a{p +1

()\—|—h n—p p-— 1) q—p

Pelos parametros (2-2) e (2-3), obtemos que

< —1.

—p— —1
n+yr—1> -1, n—i—’yr—l—(n b M) pa_p
p

n—p —lg—vp
Portanto, 0 < F(\) < oo, VA > 0, i. e., F(\) estd bem definida. Além disso, F é
diferenciavel e sua derivada é dada por
d(x)"
F'(\) = — / () ——dm(z). (2-15)
X (A +d(z

—u
)nppl)qu
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o1

Prosseguindo, tome A > 0 e defina a sequéncia de funcoes uy; : X — R, k € N,
por meio da expressao

(p—1)

uy k() := max {0, min{0, k — d(z)} + 1} ()\ + max {d(:c), l}”ﬁﬁ;ﬂ) o :

k

Como (X,d) é um espago métrico préprio, temos por definicdo, que o conjunto

supp(uryg) = {x € X : d(z) < k + 1} é compacto. Logo, uyx € Lipg(X), YA > 0
e k € N. Consequentemente, defina

_ (=1

u)\(:c) = lim UA,k(QJ) = </\ + d(x) ”;f;”p%l) v

k—o0

Por um célculo simples, podemos observar que as fungoes uy ; satisfazem (2-5). Além

disso, por um argumento de aproximacao, u,(x) também satisfaz (2-5). Logo

([t imin) <
X(/\ —f-d(fb) n—p P*l) q—p

<o (i) (a5t

)B4 ¢
X </ dn(*P)*u p_ alp=1) dm(m)) ’
X (A +d(x)""

p p—1 ) q—p

X

que combinado com (2-15), resulta em

e s ()

Assim, F' satisfaz a desigualdade

LSHIS]
VR
o
%‘2
N~

(g (o) (3) o

De maneira similar ao que fizemos para F'()), podemos obter a seguinte
expressao para G(\)

n—p—p _p
= | = A (s )
G(\) = Tw, / gt T dt. (2-17)
0 ()\—|—t n—p p—l) a—p T
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—p- (p-1)
Além do mais, por meio das funcdes Gtimas zy(z) = (A + |z| 7r 771)” =

obtida por Lam(Teorema 2.2) temos que

( !xl”’“lel’"de) :Copt(R”)< |:)3|O‘p\VzA|pde) X
Rn Rn

- (2-18)
x ( \:U]ﬁq\zA\qde) q
R
Assim, combinando a equagao (2-17) com (2-18), obtemos a seguinte expressao
( )\ (e
—G'(N)# = Cop(R)s | DEZLZ ) L2 a0 ) x
p(1-a) (2-19)

)"
T

N . ., _n—p p—2 .
Na sequéncia, a mudanca de variavel da forma ¢ = hA»=r—# 7 nos permite

concluir que

(g—p)(p—1)n—pq(p—1)

G\ =\ san o G(1). (2-20)

Logo, substituindo (2-20) em (2-19), obtemos

(_ (q—p)(p—l)n—pq(p—l))fr _

p(q—p)

( )V (ap = D\ "5 (np—1) =
- me| (PAnZP— 1 ap—1)\ « (rp—1l) »
= Con(®) ((n—p)(q—p)) ( q—p ) ( p )G(l) '
Considere a constante B € R definida por
_la=p)p=1n—pglp—1) ; _
p(g —p) (2:22)

() () ()]

Pela equagao (2-22), podemos facilmente verificar que a funcao

— (%
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(g=p)(p—1)n—pg(p—1)

Hy(\) = BA Pa=p) , A€ (0,00),

satisfaz a equacao diferencial

’ L _ A2 p('fl —Dp— ,u) g Ho()\) , HO(A) T aq _
(—Hy(N)er =C QH—MW—pQ < = +AHMm>< = ) o (223)
Segue das equagoes (2-21) e (2-22) que
B:(Q%$Q>GGQ»
Assim,
Hy(A) = BA (e (e D’
_ (Copg > (1>/\ (q—P)(P;(lq)llp—)pq(p—l) ’
B ( o ) G (2-24)

Agora, afirmamos que se F(A\g) < Hyp(\g), para algum Ay > 0, entdo F'(\) < Ho(A),
VA € (0, Ag]. De fato, suponha por absurdo que exista \; € (0, \g), tal que, F/(\) >
Hy(\) e defina

Ao 1= sup{)\ < )\0,F()\> > Ho()\)}
Entao F(A\) < Hy(A), YA € [Ag, Ao], e assim, nds temos por (2-16) que

(—F/<)\))ﬁ < F<¥+>\F/()\>>F()\>p(2qa)’

IN

r (H}(A) + AF/(A)) Ho(n)" ", (2-25)

onde
p(l—a)

_ e pn—p—p) )
t=c <<n—p)<q—p>> (T )

Para cada A > 0, considere a fungéo ¢, : [0,00) — R definida por

p( a)

ox(t) = ti + AT Hy(A) s
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Dessa forma, por (2-23) e (2-25), obtemos

(—F'(\)er —TAF'(\)Ho(A) =@,
< T 'THy(\) Ho(\) o
P p(l—a)

(—Hg(A\)# = TAH(A) Ho(A) =7,
pA(=Hg(N)-

pA(=F'(N)

Fixada a constante A > 0, podemos observar que ¢, é uma funcao nao decrescente,

com isso, podemos concluir pela desigualdade acima que
—F'(\) < —Hg(N), VX € [Ag, Aol
Consequentemente,

0 < (F'— Hp)(A2) < (F — Hop)(No) <0,
que é uma contradicgao.
Observe agora que a condigao (2-7), implica que dado € > 0, existe § > 0, tal
que

h < o = (1 — e)mE(IB%h(O)) < m(Bh(ZE())).

Isso implica que

- [ =+ (L2 — ) ]
F()‘> - T/ m(Bh(l‘o))hmn_l —p—p _p _q(p—1) dh’
0 (/\—}-h n—p p— 1) q—p +1
; [—ra+ (755~ m)h s
& T/ m(By (o)) A" PN dh,
0 ()\—|— h " e 1) a—p t1
5 ) [ —rA+ (%n;p;“ — )b e Ppl]
> (1 —e)T/ mg (B, (0))R7 r =D dh,
0 A+ R ) e
s | =+ (st — ) 5
> O [ mg(B,(0))s"! N~ ds
= E\Dsg n—p—p_p_, a(p=b g ’
0 (1 + 8§ n—p p- 1) a-p
onde 5
(¢=p)(p—=1)n—pg(p—1)
0= (1 — E)T)\ p(a—p) e A = -1

p(n—p—p)
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Por outro lado, pela equagao (2-13), temos que

|z

G(A> - T/ n=—p—p _p  4q@=1) de(Z‘),
R™ ()\—|—|1'| n—p p*l) a—p

n-—p—p_p

e [~ —r A+ (B —qr)s vt
- / mg(B,(0))s” " M= ds.
1—c¢ nop—p_p_, a(p=b) 4y
0 (1—|—5 n—p p*l) a—p
Logo
N (L o) T 5
fo mE(BS(O»S’w—l i n—p—p _p_ alp=1) 4 ~ds
F()\) > (1 _€> (14s n—P p-1) qa-p
G~ (L e "R
o qg—p mn—p
f[) mE(BS«)))SW_l n—p—p p_ alp=1) .4 ds
(14s »—p p-1) a-p
Assim
F(X)
lim inf >1—c
Sho gy -
E tomando € — 0, obtemos
F(A)
lim inf > 1. 2-2
e = (220

Para finalizar, segue da hipétese C,,(R") < C, juntamente com (2-24) e (2-26)

que

A=0  Hy(N) A0 G(N)

> (o)
1.

>

lim inf F = liminf FO) ( ¢ >a7

Entao utilizando a afirmagao provada acima, obtemos
F(A) = Ho(A), VA>0,

isto é,

o3

F(\) > (%) G(\), VA>0.

Isso completa a demonstracao do Lema. O]
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Passaremos agora a demonstracao do Teorema, para tanto, iremos dividi-14 em
dois casos.

Caso 1): C > C,,(R™). Para simplificar os cdlculos, vamos considerar:

n—p—p _p

’YTA—i_( qnpﬂ_ryqn)hnppl

p n—p

oty <1

—p—p_p_ alp=1) 4

()\—|—hnpp1) q7p+

Observe que, utilizando o Lema 2.20, juntamente com a notacao acima, temos

n

/0 " m(Ba(xo)) — dimp(Bu(0))](h)dh > 0, onde dy i (w) Co(227)

Por outro lado, fixando x € X, temos as seguintes inclusoes
B(zg, 7 — d(z,x;0)) C B(x,r) C B(xo, 7 + d(z,20)), Vr > d(x,zy).

Logo,

( m(B(xg,r — d(z,x))) _ m(B(z,7)) r’
Wy (1 — d(x,x0))" wur™  (r—d(z, z0))"

IN

rm m(B(x,r)) < m(B(xg,r + d(x, x0)))
L (r+d(z,m0))" wpr™ T wp(r+d(z,x0))”

Tomando r — oo nas desigualdades acima, obtemos

m(B, (o)) m(B (fv))

lim su = limsu 2-28

Agora, fixando h > 0, temos pela condigao (2-6) que

m(Bu(z)) _ m(Br(z))
C > VR >h >0, xr e X. 2-29
s B,(0) = mi(Bal0)) . 2
Assim, combinando as equagoes (2-28) e (2-29), temos
B

COM > lim sup m(Br(z) _ = limsup m(Br(2o)) =:dp. (2-30)

me(BL(0)) = row Me(Br(0)  rRsw mMe(Br(0))

Dessa forma, para provarmos a relacdo (2-8) no caso C,n(R™) < C, é suficiente
provarmos que d; < dy. Iremos argumentar por contradi¢cao, suponha que dy < dy,

entao pela definicao de dy, existe ¢y > 0 tal que para algum hg > 0
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m( By, (7))
mz(B(0))

Segue-se de (2-6) e (2-7) que

<d — ¢

m(Bh<l'0)) < COmE(Bh(()))

o7

(2-31)

(2-32)

Por consequéncia, substituindo (2-31) em (2-27) e considerando a desigualdade (2-32),

obtemos

/0 (B (o)) (h)dh

ho

/0 " m(Bu(ro) — dump(Ba(0))](h)dh,

- [ " (B (0)()dh +

ho

(hlmmﬂ&mmwmmm

ho ho
Co / m(BA(0)) 0 (k)dh — dy / mi (B (0))(h)dh +
o [ meB0) e,

(Co—ds +€) /0 (B (0)) 4 (h)dh — € /0 " (B (0)) ¢ (h)dh,

ho
= (Cyo—di+€) / m(B,(0))y(h)dh — T G(N).
0
Como A < (A + hn;:“;ﬁ), nés temos que —————— < 3, ¢ entdo
O+h P poT)
ho ho — At (Lt ma)h"n”p“p”l]
/ h™p(h)dh = / Rt 1 _ dh,
n—p—p_p_ 4qp 1)+1
0 0 ()\—|—h n—p p— 1) q—p
pg n—p—p bk P
< " BT 1 — A+ (q*p n—p yr)h e 1] dh
- 0 /\q(CIP:pl)+1 7
ho hn—l—’yr 1 n—mp— n
N / =Ty —yra+ (2 T
0 q—p Nn—p
'yr)\h"+w _pq_ n—g—u_,yr)h"+vr+nnppu PoT
= P -
- q(p*l)_i_l

qa—p

(2-33)

| an.

(2-34)



§2.3 Demonstracao dos resultados principais 58

Substituindo (2-34) e (2-20) em (2-33) tem-se

_ n+yr
EOT IG(l) /\_q(qp_—pl)_1_(q—p)(p;(1q)fp—)pq(p—1) _ ’y’l"/\ho v
wn (Co —dy +€) — n+yr
- 2-35)
— nyr+ PP P (
(Zmit — r)hy T
n—p—K _Dp
n+Ar+ o

Observe também que

_ae=1)  le=pl-Dn-pdp-1) _,
q—p p(a—p)

_ap=1) (g=p)lp-Yn-pilp-1)  nlp-1) _,
q—p plq—p) p '

Logo, tomando A — oo, obtemos uma contradicao por (2-35). Isso completa a

demonstracao do Teorema 2.4 no caso C' > C,p (R™).

Caso 2): C = C,(R™). Nesse caso, para cada 6 > 0, nds temos

1

(/ dtoayiaamz))

< (Copt(R™) +6) ( /X d(x,xo)ap|Du|pdm(x)> %

« ( /X d(x,x0)5q|u|qdm(x))q.

Assim, pelo Caso 1, tem-se

m(B,(x)) > C;* (%) "mp(B,(0)), Vo0, z€X.

Tomando 6 — 0, deduzimos que

m(B,(z)) > Cy 'mg(B,(0)), Vp >0, z¢€X.

Isso completa a demonstracao do Teorema 2.4. O]

Prova do Teorema 2.10 : Argumentaremos por contradicao, fixe p € M e assuma

que C' < Cppe(R™), juntamente com

(/ d(x,a:o)w\ur"dv) ' <C </ d(:v,a:o)o‘p]Vu]pdv) "
M M

(2-36)

X (/ d(x,xo)ﬂq]u\qdv) ' , Yu e Cy°(M).
M
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Escolhendo coordenadas normais em torno do ponto p, temos que a gemetria em uma
vizinhanca de p é préxima da geometria do espago tangente a p, no seguinte sentido,
para cada € > 0 existe uma carta (€,¢) em M contendo p e um 6 > 0 tal que,

#(Q2) = Bs(0) = {x € R™;|z| < ¢}, e as componentes g;; de g nesta carta satisfazem

1
m&‘j S gij S (1 + €>(Sij, (2—37)

no sentido de formas bilineares. A demonstracao para este fato, pode ser encontra em
[7].

Agora, afirmamos que, para € > 0 suficientemente pequeno, existe o > 0 e
C' < Copt(Rn)a tal que, \V/f € CgO(B(;O(O)),

a

[ uPriras) <er ([ janospas ) x
Bég(o) B50(0)
<\ [ el
B50(0)

De fato, se f € C§°(Bs,(0)), entdo u := f o exp,' € C5°(2). Logo, por (2-36) e (2-37),

temos que

(/,

=S =

(2-38)

1 1
oPifPde)” < ([ farue conl VAL - OFds)”
Bs, (0)

50 (0)

= (1+e);~</gzr($)7r|u|rdv>r,
< (1+e)2an’(/Qr(x)ap|Vu|pdv>g(/Q'r‘(x)ﬁq\uﬁdv)l;a,

= (1+6)2nTC'(/B o \x|ap|V(uoexpp)|p\/§dx>; X
)

(/ |x|6q|uoexpp\q\/§dx) "
BS()(O)

X

n an  n(l—a)  a 2
< (1raFua BT e[ japrvpds)”
Bs,(0)

l1—a

(f, , lsiaz) *
30
-/ » ol spae)” ([ . e} o)

a n(l—a)

onde C' = (1+ €)= 2%t 2 T2C,

X
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Obeserve agora que fazendo € — 0, temos que ¢/ — C. Mas, como estamos
assumindo que C' < C,p (R™), entdo podemos tomar e suficientemente pequeno de modo
que C" < Copt(R™), 0 que prova a afirmagao inicial.

Seja u € C°(R"™). Escreva uy(x) = u(Az), A > 0. Para A\ suficientemente
grande temos que uy(z) € C§(Bs,(0)). Dessa forma, considerando uy(z) = 0 em

R™\ Bs,(0), temos

l1—a

(/R yxmuwdx)’l“ < c(/R \x]ap|Vu,\]pdw>Z</Rn |x|ﬁqmwdx) T (2-39)

Agora, observe que, por meio de mudangas de variaveis, obtemos

([ lerus@rar) = x5 ( [ rtray)’

R"

a a

(L rivulde)” = x=5xmen( | jplivut)idy)”

1—a l1—a

T S 5
([ ePrpupar) = = x5 x 0o ([ yprpuiay)

R

Inserindo as relagbes acima em (2-39), tem-se que

% na n(l—a) n
([ ol lutn)ry)” < cxon a2 -s-a iy
RTL
1—a

<( [ wenvatray) ([ i) ©

R

Mas, pelas condicoes do Teorema 2.1, concluimos que

p q r
- —a(a—l)—%—(l—a}(%+ﬁ)+;+7

= —a((a—l)—i—%)—(1—a)(g—|—6)+;+7

RIS S R

= (oo ) - ()

= 0.
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Logo, teremos que

1—a

([ wrerar) <o( [ werwuwra) ([ i) ©

Essa expressao contradiz o fato de C,,:(R™) ser a constante 6tima em R™. Isso conclui

a demonstracao do Teorema. O

Prova do Teorema 2.12 : Visto que (X,d) é localmente compacto e completo,
obtemos que os conjuntos limitados e fechados em X sao compactos, logo X é um
espaco métrico proprio. Agora, como X tem curvatura > 0, podemos aplicar o Teorema

1.34 e obter H(Ba(x) R\"
n r(x

DR < (2) ), 2eX, 0<p<R 2-40

Ho(B,(2)) (5) (2-40)

Assim, a condicao (2-6) do Teorema 2.4 é satisfeita com Cy = 1.

Segue da desigualdade (2-40) e da hipétese

lim inf —7.[” (Bp (z))

=1,
p—0 Wpp"

a seguinte consequencia

H"(Bgr(z)) <w,R", V€ X, Vp>0.
Por outro lado, pelo Teorema 2.4, temos que

H"(Br(x)) > w,R", Yz e X, Vp>0.

Portanto
H"(Br(x)) =w,R", Vxe X, Vp>D0.

Assim, a isometria com o espago Euclideano R" segue do Teorema 1.35. O

Prova do Teorema 2.14 : Considere ¢ > 0 dado pelo Teorema 1.38. Como a funcao
¢ :[0,1] — R definida por

o) := (%) 3

converge para 1 quando x — 0, nds obtemos a existéncia de um ¢ > 0 satisfazendo

Copt(R") )Z .

l<arx<d—=1—-€e<|———
R
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Entao, aplicando os Teoremas 2.4, 1.37 e 1.38 nds obtemos que X tem tipo topoldgico
finito. O

Prova do Teorema 2.16 : Como (M, F') é completa, temos pelo teorema de Hopf-
Rinow (veja [52]) que (M,dp,m) é um espago métrico préprio. Pelo Teorema 1.42,
temos que a condigao (2-6) no Teorema 2.4 ocorre para Cy = 1. Observe que a escolha

da constante 1 no lado direito de (2-7) foi feito por simplicidade. De fato, por (2-6)

m(Br(z0))
mg (B(0))

m de modo a satisfazer (2-7).

temos que A,, = liminf,_,, é positivo. Entao podemos normalizar a medida

Por (2-6), temos que

m(Bg(w)) _ m(B,(z0)) _ m(B:(x0))

= 0<r<R.
w,R" T w,r" mz(B,.(0))’ "

Tomando p — 0 obtemos, pela condigao

lim inf M =1,
p—0 WP

que m(Bg(z)) < w,R",Vx € M e R > 0.

Por outro lado, como C' = C,,;(R") na desigualdade de CKN, obtemos
a partir do Teorema 2.4 que m(Bg(z)) > w,R", Vx € M e R > 0. Portanto,
m(Bg(z)) = mg(Bgr(0)), Vo € M e R > 0. Com isso, pelo Teorema 1.42 temos que
todo campo de Jacobi J ao longo de uma geodésica o tem a forma J(t) = tP(t), onde
P é um campo paralelo ao longo de ¢. Dessa forma a equagao de Jacobi (1-11) se reduz
a R°(J,6) = 0. Entao K(S,6) =0 com S = span{P,}. Por fim, como o e J foram
tomados arbitrarios, temos que K = 0, o que ¢é equivalente a dizer que a curvatura flag
de (M, F) é identicamente nula. O

Prova do Teorema 2.17 : Como (M, F) é um espaco de Berwald temos que a
curvatura de Ricci ndo negativa Ric > 0 é equivalente a Ric, > 0 (veja [53], Proposicao
2.6 € 2.7). Dessa forma, podemos aplicar o Teorema 2.16 para obter que a curvatura flag
de (M, F') é identicamente nula. A caracterizagao das variedades Berwald com curvatura
flag identicamente nula foi obtida por Bao et.al. ([8], Se¢ao 10.5), onde obtiveram que
(M, F') é localmente um espago de Minkowski.

Fixados p e ¢ em M, pelo fato de M ser localmente um espaco de Minkowski,
temos que existem vizinhangas V,, e V; em M de modo que Fj, (x,y) e F,. (x,y) nao
dependem de z. Porém, ainda ndo sabemos se Fj, (y) = Fj, (y). Assim nos resta
provar esse fato. Para tanto, considere uma geodésica v ligando os pontos p e ¢, como a

imagem formada pela geodésica é compacta, podemos extrair uma subcobertura finita
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de vizinhancas de modo que F' nao dependa de x, mas como F' é continua, temos que

F, (y) = Fj,, (y). Logo (M, F) ¢ isométrico a um espago de Minkowski. O

Prova do Teorema 2.19 : Como (M, F) é completa, temos pelo Teorema de
Hopf-Rinow ([52]) que (M,dr,m) é um espaco métrico préprio. A hipdtese de nao
negatividade da curvatura flag implica que a curvatura de Ricci é nao negativa, entao
de maneira analoga a demonstracao do Teorema 2.17 obtemos que Ric, > 0, e pelo
Teorema 1.42, temos que a condi¢ao (2-6) no Teorema 2.4 ocorre para Cy = 1.

Agora, pela Proposicao 1.43, temos que a medida de Busemann-Hausdorff mgy

satisfaz 5
lim inf mpn(B,(2)) = 1.
p—0 WP
Assim, pelo Teorema 2.4 obtém-se
Copt(R™) @ B
0 < ( o )> < menlBr@o)) -y, (2-41)
C Wy P

Recordemos que, uma variedade de Finsler (M, F') tem méaximo crescimento de volume

se
iy, M (Bp(20))
p—roo WP

> 0.

Portanto pela desigualdade (2-41), obtemos que (M, F') tem méximo crescimento de

volume, e entao pela Observacao 2.18, M é difeomorfa ao espaco Euclideano R". [



CAPITULO 3

Solitons de Yamabe gradiente com base

conformemente plana

Neste capitulo, iremos apresentar uma série de resultados obtidos em [2] em parceria
com Adriano, Pina e Barboza. Tais resultados classificam os solitons de Yamabe
gradientes com base conformemente plana steady que sao invariantes pela acao do
grupo de translagoes de codimensao 1. Essa técnica permite estudar um problema
que envolve certa dificuldade por se tratar de equacoes diferenciais parciais, em um
problema envolvendo equagoes diferenciais ordinarias, o que a priori simplifica a busca

por solugoes.

3.1 Introducao

Nessa secao apresentaremos alguns resultados no escopo dos solitons de Ya-
mabe gradiente. A definicao para tal soliton, assim como diversos exemplos podem ser
vistos na segao 1.3.

Recentemente, Brozos-Vazquez et al. forneceram uma estrutura especial de
produto torcido para os solitons de Yamabe gradiente, este teorema estabelece o

seguinte resultado.

Teorema 3.1. ([13]) Um soliton de Yamabe gradiente (M™, g, h,p) com |Vh| # 0, é

localmente isométrico ao produto torcido

((_87 5)7 dt2) X |Vh| (Nn_la gN) )
onde (N" 1 gn) € uma variedade semi-Riemanniana de curvatura escalar constante.

Por outro lado, de Sousa e Pina em [22], estudaram os solitons de Ricci
gradiente com estrutura de produto torcido e provaram que a funcao potencial depende
apenas da base ou a funcao torcao é constante. Utilizando a mesma técnica é possivel

provar tal fato no contexto dos solitons de Yamabe.



§3.2 Solugoes invariantes por translagao 65

Estes resultados tornam interessante uma investigacao mais detalhada dos

solitons de Yamabe gradiente com estrutura de produto torcido B X F' satisfazendo

scaly, = Ap = constant, h=homw, heC®(B), (3-1)
onde scaly, representa a curvatura escalar de I, e h a funcao potencial do produto
torcido, visto que resultados nessa linha permitem o entendimento local dos solitons
de Yamabe.

Observacao 3.2. Ao longo dessa tese, consideraremos a motacdo apresentada na

equagao (3-1).

3.2 Solucoes invariantes por translagao

Considere (R™,§) o espago semi-Euclideano de dimensdao n > 3 munido do
tensor métrico .
0= Z&dﬂ?i ® dx;, g; = £1.
i=1
Para um vetor nao nulo o = (aq, ag, . .., a,) € R™ defina a seguinte fungao & : R — R

por meio da regra

5('1') = <‘T70‘>>

= QT+ Qpdy,

onde x = (z1, X2, ...,x,). O vetor a define um conjunto de hiperplanos perpendiculares

a « dado por
Ker(§) ={x e R"; (z,a) = 0}.

Considere v € R" tal que v € Ker(§) e f : (a,b) C R — R uma fungao
diferencidvel, entio a funcio f : £ (a,b) C R" — R, definida por f = fo¢ satisfaz

~ o~

f(z)= f(x+v), Vre&ab).

E nesse sentido que dizemos que fé uma funcao invariante por um grupo de translagoes
de dimensao (n — 1).

Recentemente, os espagos conformemente planos se tornaram objetos de grande
interesse pela sua flexibilidade em fornecer exemplos de solitons de Yamabe gradiente
steady. Em [42], Neto e Tenenblat trataram o caso (R”, # go), onde gy é a métrica semi-

Euclideana canonica, e obtiveram as solugoes steady que sao invariantes pela acao do
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grupo de translagoes de dimensao (n — 1). A mesma técnica é usada para obter todas
as solugoes invariantes de solitons de Ricci gradiente steady, veja [9].

O produto torcido provou sua eficiéncia em produzir novos exemplos de varie-
dades com certas caracteristicas geométricas peculiares, veja [11, 24, 26]. Considerando
solugoes invariantes no produto torcido, Neto em [41] forneceu exemplos explicitos de
solugoes da equacao de campo de Einstein que sao completas. Por outro lado, no mesmo
contexto de invariancia, Sousa em [22] forneceu exemplos de solitons de Ricci gradiente
com estrutura de produto torcido que nao sao conformemente plano.

Nessa se¢do, focaremos nossa atengao para o produto torcido B" X ; F?, onde
a base é conforme ao espaco semi-Euclideano de dimensao n, invariante pela acao
de um grupo de translagdo (n — 1)-dimensional. Como aplicagdo, iremos construir
5 exemplos de solitons de Yamabe gradiente steady. Além disso, forneceremos uma
forma de construir infinitos exemplos explicitos de solitons de Yamabe gradiente steady
geodesicamente completos com base conforme ao espago de Lorentz (veja Exemplo 3.5).

Como citado no inicio da secao, nés procuramos por funcoes diferencidveis
o, fih : (a,0) € R — R, com f,¢o > 0, de modo que f = fo& ¢ = pok,
h=ho&: B =¢1a,b) — R, satisfagam (1-4) com fungao potencial h e tensor

métrico

)
p(x)?

g= + f(x)*gp.

Teorema 3.3. Com (R™,0) e f = fo&,p =po& h="ho& como acima, 0 espago

M = £ Ya,b) x F¢, munido do tensor métrico

)
p(x)?

9= + f(=)?gr, (3-2)

¢ um soliton de Yamabe gradiente se, e somente se

AN
B+ 22 =0, (3-3)

ol [(n — 1)(2eg” — (&) 252" — (n — 2 )+

f

B (3-4)
——d<df2 1)902(f’)2 + so’h’w] =p— >—§
d
laf|? [(n — 1)(20¢" — n(¢)?) - 2?(902f” —(n—=2)pp' f')+
2 (3-5)
_d(d_1>2 /2_9’;//_ _)‘_F

quando ||| #0, e
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11,/
W+ 290; =0, (3-6)
A\
- f—§ =0, (3-7)

quando ||a|]* = 0.

Corolario 3.4. Se ||a||?> =0 e A\p # 0, entdo o produto torcido M = £ *(a,b) x F? ¢

um produto Riemanniano usual.
Nesse caso, nds temos a seguinte obstrucao na constante p.

Corolario 3.5. Se [[a||> =0 e A\p > 0, entdo nao existe soliton de Yamabe gradiente
steady ou expanding com métrica produto torcido (3-2). Analogamente, se ||af|> =0 e
Ar < 0, entdo nao existe soliton de Yamabe gradiente steady ou shrinking com métrica
produto torcido (3-2).

Pelas equagoes (3-3) e (3-6) do Teorema 3.3 podemos observar que uma
condicao necessaria e suficiente para que tal espaco seja um soliton de Yamabe

gradiente, é que h seja uma funcao monotona. Isto é,

para alguma constante k; € R.

Apresentaremos as solugoes das EDOs do Teorema 3.3 nos seguintes casos:
W =0eh #£0.

Teorema 3.6. Com as consideragoes acima, o tensor métrico

5
p(r)?

g = + f(17>29F7

¢ um soliton de Yamabe gradiente steady se, e somente se, as funcoes @, f, h satisfazem

as sequintes condigoes

(a) Se|la||* #0, A\p #0 e ' # 0, entdo
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2 n (n+d) N2 k1 / SOSAF
—_— = -1

y A e T RaE O
onde ki # 0, ky # 0, sdo constantes.
(b) Se||al|*#0, A\p =0 e W #0, entao

ks
f(&) = : 3-11
© (&) &1

1
h(§) :k1‘/902—(§->d§7 (3-12)

edyp
(n+d— 1)(n+d+2)/ PR T e e e = &+ ky, (3-13)
1 nrd—2 ¥

onde k1 # 0, ky # 0, k3 e ky sdo constantes.

(c) Sellal|*# 0, \p =0 e W/ =0, entao dado uma fungdo suave ©(€) > 0, temos

h(§) = constante, (3-14)

d+1
n—2 2
f(8) = par (€)@ / g =) (3-15)

onde ®(§) = [ 2,(€)d¢ e z, é uma solugdo particular de

2 (n+d—1) 4 2 i
2 ! ) 9 | =0. -1
25+ 7 12 + A+ 17 (n( 0 (3-16)

(d) Sellall> =0 e Ar =0, entdo dado duas funcoes suaves (&) e f(£), temos

1
h(f) :k1/<p2—(§)d£’

onde k1 € uma constante.

Observacgao 3.7. Como poderemos observar, na demonstracao do Teorema 3.3, se p €
uma fungao definida apenas na base, entao facilmente podemos estender o Teorema 3.3
no contexto dos quase solitons de Yamabe gradiente. Como exemplo, no caso particular
em que ||a||* = 0 nds obtemos uma infinidade de solugoes, isto é, dado as funcies p e

f, entao
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h(€) = kl/%@dg k€ R,

fornecem uma familia de quase solitons de Yamabe gradiente com estrutura de produto

torcido.

Na sequeéncia, apresentamos alguns exemplos ilustrando o Teorema 3.6. Tais
exemplos sao interessantes e guiarao nossa intuicao a respeito de propriedades gerais

dos solitons de Yamabe gradiente. Primeiramente denote
R? = {(z1,20,73) € R% 23 >0}, R} = {(w1,22,23) € R% a1 + 29 + 13 > 0},

Ry = {(z1, %9, 23) € R%0 < 21 + 25 + 23 < 107},

ds® = (dx1)? + (dxo)? + (dx3)*.
Exemplo 3.1. No Teorema 3.6, Caso (a), considere R® x H3, ky = 1, ky = 3, entdo

temos que

903

o>

Wl N

_ L _ L e 2. nm N2 ﬁl —

A familia de solucoes de @ estd descrita no sequinte retrato de fase.

Figura 3.1: Plot de ¢(0) e ¢'(0)

Exemplo 3.2. No Teorema 3.6, Caso (b), considere ky =1, ko =1, k3 =0, ky = 0,

entdo o espago R2 x R munido da métrica g = ds? + f%ds, onde

ds? 20
ds? = 20———M—, T1,To,X3) = 4| ——,
! T1 + T + 73 J(@1, 22, 23) V 21 + 20 + 73

€ um soliton de Yamabe gradiente steady com func¢ao potencial

h((l]l, T, 1‘3) =20 10g<I1 + To + .Ig).
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Exemplo 3.3. No Teorema 3.6, Caso (b), considere ky =1, ko =1, k3 = —%, ky =0,

entao o espaco Ri x R® munido da métrica g = ds? + f2ds, onde

ds? 4 i ) :

ST = , X1,T9,x3) = y

1 tan T+ xo + T3 12,03 tan x|+ xo + X3
20 20

¢ um soliton de Yamabe gradiente steady com fungao potencial

h(xy,x9,23) = 20log [sin <w>} .

20

Exemplo 3.4. No Teorema 3.6, Caso (c), considere o espaco de Lorentz (R, g) com

coordenadas (x1,To,x3,14), assinatura €, = —1, ep = 1 para k = 2,3,4, ¢ F* com
curvatura escalar zero. Considere & = xy + x3 + x4 € escolha p(&) = |sec(&)| onde
§ # 5+ kn, k€ Z, entdo z,(§) = —% ¢ uma solugao particular de (3-16), e pelo

Teorema 3.6

F(€) = (2sec(€)[e5)2, h(€) = constante, ¢(€) = |sec(€),

fornece uma estrutura de soliton de Yamabe gradiente steady definido em x1+xo+x3 #
T4 kn, kel

Exemplo 3.5. No Teorema 3.6, Caso (d), considere o espago de Lorentz (R", g) com
coordenadas (z1,...,x,), assinatura e, = —1, g, =1,V i > 2, e fibra (R, go) onde g

¢ a métrica Euclideana usual. Considere & = x1 + x2 € escolha k € R\ {0}, entdo

]{3167%5
2%k

f(&) =e*, h(&) = ki £0, ¢(§) =€,

define uma familia de solitons de Yamabe gradiente steady completos no produto torcido

(R™, p2g) x; (R?, go) com fungdo potencial h e fungdo torcio f(veja Se¢io 3.5).

Exemplo 3.6. (Produto torcido Einstein) Considere o espaco R3 x R® munido da

métrica g = ds? + f3ds, onde

ds? 1
2 _
ds] = _:L% . [z, @9, 23) = .

Por um cdlculo direto, temos que H? x ; R* é uma variedade de Einstein completa nao
compacta com Ric = —%g. Com isso, H? x; R® é um soliton de Yamabe gradiente

trivial.
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Exemplo 3.7. Seja (S, dr?) a esfera de dimensdo 3 com métrica candnica e considere

a variedade produto M = R3 x (S* x R3) munido da métrica § = dsi + f*(dr? + ds}),
onde

2 d52 7/,.4

ds] = f(z1, e, 23) = y/ 3.

27
T3

Por um cdlculo direto, temos que H? x; (S* x H?) € um soliton de Yamabe gradiente

trivial completo nao compacto com p = —6.

3.3 Infinitos exemplos de solitons de Yamabe gra-

diente steady completo

Nessa secao, demonstraremos que o Exemplo 3.5 fornece infinitos exemplos
de solitons de Yamabe gradiente geodesicamente completo. No ambito das métricas

semi-Riemannianas definimos completute como segue.

Definicao 3.8. Uma variedade semi-Riemanniana na qual toda geodésica v pode ser

estendida para todo t € R é dita geodesicamente completa, ou simplesmente completa.

Muitos exemplos de variedades semi-Riemannianas sao encontrados na litera-
tura. Porém, exemplos geodesicamente completos sao raros, visto que resultados classi-
cos na geometria Riemanniana nao podem ser utilizados, como é o caso do teorema de
Hopf-Rinow que nao permanecerem valido para métricas semi-Riemanniana. O exem-
plo a seguir retirado de [46] apresenta uma variedade semi-Riemanniana compacta que

nao é completa.

Exemplo 3.8. ([46])Considere M = R?* \ {0} equipado com a métrica semi-

Riemanniana

dr @ dy + dy ® dz

- 22 + 42 :
Para todo ¢ # 0 a aplicagio (x,y) — c(x,y) € uma isometria de M. Considere como
caso particular a sequinte isometria: Az,y) = (2z,2y). O grupo I' = {\" : n € Z}
gerado por \ age de maneira propriamente descontinua em M, dessa forma, % € uma
variedade semi-Riemanniana cuja topologia pode ser identificada com a regidgo anular
{(z,y) € M : 1 < 2?+y* < 2}. Identificando a fronteira de % por meio de X obtemos
um toro de Clifton-Pohl. As geodésicas de M sao dadas por v(t) = ((1 —t)~1,0),

—00 < t < 1, dessa forma, v nao pode ser estendida para t > 1. Como a projecao

T % — M € i1ma isometria local e M € nao completa, temos que % ¢ nao completa.

O exemplo acima inviabiliza a utilizacao do teorema de Hopf-Rinow no ambito

das métricas semi-Riemannianas. Dessa forma, em muitos casos precisamos provar a
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completude por meio da definicao, a saber, é necessario exibir as geodésicas e provar
que elas podem ser estendidas para todo parametro real.

No contexto dos produtos torcidos, considere v uma curva em B X I, entao
podemos escrever y(s) = (yg(s),vr(s)), onde yg = T oy e yp = 0 0. A proposicao a

seguir garante uma condicao para que v seja uma geodésica.

Proposigao 3.9. ([46]) Uma curva v = (yg,vr) em B Xy F € uma geodésica se, e

somente se,
(a) v = gr(Yp,Vp)f 0BV em B;

—2 d(foﬁ)/B) /
fos ds E

Na sequeéncia, utilizando a Proposicao 3.9 encontraremos as geodésicas do

em F.

(b) 7 =

Exemplo 3.5 e provaremos que é possivel estendé-las para todo parametro real.

Prova da completude do Exemplo 3.5 : Seja (R”, g) o espago semi-Euclideano
onde g = —dzi + >, dz?. Tome k € R\ {0} e considere as fungdes

klef%g

PlE) =, J(&) =, h(e) = —5—.

by # 0.

Denotando por g := ¢~ 2g = e ?* g, obtemos que o gradiente V; f nessa métrica

¢é dado por
Vif =D 370,00 = ) el a0y =Y ke,ane™0,.
r,s=1 r,s=1 s=1
Comoa; =as=1,a; =0, parat >3, ee; = —1, g, =1, para i > 2, obtemos
Vif = ( — ke kel 0, .. ,O).
Entao, considerando v5(s) = (y1(5), ..., Un(5)) € Yr(S) = (YUn+1s- - - Yntp(s)) como na

Proposicao 3.9, concluimos que

([ Y(s) = —k[y1 ()2 + -+ ()] e @0, (D)
Y3 (8) = kY1 (s)® + -+ yppp(s)?]ettn@rul), (IT)
y’(s) =0, para re{3,...,n}, (I1T)

( Ynii(8) = =2k[y1(s) + 95(8)lynyu(s), para Le{l,....d}.  (IV)
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A soma das equagoes diferenciais (I) e (II) produz y{(s) + y4(s) = 0, entao por

integracao
Yi(s)+ys(s) =cr, yi(s) +u(s) =cis+c, ¢, €R (3-17)
Substituindo (3-17) em (IV), obtemos a equagao diferencial de segunda ordem
Ynoi(8) + 2kery, ,(s) =0 paracada e {l,...,d}, (3-18)

cuja solucao geral é dado por

C31+ €4S se cp =0,
ynJrl(S) =
31+ cage” s se e # 0,
onde c3,¢q; € R. Isso mostra que para cada | € {1,...,d}, as fungoes y,,4(s) estao

definidas para todo s € R.
Como as solugoes de (III) sao dadas por y,(s) = ¢5, + 6,5, para cs ., ¢ € R,
cujo dominio é R, é necessdrio provarmos apenas que as solucoes de (I) e (II) estao

definidas em R.
Integrando (3-18) e substituindo o resultado em (I), nds temos

yi(s) = —hleq, + Gyt - Jemersettn@mnl),

onde ¢71,¢72,...,¢7, € R.
Agora, por (3-17), obtemos

yi(s) = —klG,+G,+-+3 e :
= —kl@G, + G+ -+ e,
= (g1 € R.

Entéo y1(s) = %*s® + ¢gs + ¢19, cujo dominio é R. A menos de sinal, o mesmo ocorre
para ys(s). Assim, toda geodésica v = (v, yr) esta definida na reta R, o que estabelece

que (R, ¢ ~2g) x (R?, gy) é geodesicamente completa. O

3.4 Demonstracao dos resultados principais

Primeiramente, para demonstragao dos resultados principais necessitaremos do

seguinte lema de caracterizagao dos solitons de Yamabe gradiente no produto torcido.



63.4 Demonstracao dos resultados principais 74

Lema 3.10. (B" Xy Fd,g,iz,p) ¢ um soliton de Yamabe gradiente se, e somente se,
(B™, g, h,\) é um quase soliton de Yamabe gradiente com func¢do soliton
Arp 2d d(d—1)

A=——+ —=Af+

f2 f f2 gB(vfa Vf)+p7

e curvatura escalar .
scaly, = ?gB(Vf, Vh)+ A (3-19)

Prova do Lema 3.10 : Considere scaly, = Ap, entao pela Proposicao 1.10, temos

que a curvatura escalar no produto torcido é dada por

LY IVfI?
scal, = {scalgB + T QdT —d(d—-1) 72 om,
onde A denota o Laplaciano em B, e por simplicidade utilizamos g5 = (-,-) = | - |%.

Com isso, (B x F,g, h, p) é um soliton de Yamabe gradiente se, e somente se,

VP2
f2

A -
<{scalgB + ;—g - 2d7f —d(d-1) ] o — p) g = Hess,h. (3-20)
Considere X € L(B) e V € L(F), entdo, pela definicdo de métrica produto torcido e

pelas expressoes da conexao no produto torcido, obtemos

g(X,V)=0= Hess,h(X,V).

Assim, precisamos apenas analisar a equagao (3-20) para par de campos ambos em
L(B) ou em L(F).
Tomando campos X,Y € L(B) em (3-20) e utilizando a expressdo para a

Hessiana do levantamento Hesszh (veja Proposicao 1.5), obtemos a seguinte condicao

de equivaléncia

VP2
f2

T [<scalg3 + Ar _ 2dﬂ —d(d-1)

IE 7 — p) 931 =" (Hessg,h),

que mostra que (B", gg) é um quase soliton de Yamabe gradiente com funcao soliton

A 2N d(d— ) |Vf{|2

S ER

+p;

e funcao potencial h.

Agora, considere V, W € L(F'), entao utilizando as expressoes da conexao no
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produto torcido (veja Proposicao 1.6), obtemos a seguinte expressao para Hessiana

Hess,(B)(V,W) = V(W(h)) — (VyW)(h),

= vov() + NG5y - whwi),
= V() (o7 gr)(V, W),
_ 7 [dw(Vf)(ﬁ)ow] (0" gr)(V, W), (3-21)

Substituindo VW € L(F) em (3-20) e considerando a equacdo (3-21) nds
obtemos
IV£I?
2

Ar A
" (scalgB - 2d—f —d(d—1)

T - p) fo*gr) = [dx(T)(B) o 7] (0" gr).

E usando que Vf = dnV( f ) (veja Proposicao 1.5) nds obtemos a seguinte condic¢ao

equivalente
Ap 2d IVfI? (Vf,Vh)
scalg, + — — —Af —d —p=——,
9B f2 f ( ) f2 p f
que é a equagao (3-19). Isso finaliza a demonstragao. O]

Prova do Teorema 3.3 : A equivaléncia obtida no Lema 3.10 estabelece que uma
condi¢ao necessdria e suficiente para que (B" x F'¢, g, h, p) seja um soliton de Yamabe

gradiente é que

scaly, + j\”_l; — 2TdAf d(d — )|ij2€|2 —p= —<vf}Vh> (3-22)
’ Ao 2 A1k
(scalgB + f—l; — TAf d(d — )| f]j p) g = Hessg, (h). (3-23)

Usaremos as equacoes acima em combinacao com as técnicas de solucgoes
invariantes para obter as equagoes (3-3), (3-4), (3-5), (3-6) e (3-7).

Primeiramente, para a escolha de um vetor nao nulo a = (aq,...,a,),
considere ¢ : R — R dado por &(z1,...,2,) = aqxy + -+ + a,x,. Como estamos
assumindo que (), h(§) e f(§) sao fungoes de £, entao considerando a derivada com

respeito a ¢-ésima coordenada por , z;, temos

Pai = SD,O&Z" f,l“i = f/aia h,xi = h/aia
(3-24)

" " "
Prz; = P O, f,xixj = f ;g h,azia:j =h ;0.
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Recordemos que a curvatura de Ricci na métrica conforme gg = % ¢ dada por
(veja [11])
_ 1
Ric,, = ?{(n —2)pHesssp + [pAsp — (n — 1)|V530|2]5}. (3-25)

Combinando (3-24) com (3-25), obtemos a seguinte expressao para curvatura escalar
5
)

na métrica gg = %

n
2 .
scaly, = g o er(Ricy, )kks
k=1

k=1 k=1
= |Ja|*(n — 1)(2¢¢" — n(¥")?). (3-26)

De modo a calcular Hessg,h, lembremos que a Hessiana é dada por (Definigao 1.4)

(Hessgpyh)ij = Do, — Z Ff]'h@k’
k=1

onde as funcoes

1 n
k Ik
Fij = 5 {(gjl),zi + (gli),x]- - (gij),xl}g )
k=1
Ek
= —5{5]'1@83'(@,@ + Ori€rP; — 51;j€¢90,zk}7
ou seja,
Ffj =0, sz = _&7 I = é?z‘é?kgp’xk e I = s
2 12
sao os simbolos de Christoffel na métrica gg, 7,j,k =1,2,...,n. Assim,

(HeSSgBh')ij = h,xixj + 90_1(90,xih,xj + Qp,xjh,xi) - 52]‘61 Z gkgp_lgpﬂikh‘,l‘ka
k

= b + 2oua; — de|al[P)e TR (3-27)
O Laplaciano Af =", p?e(Hess,, f)rx de f com respeito a gp é
Af =1lalPe*(f" = (n = 2)¢7 ¢ f). (3-28)

Por outro lado, as expressoes de (V f, Vh) e |V f|? na métrica conforme gp sao
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dadas por

(VI,Vh) =" enfaha, = llalP* 1,
k
(3-29)
VP =¢*> erf2, = llalPe’ ()
k

Entao substituindo (3-26), (3-28) e (3-29) em (3-22) obtemos (3-5).
Agora, para i # j, obtemos por (3-23) e (3-27) que

/h/
OZZ‘Oéj <h// —|— 2S0—) = 0
¥

Se existir 4, j, © # j tal que a;a; # 0, entao
h/SO/
¥

h//+2

=0,

que é a equagao (3-3). E para i = j, substituindo (3-26), (3-27) e (3-29) em (3-23)
obtemos (3-4).
Agora, precisamos considerar o caso oy, = 1, o, = 0 para k # k. Nesse caso,
substituindo (3-26), (3-27) e (3-29) em (3-23) obtemos que
Ap o 2d

[eho(n = D" = nl()) + G5 = el S = (0= 2)eg! )+

did—1 , Ei 90/ ’
_5ko%w2(f )2 — ,0] i —5151@0;71 :

para i # ko, isto é, a; = 0, e

A 2d
(210 (n = D2o¢" (@) + G5~ Te (T~ (n—2)ee )
d(d—1 / 0 " ' /
_5k0%902(f )? — P]% =h"+ %h,

para i = ko, isto é, oy, = 1.
Porém, essas equagoes siao equivalentes as equagoes (3-3) e (3-4). O caso ||a||* =

0, segue se fizermos ||a|> = 0 em (3-4) e (3-5). Isso completa a demonstragao. O

Prova do Teorema 3.6 : Caso a): Como p = 0e h’ # 0 nds obtemos pelas equagoes
(3-4) e (3-5) do Teorema 3.3 que

s

SOI
77 f
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Integrando esta equacao temos

= 3-30
f€) Ok (3-30)
para ke € R\ {0}, que é a equacao (3-8).
Integrando a equagao (3-3), temos
/ kl
h = 3-31
(&) 2@ (3-31)

para ky # 0, e entao

hE) =k, / @%@dé,

que é a equagao (3-9).
Substituindo a equacdo (3-31) em (3-4) e considerando (3-30), obtemos a

seguinte equagao diferencial ordinaria

e 3\
/\2 1 r_ P AR
SRR Tmrd—n? K2l

(3-32)

que é a equacao (3-10). A implicagdo contraria segue por substituicdo das fungoes
obtidas.
Caso b): Como no Caso a), as expressoes (3-11) e (3-12) aparecem de maneira

analoga. Agora, como A\r = 0, a equagao diferencial (3-32) fica

K
2(n+d—1)

2()0// (n + d)

- (@) + ¢ =0. (3-33)

Considerando ¢(&)~"2" 1 = v(€), obtemos por (3-33) a seguinte condicdo equivalente

ky 4
! v a2 = (). 3-34
YO+ gy OO (3:34)
Integrando (3-34) obtemos
]ﬂl (n + d— 2) ntd+2
’ ntai2 = kg, k3 € R.
Assim,
1
- dv =&+ ks, ks eR
k1 (n+d—2) ntd+2 ’
stmrdramran V(&) — ks
E entao
(n+d—1)(n+d+2) pdp =&+ k
L _ 2ks(ntd—1)(n+d+2) nidiq - 45
1 ntd—2 ¥



63.4 Demonstracao dos resultados principais 79

que é a equagao (3-13) do Teorema 3.6. A implicagdo contraria segue por substituigao
das fungoes obtidas.
Caso c): Como I =0 e A\p = p = 0, temos pelas equagdes (3-4) e (3-5) do

Teorema 3.3 que

//_n AVAYE g
(n = 1) (209" = n(¢')7) 2f

(P f" = (n = 2)pe ) — I (f")? =0,

que é equivalente a

(582 s (-8 5t () ) -

Considere

T n=2)¢
food+1) ¢
entao temos )
2 (n+d—1) ¢’ ©"
2 !
— ] —-2—1]=0. -
z +d+1z+ dd+ 1) (n((p - 0 (3-35)

Recordemos que uma equacao diferencial ordindria é dita de Ricatti se apre-

senta a forma

2(8) = f2(8)2(€) + f1(E)2(8) + fo(&), (3-36)

onde fy, fi e fo sao fungoes suaves em R, e pelo Teorema de Picard, dado uma solucao

particular zg de (3-36), a solugao geral é dada por

2(6) = 20(€) + B(€) [C -/ <I><s>f2<s>ds] -

onde

®(§) = exp { /[2f2(§)20(5) + f1(§)]d§} e (O = constante.

Observe que (3-35) é uma equagao diferencial de Ricatti com

Entao temos que

F'€)  (n—2)¢'() o (d+1) [ zp(€)de
N ¥ T+ T e~ [%@deqe + O
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Portanto,

2
f(&) = pitel ( / em DT ge 4 %O) o
onde z,(£) é uma solucao particular de (3-35). Essa expressao é a equacao (3-15).
Agora, como I/ = 0, nds temos que h(§) = constante, que é a equagao (3-14).
A implicagao contraria segue por substituicao das fungoes obtidas.
Caso d): Segue de maneira direta de (3-6) e (3-7). Isso completa a demons-

tracao do Teorema 3.6. [



CAPITULO 4

Propriedades geométricas e analiticas dos

solitons de Yamabe gradiente com

estrutura de produto torcido

Neste capitulo, iremos apresentar uma série de resultados obtidos em [2, 3] em parceria
com Adriano, Pina e Barboza. Tais resultados descrevem propriedades geométricas e

analiticas dos solitons de Yamabe gradiente (B xf F, g, f~1, p), satisfazendo
scaly, = \p = constante, h=hon, heC®B).

Como foi observado no Capitulo 3, as condig¢oes acima sao naturais e trazem a luz
infinitos exemplos de solitons de Yamabe gradiente. Tais exemplos servirao como guia

para investigarmos suas propriedades.

4.1 Teoremas de Rigidez

Primeiramente, recordemos o seguinte resultado (veja Lema 3.10).

Proposigao 4.1. (B" x; F g, h, p) € um soliton de Yamabe gradiente se, e somente

se, (B",gp,h,\) € um quase soliton de Yamabe gradiente com fung¢ao soliton

A 2d d(d—1
P LN Gt PR S ) (4-1)
7T 7
e CUTUatUT(L escalm‘ 1
scaly, = ?gB(Vf, Vh)+ A (4-2)

De modo a explorar as equagoes (4-1), (4-2), passaremos a investigar resultados
de trivializacao das fungoes potencial h e funcao torcao f. Como podemos observar,
os exemplos obtidos no capitulo anterior apresentam uma caracteristica em comum,
exceto nos casos em que h é constante, a funcao potencial A nunca atinge seu maximo

ou minimo. Dito isso, podemos formular a seguinte conjectura:
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Conjectura. Ndo existe soliton de Yamabe gradiente (B X F,g,iL, p) com fungao

potencial nao constante que atinge seu mdrimo ou Mminimo.
Na sequéncia, apresentamos uma resposta afirmativa para essa conjectura.

Teorema 4.2. Seja (B X F\ g, B,p) um soliton de Yamabe gradiente. Se h atinge seu

mdzimo ou minimo, entdo (B X; F, g, h, p) € trivial.
Na literatura, o seguinte resultado é conhecido

Teorema 4.3. ([30]) Todo soliton de Yamabe gradiente compacto (M™, g, h, p) € trivial.
Desse modo, como consequéncia do Teorema 4.2, fica provado que

Teorema 4.4. Todo soliton de Yamabe gradiente (B X F, g, /~7J, p) com base compacta
é trivial.
A analise pode ser feita para funcao torcao, nesse a seguinte questao é

pertinente

Questao. FEriste soliton de Yamabe gradiente (B X F) g, fz,p com funcgao tor¢ao nao
f

constante que atinge seu mdzximo?(ou minimo?)
A seguir, apresentamos uma resposta parcial e negativa para esta questao.

Teorema 4.5. Seja (B x; F,g, ﬁ,p) um soliton de Yamabe gradiente com curvatura
escalar scaly, > p — ’]\0—5 Se f atinge seu mdximo, entdo (B x F,g) é um produto

Riemanniano usual.

Teorema 4.6. Seja (B x; F\ g, B,p) um soliton de Yamabe gradiente com curvatura
escalar scaly, < p — ’}—5 Se f atinge seu minimo, entio (B x F,g) é um produto

Riemanniano usual.

Na sequeéncia, é interessante saber em que condi¢coes um soliton de Yamabe

gradiente (B X F, g, p, h) tem base ndo compacta. Nesse sentido provamos que

Teorema 4.7. Seja (BxF,g, fz, p) um soliton de Yamabe gradiente com base completa

e
g5(Vlog f, Vh) = constante # 0,

entao (B™, gg) € isométrico ao espago Euclideano usual (R™, gp).

Nos tltimos anos, muitos esforcos foram dedicados a entender a geometria dos
solitons de Yamabe gradiente. Sob uma suposi¢ao na integral da curvatura de Ricci,
Wu [56] fornece uma estimativa para a curvatura escalar em fungao de p. Como citado
por Wu, seu resultado exclui a andlise das variedades Einstein com curvatura constante
negativa. Observando essa lacuna, Chu melhorou tal resultado considerando um limite

inferior para o tensor de Bakry—Emery Ricci.
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Teorema 4.8. ([21]) Seja (M™, g, h, p) um soliton de Yamabe gradiente completo naio

compacto com

h

Ric, + Hessghy > K, onde hy = m,

para uma constante K € R e considere R, = infy, scal,,.

(a) Sep >0, entao 0 < R, < p.
(b) Se p=0, entao R, = 0.
(c) Sep<0, entio p < R, <0.

Pelos exemplos do capitulo anterior, podemos observar que H? x ; (S* x H?)
(Exemplo 3.7) é um soliton de Yamabe gradiente expanding completo nao compacto
com curvatura escalar constante —6. Isto é, satisfaz o item (c). Por outro lado, segue
da Proposicao 1.9 que a expressio do tensor de Ricci para levantamentos £({p} x H?)

¢é dado por
8

Ric,(V,W) = — <2x3? + %) g(V, W), peS?
que ¢ ilimitado inferiormente. Entao o Teorema 4.8 exclui os solitons (H? x ;(S* xH?), g).
O préximo resultado melhora o Teorema 4.8 de modo a incluir o exemplo 3.7.

Teorema 4.9. Seja (M = B" x; F?, g, h, p) um soliton de Yamabe gradiente completo

satisfazendo

h

Ricy, + Hessg,w > K, onde w = —dlog f — St d=1) (4-3)
para K € R e considere R, = infys scaly, 1, = infp ¢, onde ¢ = scaly, — X e
A 2d d(d—1
A= =20 2 M 9V 40
o f f
(a) Se p > 0, entao 0 < R, < p. Além disso, se ¥(xg) = . = —p para algum
xo € B, entao ¢ = —p, scaly = 0 e a funcao potencial h pode ser expressa por

hz) = —8|z[?+(b, z)+c, onde b € R", ¢ € R; por outro lado, se 1)(xy) =1, =0
para algum xo € B, entao ¢ = 0, a curvatura escalar scal, é constante positiva
e Vh é um campo Killing.

(b) Se p=0, entio R, = 0. Além disso, se (xo) = V. = 0 para algum xy € B, entao
=0, scal, =0 e Vh é um campo Killing.

(c) Sep <0, entio p < R, < 0. Além disso, se ¥(xg) = 1. = 0 para algum zo € B,
entao ¥ = 0, a curvatura escalar scal, € constante negativa e Vh é um campo
Killing; por outro lado, se 1(x¢) = 1. = —p para algum xy € B, entao ¢ = —p,
scal, = 0 e a fungdo potencial h pode ser expressa por h(z) = —Llz* + (b, x) + ¢
onde b € R"* ¢ e R.
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Além disso, obtemos as seguintes estimativas da funcao potencial.
Teorema 4.10. Sob as mesmas hipoteses do Teorema 4.9, temos

(a) Se p >0, entdo h(z) > —Lr(x)? + err(x) + ¢
(b) Se p <0, entdo h(z) > cyr(z) + ¢

onde r(x) denota a fungao distancia partindo de um pontop € M e ¢q, ¢ € R.

4.2 Estimativa de gradiente tipo Li-Yau para fun-
cao torcao

As equagoes (4-1) e (4-2) da Proposigao 4.1 nos mostram que estimativas para
funcao torgao tem forte impacto na geometria do produto torcido. Como exemplo, con-
sidere (H", g_1) e (R?, go) o espago Hiperbdlico e o espaco Euclideano, respectivamente,
entao nao existe soliton de Yamabe gradiente expanding H" x ; R? com p = —n(n — 1)
e |Vf] #0, se f assume seu maximo.

Dito isso, visto que a condigao para que f assuma seu maximo esta relacionada
ao comportamento do seu gradiente, passaremos a investigar estimativas de gradiente

para f. Para tanto, considere a mudanca f = VT, entdo (4-1) e (4-2) tomam a forma

1 1
Ayv — d_p(scalgB —p)v — d—p)\Fvl_p =0, (4-4)

h _ 4
2d ¢ P = g

A longo dessa secao focaremos nossa atencao em estimativas de gradiente para

onde w =

funcdo tor¢do por meio das solugdes positivas da equagao nao linear (4-4). Nossos

resultados seguem as ideias de P. Li e S.T. Yau em [38] .

Teorema 4.11. Seja (B" Xy Fd,g,;z,p) um soliton de Yamabe gradiente completo

satisfazendo

1
Ricy, + Hessgyw — —dw ® dw > —K,  Ayscaly,, <0, |Vscaly,| <7,
m

na bola B(p,2R) C B, onde K > 0, w = —%. Entao para cada 5 € (0,1) com
g>1-— d% a fungao tor¢ao f satisfaz as sequintes estimativas.

(a) Se A\p <0, temos

IV scalp—p  Ar <4(n+m)8+4 (n+m)C

12 dd+1) dd+1)f? = pB(d+1)? 26(d+1)*

5 em B(p, R),
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(b) Se Ap >0, assuma que f € limitada em B(p,2R), entdo

IVf> scalg —p A\ 4(n +m) ArM
P T D) ddi D S By [B+ d } +
C+D
onde
M= sup f72
B(p,2R)
B (n+m)c? (n — 1+ RVnK)c, + ¢y + 263
4R?B(1 - B) R? ’
4 3
c— ? "Zm (dlp) (1 ;45)25—1] + —B(";m)u — o)1 - B) 2Kt
9(d+1)
4d
5 Blntm) ((d+1>(6+ . - 1))\FM>2+
21— 2)(1— )2 8d
(d+ 1B+ 75 — DKM
* 4d ’

c1, Co sGo constantes positivas e € € (0,1).
Tomando R — o0, obtemos a seguinte estimativa global para o gradiente.

Coroldrio 4.12. Seja (B™ x; F, g, h, p) um soliton de Yamabe gradiente satisfazendo
. 1
Ricy, + Hessg,w — —dw @ dw > —K,  Ayscaly, <6, |Vscal,,| <7,
m

na bola B(p,2R) C B, onde K > 0, w = —%. Entao para cada 5 € (0,1) com

8>1-— ﬁ, a funcgao torcao f satisfaz as sequintes estimativas.
(a) Se A\p <0, temos
IVfI?  scalg —p Ar (n+m)C

b Tddr D) ddr e =Ny B,

(b) Se Ap =0, temos

VP scalg —p 4 (n+m)C

P 12 dd+1) — 28(d+1)Y

B",
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(c) Se Ap >0, assuma que f é limitada, entdo

B|Vf]2 _scalp—p  Ap < AM' Ap(n + m)
2 ddrl)  ddrDse S dpd 1)
(n+m)(C + D) .
+4\/ B+ 1) em B",
onde
M’ =sup f72,
B
1 5
C = ? n Zm (dlp) a-pr gf):l] + —5(";7”)(1 o)1 - B) Kt
9(d+1)
+ 4d
5 Bln+m) ((d+1)(ﬁ+#“1—1)AFM>2+
2(1 —¢)(1—p)2 8d
(d+1)(B+ 75 — 1)KXpM
* 4d
ece(0,1).

Como aplicacao obtemos os seguintes resultados.

Corolario 4.13. Nao existe soliton de Yamabe gradiente completo (B™ X Fi g, i~z, )

satisfazendo

1 h
Ricy, + Hessgaw — —dw @ dw > 0,  scaly, = cte<p, Ap <0, onde w= ~og
m
Corolario 4.14. Nao existe soliton de Yamabe gradiente completo (B™ X Fi g, ﬁ, )

satisfazendo

1 h
Ricy, + Hessgu,w — —dw @ dw >0,  scalg, = cte<p, Ap=0, onde w= ~5g
m

Observacao 4.15. O Coroldrio 4.13 e o Coroldrio /.14 produzem fortes restricoes na
construcao dos solitons de Yamabe gradiente. Por exemplo, considere M=R x ¢ HY,

entdo nao existe soliton de Yamabe gradiente completo shrinking ou steady em M, com

fungao potencial satisfazendo
h/2
h'+ — <0.
2d —
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No caso de soliton trivial, o exemplo anterior nos traz a luz que a variedade

produto R" x H¢ nao admite métrica produto torcido g completa com scal, > 0.

4.3 Demonstracao dos Resultados principais

Prova do Teorema 4.2 : Pelo Lema 3.10, temos que

(scaly, — N)gp = Hessy,h e scaly, — A= m (4-5)
Combinando essas equacoes, obtemos
Ah — (Vw,Vh) =0, (4-6)

onde w = In f".

Agora, considere xy o ponto onde h atinge seu maximo hg, e defina
Qo:={x € B ; h(z)=he},

)y ¢é fechado e nao vazio visto que xg € €)y. Considere y € €)y, entao aplicando o
principio do méximo (Teorema 1.12) a equagao (4-6), obtemos que h(x) = hg em uma
vizinhanga de y, dessa forma )y é aberto. Uma vez que )y é aberto e fechado, temos
que B = Qo U Q§ é uma cisdo para B. Pela conexidade de B tem-se Q2§ = (), ou seja, h

¢é constante. O caso em que h atinge seu minimo é andalogo. O

Prova do Teorema 4.5 : Utilizando mais uma vez o Lema 3.10, obtemos que

A 2d NI\ A)
scaly, + L — ZEAf —d(d -1 —p= LY 47
Como scaly, > p — )J)—Q, temos pela equagao (4-7) que
2
— A
Af+ (Vw,Vf) = (S5 = p)f" + Ar >0, (4-8)

2fd =

d—1
onde w = % +Inf=.

Considere xy o ponto onde f atinge seu maximo fy e defina

Qo:={z e B ; f(z)=fo},

Q é fechado e nao vazio, visto que zy € €y. Considere y € €y, entao aplicando o

principio do méximo (Teorema 1.12) a equagao (4-8), obtemos que f(z) = fo em uma
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vizinhanga de y, dessa forma )y é aberto. Uma vez que )y é aberto e fechado, temos

pela conexidade de B que Qf = (), ou seja, f é constante. O
Prova do Teorema 4.6 : Analoga a demonstracao do Teorema 4.5. O]

Prova do Teorema 4.7 : Considere § = (Vlog f, Vh), entdo utilizando o Lema

3.10, obtemos g = Hessz,h. O resultado segue do seguinte lema:

Lema 4.16. ([49], Teorema 1) Seja (N",g) uma variedade completa. Suponha que
exista uma funcao diferencidvel h : N — R satisfazendo Hesssh = Og para uma

constante 6 # 0. Entao N™ € isométrico ao espac¢o Fuclideano R™. O

Prova do Teorema 4.9 : Como (B"x F'¢, g, h, p) é um soliton de Yamabe gradiente,

temos pela Proposicao 1.18 que
1 _
(n+d—1)Ascal, + §g(Vscalg, Vh) + scaly(scal, — p) = 0. (4-9)

Por outro lado, segue do Lema 3.10 que

A A d(d—1
scaly, = " | scaly, + f—g — 2d7f — %QB(VJC, VHl, (4.10)

= m"scalg, + 7 p — TN
Entao combinando (4-9) e (4-10) juntamente com a Proposi¢ao 1.5, temos

dn+d—-1)
f
1
—|—§gB(V(scalgB —A), Vh) + (scaly, — A+ p)(scaly, — X) = 0.

(n+d—1)A(scaly, — ) + g5(V(scaly,, —\),V f)+

De outro modo,

Ayt = —m(@b + ), (4-11)

onde ¢ = scaly, — A e w = —dlog f =27 (n+d—1)"'h.
A hipétese (4-3) sobre o tensor de Bakry-Emery implica a seguinte estimativa

de volume (veja [47], Proposigao 3.3):

Voly(B,) < AP, A, BeR. (4-12)

Em particular,
.. logVol,(B,)
liminf —=————=

r—00 r2

<(C<oo, CelR
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Agora, considere 1)_ = max{—1,0}, a igualdade (4-11) implica que

2 =
Bl = a1

Entao aplicando o Teorema 12 em [49], com os parametros
CL(:L‘) :_p(n+d_1)_1v b(I): (7’L+d—1)_1, o=2,
obtemos que a funcao ¥ _ é limitada superiormente, ou equivalentemente,
Yy = 1%f Y > —00.

A estimativa de volume (4-12) implica a validade do principio do méaximo fraco
para o drifting Laplaciano A,, (Teorema 1.15). Entao existe uma sequéncia {z;} tal

que
V) = v Aublo) 2

e tomando o limite em (4-11) ao longo de {z}}, tem-se

(¢« + p)t < 0. (4-13)

Caso I: p > 0. Obviamente a desigualdade (4-13) implica —p < 9, < 0.

Assim, 0 < R, < p. Assuma agora que ¥(xg) = ¥, = —p, onde xy € B, entao, pela

equagao (4-11), a fun¢ao nao negativa [(z) = 1)(x) + p satisfaz

p I?
Al — =— <0. 4-14
: n—i—d—ll n—l—d—l_o ( )

Considere
Qo :={zr e B ; l(x) =0},

Qo ¢ fechado e nao vazio, visto que xq € €)y. Considere y € 2y, entao aplicando o
principio do méximo (Teorema 1.13) a equagao (4-14), obtemos que [(z) = 0 em uma
vizinhanga de y, dessa forma €2 é aberto. Uma vez que () é aberto e fechado, temos pela

conexidade de B que Q§ = (), ou seja, I(z) = 0. Portanto ¢ = —p, ou equivalentemente,
scaly = 0.
Combinando scal, = 0 com a equacao (1-4), tem-se

— pg = Hessgyh. (4-15)

Assim, pelo Lema 4.16, temos que B™ x ; F'4 é isométrico ao espago Euclideano R™ %,
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e resolvendo a equagao (4-15), obtemos

h(z) = —g|xy2 +(b,x)+e, beR™, ceR,

0 que prova a primeira afirmagao do item (a).
De maneira andloga, se ¥ (zg) = ¥, = 0 para algum zy € B, deduzimos que
Yom=scal, — p =0, e entao, scal, ¢ positiva constante e Vh é um campo de Killing.
Caso II: p = 0. Obviamente a desigualdade (4-13) implica ¥, = 0. Assim,
R. = 0. Assuma agora que ¥ (xg) = 1, = 0, onde z¢ € B, entao pela equagao (4-11), a

funcao nao negativa 1 satisfaz

1

2
- <o
n—l—d—ll/} <0

Aytp = —

Pelo principio do Maximo, concluimos que 9 o m = scal, = 0, e entao Vh é um campo
de Killing, o que conclui a prova do item (b).

Caso III: p < 0. Obviamente a desigualdade (4-13) implica 0 < ¥, < —p.

Assim, p < R, < 0. Assuma agora que (zg) = ¥, = 0, onde xy € B, entdo pela

equagao (4-11), temos que

p

2
P _ ¥ o
n+d-—1

Ay, —
v+ n+d—1"7"

w =
Como ¥ (z) > 1. = 0, pelo principio do méximo, concluimos que ¢ om = scal, — p = 0,
e entao, scal, ¢ negativa constante e Vh é um campo de Killing, o que prova a primeira

afirmagao do item (3).

De maneira andloga, assuma que ¥ (xy) = 1. = —p para algum xy € B, entao
novamente pelo principio do méximo deduzimos que ¥ = —p, ou equivalentemente,
scaly = 0.

Combinando scal, = 0 com a equacdo (1-4), obtemos

— pg = Hessyh. (4-16)

Assim, pelo Lema 4.16, obtemos que B" x s I 4 & isométrico ao espaco Euclideano R+,

e resolvendo a equagao (4-16) obtemos

h(z) = —g|x|2 + 2y +e, beR™, ceR.
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Prova do Teorema 4.10 : Seja r(z) := r(x, zo) a funcao distancia a partir de z¢ e
considere a(s) : [0,7] — M uma geodésica minimizante partindo do ponto zo = «(0),

entao
—| h(a(s)) = g(Vh,a(r)),
_ /0 d%g(vh, o' (s))ds + g(Vh,a'(0)),

= / Hess,h(a!,o/)ds + g(Vh, o/ (0)).
0

Pelo Teorema 4.9 obtemos que

. —p sep>0;
Hessg h(d!,a') = scal, — p >
0 se p < 0.
Assim,
di —pr 4+ g(Vh,a/(0)) se p>0;
7| Mlals)) =
Slr ~
g(Vh,a'(0)) se p <0.
Integrando as equagoes acima ao longo de a(s) obtemos o Teorema 4.10. O]

Prova do Teorema 4.11 : Pelo Lema 3.10, a funcao potencial h e a funcao torgao
f devem satisfazer
Arp 2d d(d—1)

1
scaly, = ?gB(Vf, Vh) — — + —Af +

Pty 2 98(Vf,V )+ p. (4-17)

Entéao, considerando a mudanga f = VT em (4-17), obtemos

Ayv — dip(scalgB —p)v — dip)\pvl_p =0, (4-18)
onde
h 4
Y L
Seja v uma solucao positiva da equagao (4-18) e por simplicidade considere
g = (-,-) = |- |, entao u = log v satisfaz

Ayu=(8— 1)\Vu\2 — F,
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onde . \
F —pu
F = B|Vu|* - d—p(scalgB —p)— %6 e B e (0,1).
Agora, considere a funcao bump & satisfazendo
1 serel0,1] ()
E(r) = , - < 5—-<0, —cy <&"(r),  c1,00 € (0,00),
0 serel2,00) §2(r)
e defina

onde r(z) é a funcao distancia a partir de p. Usando um argumento devido a Calabi
[16]( veja também Cheng e Yau [19]), podemos assumir sem perda de generalidade
que a fungao 1 é diferenciavel em B(p,2R). Entao a fungao definida por G = ¢ F é
diferencidvel em B(p,2R).

Seja xo € B(p,2R) o ponto no qual G atinge seu maximo G4, € suponha que

Gnaz > 0 (do contrario a prova se torna trivial). No ponto g, nés temos
V(G) =yVF +FVy =0.
Com isso,

0> A,G,
= AL F + FALY 4+ 2(VY), VF), (4-19)

2
YALF 4 FA — 27T

De modo a estimar o lado direito de (4-19) nds provamos o seguinte lema.

Lema 4.17. Seja (B™, gg) uma variedade completa nao compacta satisfazendo

1
Ricy, + Hessg,w — —dw @ dw > —K, (4-20)
m
na bola B(p,2R), onde K >0, w = —%, e considere F e Y como anteriormente, entao
temos
VY _ o
- < _12, (4-21)

(n—14+ RVnK)c + ¢

Aww Z - R2

(4-22)
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28— DAp

d

Ayscaly,  Ap p 9

Zwot9p 2 —pu _ 1 )
" Te [((p— B+ 1)|Vul]> + F]

n-+m dp

—2(Vu, VF) — 26K |Vul* —

Awf > Qﬁ efpuyvu|2_'_

(Vu, Vscaly,) —
(4-23)

Prova do Lemma 4.17 : A equagao (4-21) segue do calculo

Vyr 1/ ,Vr Vr\  (£)?1 c
T_E<’SE’§E>_ —(Vr, Vr) < —.

Agora, sob a hipdtese (4-20), Qian demonstrou a seguinte estimativa ([50]):

1K
Awr2§n(1+ 1+ r>,
n

o qual implica

1
A,r = o (Awr2 — 2|Vr|2) ,

n—2 n 4Kr?
< + —(1+4/1+ ,
2r 2r n

—1
_ =z + vVnkK.

r

Entao, temos que

6//(7“)’V7"|2 N g (r)Ayr > _ (n—14+ RvVnK)c; + ¢

But) = =—ps R - R2

o que prova (4-22).
Recordemos que a férmula de Bochner para o tensor de m—Bakry—Emery é dada

por

(Vu, V),

1 1
§Aw|Vu]2 = |Hessul* + (Vu, VAyu, ) + Ric™(Vu, Vu) + E‘

onde Ric]’ := Ric+ Hessw — %dw ® dw. Logo, pela hipétese (4-20), obtemos que

(AwU)Q

1
—Aw|Vu|2 >-——— 4+ (Vu,VA,u) — K|Vu|2.
2 n—+m
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Assim,
A F = BA,|Vul? — iA scal,, — )\—FA e P
w w dp w 9B dp w s
A,
> 9 5(n +“) +28(Vu, VAu) — 26K |Vul*+

1 A
— —pAwscalgB - FFe—p“(pqu — Ayu).

Observe que

250098} = 25009 [ (1= 3) (o oeatyy =+ 257 ) < L))

8 B
1\ 1 A
= 28 (1 — B) d—(Vu Vscaly,) + 20 (1 - B) dF (Vu, Ve ) +
— 2(Vu,VF),

1 2(6—-1)A
= 2(8— 1)d—p<Vu, Vscaly,) — %e‘pﬂVUP —2(Vu,VF),

Ar

vl e P (p|Vul|? — Ayu) = e [p|Vu|2 —(B—1)|Vul]* + ]:} ;
A
= e -5+ DIVl + F].

Assim, temos que

(Awu)®  2(8—1) 206 —1Ar _ )
Ay F >2 — pu -9
wF 2> 20 T o (Vu, Vscaly,) g e P4Vl (Vu, VF)+
A scal A
“2BK|Vuf — S S [(p— 8+ D]Vl £ F]
dp d
o que completa a demonstracao do lema. O

Prosseguindo, usando o Lema 4.17 e a equagao (4-19), obtemos que

(Awu)2 . . 2(6 — 1))\F —pu 2
¢(2ﬁ o +2(p8 l)d (Vu, Vscaly,,) g e P\ Vul|? — 2(Vu, VF) +
Ay scal AP
_2BK|Vul* — % Sre ™ [(p— B+ 1)|Vuf + 7] ) < FH,
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onde

o ((n—l—l—RVnK)cl—l—cQ—i—Zc%)
= 72 :

Como a funcao v satisfaz 0 < 1 < 1, deduzimos que

201

~20(Vu, VF) = 2F(Vu, Vi) 2 —2F|Vul Vo] = — b : F| V.

Logo,
Ayu)? -1
2,3@/)—( wt) +2(5 — ) 4 (Vu Vscaly,) — B+p )AF¢6_p"|Vu|2+
n+m d (4-24)
2¢1 Ay scalg,

A
— v s F|Vu| — ZBwK|Vu|2 — - fﬁwv < FH.

dp

Na sequéncia, vamos considerar os seguintes casos: Ap < 0 e Ap > 0.
Caso (a): A\ < 0. A hipétese

Ayscal,, < 60(2R), |Vscaly,| <v(2R).

juntamente com a equagao (4-24) produz a seguinte desigualdade

2C1

25 ><+2w > 11Vul — 2Lyt FIVul — 280K |Vuf -

O < Fu.
dp

Multiplicando ambos os lados da equacao acima pela fungao ¢ e usando o fato

0<y(z)<1
obtemos
Agu)? 2 0
25@) u) +2(8—1)— ,Y|V |_ﬂw 2 F|Vu| — 28K |Vu|* — — < FH.
n+m dp dp

Agora, considere
1 A
y = Y|Vul?, z =1 (—(scalgB —p)+ —Fep“) :

Entao

0

Bdp R
—(n+ m)Ky} <¢FH + o
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Por um argumento devido a Li e Yau ([38], pg.161-162), temos

(y—2)" = (n+m)01371y% < - %) —(n+m)Ky — (n+m) (l - 1) dlpy; >

N = 2_M02(1>2<1_ )1 —2( _i)_§—§
Z(ﬁ)(yﬁ) s \g) \gt) v )4
P (ntm)y 1
5

para todo 0 < e < 1.

Assim, em nosso contexto obtemos

20 2 (n +m)’ct 3 i 4
n+m{(ﬂy—2) —m(ﬁ _Z)_Z4 (n+m)3 x

1
3

<dlp)4 (1 gf)zal (n —l—4m)2(1 o QKQ} <
<(By -2+
Logo, 8
2
() - BWF) - C <0,
onde
(n 4+ m)ci
b= wmsa-g
4 3
C = ? n‘zm (dlp> (1 545)281 + 6(”;—7”)(1 —6)71(1 _5)72[(2 +

Agora, pela desigualdade az? — bz < ¢, concluimos que

2b \/E
2 < — 44/ -
a a

Entao,

sup  Flz) < (WF)(z0) < 24 [P E M)
z€B(p,R) ﬁ 25

0

d_p.
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e assim

)\F - n+m n+m
ap© B 20

Substituindo de volta a funcao u = log f % na equacao acima, obtemos a

1 1
BIVul|? — p(scal —p) — Cz.

desigualdade desejada no caso A\p < 0.

Caso (b): Ap > 0. A hipétese

Ayscaly, < 0(2R), |Vscaly,| < v(2R).

juntamente com a equagao (4-24) produz

QBw( ) +2(8 — 1)%7|Vu] _ ¥ +p; 1))\Fwe’p“|Vu|2 — 2—]?1#;.7:|Vu| +
—2BY K |Vul|* — wi - Me_p“}" < FH.
dp d

Multiplicando ambos os lados da equagao acima pela fungao 1 e usando o fato

0<¢(x) <1
obtemos
25 @2 o 1)y - CELZ I e 2 s g ¢
n+m d
—2BY K |Vul® — w— - ﬂMI < YFH,

onde M = supp, .5 € 7"

Agora, considere

1 AP .
= | Vul?, z =1 <%(scal93 —,0)—|—d—pe P ) :

Logo,

niﬁm{(y—Z)2 - Cl(n—gm)yé (y— %) + (n+m)<6’%1)%7+

— 1A A 0
—(n +m) {%TDFMJFK%} gw}“[HJr F;\A] o
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Assim,
23 ArM B(n +m) (B+p—DArM\?
nerw]:)Q_{B+ d }(¢I>_{C+2(1—5)(1—5)2 ( 2dp )+
LK@ +p—D)AeM }SO’
dp
ou seja,
n+m A M n+m 1
vF<—5 {B+ y ]+ o5+ D),
onde
B(n+m)

D=

2(1—¢)(1—p5)? 2dp dp

(<6+p—1>AFM>2+K<5+p—1>AFM]‘

Dessa forma,

A n+m
_AF —pu < -

C+D)2
o <5 (C+D)z,

1
BIVul|* — d—p(scalgB —p)

M

d 25

. . ~ AU
Analogamente ao caso anterior, a substituindo da funcao u = log f 2 implica

a desigualdade desejada no caso Ag > 0. O]
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