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Resumo

Jorge, Carlos Antônio Campos. Algoritmo Evolutivo Multi-Objetivo de Ta-
belas para Seleção de Variáveis em Calibração Multivariada. Goiânia, 2014.
66p. Dissertação de Mestrado. Instituto de Informática, Universidade Federal de
Goiás.

Este trabalho propõe o uso de algoritmo multi-objetivo evolutivo que faz uso de sub-
conjuntos armazenados em uma estrutura de dados chamada tabela em que os melhores
indivíduos de cada objetivo são preservadas. Esta abordagem é comparada neste traba-
lho com o algoritmo evolutivo tradicional mono-objetivo e outros algoritmos clássicos
(MONO-GA-MLR, PLS, APS-MLR) e com o algoritmo multi-objetivo clássico NSGA-
II-MLR. Como estudo de caso, o problema de calibração multivariada envolve a previsão
da concentração de proteínas em amostras de trigo a partir das medições espectrofotomé-
tricas. Os resultados mostraram que a formulação proposta seleciona um número menor
de variáveis e apresenta um erro de predição menor quando comparada com o algoritmo
evolutivo mono-objetivo. Quando comparado com os algoritmos clássicos PLS e APS-
MLR e com o algoritmo multi-objetivo clássico NSGA-II-MLR, o algoritmo proposto
apresenta um erro de predição menor, porém com um número maior de variáveis seleci-
onadas. Finalmente, um estudo de sensibilidade à ruído foi realizado. A solução obtida
pela formulação proposta apresentou melhores resultados quando comparado com o al-
goritmo mono-objetivo e NSGA-II-MLR e desempenho similar à solução obtida com o
SPA-MLR.

Palavras–chave

Seleção de Variáveis, Algoritmos Evolutivos, Calibração, Algoritmos Multi-
Objetivos



Abstract

Jorge, Carlos Antônio Campos. Multi-Objective Evolutionary Algorithm in
Tables for Variable Selection in Multivariate Calibration. Goiânia, 2014. 66p.
MSc. Dissertation. Instituto de Informática, Universidade Federal de Goiás.

This work proposes the use of a multi-objective evolutionary algorithm that makes use
of subsets stored in a data structure called table in which the best individuals from
each objective considered are preserved. This approach is compared in this work with
the traditional mono-objective evolutionary algorithm (GA), classical algorithms (PLS
and SPA) and another classic multi-objective algorithm (NSGA-II). As a case study, a
multivariate calibration problem is presented which involves the prediction of protein
concentration in samples of whole wheat from the spectrophotometric measurements.
The results showed that the proposed formulation has a smaller prediction error when
compared to the mono-objective formulation and with a lower number of variables.
Finally, a study of noise sensitivity obtained by the multi-objective formulation showed a
better result when compared to the other classical algorithm for variable selection.

Keywords

Multivariate Calibration, Variable Selection, Evolutionary Algorithms, Multi-
Objective Algorithms
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CAPÍTULO 1
Introdução

Em diversos problemas das áreas médica, biológica, industrial, química entre
outras, é de grande interesse estabelecer um modelo matemático que explique a relação
entre variáveis independentes e dependentes [45][41].

A quimiometria é uma área que se refere à aplicação de métodos estatísticos e
matemáticos, tais como regressão, a dados de origem química. O uso de computadores
para analisar dados químicos cresceu nos últimos vinte anos, em parte devido aos
recentes avanços em hardware. Por outro lado, a aquisição de dados principalmente na
área de química analítica, atingiu um ponto bastante sofisticado com o interfaceamento
de instrumentos aos computadores produzindo uma enorme quantidade de informação,
muitas vezes complexa e variada. De posse de tal quantidade de dados, a necessidade
de ferramentas novas e mais sofisticadas para tratá-los e extrair informações relevantes
cresceu muito rapidamente.

Para expressar a relação entre as variáveis pode-se estabelecer um modelo mate-
mático que infira a relação entre as variáveis dependentes e independentes do problema.
Variáveis dependentes é o conjunto de valores de referência obtido em laboratório que
servirá como parâmetro para a calibração do modelo sendo representado como um ve-
tor, denominado vetor de variáveis dependentes ou vetor de parâmetro de referência [5].
Nesse contexto, a Regressão Linear Múltipla (RLM) é uma técnica estatística que pode
ser utilizada para construir esses modelos que descrevem de maneira razoável as relações
entre várias variáveis explicativas com variáveis independentes [41].

Quanto maior a resolução do hardware espectrofotométrico utilizado para obten-
ção das variáveis independentes maior é a quantidade de variáveis geradas por amostra.
Por estarem fisicamente relacionadas entre si tais variáveis geralmente apresentam um
fenômeno em que duas ou mais variáveis apresentam informação similar, consequente-
mente reduzindo a confiabilidade da estimativa dos coeficientes do modelo de regressão.
Para contornar tal problema é necessário fazer uso de alguma técnica de seleção ou des-
carte de variáveis, determinando assim um subconjunto de variáveis independentes que
melhor explique a variável resposta [41].

Em Soares et. al [52], os autores afirmam que modelos PLS (Partial Least
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Square) podem não permitir uma interpretação física direta em virtude da regressão
ser realizada no domínio dos dados transformados, sendo que a MLR (Multiple Linear

Regression) a opera no domínio original obtendo-se modelos mais simples e fáceis de
interpretar.

A literatura sobre esse problema (veja referências [2, 42, 59, 53]) indica que
o algoritmo evolutivo possui duas limitações no contexto do problema analisado: (i)
seleciona um número de variáveis maior do que modelos clássicos como o algoritmo das
projeções sucessivas (APS) e (ii) os modelos gerados possuem uma maior sensibilidade
à presença de ruídos instrumentais. Recentemente, Lucena [12], com o objetivo de
reduzir o problema (i), propôs uma formulação multi-objetivo utilizando o algoritmo
NSGA-II que minimiza o erro de predição e o número de variáveis selecionadas de
forma simultânea. Os resultados demonstraram que a formulação com dois objetivos
conseguiu minimizar simultaneamente os objetivos analisados a níveis melhores do
que os algoritmos tradicionais. Entretanto, o problema de sensibilidade à ruído não foi
considerado.

A formulação original do algoritmo NSGA-II utilizada por Lucena et. al [12] foi
proposta por Deb et. al [16], em que não é possível inferir se um determinado indivíduo
é melhor do que o outro em todos os objetivos considerados. Apesar de apresentar uma
técnica eficiente em termos de otimização multi-objetivo com algoritmos genéticos, o
autor afirma que tal algoritmo pode não ser eficaz para problemas em que três ou mais
objetivos são considerados.

Em Galvão Filho[19] foi proposto a análise multi-objetivo para seleção de
variáveis envolvendo a capacidade de predição e a sensibilidade à ruído. Verificou-se
que a associação de tal objetivo resultou em modelos mais robustos para determinadas
configurações das amostras para construção do modelo. Porém os resultados obtidos
com os objetivos se restringiram a análise do modelo já construído. Uma abordagem
interessante seria incorporar tais objetivos na seleção de variáveis.

Em Sipoli[48] e Santos[17], uma nova proposta de algoritmo evolutivo que seja
capaz de trabalhar com três ou mais objetivos é citada, com o uso de armazenamento em
tabelas e que se obteve resultados satisfatórios para sistemas de distribuição de energia
elétrica.

Neste cenário este trabalho propõe um algoritmo evolutivo multi-objetivo base-
ado em uma nova forma de seleção de indivíduos que faz uso de seleção de subpopulações
em estrutura de dados denominada tabelas. Espera-se que o algoritmo seja capaz de geren-
ciar mais de dois objetivos,sendo eles: (1) o erro de predição, (2) o número de variáveis,
(3) a sensibilidade a ruído e (4) função de agregação para ponderação das anteriores; de
forma a encontrar soluções satisfatórias para o problema de seleção de variáveis. Tal pro-
posta tem por objetivo preservar os melhores indivíduos para cada objetivo considerado.
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Como estudo de caso, o algoritmos proposto foi aplicado ao processo de sele-
ção de variáveis em um conjunto de dados do trigo obtidos através da espectroscopia no
infravermelho próximo (NIR) por reflectância difusa na faixa de 1100 a 2500 nm com
resolução de 2 nm [32]. Utiliza-se como base de comparação mono-objetivo, os algorit-
mos de seleção de variáveis APS-MLR, MONO-GA-MLR e PLS-MLR. E como base de
comparação entre algoritmos multi-objetivos, o NSGA-II-MLR.

Os resultados mostraram que o algoritmo proposto foi capaz de obter uma
solução com menor sensibilidade ao ruído instrumental e capaz de melhorar o erro de
predição em aproximadamente 65% quando comparado aos algoritmos clássicos mono-
objetivos. Em comparação ao algoritmo multi-objetivo, foi capaz de obter uma solução
com valor similar de erro de predição, porém com menor sensibilidade ao ruído.

1.1 Organização da Dissertação

O Capítulo 2 traz uma revisão sobre a calibração multivariada, o problema
da multicolinearidade e seleção de variáveis. O Capítulo 3 mostra os conceitos sobre
algoritmos evolutivos e as principais abordagens de algoritmos evolutivos. O Capítulo 4
mostra a fundamentação teórica sobre os algoritmos multi-objetivos NSGA-II, SPEA-II
e VEGA. O Capítulo 5 apresenta o algoritmo proposto neste trabalho e os experimentos
realizados. O Capítulo 6 apresenta os resultados obtidos com o uso do algoritmo proposto
e faz um comparativo com os resultados obtidos com os algoritmos MONO-GA-MLR,
PLS-MLR, APS-MLR e NSGA-II-MLR. O Capítulo 7 apresenta as considerações finais
e aponta as sugestões de trabalhos futuros.



CAPÍTULO 2
Análise Multivariada

Este Capítulo descreve os principais detalhes relacionados à análise multivariada.
Na seção 2.1 detalha alguns conceitos relacionados à calibração multivariada, assim como
a capacidade preditiva de um modelo de regressão. Na seção 2.2 mostra o problema da
colinearidade do conjunto de dados da amostra e a necessidade da seleção de variáveis.
Nas seguintes seções, é mostrado alguns algoritmos clássicos para seleção de variáveis,
tais como Regressão em Mínimos Quadrados Parciais (Partial Least Square) (PLS),
Algoritmo de Projeções Sucessivas (APS) e o Algoritmos Evolutivos (AE).

2.1 Calibração Multivariada

Análise química quantitativa é a ciência da determinação da concentração de um
ou mais substancias presentes em uma amostra. O estado da arte dessa aplicação inclui o
uso de técnicas espectrofotométricas que medem a interação entre o objeto em análise e
a energia radiada [51]. Essa interação é baseada pela Lei de Lambert-Beer [50], ilustrada
na Figura 2.1, na qual mostra uma amostra recebendo uma radiação P0 , e atravessando
com uma energia menor P. A energia absorvida da amostra pode ser medida com um
espectrofotômetro e relacionado com a concentração de propriedade [25].

Figura 2.1: Processo de espectroscopia de absorção.

Portanto, a intensidade de absorbância é numericamente dada por

x(λ) = log
P0(λ)

P(λ)
(2-1)

onde P0(λ) é a radiação emitida pelo equipamento e P(λ) é a radiação emitida
pela amostra no comprimento de onda λ.
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Para obter a concentração da amostra, é necessário irradiar diferentes compri-
mentos de onda simultaneamente. Neste cenário, é normal comprimentos de onda se so-
breporem e, consequentemente, dois ou mais sinais de enviarem a mesma informação.
Em termos algébricos as ondas sobrepostas significam alta correlação entre as variáveis e
podem induzir a problemas matemáticos no processo de regressão [43].

Seja uma amostra incluindo duas absorbância (A and B) com com sobreposição
espectral λ(1) e λ(2), é possível obter yA and yB tal que

x(λ1) = kA(λ1)yA + kB(λ1)yB

x(λ2) = kA(λ2)yA + kB(λ2)yB
(2-2)

[
x(λ1)

x(λ2)

]
=

[
kA(λ1) kB(λ1)

kA(λ2) kB(λ2)

][
yA

yB

]
[

yA

yB

]
=

[
kA(λ1) kB(λ1)

kA(λ2) kB(λ2)

]−1[
x(λ1)

x(λ2)

]
yA = bA(λ1)(λ1)+bA(λ2)(λ2)

yB = bB(λ1)(λ1)+bB(λ2)(λ2)

(2-3)

Em termos gerais, o modelo multivariado é dado por

y = x0b0 + x1b1 + . . .+ xJ−1bJ−1 + ε (2-4)

ou em notação vetorial,
Y = Xβ+ ε (2-5)

com x = [x0 x1 . . .xJ−1] é o vetor de valores medidos, β = [b0 b1 . . .bJ−1]
T é o vetor a ser

determinado e ε faz parte de erro aleatório.
Nesse caso de i amostras estarem disponíveis com n comprimento de onda,

podemos organizar em pares (xi,yi) ∈ RJ×R tal que

Y =


ya

1

ya
2
...

ya
i

X =


x1

1(λ1) . . . x j
1(λn)

x1
2(λ1) . . . x j

2(λn)
... . . . ...

x1
i (λ1) . . . x j

i (λn)

 , (2-6)

onde x j
i (λn) é a i-ésima amostra no comprimento de onda λn e ya

i é a concentração de
a (energia absorvida) na i-ésima amostra e pode-se obter um modelo matemático que
relacione as matrizes por meio de um vetor de coeficientes β tal como mostrado na
Equação (2-7).



2.2 O problema da multicolinearidade e Seleção de Variáveis 21

β = (XT
calXcal)

−1XT
calYcal (2-7)

As matrizes X e Y são separadas em Xcal e Ycal para obter a matriz de coeficientes
β, Xteste e Yteste são usados para testar a precisão do modelo de predição. A variável
resposta estimada é definida pela combinação linear entre a matriz de dados Xteste e os
coeficientes de regressão estimado β [46], logo Ŷ pode ser estimado tal que

Ŷ = Xtesteβ (2-8)

Como mostra a Equação (2-9), a capacidade preditiva de um modelo de regressão
linear múltipla é calculada pela raiz do erro quadrático médio de predição (Root Mean

Squared Error of Prediction - RMSEP):

RMSEP =

√
∑

N
i=0(yi− ŷi)2

N
, (2-9)

em que y é o i-ésimo valor da propriedade de interesse, N é o número de observações, e ŷ
é o valor estimado.

2.2 O problema da multicolinearidade e Seleção de Va-
riáveis

A colinearidade das variáveis de um conjunto de dados ocorre quando qualquer
combinação linear das variáveis preditoras resulta em um valor igual a 0. Isso quer dizer,
do ponto de vista da análise de dados, que mais de uma coluna representam o mesmo
dado ou a mesma informação.

O efeito colateral do ponto de vista da operação com matrizes é que a operação
de multiplicação de uma matriz transposta por ela mesma não possui matriz inversa. A
combinação linear em regressão linear não é exatamente 0, mas pode chegar próximo
desse valor. Quando isso acontece, a inversa torna-se numericamente instável [7] [11].
Isso implica que a variância dos coeficientes de regressão é muito alta. Assim, aumenta a
dificuldade para encontrar um coeficiente de regressão significativo para ser utilizado na
Regressão Linear Múltipla.

Outro problema com a RLM é a necessidade do número de amostras exceder o
número de variáveis. A RLM consiste na resolução de um sistema de equações lineares
simultâneas, portanto, para que o sistema não se torne indeterminado o número de equa-
ções do conjunto de dados deve ser superior ao número de variáveis. Assim, seleciona-se
as variáveis mais informativas e não redundantes para o modelo de calibração.
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A seleção de um conjunto reduzido de variáveis, que influenciam positivamente
no modelo, é importante para melhorar a eficiência dos algoritmos utilizados para a
construção de modelos de RLM. Ainda, a identificação de um pequeno conjunto de
variáveis explicativas é, normalmente, desejada em problemas de regressão [24].

O problema da determinação de uma equação apropriada associada a um subcon-
junto de variáveis independentes depende do critério usado para: i) analisar as variáveis;
ii) selecionar o subconjunto; e iii) estimar os coeficientes na Equação (2-7). De acordo
com Miller [40], as razões para utilizar somente algumas das variáveis disponíveis in-
cluem:

• As estimativas de baixo custo ou previsões podem ser alcançadas por meio
da redução do número de variáveis;
• A precisão pode ser aprimorada eliminando variáveis não informativas;
• Um conjunto de dados multivariados pode ser parsimoniosamente descrito.

Existem algoritmos matemáticos como Regressão em Mínimos Quadrados
(PLS), Algoritmo das Projeções Sucessivas (APS) e Algoritmos Evolutivos que são utili-
zados para Seleção de Variáveis nos problemas de Regressão Linear Múltipla e capazes
de encontrar soluções próximas do ótimo para esses dois problemas citados. Nas seções
seguintes, são apresentados esses algoritmos.

2.3 Regressão em Mínimos Quadrados Parciais

Mínimos Quadrados Parciais (PLS) é um método para a construção de modelos
preditivos, quando existe um grande número de variáveis independentes colineares. Note-
se que a ênfase está em predizer as respostas e não necessariamente em tentar entender a
relação subjacente entre as variáveis [57][1].

A base fundamental do PLS é o PCA. O PCA consiste na manipulação da matriz
de dados de tal forma a representar as variações presentes em muitas variáveis através
de um número menor de novas variáveis denominadas fatores [31][30]. Os fatores repre-
sentam o novo sistema de eixos também chamados de componentes principais, variáveis
latentes ou autovetores, para representar as amostras. A principal diferença do PLS em
relação ao PCA é que ao invés de se utilizar apenas a variância das variáveis originais,
o PLS utiliza o vetor Y para rotacionar os eixos de componentes principais. Tal rotação
permite obter uma maior capacidade preditiva [1].O primeiro fator (variável latente) des-
creve a direção de máxima variância, também correlacionada com a concentração. Estas
variáveis latentes são combinações lineares dos componentes principais calculados pelo
método PCA [18][23].

O modelo geral do PLS é dado por:
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X = T P>+E (2-10)

Y =UQ>+F (2-11)

em que X é uma matriz preditora e Y é uma matriz resposta, T e U são matrizes
projetadas de X e Y , respectivamente. E P e Q são as matrizes dos pesos das matrizes X

e de Y e as matrizes E e F são matrizes de erro residuais. As decomposições de X e de Y

são executadas de forma a maximizar a covariância de T e U . Há vários algoritmos para
calcular os componentes principais utilizados no algoritmo PLS dos quais vale citar os
mais comuns NIPALS e SVD [23][18].

Para se construir as variáveis latentes, os dados são transformados para um novo
domínio e que como efeito, na prática, é necessário que usar as variáveis originais do
conjunto de entrada, uma vez que não é possível identificar quais variáveis originais
foram utilizadas para se construir as variáveis latentes e isso pode ser visto como uma
desvantagem, pois o PLS não permite uma interpretação direta nos resultados, já que essa
técnica realiza a regressão no domínio dos dados transformados.

2.4 Algoritmo de Projeções Sucessivas (APS)

O algoritmo das projeções sucessivas é uma técnica de seleção de variáveis para
minimizar problemas de colinearidade em regressão linear múltipla [3][22].

APS é uma técnica do tipo forward (passo a frente) que dado uma variável
inicial, a cada iteração, inseri-se uma nova variável até que um número máximo n de seja
atingido. O objetivo principal do APS é selecionar as variáveis que contenham o mínimo
de redundância possível minimizando o problema de colinearidade [3]. APS é composto
por três fases principais:

1. A primeira consiste em operações de projeção realizadas na matriz X de respostas
instrumentais. Estas projeções são usadas para gerar cadeias de variáveis com cada
vez mais elementos. Cada elemento de uma cadeia é selecionado de modo a obter
a menor colinearidade com a anterior.

2. Na fase seguinte, os subconjuntos de variáveis candidatas são avaliados de acordo
com o desempenho preditivo RMSEP no modelo MLR.

3. A última fase consiste no procedimento de eliminação de variáveis, em que por
meio de um teste estatístico verifica-se se a eliminação de uma dada variável não
compromete significativamente o erro RMSEP. Tal procedimento visa melhorar a
simplicidade do modelo.

O APS não modifica os vetores de dados originais pois as projeções são utilizadas
apenas para propósitos de seleção. Portanto, a relação entre os vetores de dados e



2.5 Algoritmos Evolutivos 24

variáveis espectrais é preservada [3].Os últimos resultados da literatura sobre calibração
multivariada mostrou que o APS-MLR tem os melhores resultados em termos de RMSEP
e parcimônia, quando comparado com o algoritmo genético clássico e PLS [54][55].

2.5 Algoritmos Evolutivos

Algoritmos Evolutivos (AE) é uma área de pesquisa da ciência da computação
que se baseia no processo da evolução natural. Princípios como a mutação, recombina-
ção genética, seleção natural e a sobrevivência do mais forte; são inspirações vindas da
biologia que auxiliam na construção de algoritmos capazes de resolver problemas inso-
lúveis para a computação. Um Algoritmo Evolutivo é um processo iterativo estocástico
para gerar tentativas de solução para certo problema.

A aplicação dos AEs em química foi inicialmente utilizada por Lucasius e Kate-
man [39] na seleção de comprimentos de onda em análises de sistemas multicomponentes.
A partir disso, vários estudos tem utilizado essa abordagem na seleção de dados espec-
trofotométricos. Em Costa Filho [20] e em Lucena [12], mostra-se que o uso de AEs foi
eficaz para calibração multivariada em problemas de quimiometria, possibilitando encon-
trar soluções que fossem próximas da solução ótima.

Em um AE, a principal estrutura de dados é um cromossomo, que é uma cadeia
de bits ou caracteres que representa uma possível solução para o problema e apresenta-se
como na Figura 2.2,

Figura 2.2: Estrutura de um cromossomo binário genérico de um
AE.

Cada coluna dessa estrutura representa a escolha de uma variável do conjunto
original que será utilizada no modelo de regressão. A avaliação das variáveis escolhidas
pelo cromossomo é feita através de uma função objetivo, que é o erro de predição dado
pela Equação (2-9).

A vantagem de se utilizar tal estratégia para problemas de calibração multivari-
ada está em poder trabalhar com várias possíveis soluções simultaneamente, uma vez que
várias estruturas como citado anteriormente são geradas, formando o que é chamado de
população. Os cromossomos gerados dentro dessa população serão avaliados e, ou podem
ser descartados, caso não sejam pertinentes ao conjunto de soluções existentes, ou pode-
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rão ser selecionados para gerarem novos cromossomos, através de operadores genéticos,
ou poderão permanecer na população até uma nova geração.



CAPÍTULO 3
Algoritmos Evolutivos

Algoritmos Evolutivos (AE) é um conjunto de algoritmos inspirados no processo
da evolução natural e de reprodução biológica, tais como a mutação, recombinação
genética, seleção natural e a sobrevivência do mais forte [37].

O AE manipula um conjunto de indivíduos P (população), cada um dos quais
compreende um ou mais cromossomos. Esses cromossomos permitem que cada indiví-
duo representa uma solução potencial para o problema em consideração. Um processo de
codificação / decodificação é responsável pelo mapeamento da solução em um cromos-
somo e vice-versa. Cromossomos são divididos em unidades menores chamadas genes.
Os valores diferentes que um determinado gene pode assumir são chamado de alelos.

Os operadores genéticos, de um modo geral, consistem em aproximações com-
putacionais de fenômenos vistos na natureza, como reprodução sexuada, a mutação gené-
tica entre outros. Os AEs são dependentes de fatores estocásticos, ou seja, probabilísticos,
tanto na fase de inicialização da população quanto na fase de evolução. Isto faz com os
resultados raramente sejam perfeitamente reprodutíveis [37].

A idéia básica de funcionamento desses algoritmos é a de tratar as possíveis
soluções do problema como "indivíduos"de uma "população", que irá "evoluir"a cada
iteração ou "geração". Para isso é necessário construir um modelo de evolução onde os
indivíduos sejam soluções de um problema.

3.1 Componentes de um Algoritmo Evolutivo

Os componentes básicos de um AE são:

• Um problema para ser resolvido pelo algoritmo;
• Um método para codificar e decodificar soluções do problema através de cromos-

somos;
• Uma função de avaliação que mede quão bem, cada solução é capaz de resolver o

problema;
• Um método para selecionar indivíduos.



3.1 Componentes de um Algoritmo Evolutivo 27

• Um método para criar a população inicial de cromossomos;
• Um conjunto de parâmetros para o algoritmo;
• Um conjunto de operadores que atuam no processo de reprodução;

A partir disso pode-se apresentar uma breve discussão a respeito de cada um
desses componentes.

3.1.1 Representação das Soluções

A representação das possíveis soluções do espaço de busca de um problema
define a estrutura do cromossomo a ser manipulado pelo algoritmo e depende do tipo de
problema e do que se deseja manipular. Os principais tipos de representação são [14][37]:

• Binária: quando numérico ou inteiro;
• Números Reais: quando numérico;
• Permutação de Símbolos: quando baseado em ordem;
• Símbolos repetidos: quando por grupamento.

3.1.2 Codificação e Decodificação das Soluções

A codificação e decodificação do cromossomo consiste basicamente na constru-
ção da solução do problema a partir do cromossomo. Em outras palavras, seria o método
do algoritmo de traduzir o cromossomo para um formato mais simples de se entender
tanto pelo usuário quanto para o próprio algoritmo [37].

O processo de codificação constrói o cromossomo para seja avaliado pelo algo-
ritmo e o processo de decodificação simplifica o cromossomo em um valor que possa
ser entendido mais facilmente. Aqui, a representação binária consegue ter vantagem em
relação às demais, pois é fácil a transformação do valor binária em inteiro ou real [37].

3.1.3 Método ou Função de Avaliação

A avaliação é o elo entro o AE e o mundo externo, pois através dela é que
o problema pode ser representado e tem por objetivo fornecer uma medida de aptidão
de cada indivíduo na população corrente, que irá guiar o processo de busca. Fazendo
uma analogia com o sistema natural, pode-se dizer que a função de avaliação é como
o meio ambiente, através dele que podemos nos adaptar e a natureza selecionar os
mais aptos para aquele determinado ambiente. Por causa disso, podemos dizer que cada
problema significa um ambiente diferente e assim cada problema tem sua própria função
de avaliação [37].
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3.1.4 Técnicas de Reprodução

Existem algumas formas ainda de reprodução após a seleção dos pais. Essas
técnicas determinam como os indivíduos serão substituídos pela nova geração. Em Deb
[14], são citadas os seguintes métodos:

• Troca de Toda a População: a cada ciclo os novos indivíduos irão substituir toda a
geração corrente. Dessa forma, se temos 12 indivíduos, 6 serão selecionados que
gerarão novos 12 indivíduos.
• Troca de População com Elitismo: a cada ciclo todos os indivíduos da população

corrente serão substituídos com exceção do mais apto.
• Troca Parcial da População: a cada ciclo é gerado uma quantidade de indivíduos

que irá substituir apenas os piores da população corrente.
• Troca Parcial da População Sem Duplicados: assim como o anterior, mas sem

permitir indivíduos duplicados.

3.1.5 Inicialização da População

A inicialização da população determina o processo de criação dos indivíduos
para o primeiro ciclo do algoritmo. Tipicamente, a população inicial é formada a partir
de indivíduos aleatoriamente criados. Se já se tem certo conhecimento do problema
em questão, é possível inserir indivíduos já bons dentro da população inicial para uma
evolução mais rápida [37].

3.1.6 Operadores Genéticos

Os operadores genéticos transformam a população através de sucessivas gera-
ções, estendendo a busca até chegar a um resultado satisfatório. Sendo estes necessários
para que a população se diversifique e mantenha características de adaptação adquiridas
durante as etapas de processo anteriores [28][37].

Destacam-se nesta categoria dois principais agentes:

• Seleção;
• Mutação;
• Cruzamento.

Seleção

O processo de seleção dentro de AEs tem como objetivo de selecionar quais são
os indivíduos dentro da população já avaliada para a reprodução. Essa seleção tem base
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na aptidão dos indivíduos de acordo com a função de avaliação: indivíduos mais aptos
tem maior probabilidade de serem escolhidos para a reprodução [28][37].

Em algoritmos genéticos os principais métodos de seleção são:

• Roleta: seleciona os indivíduos aleatoriamente, proporcionando maiores chances de
reprodução aos indivíduos mais aptos da população;
• Torneio: consiste em selecionar uma série de indivíduos da população de fazer com

que eles entrem em competição pelo direito de ser pai, usando sua avaliação;
• Amostragem Universal Estocástica: todos os indivíduos são mapeados em segmen-

tos contíguos de uma linha, sendo que o tamanho de cada segmento é proporcional
ao valor da avaliação do indivíduo que está sendo mapeado [37].

Mutação

Os operadores de mutação são necessários para a introdução e manutenção da
diversidade genética da população, alterando arbitrariamente um ou mais componentes de
uma estrutura escolhida, fornecendo assim, meios para a introdução de novos elementos
na população. Dessa forma, a mutação assegura que a probabilidade de se chegar a
qualquer ponto do espaço de busca nunca será zero [14].

O operador de mutação é aplicado aos indivíduos com uma probabilidade dada
pela taxa de mutação. O exemplo mais simples e clássico de operação de mutação é o
bit flip ou Inversão de Bit, que consiste basicamente em escolher um gene aleatoriamente
dentro do cromossomo binário e inverte o valor no gene escolhido [14].

Cruzamento ou Crossover

O cruzamento é o operador responsável pela recombinação de características
dos pais durante a reprodução, permitindo que as próximas gerações herdem essas
características. Ele é considerado o operador genético predominante, por isso é aplicado
com probabilidade dada pela taxa de crossover, que deve ser maior que a taxa de mutação
[14].

As formas mais comuns de crossover existentes são:

• Crossover em Único Ponto: é definido um único ponto de cruzamento dentro dos
cromossomos dos pais, a sequência do início até o primeiro ponto é copiada do
primeiro pai, o resto é copiado do segundo pai.
• Crossover de Dois Pontos: são definidos dois pontos, do início até o primeiro ponto

é copiada do primeiro pai, a partir do primeiro ponto até o segundo ponto, é copiado
do segundo pai e o restante copiado do primeiro pai novamente.
• Crossover Uniforme: os genes são copiados aleatoriamente dos dois pais.



3.1 Componentes de um Algoritmo Evolutivo 30

• Crossover Aritmético: é realizada uma operação aritmética entre os genes dos dois
pais para a nova geração.

Algoritmo 3.1: Pseudocódigo de um AE genérico.
1. g← 0; // inicializa o contador de gerações
2. P(g)← Populacao_Inicial(); // gera aleatoriamente uma população

inicial P(g)
3. Avalia(P(g)); // avalia os indivíduos da população inicial segundo

uma função de adequação
4. Enquanto g≤ gmax faça // teste do critério de parada (gmax, por

exemplo)
5. Pi← Selecione_Aleatoriamente(P(g)); // aleatoriamente selecione uma

sub-população de (Pi) para gerar descendentes.
6. P′← Aplica_Operadores(Pi); // alteração desses indivíduos através

dos Operadores para gerar nova população.
7. Avalie(P′); // avaliação dos novos indivíduos de P’ segundo a

função adequação.
8. P(g+1)← Sobreviventes(P(g),P′); // selecione sobreviventes entre

P(g)e P’
9. g← g+1; // incrementa o contador de gerações

10. Fim Enquanto
11. retorne min(P(gmax));



CAPÍTULO 4
Algoritmos Evolutivos Multi-Objetivos

Problemas de otimização multi-objetivo têm despertado grande interesse na
área de otimização. Nesses problemas, a qualidade da solução é definida com base na
sua adequação em relação a diversos objetivos possivelmente conflitantes. Uma função
objetivo f1 é conflitante com uma outra função f2 quando não é possível melhorar o valor
de f1 sem piorar o valor da função f2. Em Deb [14], apresenta-se o enunciado geral de
uma Otimização Multi-Objetivo (OMO):

minimizar/maximizar fm(x), m = 1,2, ...,Nob j

restrita a g j(x)≥ 0, j = 1,2, ...,NRdes;
hk(x) = 0, k = 1,2, ...,NRigu;
xi
(in f ) ≤ xi ≤ xsup

i , i = 1,2, ...,Nvar,

 (4-1)

onde x é um vetor de tamanho Nvar variáveis de decisão x = (x1,x2, ...,xNvar)
T

também denominado de solução. Os valores x(in f )
i e x(sup)

i representam os limites inferior
e superior, respectivamente, para a variável xi. Esses limites definem o espaço de variáveis
de decisão ou espaço de decisão Sdec . As NRdes desigualdades (g j) e as NRigu igualdades
(hk) são chamadas de funções de restrição. Uma solução factível satisfaz as NRigu + NRdes

funções de restrição e os 2Nvar limites. Caso contrário, a solução não será factível. O
conjunto de todas as soluções factíveis formam espaço de busca S f act . Cada função fm(x)

pode ser maximizada ou minimizada.
Porém, para trabalhar com os algoritmos de otimização, é necessário converter

todas as funções para serem apenas maximização ou minimização. O vetor funções
objetivo f (x) = [ f1(x), f2(x), ..., fNob j(x)] compõe um espaço multidimensional chamado
espaço de objetivos S j. Para cada solução no espaço de decisão, existe um f (x) em Sob j.
Esta é uma diferença fundamental em relação à otimização de objetivos simples, cujo
espaço de objetivos é unidimensional. O mapeamento ocorre então entre um vetor x (de
dimensão Nvar) e um vetor f (x) (de dimensão Nob j). Por exemplo, se cada elemento de x

e f (x) são números reais, então f (x) estaria mapeada como f (x) : RNvar → RNob j .
Em problemas de OMO, emprega-se o conceito de dominância de Pareto para
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comparar duas soluções factíveis do problema. O conceito de dominância de Pareto pode
ser empregado da seguinte forma. Dadas duas soluções x e y, diz-se que x domina y se as
seguintes condições forem satisfeitas:

• A solução x é não pior que y em todos os objetivos;
• A solução x é melhor que y em pelo menos um objetivo.

Dessa forma, podemos dizer que existe um conjunto de alternativas ótimas que
são não dominadas entre si nos objetivos. Nesse caso, não existe somente uma solução
para o problema, mas sim um conjunto de soluções ótimas, denominado conjunto de
Pareto ótimo ou fronteira de Pareto. Observando a Figura 4.1 pode-se observar que uma
solução x1 domina a solução x2, se x1 é pelo menos igual a x2, em todos os objetivos ou
se x1 é superior x2 em pelo menos um objetivo.

Figura 4.1: Ilustração de um exemplo de fronteira de Pareto.

A busca de soluções no espaço multi-objetivo pode ser computacionalmente
dispendioso e muitas vezes é inviável, pois a complexidade de um problema pode
impedir que métodos exatos consigam alcançar soluções satisfatórias em tempo hábil.
Por este motivo, estratégias de buscas estocásticas como algoritmos evolutivos, busca
tabu, simulated annealing e otimização por colônia de formigas podem ser desenvolvidos
para encontrar o conjunto de Pareto. Apesar de não garantir as melhores soluções, podem
obter, na maioria dos casos, encontrar uma boa aproximação, ou seja, um conjunto de
soluções cujos objetivos são próximos das soluções ótimas [48].

À grosso modo, um algoritmo de busca geral estocástico consiste em três partes:

• Uma memória de trabalho que contém os candidatos à solução atualmente conside-
radas;
• Um módulo de seleção;
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• Um módulo variação.

A principal diferença entre os AEs tradicionais, como o Algoritmo Genético
no Capítulo 2, e os AEMOs é o operador de seleção, dado que a comparação entre
duas soluções deve realizar-se de acordo com o conceito de dominância. Em algumas
propostas, como o SPEA-II, o valor de aptidão é proporcional à dominância da solução
[48].

Os modelos de AEMO são usualmente classificados em dois grupos:

• Não elitistas: compreendem os algoritmos que como o próprio nome indica, não
utiliza nenhuma forma de elitismo nas suas interações;
• Elitistas: compreendem os modelos que empregam alguma forma de elitismo.

Por exemplo, como o SPEA-II, utiliza uma população externa para armazenar
as soluções não dominadas encontradas até o momento. O NSGA-II combina a
população atual com a população gerada e preserva as melhores soluções de ambas.

A tabela 4.1 apresenta os principais modelos de AEMO e seus autores.

Tabela 4.1: Diferentes Modelos de AEMO.

Sigla Nome do Modelo Autores
VEGA Vector Evaluated Genetic Algorithm Schaffer [49]
WBGA Weight Based Genetic Algorithm Hajela [27]
MOGA Multiple Objective Genetic Algorithm Fonseca [21]
NSGA Non-Dominated Sorting Genetic Algorithm Deb [56]
NPGA Niched-Pareto Genetic Algorithm Horn [29]
PPES Predator-Prey Evolution Strategy Laumanns [36]

REMOEA Rudoph’s Elitist Multi-Objective Rudolph [47]
Evolutionay Algorithm

NSGA-II Elitist Non-Dominated Sorting Genetic Deb [15]
Algorithm

SPEA, Strenght Pareto Evolutionary Algorithm 1 e 2 Zitzler [63],
SPEA-2 Zitzler [62]

TGA Thermodynamical Genetic Algorithm Kita [34]
PAES Pareto-Archived Evolutionary Strategy Knowles [35]

MONGA-I, Multi-Objective Messy Genetic Algorithm Velduizen [61]
MONGA-II
Micro-GA Multi-Objective Micro-Genetic Algorithm Coelho [8]

PESA-I, PESA-II Pareto Envelope-Base Selection Algorithm Corne [10],
Corne [9]

Nas seções a seguir, é feita uma breve descrição à respeito dos algoritmos que
foram utilizados para a inspiração desse trabalho.
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4.1 Algoritmo Genético de Avaliação de Vetores (VEGA)

Em inglês, Vector Evaluated Genetic Algorithm (VEGA) é o mais simples
Algoritmo Genético Multi-objetivo, e surge como uma extensão natural de um AG mono-
objetivo. Schaffer [49] propõe a divisão aleatória da população do AG em k subpopulações
de dimensão idêntica em cada geração, sendo M o número de funções objetivo. As
soluções de cada uma das subpopulações é atribuído um valor de aptidão, de acordo com
o respectivo objetivo. Desta forma, cada uma das funções serve para avaliar apenas alguns
indivíduos da população. As soluções da população são posteriormente selecionadas por
um mecanismo de seleção proporcional à aptidão [4][38][64].

Figura 4.2: Fluxograma geral do VEGA.

4.2 Algoritmo Genético de Classificação por Não Domi-
nância II (NSGA-II)

Em Deb [56], é apresentado o NSGA, uma versão anterior ao NSGA-II, mas
que possui limitações, tais quais: 1) alta complexidade e custo computacional; 2) não
faz uso de elitismo. Já o NSGA-II (Non-dominated Sorting Genetic Algorithm II) é um
algoritmo multi-objetivo, baseado em Algoritmos Genéticos e que implementa o conceito
de Dominância, ou seja, classifica a População Total em fronteiras de acordo com o grau
de dominância. Segundo o NSGA II, os indivíduos que estão localizados na primeira
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fronteira são considerados as melhores soluções daquela geração, enquanto que na última
fronteira encontram-se as piores. Usando esse conceito, pode-se encontrar resultados mais
consistentes (pontos mais próximos da região de Pareto) e que se adaptam melhor ao tipo
do problema [48][13].

A Figura 4.3 mostra uma fluxograma básico da execução de um NSGA-II.

Figura 4.3: Fluxograma geral do NSGA-II.

A principal diferença do NSGA-II e um AE simples é a forma como o operador
de seleção é aplicado, sendo este operador subdividido em dois processos: Classificação
Rápida por Não Dominância (Fast Non-Dominated Sorting) e o Distância de Agrupa-
mento (Crowding Distance), sendo o primeiro atuando na determinação do grau de do-
minância e consequentemente na classificação dos indivíduos: indivíduos não-dominados
formam novas fronteiras a cada iteração do algoritmo, formando várias fronteiras até to-
dos da população serem classificados; e o segundo, baseada na comparação de aglome-
rado, para ordenar as soluções dentro de uma mesma fronteira. Os demais operadores são
aplicados de maneira tradicional [13].

Para melhor compreender a abordagem do Distância de Agrupamento, é neces-
sário definir a métrica para estimação de densidade e o operador de comparação.
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Figura 4.4: Cálculo crowding-distance. Pontos marcados em cír-
culos preenchidos são soluções da fronteira não domi-
nada.

A estimativa da densidade de soluções em torno de uma solução particular da
população, é obtida através do cálculo da distância média de dois pontos de cada lado
deste ponto ao longo de cada um dos objetivos. O valor i serve como uma estimativa
do perímetro do cuboide formado usando os vizinhos mais próximos como os vértices,
conforme Figura 4.4 [13].

O operador de comparação (≺n) tem o objetivo de orientar o processo de seleção
nas várias fases do algoritmo em direção a uma fronteira Pareto-ótima uniformemente
espalhada. Supondo que cada indivíduo na população tem dois atributos:

1. Rank de não dominância (irank);
2. Distância de Agrupamento (Crowding Distance) (idistance).

Uma ordem parcial ≺n é definido por:

i≺n se (irank < jrank)

ou

((irank = jrank) e (idistance > jdistance))

(4-2)

Para duas soluções entre diferentes fronteiras não-dominadas, este modelo dá
preferência à escolha da solução com menor rank, caso contrário, é escolhida a solução
localizada em uma região de menor aglomeração [13].

A Figura 4.5 exemplifica o processo descrito no NSGA-II.



4.3 Algoritmo Evolutivo da Força de Pareto II (SPEA-II) 37

Figura 4.5: Procedimento NSGA-II.

As duas populações Pt e Qt são classificadas e ao término, são separadas em
fronteiras de dominância. Os indivíduos pertencentes a primeira fronteira F1 são não-
dominados e dominam os indivíduos pertencentes as demais fronteiras F2,F3, · · · ,Fn.
F2 domina as demais fronteiras F3,F4, · · · ,Fn e assim por diante. Na etapa seguinte,
são selecionados indivíduos para compor a próxima geração a partir dos que compõem
a primeira fronteira, até completar a nova população. Se uma fronteira não puder ser
totalmente inserida na população o algoritmo usa como critério o processo de crowding

distance ou distância de agrupamento para escolher quais indivíduos estarão na nova
população [13].

4.3 Algoritmo Evolutivo da Força de Pareto II (SPEA-II)

Proposto por Zitzler [65] o algoritmo SPEA-II é uma abordagem evolutiva multi-
objetivo que também inclui o conceito de elitismo e assim como o NSGA-II, utiliza
duas populações P e Q. Sendo P a população que armazena os indivíduos da população
inicial, assim como os indivíduos das próximas gerações e a população Q, denotada
como população externa, armazena apenas as soluções não-dominadas encontradas pelo
algoritmo. É fornecido como parâmetro o tamanho da população Q, denotado como Nnext .
As populações P e Q, em cada iteração t = 1,2, · · · ,Niter, são denotadas com Pt e Qt ,
respectivamente [65]. É possível se observar um fluxograma geral do SPEA-II na Figura
4.6.
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Figura 4.6: Fluxograma geral do SPEA-II.

Inicia-se com a criação de uma população inicial aleatória Pt e uma população
externa Qt vazia, em que t = 0. A cada iteração t, é calculada a função de aptidão para
cada solução i em Pt e Qt e Popt = Pt ∪Qt . No cálculo da função de aptidão, são usados
os conceitos de dominância e de densidade, definida na Equação (4-5). O objetivo é
minimizar o valor da função de aptidão, definida na Equação (4-6). Quanto menor o valor
da função de aptidão de um indivíduo, melhor é a adaptação do indivíduo [65]. A força
do indivíduo, denotada por Si na Equação (4-3), é dada pelo número de soluções que ele
domina:

Si = |{ j, j ∈ Popt ∧ i� j}|. (4-3)

O número de soluções em Pt dominadas pela solução i é representado pelo valor
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Ni. Logo, as soluções que não dominam nenhuma outra possui o valor de Si igual a zero.
O valor de aptidão bruto do indivíduo, denotado por Ri, também é calculado somando as
forças de todos os indivíduos que o dominam, conforme apresentada pela Equação (4-4)
[65]. O valor de aptidão bruto Ri das soluções não dominadas é igual a zero enquanto as
soluções dominadas tem o valor Ri alto.

Ri = ∑
j∈Popt , j�i

S j (4-4)

A densidade do indivíduo é uma função decrescente em relação ao k-ésimo
vizinho mais próximo. Para os casos onde existem muitas soluções não dominadas, o valor
Si aproxima-se de zero para todas as soluções. Assim, é necessário haver um mecanismo
para privilegiar soluções dentre as não dominadas chamado fator de densidade, denotado
por Di, mostrado na Equação (4-5) [65].

Di =
1

distk
i j +2

(4-5)

Para cada indivíduo i, as distâncias (no espaço dos objetivos) entre i e todos os
indivíduos j ∈ Popt são calculadas e armazenadas em uma lista. Logo após a ordenação
da lista em ordem crescente, o k-ésimo elemento representa o termo distk

i j. É sugerido
para k o valor k =

√
|Popt |. Enfim, a aptidão final para cada solução i em Popt , denotada

Fi, é dada pela Equação (4-6).

Fi = Ri +Di (4-6)

O método de seleção do SPEA-II primeiramente copia todos os indivíduos não
dominados de Pt e de Qt para a população externa da próxima geração Pt+1. Neste cenário,
existem três situações possíveis:

1. O número de indivíduos no conjunto não dominado é exatamente o mesmo da
população externa (|Qt+1|= Next);

2. O número de indivíduos no conjunto não dominado é menor que o tamanho da
população externa (|Qt+1|< Next);

3. O número de indivíduos no conjunto não dominado é menor que o tamanho da
população externa (|Qt+1|> Next);

No primeiro caso, o processo de seleção está completo. No segundo caso, são
copiados para a nova população externa, os melhores Next−|Qt+1| indivíduos dominados,
incluindo a população regular e a população externa na geração anterior. No terceiro caso,
utiliza-se um algoritmo de corte. O objetivo do algoritmo de corte do SPEA-II é restringir
o tamanho de Qt+1 a Next soluções. Em cada iteração, é removida a solução cuja distância



4.3 Algoritmo Evolutivo da Força de Pareto II (SPEA-II) 40

para seu vizinho mais próximo seja menor dentre as distâncias existentes. Em caso de
empate, calcula-se a segunda menor distância e assim sucessivamente [65]. A solução
i é escolhida para ser removida se i ≤d j para todo j ∈ Qt+1 satisfazendo as seguintes
condições:

i≤d j⇔ ∀ 0 < k < |Qt+1| : σ
k
i = σ

k
j ∨

∃ 0 < k < |Qt+1| :
[
(∀ 0 < l < k : σ

l
i = σ

l
j)∧σ

k
i = σ

k
j

]
(4-7)

A Figura 4.7 apresenta à esquerda, um conjunto de soluções pertencentes à
população externa Qt+1. À direita, após a aplicação do algoritmo de corte, algumas
soluções são eliminadas. Além disso, o algoritmo de corte garante que as soluções
extremas para cada objetivo sejam mantidas.

Figura 4.7: Algoritmo de Corte do algoritmo SPEA-II (O símbolo
• representa as soluções que foram eliminadas) [65].



CAPÍTULO 5
Metodologia Proposta e Experimentos

Este Capítulo apresenta o AE proposto, chamado de AE Multi-objetivo em Tabe-
las (AEMT). Este algoritmo trabalha com várias subpopulações armazenadas em tabelas,
onde os melhores indivíduos para cada característica do problema são armazenados em
sua respectiva subpopulação. Por essa razão, o AE é denominado de AE Multi-Objetivo
em Tabelas [17][48].

Mesmo que muitos algoritmos evolutivos sigam diferentes linhas de raciocínio,
quase todos são desenvolvidos com base em uma única população de indivíduos, que in-
terage de alguma forma para gerar novos indivíduos dentro da mesma população. Entre-
tanto, modelos baseados em "ilhas"e algoritmos em células, quando extendidos à incluir
conceitos de subpopulações, podem ser vantajosos [58]. Esses algoritmos são chama-
dos de modelos estruturados, mas o uso de modelos estruturados em otimização multi-
objetivo tem sido pouco explorado [44]. Em Vargas [60], mostra-se que uma simples
dinâmica de subpopulações pode melhorar consideravelmente o desempenho da busca
de soluções quando usado em algoritmos evolutivos clássicos. As soluções apresentadas
pelas diferentes dinâmicas na presença de múltiplas subpopulações mostraram que os al-
goritmos se comportam se forma menos sensível à ótimos locais, expandido o campo de
busca no espaço de soluções.

Na Figura 5.1 é possível observar a estrutura geral do algoritmo proposto.
Cada subpopulação armazena indivíduos de modo a minimizar individualmente um
objetivo. Neste trabalho serão considerados: (1) erro de predição; (2) número de variáveis;
(3) sensibilidade à ruído instrumental. Uma 4a subpopulação é criada para armazenar
indivíduos avaliados por uma função de agregação, também conhecido como método
da soma ponderada [14][8]. Neste trabalho utilizou-se somente de uma única função de
agregação. É possível utilizar tabelas de dominância e força, presentes nos algoritmos
NSGA-II e SPEA-II, mas tal idéia não foi explorada no trabalho.

O indivíduo selecionado para a reprodução pode ser proveniente de qualquer
subpopulação da tabela e de qualquer tabela. Essa estratégia de seleção aumenta a
diversidade entre os indivíduos que reproduzem de forma que as características de um
indivíduo de uma subpopulação possam migrar para as demais subpopulações da tabela.
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Em consequência, aumenta-se a possibilidade do algoritmo escapar de ótimos locais,
aproximando-se de soluções com avaliações próximas de um ótimo global na fronteira
de Pareto-ótima [17][48].

Figura 5.1: Fluxograma do algoritmo proposto.

Soluções geradas pelo AEMT podem ser armazenadas ou descartadas, depen-
dendo do grau de adaptação do indivíduo a cada objetivo do problema. No processo de
seleção de sobreviventes, um novo indivíduo é acrescentado a uma subpopulação se sua
adequação ao objetivo for melhor que pelo menos um indivíduo da mesma. O mesmo in-
divíduo pode ser incluído em mais de uma tabela de acordo com esse critério de seleção.
Como a população é estacionária, os novos indivíduos substituem os piores. Nesse caso, a
adequação do indivíduo é um vetor de seus valores relativos a cada objetivo ou restriçoes
[17][48].

A principal diferença entre o AEMT e o VEGA está no processo de seleção. No
VEGA as subpopulações são concatenadas e depois misturadas para se produzir uma nova
população e assim se aplicar os operadores genéticos com todos os indivíduos da nova
população gerada. Já no AEMT, é realizado o torneio entre as tabelas e selecionado apenas
dois indivíduos por vez no processo de seleção, o que diminui o custo computacional e
previne a perda de informações relevantes já existentes no espaço de busca.

O pseudocódigo do AEMT é apresentado no Algoritmo 5.1. Inicia-se uma
população inicial P com uma quantidade de indivíduos Qi, v f it é um vetor com todos
os valores de aptidão das funções objetivo consideradas. Cada indivíduo em P é avaliado
e inserido em sua respectiva subpopulação SubPops, sendo essa uma tabela que integra
todas as subpopulações das funções de aptidão. Após avaliação, é feita a seleção por
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meio de torneio, que está descrita no Algoritmo 5.2. Depois da seleção, são aplicados os
operadores genéticos sobre os dois indivíduos selecionados e os novos indivíduos gerados
são avaliados e inseridos nas respectivas subpopulações, caso sejam válidos para tal.
Esse processo se repete gmax gerações. A quantidade de novos indivíduos por geração
é definido pelo usuário, assim como o tamanho de cada subpopulação e o número de
gerações.

Algoritmo 5.1: Pseudocódigo do AE Multi-objetivo em Tabelas.
1. Seja P a População,
2. SubPops, a Tabela de Objetivos,
3. vfit, o vetor com valores de aptidão,
4. Qi, a quantidade de indivíduos,
5. Qfg, a quantidade de filhos gerados
6. gmax, a quantidade máxima de gerações,
7. P = gera_populacao_inicial(Qi)

8. Para i = 1 até Qi faça
9. individuo = P(i)

10. v f it = avalia(individuo)

11. inserir_subpop(SubPops,v f it, individuo)

12. Fim para
13. Para g = 0 até gmax faça
14. Para tam = 1 até size(SubPops) faça
15. pai,mae = torneio(SubPops)

16. Se rand > pc faça
17. novos_ f ilhos = cruzamento(pai,mae);
18. Fim se
19. Fim para
20. Se rand > pm faça
21. Para i = 1 até Q f g faça
22. mutacao(novos_ f ilhos(i));
23. Fim para
24. Fim se
25. Fim para
26. Para j = 1 até Q f g faça
27. individuo = novos_ f ilhos( j)

28. v f it = avalia(individuo)

29. inserir_subpop(SubPops,v f it, individuo)

30. Fim para
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No Algoritmo 5.2, a seleção de indivíduos é feita em duas etapas: 1a) Torneio de
tabelas e 2a) Torneio de indivíduos. O torneio de tabelas consiste em selecionar duas
tabelas, ou seja, duas subpopulações aleatoriamente, sendo que cada tabela possuem
um identificador que determina quantas vezes a tabela foi sorteada para a seleção.
Quanto maior o número desse identificador, maior a inflûencia na geração de novos
indivíduos [6]. Uma vez selecionadas as tabelas, passa-se para a segunda etapa de torneio
de indivíduos, em que das tabelas selecionadas, dois indivíduos de cada tabela são
selecionados e prevalece o que tiver melhor valor da função de aptidão de acordo com
a tabela selecionada. Com isso, são selecionados dois indivíduos para a aplicação dos
operadores genéticos.

Algoritmo 5.2: Pseudocódigo do Torneio de Tabelas e de Indivíduos.
1. Seja SubPops o conjunto de tabelas
2. rand > tabela1;
3. rand > individuo1 e rand > individuo2;
4. Pop← SubPops(tabela1);
5. Se Pop(individuo1) < Pop(individuo2) faça
6. pai← Pop(individuo1);
7. senão pai← Pop(individuo2);
8. Fim se
9. rand > tabela2;

10. rand > individuo1 e rand > individuo2;
11. Pop← SubPops(tabela2);
12. Se Pop(individuo1) < Pop(individuo2) faça
13. mae← Pop(individuo1);
14. senão mae← Pop(individuo2);
15. Fim se

5.1 Funções Objetivo Consideradas

A avaliação dos resultados foi obtida utilizando o RMSEP, o número de variáveis
e a norma-2 dos coeficientes de regressão. O erro quadrático médio obtido com o conjunto
de predição (Root Mean Square Error of Prediction, RMSEP) foi definido na Equação (2-
9). O número de variáveis é dado por um escalar k indicando a quantidade de variáveis
utilizadas no modelo. No método de mínimos quadrados não se consideram incertezas
sobre os valores das variáveis independentes. Contudo em problemas de calibração
multivariada para análises espectrofotométricas, deve-se ter em mente que os valores
das variáveis independentes correspondem a medidas instrumentais contaminadas por
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ruído. Desse modo convém ter uma medida da sensibilidade das predições do modelo
com respeito a tal ruído instrumental [19].

A norma-2, representada por b, é uma maneira de ponderar tal medida. Em
Galvão Filho [19], foi demonstrado que a norma dos coeficientes está relacionada com
a sensibilidade do modelo à ruído e é descrita por

‖b‖=

√√√√ k

∑
i=1

b2
i (5-1)

em que k é a quantidade de variáveis utilizadas no modelo.
Conforme a Equação (5-1), a norma-2 calcula a magnitude somada dos coefi-

cientes de regressão. Essa magnitude são os ruídos e quanto mais próxima de zero (seja
positivo ou negativo) menos ruidosos serão os coeficientes de regressão.

Para função de agregação, sabendo que F = { f1, f2, f3, · · ·, fk}, sendo F o vetor
que contém os demais valores das funções citadas acima, é desenvolvida na Equação (5-
2):

OP =
Fk−µ(F)

σ(F)
(5-2)

o que gera um novo vetor F ′ = { f ′1, f ′2, f ′3, · · ·, f ′k} com valores escalonados, uma
vez que os objetivos possuem magnitudes diferentes e é necessário que os valores estejam
em escalas próximas, e por seguinte é somado, como na Equação (5-3):

k

∑
i=1

∣∣F ′i ∣∣ (5-3)

5.2 Materiais e Métodos

Nesta seção estão descritas os dados utilizados, as funções objetivo consideradas,
as ferramentas e o ambiente utilizados para desenvolvimento desse trabalho.

5.2.1 Dados do Trigo

Todas as amostras são de trigo de grão inteiro, obtidos a partir de material
vegetal de produtores ocidentais canadenses. Os dados de referência foram determinados
no Laboratório de Pesquisa de Grãos, em Winnipeg. Os dados de referência são: a
concentração de proteína (%); teste de peso (kg/hl); PSI (textura do grão de trigo)
(%); absorção de água por farinografia (%), tempo de desenvolvimento de massa por
farinografia (em minutos), e índice de tolerância à mistura por farinografia (Unidades
Brabender). O conjunto de dados para o estudo de calibração multivariada consiste de 775
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espectros VIS-NIR de amostras de todo o grão de trigo, que foram utilizados como dados
shoot-out em 2008 na Conferência Internacional Reflectância Difusa (http://www.idrc-
chambersburg.org/shootout.html).

A concentração de proteína foi escolhida como a propriedade de interesse.
Os espectros foram adquiridos na faixa de 400-2500nm, com uma resolução de 2nm.
No presente trabalho, a região NIR na faixa de 1100-2500nm foi empregado. A fim
de eliminar as características indesejáveis, foram calculadas a primeira derivada dos
espectros usando um filtro Savitzky-Golay com um polinômio de 2a ordem e uma janela
de 11-pontos. Mas apenas os dados referentes a concentração de proteína foram usadas
nestes testes.

O algoritmo de Kennard-Stone (KS) [33] foi aplicada ao espectro resultante para
dividir os dados em conjuntos de validação, calibração e predição de amostras 389, 193
e 193, respectivamente, contendo cada conjunto 690 variáveis independentes. O conjunto
de validação foi utilizado para orientar a seleção de variáveis em APS-MLR, MONO-GA-
MLR, NSGA-II-MLR e SPEA-II-MLR.

O conjunto de predição foi apenas utilizado na avaliação do desempenho final
dos modelos resultantes MLR.

5.2.2 Ferramentas e Ambiente

A configuração computacional deste trabalho consiste em um computador de
mesa equipado com processador Intel R© Core i7, 16 GB de memória RAM. Matlab
8.0.0.783 (R2012b) foi o software utilizado para implementação desse trabalho.

5.2.3 Algoritmos de Comparação

Para fins de comparação, os algoritmos clássicos utilizados neste trabalho são
PLS, APS, Algoritmo Genético Mono-Objetivo e Algoritmo Genético Mono-Objetivo
Ponderado, sendo este uma adaptação do Algoritmo Genético Mono-Objetivo para mini-
mizar a Equação (5-3) que minimiza as Equações (??), (5-1) e a quantidade de variáveis
utilizadas no modelo. A função objetivo do Algoritmo Genético Mono-Objetivo Ponde-
rado é a mesma da tabela de agregação do algoritmo proposto. Para comparação multi-
objetivo, apenas o NSGA-II foi utilizado. As configurações dos experimentos aqui utili-
zados estão descritos na Tabela 5.1 para o PLS; na Tabela 5.2 para os SPA-MLR, MONO-
GA-MLR, MONO-GA-POND-MLR e o NSGA-II; e na Tabela 5.3, as configurações para
o algoritmo proposto. No estudo de PLS, os conjuntos de calibração e de validação foram
unidos num único conjunto de modelagem, o qual foi utilizado no procedimento de va-
lidação cruzada leave-one-out. O número de variáveis latentes foi selecionado com base
no erro de validação cruzada, utilizando o critério de teste F de Haaland e Thomas com
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α = 0,25, tal como sugerido por Haaland [26]. O conjunto de predição só foi empregado
na avaliação final do modelo de PLS.

Tabela 5.1: Tabela com configurações dos experimentos realizados
com o PLS.

Configuração
PLS

Validação
Cruzada

leave-one-out*

Número de
Variáveis Latentes

Teste F
com α = 0,25

∗Os conjuntos de calibração e de validação foram unidos num único conjunto de modelagem.

Tabela 5.2: Tabela com configurações dos experimentos realizados
com os algoritmos clássicos e o algoritmo NSGA-II.

Configuração
1

Configuração
2

População
Inicial

50 100

Número de
Gerações

100 200

Tabela 5.3: Tabela com configurações dos experimentos realizados
com o Algoritmo Proposto.

Configuração
1

Configuração
2

Configuração
3

Configuração
4

População
Inicial

50 100 50 100

Número de
Gerações

100 200 100 200

Tamanho das
Subpopulações

10 20



CAPÍTULO 6
Resultados e Discussões

Neste capítulo são apresentados os resultados obtidos com os algoritmos PLS,
APS-MLR, MONO-GA-MLR, MONO-GA-POND-MLR, NSGA-II-MLR e o algoritmo
proposto. Os algoritmos foram aplicados ao problema de seleção de variáveis em calibra-
ção multivariada descrito no Capítulo 2. A Seção 6.1 apresenta os resultados obtidos pelos
algoritmos clássicos de calibração. As seções seguintes detalham os resultados obtidos
com o algoritmo proposto, comparando-o com os algoritmos clássicos e com o algoritmo
multi-objetivo clássico NSGA-II.

6.1 Resultados dos algoritmos mono-objetivos

Primeiramente, apresenta-se os resultados dos algoritmos clássicos, PLS, APS-
MLR, MONO-GA-MLR, MONO-GA-POND-MLR, sendo a minimização do erro de
predição o único objetivo considerado. Estes resultados são apresentados na Tabela 6.1.

Tabela 6.1: Resultados das técnicas tradicionais PLS, APS-MLR,
MONO-GA-MLR e MONO-GA-POND-MLR. Os re-
sultados estão expressos em valores de RMSEP.

RMSEP Número de Variáveis

PLS 0.21 15∗

APS-MLR 0.20 13

MONO-GA-MLR 0.21 146

MONO-GA-POND-MLR 0.18 95

∗Número de variáveis latentes.

Como pode ser observado, os resultados são similares para os quatro algoritmos
em relação aos valores de RMSEP. Entretanto, os algoritmos MONO-GA-MLR e MONO-
GA-POND-MLR utilizam um número expressivo de variáveis quando comparados ao
APS-MLR. Esse resultado pode ser explicado pelo fato de que o MONO-GA-MLR usa
somente um objetivo, o RMSEP do conjunto de validação e o MONO-GA-POND-MLR,
considera todos os objetivos, porém numa única função objetivo. Na prática, o APS-MLR
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é utilizado pois o algoritmo utiliza menos variáveis que o MONO-GA-MLR, MONO-
GA-POND-MLR e PLS.

O algoritmo genético clássico é projetado para minimizar a mesma função do
APS-MLR, isto é, a Equação RMSEP (2-9). No entanto, a medida que reduz o RMSEP,
mais variáveis são incluídas no modelo. Por exemplo, em Lucena [12], usando os mesmos
dados da Seção 5.2.1, o AG mono-objetivo foi executado com número diferente de
variáveis máximas a serem incluídas. Como pode ser visto na Figura 6.1, o RMSEP e
o número de variáveis são objetivos conflitantes.

Figura 6.1: Comportamento do RMSEP com diferentes números
máximos de variáveis no algoritmo genético mono-
objetivo (Extraído de Lucena [12]).

Pode-se notar que o RMSEP é reduzido tão logo mais variáveis são incluídas
no modelo. Por outro lado se o número de variáveis é grande, a Equação (2-7) pode ter
um mau condicionamento em que pequenas perturbações nos dados de entrada produzem
grandes variações na variável de saída.

6.2 Resultados obtidos com os algoritmos multi-objetivos

Nesta seção, apresenta-se os resultados obtidos com o NSGA-II e o algoritmo
proposto. Como o algoritmo proposto trabalha com várias subpopulações (tabelas), cada
uma dessas armazena os melhores indivíduos para cada uma das funções objetivo conside-
radas. Na Tabela 6.2 apresenta-se o melhor indivíduo de cada subpopulação do algoritmo
proposto.
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Tabela 6.2: Valores das funções objetivo do melhor indivíduo de
cada tabela do algoritmo proposto.

Subpopulação 1:
RMSEP

Subpopulação 2:
Número de Variáveis

Subpopulação 3:
Norma-2

Subpopulação 4:
Função
de Agregação

RMSEP 0,043 RMSEP 1,7 0,07

Número
de Variáveis

46 5 5 49

Norma-2 99,79 32,56 3,97 24,43

Função
de Agregação

2,26 2,13 2,22 2

Como pode ser observado na Tabela 6.2, em cada coluna tem-se os valores das
funções objetivo referente ao melhor indivíduo de cada tabela considerada respectiva-
mente e em negrito o valor da função objetivo referente à tabela do algoritmo. Observe
que na diagonal principal, tem-se os menores valores obtidos por cada uma das funções
objetivo, o que podemos considerar que são os valores pelos quais as soluções deverão
se aproximar. É possível notar também que os valores das outras funções objetivo são
distoantes dos outros indivíduos, como por exemplo, no indivíduo da Subpopulação 1, o
menor erro de 0,043 foi obtido com 46 variáveis, mas na Subpopulação 2, o número de
variáveis foi quase 5 vezes menor, porém o erro de predição é 10 vezes maior que o da
Subpopulação 1.

Em Lucena [12], a sensibilidade à ruído não foi considerada no trabalho de
Lucena, apenas o erro de predição e o número de variáveis foram consideradas, portanto,
era necessário um estudo considerando também a sensibilidade à ruído. Assim, para
esse trabalho o algoritmo NSGA-II foi adaptado para três objetivos, considerando a
sensibilidade à ruído.

Na Figura 6.2, tem-se a sensibilidade ao ruído de cada indivíduo das subpopu-
lações do algoritmo proposto. Para análise de sensibilidade ao ruído instrumental, cada
variável foi contaminada com um ruído branco aleatório em função do desvio padrão da
variável com taxa variada entre 1% e 10%. Embora o melhor desempenho (o RMSEP se
manter estável à medida que o ruído aumenta) à sensibilidade ao ruído esteja nos cromos-
somos da Subpopulação "Norma do Vetor de Coeficientes", é possível inferir que as infor-
mações genéticas que fazem com que os cromossomos de tal tabela possuam uma menor
sensibilidade foram propagadas para as demais tabelas. É possível ainda observar que
apesar do indivíduo da Tabela RMSEP ainda apresentar problemas com a sensibilidade
à ruído, tem-se que a sensibilidade dos indivíduos das demais tabelas é menor quando
comparado à sensibilidade do APS-MLR, mesmo não utilizando o objetivo diretamente,
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apesar do erro de predição ser maior.

Figura 6.2: Análise da Taxa de Ruído entre os melhores indivíduos
de cada tabela do AEMT-MLR e APS-MLR.

A subpopulação Função de Agregação armazena os melhores indivíduos que se
sobressaíram em todos os objetivos considerados nesse trabalho, portanto, deste ponto em
diante, usa-se o melhor indivíduo dessa subpopulação como referência para os resultados
apresentados a seguir. Observa-se na Figura 6.3 a comparação da sensibilidade à ruídos
entre o algoritmo proposto e os algoritmos clássicos. Nas Figuras 6.3(a) e 6.3(b) pode-se
observar que a solução proposta pelo AEMT-MLR obteve valores melhores de robustez se
comparado ao algoritmo MONO-GA-MLR e MONO-GA-POND-MLR e na Figura 6.3(c)
valores semelhantes em relação APS-MLR. Como pode ser observado na Figura 6.3(d),
a solução obtida pelo NSGA-II-MLR possui uma maior sensibilidade à ruído quando
comparado à solução do AEMT-MLR.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 6.3: Análise da Taxa de Ruído entre (a) AEMT-MLR e
MONO-GA-MLR, (b) MONO-GA-POND-MLR e (c)
AEMT-MLR e APS-MLR e (d) AEMT-MLR e NSGA-
II-MLR.

Na Tabela 6.3 apresenta-se o resultado médio dos algoritmos NSGA-II-MLR e
AEMT-MLR do conjunto de predição. É possível observar que houve uma pequena me-
lhora no erro de predição e que, apesar da quantidade de variáveis da solução do AEMT-
MLR ser maior do que a do NSGA-II-MLR, foi possível demonstrar pelo resultado da
Figura 6.3 que o problema da sensibilidade à ruído apresentado por Lucena [12] nas so-
luções do NSGA-II foi contornado.
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Tabela 6.3: Resultado médio das soluções dos algoritmos NSGA-
II-MLR e AEMT-MLR no conjunto de predição.

NSGA-II-MLR AEMT-MLR

RMSEP No Variáveis RMSEP No Variáveis

Média 0,09 25 0,07 45

Menor 0,06 (32∗) 15 (0,15∗∗) 0,05 (50∗) 33 (0,22∗∗)

Maior 0,21 (21∗) 73 (0,04∗∗) 0,09 (41∗) 50 (0,05∗∗)
∗número de variáveis selecionadas, ∗∗RMSEP.

Na Figura 6.4, tem-se as variáveis selecionadas por cada algoritmo. Observa-se
que o AEMT-MLR seleciona uma quantidade de variáveis significantemente menor que a
quantidade do MONO-GA-MLR e MONO-GA-POND-MLR, porém maior que o NSGA-
II, no entanto os algoritmos possuem variáveis em regiões semelhantes do espectro.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 6.4: Espectro da Amostra e Variáveis Selecionadas pelo
(a) MONO-GA-MLR, (b) MONO-GA-POND-MLR ,
(c) AEMT-MLR e (d) NSGA-II-MLR.

A Figura 6.5(a) mostra as soluções da população final do AEMT-MLR no
espaço de busca dos três objetivos considerados. Nas Figuras 6.5(b), 6.5(c) e 6.5(d)
apresenta-se as soluções considerando os objetivos dois a dois. Observa-se que quando
são consideradas os objetivos de número de variáveis e RMSEP, as soluções da população
final formam uma fronteira distinta. No entanto, quando o objetivo da norma-2 é utilizado
comparando os objetivos dois a dois, as soluções não formaram uma fronteira distinta.
Dessa forma, é necessária a utilização dos três objetivos para obter uma população
totalmente não-dominada, uma vez que a norma 2 não consegue essa distinção e a
concentração dos indivíduos em uma mesma região pode não ser vantajosa, deixando
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a população com pouca diversidade.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 6.5: (a) Fronteira de Pareto do Algoritmo Proposto, (b) Re-
lação RMSEP por Número de Variáveis, (c) Relação
RMSEP por Norma do Vetor de Coeficientes, (d) Rela-
ção Número de Variáveis por Norma do Vetor de Coe-
ficientes.

A Figura 6.6 apresenta a concentração de proteínas real versus a concentração
predita pela solução do AEMT-MLR. Em uma predição perfeita, os pontos estariam
dispostos sobre a reta. O erro de predição pode ser medido pela distância entre cada ponto
e a reta. Como pode ser visto, a predição dos valores são próximos dos valores reais, o
que mostra que a solução produzida pelo algoritmo proposto é capaz de realizar predições
com baixo erro.
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Figura 6.6: Amostras do grupo de predição.

6.3 Considerações Finais

Analisando os resultados obtidos pelos algoritmos mono-objetivos, NSGA-II-
MLR e AEMT-MLR, pode-se observar que o AEMT-MLR obteve soluções melhores
do que o MONO-GA-MLR em todos os objetivos considerados. Em relação ao NSGA-
II-MLR, o AEMT-MLR obteve resultados satisfatórios quando considerado também a
sensibilidade à ruído, apesar de mais variáveis selecionadas e pequena diferença no erro
de predição (RMSEP), o AEMT-MLR mostrou menor sensibilidade à ruídos do que o
NSGA-II-MLR, o que mostra que este algoritmo tem uma melhor robustez.



CAPÍTULO 7
Conclusões

Neste trabalho foi proposto uma formulação do algoritmo genético multiobjetivo
para o problema de seleção de variáveis em problemas de calibração. Um estudo de
caso baseado na concentração de proteína de trigo foi apresentado. Tal conjunto possui
inicialmente 690 variáveis, 389 amostras no conjunto de calibração, 193 amostras no
conjunto de predição e 193 amostras no conjunto de teste. A natureza deste conjunto
de dados implica em variáveis colineares entre si levando o sistema de equações à
apresentar problemas de multicolinearidade. Foi possível mostrar que a formulação mono-
objetivo leva o algoritmo genético a um número maior de variáveis selecionadas quando
comparado ao APS-MLR, além de possuir uma alta sensibilidade à ruído.

Os resultados obtidos demonstram que enquanto a formulação com algoritmo
genético mono-objetivo usa um grande número de variáveis com um erro de predição
similar aos algoritmos clássicos, os algoritmos multi-objetivos propostos usam menos
variáveis com um menor erro de predição.

A principal contribuição do trabalho inclui uma modelagem mais adequada para
o problema de seleção de variáveis no domínio original dos dados em sistemas lineares
considerando além do erro de predição e do número de variáveis, a sensibilidade à
ruído. Neste cenário, foi proposto o uso de um algoritmo multi-objetivo em tabelas para
selecionar as variáveis com baixa colinearidade, maior capacidade preditiva do composto
de interesse, menor número de variáveis e uma baixa sensibilidade à ruído instrumental.

Quando comparado com os algoritmos clássicos como PLS, APS-MLR e
MONO-GA-MLR, os resultados obtidos foram melhores em todos os casos analisados.
No estudo de caso, o AEMT-MLR melhorou a predição da concentração de proteína em
grãos de trigo em 67% comparado com PLS e MONO-GA-MLR e 65% comparado ao
APS-MLR.

Os resultados de erro de predição obtidos com o AEMT-MLR foram próximos
aos obtidos com o NSGA-II-MLR. Já em relação ao número de variáveis selecionadas o
NSGA-II-MLR selecionou um subconjunto menor que o AEMT-MLR, porém a sensibi-
lidade a ruído da solução obtida pelo NSGA-II-MLR foi maior que a da solução obtida
pelo AEMT-MLR.
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7.1 Trabalhos Futuros

Como estudos futuros, sugere-se adicionar tabelas de dominância para todos
os objetivos em questão e um estudo de métricos de desempenho como hipervolume,
uma vez que o algoritmo proposto trabalha pontualmente cada um dos objetivos e essa
pontualidade mapeiam somente os extremos de cada um dos objetivos.

Sugere-se ainda o desenvolvimento de mecanismos de reprodução que levam
em consideração as características particulares dos problemas de calibração, tais como
a multicolinearidade, pois como o conjunto de variáveis no conjunto de predição possui
variáveis redundantes e/ou irrelevantes para o problema, essas acabam interferindo na
acurácia do modelo.

E sugere-se ainda um estudo de um algoritmo que utilize técnicas de coevolução
com mecanismos competitivos e cooperativos, em que as características das variáveis
selecionadas no conjunto de predição interfiram nas características para seleção das
amostras do conjunto de calibração, o que implica em diferentes resultados de RMSEP,
número de variáveis e sensibilidade de todo o conjunto de entrada.
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APÊNDICE A
Norma-2

Em problemas de calibração multivariada para análises espectrofotométricas, os
valores das variáveis independentes correspondem a medidas instrumentais contaminadas
por ruído. Desse modo é necessário ter uma medida da sensibilidade das predições do
modelo com respeito a tal ruído instrumental[19]. Neste apêndice, adaptado de Galvão
Filho[19], mostra-se que tal medida de sensibilidade pode ser dada pela norma-2 do vetor
de coeficientes da regressão. Sendo assim, considere que um modelo da forma

ŷ = b0 +
K

∑
k=1

bkxk (A-1)

seja utilizado para calcular valores ŷ previstos a partir de valores medidos
x = [x1,x2, ...,xk]

T . Além disso, suponha que tais valores medidos estejam contaminados
por ruído, de modo que

x = µ+η (A-2)

sendo µ = E{x},E{η}= 0 e E{ηηT}= Ση, onde E{·} denota o valor esperado
de uma variável aleatória. Tem-se portanto

E{ŷ} = b0 +E

{
k

∑
k=1

bkxk

}

= b0 +
k

∑
k=1

bkExk

= b0 +
k

∑
k=1

bkµk0+
k

∑
k=1

bkµk (A-3)

Assim, a variância de ŷ pode ser obtida por

σ
2
ŷ = E

{
[ŷ−E(ŷ)]2

}
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= E


[

k

∑
k=1

bk(xk−µk)

]2


= E


[

k

∑
k=1

bkηk

]2


= E{(bT
η)2}= E{bT

ηη
T b}

= bT E{ηη
T}b = bT

Σηb (A-4)

Se o ruído η for branco e homoscedástico, a matriz de variância-covariância Ση

é da forma σ2
ηI, onde I e uma matriz identidade (KxK). Neste caso, a Equação (A-4)

torna-se

σ
2
ŷ = σ

2
ŷbT b = σ

2
ŷ‖b‖2

2 (A-5)

onde ‖b‖2 é a norma-2 do vetor de coeficientes de regressão. A Equação (A-5)
mostra que vetores de regressão maiores (no sentido da norma-2) tendem a gerar previsões
que são mais sensíveis ao ruído de medição nas variáveis x.

Na Equação (5-1), tem-se a formulação simplificada da Equação (A-5), na qual
foi utilizada como uma das funções objetivo desse trabalho.
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