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Resumo
Neste trabalho, nós apresentamos um novo modelo para o estudo de sistemas magnéticos
frustrados proposto para uma rede triangular dotada de spins do tipo Ising que leva em
conta não apenas a interação entre os spins mas também a interação devida à simetria de um
dado substrato que corresponde a uma rede hospedeira do sistema magnético. Essa última
interação é relacionada a um parâmetro fenomenológico que é responsável por controlar a
intensidade dessa interação e que é proporcional a uma função representativa da simetria
do material hospedeiro em questão. Os interesses por trás desse estudo buscam caracterizar
a influência dessa interação no comportamento dos spins através das avaliações das suas
principais propriedades termodinâmicas associadas a uma transição de fase que implicam
numa nova maneira de modelar esses sistemas apontando para uma visão complementar
a respeito do que pode promover a frustração em sistemas magnéticos em geral. Para o
desenvolvimento dessa pesquisa, nós adotamos as simulações de amostragem entrópica
baseadas no método de Wang-Landau, onde é realizado um passeio aleatório no espaço
de energia, permitindo estimar a densidade de estados g(E) enquanto a distribuição de
energia é gerada no histograma. Por meio dessa metodologia, nós calculamos algumas
propriedades termodinâmicas de interesse e conseguimos representar um diagrama de
fases que ilustra as diversas formas que o sistema assume em função de um parâmetro de
controle que é responsável por ajustar as diferentes fases magnéticas do modelo. Adotamos
também a teoria de escala de tamanho finito que nos permitiu estimar os expoentes críticos
correspondentes a uma determinada classe de universalidade que o sistema possa pertencer.
Por consequência disso, nós conseguimos estabelecer as devidas conclusões a respeito da
dinâmica do sistema e nos tornamos aptos para formular os possíveis desdobramentos
decorrentes deste trabalho.

Palavras-chave: sistemas magnéticos frustrados. simulações entrópicas. transições de
fase.



Abstract
In this work, we present a new model for the study of frustrated magnetic systems proposed
for a triangular lattice equipped with Ising type spins that takes into account not only
the interaction between the spins but also the interaction due to the symmetry of a given
substrate that corresponds to a host lattice of the magnetic system. This last interaction
is related to a phenomenological parameter that is responsible for controlling the intensity
of this interaction and that is proportional to a function representative of the symmetry
of the host material in question. The interest behind this study seeks to characterize the
influence of this interaction on the behavior of the spins through the evaluation of their
main thermodynamic properties associated with a phase transition that imply a new way of
modeling these systems pointing to a complementary view of what can promote frustration
in magnetic systems in general. For the development of this research, we adopted entropic
sampling simulations based on the Wang-Landau method, where a random walk in the
energy space is performed, allowing to estimate the density of states g(E) while the energy
distribution is generated in the histogram. Through this methodology, we calculated some
thermodynamic properties of interest and managed to represent a phase diagram that
illustrates the various forms that the system takes in function of a control parameter that
is responsible for adjusting the different magnetic phases of the model. We also adopted
the finite-size scale theory that allowed us to estimate the critical exponents corresponding
to a certain class of universality that the system may belong to. As a result of this, we
were able to establish the proper conclusions regarding the dynamics of the system and
we became able to formulate the possible developments resulting from this work.

Keywords: magnetic frustrated systems. entropic simulations. phase transitions.
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Introdução

O estudo de sistemas magnéticos é um dos temas que mais desperta atenção
na física da matéria condensada. Esse interesse pode ser atribuido ao comportamento
peculiar dos seus constituintes microscópicos e à sua extensa aplicabilidade na tecnologia
moderna, cujas aplicações vão desde dispositivos simples àqueles extremamente complexos
e sofisticados da indústria eletroeletrônica[1] e spintrônica[2]. Grande parte dessa atenção
é dedicada a sistemas onde os graus de liberdade das interações magnéticas em uma rede
de íons são incompatíveis com a estrutura cristalina da rede hospedeira1, impossibilitando
a minimização da energia local dos spins dos íons via alinhamento, mas por sua vez
dando origem a fases magnéticas exóticas como gelos de spin[3] e líquidos de spin[4], as
quais tem sido intensamente investigadas nas últimas duas décadas[5, 6]. Esse fenômeno é
conhecido como frustração geométrica e foi introduzido formalmente por P. W. Anderson
para o estudo do comportamento de vidros de spin [7]. Além da frustração geométrica,
alguns sistemas magnéticos podem ser incapazes de minimizar todos os seus termos de
interação individuais devido a presença de impurezas ou a competição2 entre interações
de troca[8]. Além disso, frustração pode ser estudada em cristais isolantes bem como
em metais e materiais desordenados. Algumas características especiais desses sistemas
tais como estado fundamental altamente degenerado e a possível ordem não colinear
(incomensurável) dos spins oferecem um amplo e desafiador campo de investigação para
questões fundamentais para ambos sistemas clássicos e quânticos[9]. Para citar um exemplo,
uma questão importante é encontrar um elo entre cupratos supercondutores e sistemas
magnéticos quânticos bidimensionais frustrados[10]. Além de tudo isso, essas e outra fases
apresentadas por essa classe de sistemas magnéticos também são responsáveis por provocar
um profundo impacto nos métodos empregados para o estudo da nematicidade do spin e
da supercondutividade [11].

O estudo de sistemas magnéticos frustrados tem se desenvolvido através de vários
métodos analíticos usando as ideias de Onsager, tratamentos via teoria de Landau-Ginzburg
e análises mais gerais de simetrias e propriedades topológicas, técnicas de campo médio,
grupo de renormalização, expansão em série de baixas e altas temperaturas, simulações
de Monte Carlo e investigações experimentais[12]. Entretanto, o comportamento crítico
desses sistemas não tem se mostrado trivial diante de certas inconsistências apresentadas
por algumas das técnicas citadas acima. Por sua vez, uma abordagem relevante para
compreender o magnetismo em cristais isolantes, onde spins isolados se localizam nos
vértices de uma rede, é a derivação de hamiltonianas de spin localizados partindo do modelo

1 Sitios atômicos sobre os quais estão localizados os íons.
2 Ferromagnética versus antiferromagnética
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de Hubbard, por exemplo. Dependendo do grau de liberdade do spin, tais hamiltonianas
serão tipo Ising, XY ou Heisenberg. Para o caso com interações de pares de spins, a
frustração magnética surge tanto por causa da competição entre diferentes interações
(normalmente, entre primeiros e segundos vizinhos) quanto devido à topologia da rede. O
primeiro caso já foi estudado exaustivamente através do modelo J1−J2[13]. O segundo caso
ocorre quando blocos elementares (células unitárias) triangulares se rearranjam num padrão
compartilhando tanto vértices (rede kagomé) quanto arestas (rede triangular), em duas ou
três dimensões. Há também os blocos elementares tetraédricos, através dos quais se constrói
uma rede conhecida como pirocloro, onde tetraedros vizinhos compartilham suas arestas.
Há vários materiais que podem ser encontrados com tais características geométricas[14]. O
estudo de transições de fase em sistemas magnéticos com frustração geométrica apresenta
uma vantagem pois esses podem ser modelados através de hamiltonianas simples sem que
haja necessidade de se preocupar com questões topológicas complicadas.

Basicamente, um grande número de materiais contendo camadas atômicas de
íons de transição pode ser observado experimentalmente em compostos com a fórmula
ATM2As2, onde A={Ca,Sr,Ba} e TM={Mn, Fe, Co, Ni}. Esses materiais podem ser
considerados bidimensionais (2D) uma vez que as interações intra-camada é muito menor
que a interação inter-camada [15]. E diante do fato de que os seus graus de liberdade
magnéticos podem ser modelados em sitios de uma rede de Bravais 2D, um número enorme
de modelos foi proposto para a descrição de anisotropias espaciais. Entretanto, é sabido
que vibrações mecânicas da rede cristalina (fônons) modulam o campo elétrico cristalino
dos íons magnéticos e, por sua vez, induzem uma relaxação direta entre diferentes estados
de spin[16, 17]. Mesmo diante disso, nenhum modelo de rede considera o acoplamento
entre spins e as excitações da rede hospedeira (substrato) da camada de íons. Diante
do exposto, o presente trabalho apresenta uma metodologia para explorar um terceiro
tipo de frustração magnética em sistemas de spin. Essa é baseada no fato da rede de
íons magnéticos interagir com os fônons da rede cristalina do substrato. Partindo de uma
hamiltoniana simples para o modelo de Ising numa rede triangular, adicionamos uma
interação extra a fim de atenuar a interação de troca devido a simetria da rede cristalina
do substrato. Isso produz uma anisotropia rotacional capaz de reorientar fases magnéticas,
destruir a ordem ferromagnética de longo alcançe e formar estruturas magnéticas exóticas,
como a fase de stripes. Para explorar as propriedades termodinâmicas e a criticalidade
do modelo proposto utilizamos simulações numéricas entrópicas baseadas no algoritmo
de Wang-Landau[18]. O trabalho apresentado aqui segue uma estrutura que se inicia no
Capítulo 1 com a exposição de conceitos associados a sistemas magnéticos frustrados, onde
são apresentados modelos relativos ao tema juntamente com o modelo proposto nesta
pesquisa. Em seguida, no Capítulo 2 fazemos uma breve abordagem sobre o fenômeno
das transições de fase e fenômenos críticos, essenciais para a compreensão dos resultados
obtidos. No Capítulo 3, descrevemos o método de simulação utilizado. No Capítulo 4,



Introdução 15

apresentamos alguns resultados e discussões que reforçam e destacam as características
do modelo por meio de propriedades termodinâmicas e da análise da criticalidade do
sistema. Na sequência, no Capítulo 5 apresentamos as conclusões associadas ao trabalho
onde também abrimos espaço para comentar sobre as expectativas futuras dos possíveis
desdobramentos decorrentes desta pesquisa.
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1 Sistemas magnéticos frustrados

1.1 Introdução
O estudo do magnetismo busca compreender os campos magnéticos, as propriedades

magnéticas da matéria e as interações que a matéria possui com os campos. Na busca por
um entendimento melhor sobre as propriedades magnéticas de um dado sistema, devemos
conhecer alguns tópicos básicos a respeito da magnetização. Esse conceito é importante
porque as propriedades magnéticas da matéria tem sua origem nos momentos magnéticos
dos átomos. Materiais que apresentam momentos magnéticos permanentes são vistos como
materiais magnéticos, cuja ordem de longo alcance se manifesta espontaneamente. Tal
ordem ocorre devido à interação de origem eletrostática e de natureza quântica chamada de
interação de troca. Essa interação que promove a ordem magnética, pode ser uma interação
de troca direta, ou seja, de curto alcance ou uma interação indireta correspondente a de
longo alcance. Esse entendimento se faz útil por exemplo no momento de avaliar as regiões
ordenadas (conhecidas como domínios magnéticos) das amostras magnéticas quando em
contato com outros materias ou quando são submetidas a campos externos[19].

Um outro tópico interessante diz respeito à classificação de sistemas magnéticos
como diamagnéticos (que produzem um momento magnético oposto ao campo aplicado
de modo que estes sejam repelidos, como é o caso dos gases nobres como He e Ne),
paramagnéticos (que na ausência de um campo magnético externo seus momentos mag-
néticos apontam em direções aleatórias cancelando uns aos outros e resultando em uma
magnetização nula e quando o campo é aplicado, os momentos magnéticos tendem a se
orientar na direção do campo gerando uma pequena atração que aumenta na medida que
aumentamos o campo, como pode ser observado em materiais como FeSO4 e MnCl2) e
ferromagnéticos (que respondem a um campo aplicado com uma magnetização intensa
de modo que se mantenha mesmo quando o campo é retirado, como acontece com Fe,
Co e Ni). Outras nomenclaturas incluem os ferrimagnéticos, os antiferromagnéticos e os
superparamagnéticos[20].

1.2 O magnetismo frustrado
O estudo de sistemas magnéticos frustrados se tornou um fértil campo de pesquisa

no meio científico. Seminários, congressos e artigos publicados em revistas de grande
impacto sustentam a importância e a necessidade de se estudar esses tipos de sistemas.
Como ponto de partida, G. H. Wanier estudou o primeiro sistema magnético frustrado em
1950[21]. O sistema em questão era composto por uma rede triangular com spins do tipo
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Figura 1 – (a) Numa rede quadrada antiferromagnética, todos os spins podem ter alinhamento
antiparalelo com seus vizinhos, não apresentando frustração. (b) Em uma rede
triangular, este alinhamento não é possível: três spins vizinhos não podem ser alinhados
de forma antiparalela simultaneamente e, assim, gera frustração. (c) Os estados
fundamentais de um conjunto de spins de Heisenberg tem spin total nulo, assim a
soma vetorial de um grupo elementar de spins é nula. Um grupo de três spins forma
uma estrutura única (nenhum grau de liberdade), ao passo que um grupo de quatro
spins forma uma família de estados degenerados (dois graus de liberdade θ e ϕ).

Fonte: [22]

Ising, interagindo entre os primeiros vizinhos por meio de uma interação antiferromagnética.
Posteriormente, a característica de frustração foi realocada para sistemas compostos por
vetores de spins como a estrutura helicoidal de Heisenberg descoberta independentemente
por A. Yoshimori e J. Villain em 1959[14].

A palavra frustração foi introduzida no meio científico quase que ao mesmo tempo
por G. Toulose e J. Villain em 1977 no contexto de vidro de spins, onde de acordo com
o modelo de Edwards-Anderson, uma pequena concentração de material magnético é
diluído em sítios aleatórios de um material não magnético de modo que o sistema evolua
para um estado onde os momentos magnéticos se mantém fixos em direções aleatórias,
imitando assim um comportamento vítreo[7]. Nesse contexto, é importante ressaltar que a
característica associada ao termo frustração foi inserida para representar a incapacidade
do spin, ou de um número de spins do sistema, em encontrar uma orientação que satisfaça
todas as orientações com os seus spins vizinhos. Efetivamente, isso significa que o mínimo
da energia total ou estado fundamental não corresponde ao mínimo de cada ligação.

Na maioria desses sistemas, a frustração é causada pela competição entre diferentes
tipos de interação de troca (ferro ou antiferro) ou pela geometria da rede que contém
os momentos magnéticos, como pode ser percebido pela Figura 1 e pela Figura 2. Essas
e outras observações a respeito dessa classe de sistemas magnéticos, permitiu apontar
como principal característica de um sistema magnético frustrado a alta degenerescência
do seu estado fundamental, fato este que pode ter a sua origem nas flutuações térmicas
ou quânticas, nas correlações dentro dos estados fundamentais, na dinâmica de baixa
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Figura 2 – (a) A rede kagomé consiste de triângulos compartilhando seus vértices. (b) A rede
pirocloro consiste de um arranjo de tetraedros compartilhando seus vértices. (c)
Estrutura hexagonal do gelo consistindo de prótons (esferas menores) que residem nas
ligações entre dois átomos de oxigênio (esferas maiores). As posições do oxigênios são
determinadas univocamente, mas há uma miriade de configurações para os prótons.

Fonte: [22]

temperatura, etc[12].

Devido a essa alta degenerescência, vários estados magnéticos exóticos são obser-
vados, tais como o estado parcialmente desordenado, que é frequentemente encontrado
em sistemas eletrônicos e em redes triangulares compostas por cadeias de spin. Nesses
sistemas compostos por sub-redes, esse estado em uma temperatura específica é geralmente
caracterizado por uma parcela dos momentos magnéticos das sub-redes serem paramagné-
ticos em uma célula unitária magnética[23, 24]. Outro fenômeno intrigante associado à
degenerescência do estado fundamental é o da reentrância que geralmente surge quando
há uma variação monotônica de uma quantidade termodinâmica responsável por mais de
uma transição de fase de maneira que os estados final e inicial são macroscopicamente
os mesmos. Esse comportamento, apesar de ser desconhecida a sua condição necessária
e suficiente para ocorrer, já foi observado no estudo de buracos negros, vidros de spins,
organelas sem membranas, entre outros[25, 26, 27, 28].

Um outro fato interessante é a de um antiferromagneto frustrado, que pode evoluir
para uma fase onde os spins vizinhos são fortemente correlacionados de maneira que
o comportamento do sistema se assemelhe a um líquido, caracterizando assim a fase
líquido de spin[29]. Nesse caso, um comportamento curioso é observado quando os spins
ocupam posições similares aos átomos de hidrogênio presentes no gelo, caracterizando a
fase gelo de spins[30]. Essas e outras características ilustram bem as diversas peculiaridades
relacionadas ao comportamento, à complexidade de compreensão e às possíveis aplicações
que o universo enigmático dos sistemas magnéticos frustrados podem apresentar.

De forma geral, sistemas magnéticos podem ser modelados em sítios de uma rede
de Bravis 2D e uma hamiltoniana efetiva de baixa energia pode ser formulada em termos
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da interação entre spins. O exemplo mais famoso é o da hamiltoniana de Heisenberg:

H = −
∑
i,j

JijSi · Sj, (1.1)

onde S é o operador de spin e Jij é a constante de troca, que nesse caso descreve uma
interação isotropica entre spins localizados nos sítios i e j. Para esse modelo, existe uma
fase paramagnética a altas temperaturas (T � J), de modo que esta condição satisfaça a
simetria de invariância da hamiltoniana sob uma rotação total do spin, visto que devido
as flutuações térmicas, cada spin rotaciona livremente e 〈S〉 = 0. Por outro lado, uma
fase com ordem de longo alcance pode ser observada para baixas temperaturas (T ≈ J),
resultando em 〈S〉 6= 0. Assim, 〈S〉 pode ser escolhido como parâmetro de ordem no caso
ferromagnético, já que ele é capaz de descrever a quebra espontânea de simetria rotacional
da hamiltoniana de spin. Mais especificamente, 〈S〉 é nulo na fase simétrica e não nulo
quando a simetria é quebrada no surgimento da fase ordenada de longo alcance. Fica
evidenciado, então, que analisar a quebra de simetria é uma técnica poderosa para o estudo
de ordens de longo alcance em materiais magnéticos. Porém, há estados fundamentais
de sistemas de spins interagentes que não quebram a simetria da hamiltoniana, como o
caso dos líquidos de spin. Há, então, um parâmetro de ordem capaz de classificar estes
estados? Um número imenso de trabalhos dedicados a responder essa questão vem sendo
publicados[31].

Esse problema fica mais difícil de ser analisado quando há competição entre
diferentes interações de troca e quando a geometria da rede é complexa. O exemplo mais
analisado quando trata-se da competição entre interações é o J1 − J2 com spin−1

2 de
Heisenberg numa rede quadrada:

H = −J1
∑
〈i,j〉

Si · Sj − J2
∑
〈〈i,j〉〉

Si · Sj, (1.2)

onde J1, J2 < 0, 〈i, j〉 representa uma soma sobre primeiros vizinhos e 〈〈i, j〉〉 sobre
segundos. J1 e J2 competem porque favorecem diferentes configurações de spin. Observa-se
que os estados fundamentais para os casos J2/J1 � 1 e J2/J1 � 1 são as fases de Néel e
stripes, respectivamente[32, 8]. Para J2/J1 = 0, 5, o modelo é totalmente frustrado e as
fase de Néel e stripes tornam-se degeneradas1 e a ordem de longo alcance é destruída. Esse
modelo também é muito explorado considerando spins tipo Ising (σ = ±1), destacando-se
a identificação de fases nemáticas[33].

Outro modelo bastante explorado é o modelo de Ising definido sobre uma rede
Kagomé (veja Figura 3):

H = −J1
∑
〈i,j〉

σiσj − J2
∑
〈i,j〉

σiσj, (1.3)

1 Degenerescência no sentido clássico.
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Figura 3 – (Esquerda) Rede Kagomé com interações J1 e J2. (Direita) Rede favo de mel centrada
com interações J1, J2 e J3.

Fonte: [35]

onde σi = ±1. Estudos revelaram que quando J1 < 0, não há transição de fase em
uma temperatura finita e quando a interação J2 é considerada, este modelo pode ser
transformado para um modelo exatamente solúvel de férmions livres[34, 8].

Outro modelo onde destaca-se o efeito geométrico na ordem magnética é o com
estrutura de favo de mel centrada (veja Figura 3):

H = −J1
∑
〈i,j〉

σiσj − J2
∑
〈i,j〉

σiσj − J3
∑
〈i,j〉

σiσj, (1.4)

onde J1 > J2 > J3. Um fato curioso deste modelo é que podemos observar uma fase
parcialmente desordenada próxima de uma fase ordenada no estado fundamental. Estudos
apontaram que para J2 = J3 = 0, é possível recuperar a estrutura de favo de mel, mas
quando temos J1 = J2 = J3 a estrutura resultante corresponde à rede triangular[35].

Esses e diversos outros modelos foram propostos para o estudo do magnetismo
frustrado considerando a competição entre interações ou o efeito da geometria da rede.
Porém, nenhum modelo considera o acoplamento entre a interação de troca e as excitações
da rede hospedeira (substrato) dos spins. Tal acoplamento é razoável, visto que vibrações
mecânicas da rede cristalina (fônons) modulam o campo elétrico cristalino dos íons
magnéticos e, por sua vez, induzem uma relaxação direta entre diferentes estados de
spin[16]. Na seção a seguir, veremos uma metodologia para considerar a interação entre os
spins e os fônons da rede cristalina do substrato.

1.3 Anisotropia rotacional
Sistemas interagentes de baixa dimensionalidade compartilham uma característica

em comum, a saber, são afetados pela simetria da rede cristalina do substrato sobre o
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qual são construídos. Consequentemente, haverá uma modulação de suas energias com a
orientação relativa ao substrato[36]. Baseado nisso, E. Ya. Shermann propôs uma nova forma
de estudar as interações de sistemas eletrônicos bidimensionais sinalizando a existência
de uma interação adicional devida à simetria do substrato[37]. Ele demonstrou que essa
interação se manifesta por meio das propriedades dos sistemas eletrônicos bidimensionais,
afetando consideravelmente a região de um sólido eletrônico 2D, conhecido como cristal de
Wigner e que possui extrema relevância para o estudo de semicondutores. Nesse artigo, o
autor propõe que a energia elétron-fônon acústico depende da orientação do vetor de onda
e que a ancoragem dos elétrons ao substrato pode ser associada a um potencial descrito
pela soma dos invariantes de simetria de grupo Td[38]. Esse potencial complementa a
representação do potencial puramente coulombiano de modo que a simetria do substrato
seja levada em consideração. Dessa forma, atreladas ao potencial de Coulomb, para um
substrato com simetria ortorrômbica deve-se adicionar um termo proporcional a cos(2φ),
onde φ é o ângulo entre a orientação do vetor de onda e um dado eixo cristalino do
substrato. Da mesma forma, para um substrato com simetria tetragonal o termo a ser
somado é proporcional a cos(4φ) e para a simetria hexagonal proporcional a cos(6φ). Essa
ideia foi verificada através de simulações numéricas de Dinâmica Molecular para testar a
estabilidade de um cristal de Wigner sobre um substrato com simetria tetragonal[39]:

U(r) = e2

χr
(1 + a cos 4φ). (1.5)

Nesta equação, r corresponde à distância entre os elétrons, χ representa a constante
dielétrica, a indica a intensidade do acoplamento elétron-fônon acústico e φ é o angulo
entre um eixo preferencial do substrato e o vetor que liga dois elétrons.

Nesta dissertação, consideraremos a existência de um substrato e sua influência nas
interações entre os spins da rede magnética, semelhante ao que é observado em compostos
supercondutores a base de ferro, onde o acoplamento entre a rede e a nematicidade de spin é
responsável pela ordem magnética do estado fundamental[17]. Dessa forma, a hamiltoniana
do modelo de Ising numa rede triangular com uma anisotropia rotacional pode ser escrita
como:

H = −
∑
〈i,j〉

[J + Ja cos(2φij)]σiσj, (1.6)

onde σi são os spins de Ising. J é a interação de troca, Ja é um parâmetro fenomenológico
que fornece o grau de interação da rede de spins com o substrato e φij é o ângulo formado
entre o vetor que liga dois sítios e uma direção transversal ou longitudinal definida sobre a
rede do substrato (veja Figura 4). Neste trabalho, estamos considerando apenas o caso de
um substrato com simetria ortorrômbica, isto é, somamos um termo adicional proporcional
a cos(2φij).

Na Figura 4, ilustramos também o comportamento dos spins com os seus vizinhos
e como a interação entre eles é influenciada por Ja. Nesta representação, a linha vermelha
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Figura 4 – (Esquerda) Representação esquemática da rede triangular sobre o substrato com
simetria ortorrômbica. (Direita) Célula unitária do modelo de Ising triangular com
respeito ao hamiltoniano do modelo.

φi,j

i

j

i

j

Fonte: os autores

(horizontal) corresponde à interação J + Ja e a linha azul à interação J − Ja/2. Neste caso,
as interações sobre o eixo principal (linha vermelha) do spin selecionado serão sempre
positivas e intensificadas para valores de Ja maiores que 0, no entanto, as demais interações
sofrem uma influência negativa para cada valor tomado de Ja de maneira que a interação
possa ser positiva ou negativa.

Como veremos mais adiante, esse modelo é capaz de produzir fases magnéticas
exóticas apenas controlando o valor de Ja. Para determinados valores de Ja, foi identificada
a fase de stripes que possui grande aplicação em supercondutores e sistemas de transporte
em geral[40, 41]. Além disso, demonstraremos que a adição do termo de atenuação da
interação de troca resulta na quebra de ordem ferromagnética de longo alcance.
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2 Transições de fase e fenômenos críticos

2.1 Introdução
De acordo com a termodinâmica e a mecânica estatística, uma fase pode ser

caracterizada por um sistema homogêneo, ou seja, um estado da matéria que possui
propriedades físicas uniformes em uma escala de comprimento macroscópico[42, 43]. De
um ponto de vista macroscópico, em geral, estamos habituados a observar a natureza em
três estados físicos, a saber, sólido, líquido e gasoso. Esses estados possuem propriedades
físicas diferentes como a densidade, a capacidade térmica, a pressão, a temperatura, etc.
Mas quando avaliamos o comportamento da matéria em situações atípicas, podemos
observar estados de agregação diferentes, por exemplo, quando submetemos uma amostra
de gelo a altas pressões, nós podemos obter diversas formas cristalinas que compõe uma
certa variedade de gelo. De forma mais geral, distintos arranjos moleculares ou atômicos
correspondentes a uma mesma substância sólida ou líquida apresentam propriedades
distintas que caracterizam novos estados, o que por sua vez amplia o nosso leque de
conhecimento sobre as fases de um determinado material. Desse modo, com base no
exemplo anterior, ao aumentarmos a pressão poderemos constatar uma evolução de fases
associadas a arranjos diferentes para uma mesma amostra de gelo, esse fenômeno é
conhecido como uma transição de fase.

Uma maneira de apresentarmos um “mapa” das fases de um material é por meio do
seu diagrama de fases, que consiste em uma representação gráfica dotada de eixos associados
a parâmetros de controle capazes de delimitar as regiões equivalentes às respectivas fases
de um dado sistema. Como exemplo disso, podemos explicitar o digrama de fases da água
conforme representado na Figura 5.

Nesse diagrama, três fases são claramente apresentadas por meio dos pontos
associados a cada par ordenado do gráfico definido pela pressão e pela temperatura. Nota-
se que quando mantemos a pressão constante e aumentamos a temperatura o sistema
caminha para uma linha de transição que representa o limite de fase, por exemplo a linha
que separa a fase sólida da líquida, onde sobre esta linha a fase anterior e a fase posterior
a este limite são indistinguíveis e portanto ambas coexistem.

Uma apresentação moderna a respeito das classificações das transições de fase nos
diz que uma transição de fase pode ser contínua ou descontínua[44]. Uma transição de
fase contínua, ou seja, que não é acompanhada de calor latente, representa uma transição
de segunda ordem, como é o caso do sistema que avança ao longo da linha de coexistência
líquido-vapor aumentando a sua pressão e temperatura. Em contrapartida, uma transição
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Figura 5 – Diagrama de fases da água.

Fonte: os autores

descontínua ou de primeira ordem é acompanhada pelo calor latente, como é o caso do
congelamento da água.

Vale lembrar que uma fase também pode ser caracterizada por um parâmetro de
ordem. Este é capaz de medir como os elementos microscópicos que representam uma fase
macroscópica estão ordenados ou em algum outro estado semelhante. O parâmetro de
ordem é responsável por medir o grau de assimetria do sistema em consideração, ou seja,
ele é diferente de zero em uma fase ordenada (um estado de baixa simetria) e igual a zero
numa fase desordenada (uma fase simétrica).

Por exemplo, para materiais magnéticos, o parâmetro de ordem adequado é a
magnetização, para sólidos, é a periodicidade espacial dos átomos ou moléculas e para
supercondutores, é a função de onda.

Os estudos feitos em torno de um ponto crítico (como no caso do ponto de
intersecção das três curvas da Figura 5) são descritos pela teoria de fenômenos críticos, que
busca desenvolver um formalismo capaz de caracterizar o fenômeno crítico por intermédio
do cálculo de expoentes críticos. Tais expoentes são responsáveis por medir o grau de
singularidade ou divergência de uma certa quantidade física que é calculada próximo do
ponto crítico. Por exemplo, verifica-se que quando avaliamos o comportamento de sistemas
magnéticos na região crítica, experimentos mostram que quando a temperatura do sistema
magnético se iguala à temperatura crítica (T = Tc) a magnetização m é proporcional a h1/δ

(1/δ < 1)[45], onde h é um campo magnético pequeno mas finito e δ é um expoente crítico.
Outros expoentes críticos são observados de forma análoga em relação a quantidades
termodinâmicas diferentes ao serem avaliadas na criticalidade. De maneira geral, a maior
parte dos expoentes críticos obedecem a uma lei de escala capaz de determinar um expoente
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por intermédio do valor de outro [42].

2.2 Escala de tamanho finito
Uma abordagem suscinta capaz de contornar o problema de trabalharmos com

sistemas reais que são extremamente grandes e que engloba o uso dos expoentes críticos
é a técnica da escala de tamanhos finitos, capaz de nos dar uma visão macroscópica do
comportamento do sistema a partir do estudo de uma pequena porção do mesmo[46].
Segundo este formalismo, a energia livre de Helmholtz molar pode ser representada por
uma forma de escala universal

f(t,H;L) = L−dY (atL1/ν , bHL∆/ν), (2.1)

onde a temperatura reduzida t corresponde a (T −Tc)/Tc, o campo externo é representado
por H, os fatores métricos e a dimensão espacial do sistema são respectivamente represen-
tados por a, b e d, além disso, a expressão anterior também engloba os expoentes críticos
estáticos ν e ∆ e a dimensão linear do sistema L. Uma vez obtida a energia livre, podemos
calcular quantidades termodinâmicas de interesse tais como magnetização, susceptibilidade
e calor específico[45, 47]. Com o campo nulo, essas quantidades obedecem as relações de
escala

m ≈ L−β/νm′(tL1/ν), (2.2)

χ ≈ Lγ/νχ′(tL1/ν), (2.3)

c ≈ c∞ + Lα/νc′(tL1/ν). (2.4)

Nessas expressões identificamos as funções de escala universal m′, χ′ e c′ que assumem
valores constantes quando a temperatura se aproxima da região crítica (t = 0) e os
expoentes críticos estáticos β, γ e α que integram a base que caracteriza a classe de
universalidade a qual o sistema possa pertencer[48]. Tais expoentes devem obedecer as
relações de escala e hiperescala representadas matematicamente por

γ = ν(2− η), (2.5)

α + 2β + γ = 2, (2.6)

γ = β(δ − 1), (2.7)

dν = 2− α. (2.8)
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As relações anteriores são respectivamente conhecidas na literatura como a relação de
Fisher, Rushbrooke, Widom e Josephson[49]. Essas equações também estabelecem uma
conexão com o expoente ∆ observado na energia livre, pois ao substituirmos o valor de
γ obtido pela equação (2.7) na relação (2.6), nós chegamos na relação de Griffiths[50]
representada por

α + β(δ + 1) = 2, (2.9)

de maneira que quando subtraimos da equação (2.6) a relação (2.9) nós facilmente verifi-
camos que βδ = β + γ onde esta última relação é equivalente ao expoente ∆ [51, 49].

Apesar de obtermos diversas relações envolvendo os expoentes críticos, percebe-se
que elas não se mostram suficientes para eliminar a dependência que os expoentes associados
a cada quantidade termodinâmica de interesse tem com o expoente crítico ν. Uma forma
de calculá-lo separadamente é por meio do logaritmo da derivada da magnetização de
maneira que possamos obter as relações

V1 ≡ 4[m3]− 3[m4], (2.10)

V2 ≡ 2[m3]− [m4], (2.11)

V3 ≡ 3[m2]− 2[m3], (2.12)

V4 ≡ (4[m]− [m4])/3, (2.13)

V5 ≡ (3[m]− 3[m3])/3, (2.14)

V6 ≡ 2[m]− [m2], (2.15)

onde
[mn] ≡ ln ∂〈m

n〉
∂T

. (2.16)

Aqui é interessante notar que quando tomamos o logaritmo da equação (2.2),
obtemos lnm = −β/ν lnL + lnm′, de maneira que tenhamos relações similares para as
demais equações precedentes. Então com base nesse raciocínio, podemos obter o expoente
ν e as equações descritas anteriormente através de uma equação compacta representada
por

Vj ≈ (1/ν) lnL+ V ′j (tL1/ν), (2.17)

para j = 1, ...., 6, onde V ′j são contantes que independem do tamanho do sistema de modo
que na temperatura crítica Tc (t = 0) as funções possam convergir para o seu valor na rede
infinita. Com base nisso, podemos verificar que ao efetuarmos um ajuste linear do gráfico
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Vj x L, torna-se possível calcular o coeficiente angular da reta que corresponde a 1/ν.
Calculado o expoente ν, podemos através dos picos do calor específico e da susceptibilidade
estimar Tc, tal estimativa pode ser estabelecida através da relação

Tc(L) ≈ Tc + aqL
−1/ν , (2.18)

onde aq representa uma constante[47, 52].
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3 Simulações entrópicas

Para auxiliar no estudo e na investigação de modelos estatísticos, foram desenvolvi-
dos métodos computacionais capazes de explorar os mais diversos e complexos modelos.
Ocupando um papel de destaque, há o Método Monte Carlo (MC) que com o apoio de uma
adequada técnica de amostragem se torna capaz de calcular as médias termodinâmicas
de um sistema interagente levando em conta as flutuações estatísticas e seus respectivos
efeitos[53].

Entre as técnicas de amostragem mais utilizadas em simulações de MC podemos
citar o algoritmo de Metropolis que ao manter uma temperatura fixa é capaz de produzir
uma distribuição canônica P (E, T ) = g(E)e−E/KBT , no entanto apesar de suas enormes
contribuições, esta técnica apresenta dificuldades em explorar os sistemas em regiões
próximas às transições de fase e na obtenção de informações importantes tais como energia
livre e entropia. Com o intuito de suprir essas dificuldades novas técnicas surgiram como o
método desenvolvido por Ferrenberg e Swendsen[54], a amostragem entrópica de Lee[55],
o método do “broad histogram”[56] e o método de Wang-Landau[57, 18], dando origem
aos métodos de simulação entrópica, que opta por uma distribuição de probabilidade
proporcional ao recíproco da densidade de estados microcanônica

p(E) ∝ 1
g(E) . (3.1)

Aqui g(E) indica a quantidade de estados com uma dada energia E de modo que a
probabilidade de escolhermos uma configuração com esta energia corresponda a

g(E)p(E) = 1
K
. (3.2)

Uma vez que K é uma constante, verificamos que a probabilidade de uma configuração
com energia E ser selecionada é constante para todo o conjunto de energias. Esta abor-
dagem modifica o procedimento do MC, pois, uma vez que este se baseia na escolha de
um subconjunto de estados aleatórios de alguma distribuição de probabilidade pµ, ao
escolhermos M estados do total disponível, uma melhor estimativa de uma quantidade
termodinâmica de interesse A é representada por

AM =
∑
i=1 pµi

−1Aµie
−βEµi∑

j=1 pµj
−1e−βEµj

. (3.3)

Onde AM é uma estimativa de A de modo que ao aumentarmos o valor de M , a média
passa a evoluir para valores cada vez mais próximos do real, e assim, ao tomarmosM →∞
obtemos AM = 〈A〉. No entanto, ao efetuarmos a abordagem entrópica, a densidade de
estados estimada elimina a dependência da média com a quantidadeM de estados visitados
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de modo que ela passe a depender agora da eficiência do algoritmo adotado para o cálculo
da densidade de estados g(E).

E no que diz respeito à eficiência de algoritmos aplicáveis a essa abordagem,
um excelente candidato é o algoritmo de Wang-Landau, que se desenvolve por meio do
acompanhamento de um histograma de energia que ao se mostrar nivelado apresenta uma
boa estimativa da densidade de estados. Ao adotarmos esta metodologia, podemos estimar
qualquer quantidade termodinâmica A por meio da expressão

〈A〉 =
∑
E AEg(E)e−βE∑
E g(E)e−βE . (3.4)

Onde AE é a média microcanônica acumulada durante a simulação. E uma vez que buscamos
obter o número de configurações correspondentes a uma dada energia, é conveniente
efetuarmos a simulação utilizando o logaritmo da densidade de estados S(E), que é
conhecida como entropia microcanônica e matematicamente representada por

S(E) = ln g(E). (3.5)

Diante do fato de desconhecermos a densidade de estados inicial do nosso sistema
consideramos que S(E) seja igual a zero, o que significa que todos os níveis de energia
possuem um valor unitário. A partir disso, iniciamos nossa simulação escolhendo convenien-
temente a configuração de mais baixa energia de modo que a alteração em sua configuração
seja feita modificando o sinal de um spin de maneira que o aceite desta mudança obedeça
a condição de

P (Eµ → Eν) = min(eS(Eµ)−S(Eν), 1). (3.6)

Assim, sempre que g(Eν) ≤ g(Eµ) a nova configuração é aceita e teremos um nivelamento
efetuado através de uma mudança no histograma e na densidade de estados, ou seja,
H(Eν)→ H(Eν) + 1 e S(Eν)→ S(Eν) +Fi. Onde Fi = ln fi e fi é o fator modificador que
inicialmente é identificado por f0 ≡ e = 2.71828.....[57]. A cada condição de nivelamento
atendida, fi é atualizado com base no critério fi+1 =

√
f i e o histograma é zerado.

Uma vez que este procedimento é efetuado por diversos passos de MC, encerramos
este ciclo quando H(E) > r〈H〉 para todas as energias, a saber, 〈H〉 é a média obtida
sobre todas as energias e o seu fator multiplicativo r é um parâmetro que geralmente
depende do tamanho e da complexidade do sistema e do grau de precisão que se busca
obter da densidade de estados correspondente. No entanto com o objetivo de obtermos
uma boa estimativa de g(E) em um tempo de simulação razoável optamos pela escolha de
r = 0.8[52].

Apesar do artigo original de Wang-Landau afirmar que a simulação deve ser fi-
nalizada quando f ∼ 1 + 10−8[18], no artigo publicado por Caparica e Cunha-Neto [58],
devemos atualizar g(E) e H(E) apenas depois de cada passo de MC. As médias microcanô-
nicas devem ser acumuladas a partir de f7, pois nos níveis anteriores as configurações ainda
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não correspondem ao máximo da entropia. Além disso, é recomendado que a simulação seja
finalizada em um ffinal correspondente à média canônica obtida durante à simulação. Esta
última etapa merece um pouco mais da nossa atenção pois é neste estágio que avaliamos o
comportamento do máximo do calor específico, obtido pela equação

C = 〈E
2〉 − 〈E〉2

KBT 2 , (3.7)

cujas médias energéticas são obtidas por intermédio da densidade de estados corrente.
Então, ao alcançarmos f7 calculamos a temperatura correspondente ao máximo valor do
calor específico Tc(0) e até obtermos o próximo f , calculamos o valor do parâmetro ε

ε = |Tc(t)− Tc(0)|. (3.8)

Este cálculo é efetuado toda vez que a condição de nivelamento é satisfeita. Nesta
expressão, Tc(t) é a temperatura referente ao máximo do calor específico que é obtida pela
g(E) correspondente a cada f superior a f7. Se ε < 10−4 para um mesmo f , encerramos a
simulação salvando g(E) e as médias microcanônicas calculadas. Caso contrário, o processo
é reiniciado e a cada novo nível estabelecemos que Tc(0) seja a nova temperatura do máximo
do calor específico obtida com a última densidade de estados. Todas essas recomendações
contribuem significativamente para uma maior eficiência do algoritmo reduzindo o tempo
computacional a ponto de viabilizar sua aplicação ao estudo de sistemas cada vez mais
complexos.

3.1 Densidade de estados conjunta
Uma outra rota de investigação a respeito de sistemas complexos pode ser tomada

efetuando-se a construção de uma densidade de estados conjunta que além de depender
da energia, também depende de outros parâmetros capazes de caracterizar o sistema a
ponto de oferecer um ponto de vista mais nítido sobre o diagrama de fases e as possíveis
transições que o sistema possa sofrer. Tal parâmetro pode ser por exemplo, responsável
por averiguar o efeito de um campo magnético ou de uma constante anisotrópica sobre o
sistema. Nessa perspectiva é construida uma densidade de estados bidimensional g(E,M)
e um histograma H(E,M) também de mesma dimensão referente aos estados visitados. O
procedimento para a estimativa de uma densidade de estados desse tipo é feita de maneira
análoga ao procedimento anterior, onde agora a probabilidade de uma nova configuração
ser aceita é representada por

P ((Eµ,Mµ)→ (Eν ,Mν)) = min(eS(Eµ,Mµ)−S(Eν ,Mν), 1). (3.9)

Em correspondência a este critério, a densidade de estados e o histograma são atualizados
a cada passo de Monte Carlo conforme S(Eν ,Mν) → S(Eν ,Mν) + Fi e H(Eν ,Mν) →
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H(Eν ,Mν)+1, onde a definição de Fi e a condição de nivelamento do histograma continuam
os mesmos. Uma vez entendido esses conceitos, podemos adaptar a equação (3.4) a fim de
calcularmos as propriedades termodinâmicas de interesse de maneira que o acúmulo das
médias microcanônicas continuem sendo feitas a partir de f7. No entanto, em virtude do
tempo computacional dispensado para esta tarefa, as simulações feitas neste trabalho por
esta metodologia são direcionadas para tamanhos de redes menores e finalizadas em f15.
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4 Resultados

Neste capítulo, nós apresentamos alguns resultados a respeito das propriedades
termodinâmicas e do comportamento crítico do nosso modelo. Foram calculadas quantida-
des como energia, magnetização, calor específico e susceptibilidade a fim de traçar uma
rota até a compreensão dos efeitos da anisotropia rotacional na estabilidade da ordem
ferromagnética e na formação de possíveis fases exóticas. Boa parte das simulações foram
realizadas usando-se o cálculo da densidade de estados conjunta, como descrita no capítulo
anterior. Apesar desse procedimento limitar os resultados a redes pequenas (L2 = 62, 122

e 182 spins, no presente caso), ele é importante para que se observe o comportamento
geral do sistema em função do conjunto de valores (J, Ja). Assim, obtém-se a densidade de
estados g(E1, E2), onde

E1 = −
∑
〈i,j〉

σiσj, (4.1)

E2 = −
∑
〈i,j〉

σiσj cos(2φi,j). (4.2)

Esse procedimento permite compreender a dinâmica do sistema e o seu compor-
tamento em regiões específicas sinalizadas no diagrama de fases a ponto de nos permitir
efetuar o seu mapeamento dentro de um dado intervalo de valores atribuídos ao parâmetro
fenomenológico Ja.

Na Figura 6 podemos acompanhar, respectivamente, o comportamento da energia
média por spin (E/L2 = JE1+JaE2) e do calor específico, ambos em função da temperatura
para vários valores de Ja. A respeito da energia, nota-se que o valor correspondente ao
estado fundamental para 0 ≤ Ja < 2 é equivalente a −3J , indicando que uma fase
ferromagnética persiste no intervalo 0 ≤ Ja < 2. Mais especificamente, dada a energia de
um único sitio,

E = −[2(J + Ja) + 4(J − Ja/2)] = −6J, (4.3)

vemos a independência da energia com qualquer valor de 0 ≤ Ja < 2 e uma vez que
a ligação de um spin com o seu spin vizinho é contada duas vezes, ao dividirmos esse
resultado por dois, obtemos o valor da energia informado para o estado fundamental.
Ainda no regime de baixas temperaturas, mas agora com valores de Ja > 2, percebe-se a
presença de uma nova simetria (fase de stripes) do estado fundamental. Agora, a energia
do estado fundamental depende do valor de Ja, essa nova fase é sinalizada pela Figura
7 cuja configuração de spin corresponde à Figura 8. Nesse caso, nota-se que a expressão
correspondente à energia de sitio é

E = −[2(J + Ja)− 4(J − Ja/2)] = 2J − 4Ja. (4.4)
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Figura 6 – (Esquerda) Energia em função da temperatura para vários valores de Ja. (Direita)
Calor específico em função da temperatura para vários valores de Ja.
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Fonte: os autores

Para o caso do calor específico, com Ja = 0, 00 (que representa o modelo de Ising
puro na rede triangular), temos um pico que corresponde à temperatura crítica de transição
de fase ferro-paramagnética, cujo valor analítico é kBTc/J ≈ 3, 65364. Para valores maiores
de Ja, visualizamos a ocorrência de uma temperatura de transição cada vez menor, pois
as interações que não estão sobre o eixo principal são todas positivas uma vez que Ja/2
é menor que J . Em consequência disso, observamos que o pico do calor específico é
transladado para à esquerda até um Ja crítico igual a 2, 00, onde se verifica a existência de
uma singularidade, pois para este valor contamos apenas com as interações sobre os eixos
principais de cada spin escolhido na rede. A partir deste valor de Ja, o gráfico em questão
reforça a existência de uma dinâmica oposta à etapa anterior, pois agora, as interações
fora do eixo principal são todas negativas pelo fato de Ja/2 ser maior que J . Dessa forma,
visualizamos o pico do calor específico transladado para direita atingindo valores cada
vez maiores na medida que passamos de um Ja para outro, este fenômeno ocorre porque
agora a partir do Ja = 2, 00 o sistema sofre uma transição da fase de stripes para a fase
paramagnética, onde àquela necessita de temperaturas cada vez maiores para romper seus
ordenamentos magnéticos conforme visto pela Figura 8.

A figura 7 nos mostra um diagrama de fases que foi construído para redes de
tamanho L = 6, L = 12 e L = 18 calculando-se a temperatura correspondente ao máximo
valor do calor específico em função do nosso parâmetro fenomenológico de modo que
Ja = 0.00, 0.10, 0.20, ...., 4.00. Aqui notamos características clássicas de um diagrama de
fases tais como as curvas que representam os limites de fases e um ponto multicrítico
correspondente a Ja = 2, 0 onde duas ou mais fases podem coexistir. Com a junção desses
tamanhos de rede em uma única figura, podemos perceber que na medida que aumentamos
o tamanho da rede, a curva de transição tende a se aproximar ainda mais do valor de Ja
crítico.
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Figura 7 – (Figura superior) Representação do diagrama de fases do sistema para Ja ≥ 0. (Figura
inferior) Representação da Magnetização para vários tamanhos de rede com Ja fixo.
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Tal representação também tornou possível o destaque de três regiões que equivalem
às respectivas fases que o sistema pode assumir para os valores de Ja. Na região Fe, que
representa as configurações equivalentes à Figura 8 (à esquerda), temos a fase ferromagné-
tica, que exibe como o sistema se apresenta inicialmente para baixas temperaturas até um
valor de Ja = 2, 0. Ainda para baixas temperaturas, mas agora com Ja > 2, 0, nós entramos
em uma nova fase representada pela região St cujas configurações são apresentadas na
Figura 8 (centro), que é composta por listras (stripes) de spins que se alinham em um
ordenamento up e down, alternadamente em linhas verticais ao longo da rede. No fim
dessa análise, temos a região Pm cujas configurações estão de acordo com a Figura 8 (á
direita), que mostra a evolução do sistema para a fase paramagnética para um regime
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Figura 8 – (Esquerda) Configuração correspondente à fase ferromagnética para Ja = 1, 0. (Centro)
Configuração correspondente à fase de stripes para Ja = 3, 0. (Direita) Configuração
correspondente à fase paramagnética para Ja = 3, 0.

Fonte: os autores

de altas temperaturas. É importante ressaltar que apesar desta fase exibir um conjunto
aparente de domínios magnéticos, ao observarmos a Figura 7, que foi construída para vários
tamanhos de rede com Ja fixo, percebemos a magnetização tendendo a zero na medida que
aumentamos o tamanho da rede. Este comportamento reforça a nossa hipótese a ponto de
nos permitir afirmar que a região equivalente de fato corresponde à fase paramagnética.

A Figura 10 apresenta respectivamente a dinâmica da magnetização e da suscepti-
bilidade do sistema para uma rede de tamanho L = 12 para vários valores de Ja. Aqui,
visualiza-se que para valores de Ja menores que o seu valor crítico, a magnetização se inicia
em 1, 0 e vai a zero a partir da temperatura de transição associada a cada valor de Ja.
Entre eles, àquele que sofre uma transição de fase em um intervalo de temperatura menor
é o Ja = 1, 5 o que justifica seu pico abrupto entre os apresentados pela susceptibilidade.
Observa-se também que para Ja = 2.0 a magnetização já não se comporta de maneira simi-
lar as curvas anteriores pois esse valor é o limiar das duas fases. Uma vez que conseguimos
expor as configurações à esquerda e à direita de Ja = 2, 0, ao avaliarmos também algumas
possíveis configurações do sistema quando o parâmetro de controle assume exatamente
esse valor nós constatamos a degenerescência do estado de energia mais baixa, uma vez que
conseguimos observar um elevado número de configurações correspondentes ao estado de
mínima energia para este valor de Ja. Para ilustrar esse fato, a figura 9 apresenta algumas
dessas configurações associadas a esse conjunto responsável por exibir uma mistura das
fases ferromagnética e stripes, essa característica já representa um bom argumento para
sustentar a hipótese de que nessa região específica existe a coexistência das duas fases.

Para valores de Ja maiores que 2, 0 os spins se reorganizam de uma forma diferente
conforme visualizamos na Figura 8 (centro), que correspondem as configurações referentes
à região St destacada na figura 7, onde se observa que a magnetização possui uma ínfima
variação. Esta característica é o fator responsável pela ausência desses dados nos gráficos
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Figura 9 – Representação de algumas configurações correspondentes à Ja = 2, 0 ilustrando a
degenerescência do ground state.

Fonte: os autores

apontados pela figura 10. Sendo assim, a magnetização deixa de ser um parâmetro de
ordem adequado de modo que a definição de um novo parâmetro passe a ser necessária.
Com o objetivo de atender a essa necessidade, nós propomos o seguinte parâmetro de
ordem

M =
L∑
i=1
|
L∑
j=1

σij|, (4.5)

onde M representa o cálculo agora adotado para a magnetização da rede de maneira que
haja uma soma dos módulos de cada soma dos spins dispostos na vertical. Através dessa
expressão nós conseguimos verificar os comportamentos típicos da magnetização e da
susceptibilidade para essa faixa de valores de Ja conforme apresenta a figura 11. Onde
podemos perceber o impacto que Ja oferece na dinâmica magnética do spin conforme
aumentamos a sua intensidade.

Com o devido parâmetro de ordem estabelecido nós conseguimos também deter-
minar os expoentes críticos associados a teoria de escala para Ja = 1, 0 e Ja = 4, 0 e
avaliar o comportamento da susceptibilidade com esses valores fixos para vários tamanhos
de redes. Essa última afirmação é ilustrada pela figura 12 que mostra respectivamente
como o comportamento da susceptibilidade escala com o tamanho da rede para a fase
ferromagnética e para a fase stripes, situadas em ambos os lados do valor de Ja = 2.0.
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Figura 10 – Magnetização e susceptibilidade magnética em função da temperatura para vários
valores de Ja.
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Figura 11 – Magnetização e susceptibilidade magnética em função da temperatura para valores
de Ja ≥ 2 com o novo parâmetro de ordem.
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Para a produção desses dados nós efetuamos a simulação de Wang-Landau sem
a necessidade de uma densidade de estados conjunta de maneira que possamos explorar
tamanhos de redes maiores em um tempo computacional razoável de maneira que também
possamos obter um conjunto de dados interessantes para uma correta aplicação da teoria
de escala de tamanho finito. Buscando atender a essa última etapa nós definimos um
conjunto de tamanhos de redes tomando L = 30, 36, 42, 48, 54 e 60 com suas respectivas
rodadas independentes com N = 24, 24, 20, 20, 20 e 16 que foram executadas para ambos os
valores de Ja mencionados anteriormente. Após o término dessas operações nós construímos
os resultados associados a esses parâmetros onde a figura 13 apresenta primeiramente o
expoente crítico 1

ν
calculado através de um ajuste linear das seis funções representadas

pelos Vjs que correspondem a um dado conjunto onde 1
ν
que efetivamente representam

uma média aritmética dos coeficientes angulares associados às retas de ajuste da equação
(2.17), dessa forma obtemos 1

ν
= 1.0373(10) de modo que ao escrevermos ν = 1/ 1

ν
temos
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Figura 12 – Comportamento da susceptibilidade magnética para Ja fixo para vários tamanhos
de rede.
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que o erro ou o desvio padrão médio associado a esse expoente pode ser expresso por
∆ν = ∆( 1

ν
)/( 1

ν
)2, assim verifica-se que ν = 0.96404(93).

Ainda com respeito a essa figura, o segundo gráfico apresenta a temperatura crítica
Tc conforme prediz a equação (2.18) de modo que a determinação de Tc é feita usando
uma extrapolação de L (L→∞) de maneira que L−1/ν = 0. Esse ajuste linear é realizado
utilizando os máximos do calor específico e da susceptibilidade para cada tamanho de rede
e uma vez que o coeficiente angular da reta que melhor se ajusta aos dados corresponde
a temperatura crítica, encontra-se Tc = 3.35162(27) que representa a temperatura de
transição da fase ferro para a fase paramagnética. Nos gráficos seguintes representados pela
figura 14 temos a exposição dos dados relacionados a γ/ν = 1.7622(15) e β/ν = 0.1327(12),
logo se escrevermos γ = ν γ

ν
, o erro associado é ∆γ = ∆ν(γ

ν
) + ν∆(γ

ν
), da mesma forma,

para β = ν β
ν
temos ∆β = ∆ν(β

ν
) + ν∆(β

ν
) e assim podemos verificar que γ = 1.6988(31)

e que β = 0.1279(13) uma vez que este último representa o coeficiente angular da reta
correspondente ao último gráfico da figura 14.

Nos próximos gráficos temos a exposição dos expoentes críticos relacionados a
Ja = 4, 0 que buscam apresentar uma visão da fase stripes cujas configurações nos obriga
a fazer uso do novo parâmetro de ordem definido pela equação (4.5). Dessa forma, nós
conseguimos obter 1

ν
= 1.0473(75) de modo que ν = 0.9548(68) e a temperatura de transição

da fase stripes para a fase paramagnética corresponde a Tc = 7.57792(23) conforme indicado
pela figura 15. Ainda sobre esse valor de Ja, na sequência nós encontramos γ/ν = 1.7520(10)
e β/ν = 0.1280(19) de maneira que γ = 1.673(13) e β = 0.1222(34). Em comparação
com os expoentes associados ao modelo de Ising bidimensional, temos que esses dados
nos fornecem um forte indicativo de que o modelo proposto pertence a mesma classe de
universalidade do modelo de Ising de modo que as transições das respectivas fases iniciais
do sistema para a fase paramagnética sejam classificadas como de segunda ordem.
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Figura 13 – Gráfico dos expoentes críticos para Ja = 1.0.
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Figura 14 – Gráfico dos expoentes críticos para Ja = 1.0.
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Figura 15 – Gráfico dos expoentes críticos para Ja = 4.0.
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Figura 16 – Gráfico dos expoentes críticos para Ja = 4, 0.
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5 Considerações finais

Com base na metodologia empregada para o estudo do modelo proposto, nós
conseguimos mostrar o comportamento do sistema por várias vias de investigação que
abrangem características energéticas, magnéticas e configuracionais. Essas informações nos
ajudaram a entender como o sistema se apresenta para cada faixa de valores atribuídos
ao nosso parâmetro fenomenológico em conjunto com a sua evolução térmica a ponto de
nos permitir mapear suas respectivas fases, seu ponto de singularidade que evidencia o
comportamento frustrado do sistema e o grau de influência que a interação com o substrato
tem sobre os spins. Esses dados não só tem potencial para nos convencer da relevância
que a interação extra aqui proposta possui na análise do comportamento dos spins como
também podem ser responsáveis pela proposição de uma nova forma de estudar sistemas
magnéticos em geral.

Como este trabalho apresenta um modelo novo, existem ainda diversos aspectos a
serem explorados, um deles diz respeito a possibilidade da caracterização da influência de
valores negativos atribuidos à interação com o substrato. Além disso, a ideia apresentada
neste trabalho também pode ser implementada para um novo tipo de spin como o spin de
Heisenberg, essas e outras propostas ficam a cargo de abordagens futuras.
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