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A aplicagdo s(r) = ftg |o/(¢)|dt é denominada fun¢do comprimento de arco da
curva o a partir de 7. Além disso, a aplicagdo s(¢) é de classe C*, pois o é uma curva

regular.

Definiciio 1.5 Uma curva regular o : / — R3 é dita parametrizada por comprimento de
arco quando para cada fy,t; € I, com ty < 1, 0 comprimento de arco da curva o de 7 a t;

éigual a t; — 1. Isto é,

N
[ 1 0de =1 1o, (1)
1

0

onde |/ (#)| = +/(x'(¢))2+ (y/(¢))2 + (Z(t))? é o comprimento do vetor o' (z).

Proposicio 1.6 Uma curva regular o.: I — R3 é dita parametrizada por comprimento de

arco se, e somente se, para todo t € I, tem-se que |0/ (t)| = 1.

A proposi¢do seguinte nos diz que toda curva regular pode ser reparametrizada

por comprimento de arco.

Proposicio 1.7 Seja o : I — R3 uma curva regular e s : I — s(I) C R a fun¢ao com-
primento de arco de O. a partir de ty. Entdo existe a fungdo inversa h de s, definida no
intervalo aberto J = s(I) e B = atoh é uma reparametrizacdo de o, onde B estd parame-

trizada por comprimento de arco.

A aplicacio [3, dessa proposi¢ao, é denominada reparametriza¢ao de a pelo comprimento
de arco.
Seja o : I — R> uma curva parametrizada pelo comprimento de arco s € I. O

nimero | (s)| = k(s) denomina-se curvatura de o em s. Quando k(s) # 0, os vetores

n(s) = O,Z;(S) e b(s) =t(s) x n(s), em que 7(s) = o (s), denominam-se normal e binormal,
respectivamente, de oe em s. Observamos que b(s) é paralelo a n(s). De fato, derivando
b(s) =1(s) x n(s), obtemos

(s) = t'(s)x (s)+1(s)x"(s)
= t(s) xn/(s).
Portanto, b'(s) é ortogonal a 7(s). Como |b(s)| = 1, temos que b'(s) é ortogonal a b(s).

Donde concluimos que #'(s) € paralelo a n(s), isto é, b'(s) é igual ao produto de n(s) por

um namero real.

Defini¢éio 1.8 O ndmero real T definido por »'(s) = t(s)n(s) é denominado tor¢do da

curva O em s.
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Os vetores £(s), n(s) e b(s) constituem uma base ortonormal orientada e mével ao longo

de o, chamada o triedro de Frenet R? e satisfazem as equagdes

n'(s) = —k(s)t(s) +1t(s)b(s) (1-2)

chamadas férmulas de Frenet.

O teorema seguinte, também conhecido como teorema fundamental das curvas,
afirma que uma curva regular em R3 tem seu comportamento local completamente

descrito quando conhecemos os valores de T e k.

Teorema 1.9 Dadas as fungées diferencidveis k(s) > 0 e t(s), com s € I C R, existe a
menos de movimentos rigidos, uma tinica curva regular o, : I — R> parametrizada pelo
comprimento de arco s, onde k(s) e t(s) sdo a curvatura e a tor¢do, respectivamente, de
(04

Observacio 1 Um movimento rigido em R3 é o resultado da composi¢io de uma
translacdo com uma transformacgdo ortogonal de determinante positivo (isso quer dizer

que o movimento rigido preserva a orientagdo).

1.2 Superficies Regulares

Nesta se¢do introduziremos brevemente as superficies regulares. Para isso, ado-
taremos um sistema de coordenadas cartesianas x, y, z de R3 e consideraremos uma apli-
cacio X (u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) nas varidveis u e v de um aberto U C R?. Para

cada (u,v) € U, X (u,v) determina um ponto de R3.

Definiciio 1.10 Diz-se que um subconjunto S de R? é uma superficie regular quando for
possivel, na vizinhanca V de cada ponto p € S, definir uma aplicacdo X : U — VNS, onde
U é um aberto de R2 e VNS C R3, tal que

1. X é diferencidvel. Isto significa que suas fungcoes coordenadas tém derivadas par-

ciais continuas de todas as ordens no aberto U C R2.

2. X é um homeomorfismo. Com isso, queremos dizer que X é continua e que sua

inversa X~ : VNS — U é, também, continua.

3. Para todo q € U, a diferencial dX, : R? — R3 ¢ injetiva.
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¢ a esfera unitaria.

Essa definicdo quer dizer que a aplicacdo normal de Gauss € a translagdo da origem do
campo N para a origem de R?, ou seja, N(q) é o ponto final da translagio do vetor normal

em q.

Proposicao 1.19 A diferencial dN : T,S — T,S da aplicacdo de Gauss é linear e auto-

adjunta.
Defini¢ao 1.20 A forma quadritica 11, definida em 7S por

II,(v) = —(dNp(v),v) (1-5)
€ chamada de segunda forma fundamental de S em p.

Considere uma superficie S com parametrizacdo em p € S dada por

X:UcCR? —s S

(1-6)
(w,v)  — X(u,v),
e, também, defina a seguinte curva parametrizada em S
o:ICR — §
(1-7)

too—oa(r) = X(u(t),v(t)),
com a(0) = p. Segue que, no ponto p, a curva o.(f) tem vetor tangente expresso por

o =X, +X,V (1-8)

dN(o) = N'(u(t),v(t))
=Nu +N,V. (1-9)

Em relagdo a base {X,,X,}, escrevemos a expressdo da segunda forma funda-

mental da seguinte maneira
11, (a!) = —(dN(o!), o)
= — (N +NV X' + XV
= _<Nu7Xu>(”/)2 — ((Nu, Xv) + <NV7XM>)”,V/ - <NV7XV>(V/)2a
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como, (N,X,) = (N,X,) = 0, derivando em relacio a u e v, obtemos e = —(N,,X,),
=Ny, X)) =—(N,, X)) e g = —(N,,X,). Entdo, podemos escrever

1,(o) = e(u)? +2fu'v +g(vV')?,

onde e = e(u,v), f = f(u,v) e g = g(u,v) sdo funcdes diferencidveis e chamado os

coeficientes da segunda forma fundamental.

Proposicao 1.21 A matriz da aplicag¢do dN), : T,S — T,S na direg¢do de um vetor w € TS,
em relagdo a base {X,,X,} de T,S, é dada por

fF—eG gF —fG
EG—-F? EG-F?
eF — fE fF—gE
EG—F? EG-F?%

dN =

onde "E, F, G" e "e, f, g"sdo, respectivamente, os coeficientes da primeira e segunda

formas fundamentais de S em p.

Considere uma curva regular C com vetor normal n, contida na superficie regular
S com vetor normal N em p, que passa pelo ponto p € S, onde k € sua curvatura e
cos® = (n,N).

Definicao 1.22 Seja S uma superficie parametrizada regular e p € S. A fun¢do curvatura
normal em p é uma aplicagdo k, : 7,5 \ {0} — R que associa, para cada vetor w €

7,5\ {0}, um nimero

Segue dessa defini¢do que: se w € 7,5\ {0}, entdo k,(Aw) = k,(w) para todo
A € R\ {0} em p. De fato, seja w = aX, + bX,, onde (a,b) # (0,0). Denotando por e, f,
g os coeficientes da segunda forma fundamental em p € S, temos
a’e+2abf +b%*g
T e

= kp(w).

O fato acima nos permite falar em curvatura normal ao longo de uma dada direcao
tangente a superficie em p.
Agora, vejamos a interpretacdo geométrica da curvatura normal e da segunda

forma quadratica. Sejam S uma superficie regular parametrizada pela aplicacio X : U — S,
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) R
onde lim;_,( o= 0.
Segue-se que se € € suficiente pequeno, x’ € uma superficie parametrizada
regular. Além disso, drea A(z) de x' (D) é

Alt) = /D\/E’G’—(F)zdudv

_ / V1 —4thH +RVEG — F2dudv,
D

onde R = ﬁ. Assim, se € € pequeno, A € uma funcio diferencidvel e a sua derivada
emt=0¢

A'(0) = — / 2hH\ EG — F2d,d,.
D

Estamos agora preparados para justificar o uso da palavra minima em conex@o com as

superficies com curvatura média nula.

Proposiciio 1.25 Sejax : U — R3 uma superficie parametrizada regular e seja D C U um
dominio limitado em U. Entdo x é minima se, e somente se, A'(0) = 0 para todo dominio

D e toda variagdo normal de x(D).

Demonstragdo. Se x é minima, H = 0 e é claro que a condi¢do € satisfeita. Reciproca-
mente, suponha que a condicdo € satisfeita e que H(g) # 0 para algum ¢g € D. Escolha
h:D — R tal que h(q) = H(q),hH > 0, e h seja identicamente nula fora de uma pequena
vizinhanga de ¢. Entdo A’(0) < 0 para a varia¢do determinada por essa fungdo %, o que é
uma contradic@o. O
Assim, qualquer regido limitada x(D) de uma superficie minima é um ponto critico para
a fungdo drea de qualquer variagdo normal de x(D). Deve-se notar que este ponto critico
pode ndo ser um minimo e que isso faz a palavra minima parecer um pouco estranha. No
entanto, esta terminologia é consagrada pelo tempo, tendo sido introduzida por Lagrange
(' que foi o primeiro a definir uma superficie minima em 1760).

As superficies minimas sdo geralmente associadas as peliculas de sabao, que
podem ser obtidas mergulhando uma moldura formada por um arame em uma solucao
de sabdo e retirando-a em seguida com cuidado. Se o experimento for bem executado,
obtém-se uma pelicula de sabao que tem o arame como fronteira. Pode-se mostrar, por
consideragdes fisicas, que a pelicula assume a posi¢dao onde, em seus pontos regulares, a
curvatura média é zero.

Deve-se notar que nem toda pelicula de sabao é uma superficie minima, de
acordo com a nossa defini¢do. Fizemos a suposicdo de que as superficies minimas
sdo regulares (poderiamos ter admitido alguns pontos singulares isolados, mas ir além

disto faria com que o tratamento ficasse muito menos elementar). Entretanto, podem-se
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formar peliculas de sabdo, por exemplo, usando um arame em forma de cubo, que tem
singularidade ao longo de retas.

A conexao entre superficies minimas e peliculas de sabao motivou o famoso
Problema de Plateau (Plateau foi um fisico belga que realizou cuidadosos experimentos
com peliculas de sabdo por volta de 1850). O problema pode ser, a grosso modo, descrito
da seguinte maneira: provar que para cada curva fechada C C R3 existe uma superficie
S de drea minima tendo C como fronteira. Tornar o problema preciso (quais curvas e
superficies sdo permitidas e que significa C ser a fronteira de S) é em si uma parte ndao
trivial do problema. Uma versdo do problema de Plateau foi resolvida simultaneamente
por Douglas e Radé em 1930. Outras versdes ( e generalizagdes do problema para
dimensdes maiores) tém inspirado a criacdo de entidades matemadticas que incluem

objetos semelhantes as peliculas de sabao.

Exemplo 1.26 Consideremos a catendria
u
o(u) = (acosh—,O,u) , u€eR,
a
onde a > 0 € constante. A superficie

X(u,v) = (acosh <E> cosv,acosh <E> sinv, u) ,
a a

(u,v) € R?, descreve o catenoide, que é obtido pela rotacio da catenaria o em torno do

eixo O;.

Figura 1.1: Catenoide

Exemplo 1.27 Seja a parametrizacdo do helicoide dada por

x(u,v) = (cos(v)cos(u),cos(v)sin(u),u).
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1 1
aplicando a mudanga de coordenada u = E(S +t)ev= E(s —1),temos que u+v =se

u—v=t,logo
1 I, . .
o(u+v)+o(u—v)= (E(cos(u +v)+cos(u—v)), E(sm(u +v) +sin(u —v)), u) :
Observe que

cos(u+v)+cos(u—v) = cos(v)cos(v)—sin(u)sin(v) + cos(u)cos(v) + sin(u) sin(v)

= 2cos(u)cos(v).
De modo anélogo, segue

sin(u+v) +sin(u—v) = sin(u)cos(v)+ sin(v)cos(u) + sin(u) cos(v) — sin(v) cos(u)

= 2sin(u)cos(v),
dai concluimos que

o(u+v)+o(u—v)=(cos(u)cos(v),sin(u)cos(v), (1)) = X (u,v).

alr) = A

Figura 2.1: helicoide

Exemplo 2.3 A superficie de Scherk descoberta em 1835 € um exemplo de superfi-
cie minima de translacdo e, além disso, é conhecida por ser uma superficie tipo gra-
fico. Para verificar esse fato, note que podemos usar a parametrizacdo local dada por
X(x,y) = (x,y,h(x,y)), vamos supor uma solugdo do tipo i(x,y) = f(x) 4+ g(y) e assim

decorre que






2.1 Superficies Minimas de Translacao 34

Figura 2.2: Superficie de Scherk

2.1 Superficies Minimas de Translacao

Todas as curvas consideradas aqui sdo de classe C*. Sejam a(s), s € [ e B(¢),t € J
duas curvas em R? parametrizadas pelo comprimento de arco com orientagéo do triedro de
Frenet {tq(s),nq(s),ba(s)}, {tg(r),ng(z),bp(r)} para cada s € I, 1 € J respectivamente.
Ao longo desse trabalho Ky (s) > 0 e Kg(#) > 0 denotardo as curvaturas de o(s), e B(z),
respectivamente, bem como Tq (s) € Tg(¢) as tor¢des. Seja {a(s) +B(t) ;s €t € J} C R3
o conjunto obtido pela soma das curvas o e B, entdo S é uma superficie regular (translagio)
e W(s,t) = a(s) + B(t) € uma parametrizagdo de S, se fo(s) x tg(t) # O para todo
(s,t) €IxJ, onde x representa o produto vetorial de R3. Recorde que uma curva
coordenada t = cte é congruente a uma translagéio de o.(s). Portanto, elas tém a mesma
curvatura e tor¢cdo em cada ponto correspondente. (De modo similar para a curva s = cte).

A seguir, vamos calcular a curvatura Gaussiana e a curvatura média de S.
Por conveniéncia de notacdo omitimos a dependéncia de s e ¢ das fungdes que sdo
implicitamente compreendidas. As derivadas de primeira ordem de W sdo: Wy =1y €
¥, =tg, com W x W, # 0. Seja ¢(s,1), 0 < d(s,7) <7, o dngulo que to(s) faz com tg(z)
no ponto Y(s,?), que €, cos(s,t) = (ta(s),tg(r)), onde (,) representa o produto escalar
usual de R?. Entio os coeficientes da 1* forma fundamental na base {¥, ¥, } sio:

E = (¥,%) = (tals). ) = [ta(s)] = 1,
(Ws, W) = (tals),tg(r)) = cosd(s,1),
G = (F.9)= (ty(0).t5(0) = ()] = 1.

~
I

to(s) x t(r)
= , mas
lta(s) < t5(0)|
sabemos que ||t (s) x tg(¢)|| = ||ta(s)|| ||ts(¢)|| sin¢, e uma vez que as curvas a e P sdo

O vetor normal e unitdrio N(s,¢) em ¢(s,t) é dado por N(s,t)

parametrizadas pelo comprimento de arco, temos

N(s,t) = —ta;;l) (l;stﬁt ;t).
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As derivadas de segunda ordem de P em relag@o a 7 e s sdo dadas por Wy, = t[, = KyDg,

Yy =0e¥,; = té = Kphg. Os coeficientes da segunda forma fundamental sdo:

—Kq
<tl3, ta X nu>

1
e = (Wu,N(s,1)) = ——(Kolg, to X tg) = Sind

sin @
fo= <lPSl‘7N(S>t)>_<O>N( 7t)>:0>

8§ = <lP,,,N(S,t)> =

q) <tﬁ’b(l>

K K
(KBnB,ta X tB> Bq) <t0°’tl3 nl3> nB¢ <t0c>bﬁ>-

sin @

A curvatura Gaussiana K e a curvatura média H sdo dadas por

K(XK
_ eyt bo) by = B 4 b (tas bp).
EG—F? l—COSZ(D sin q) B’ o/ \fes BB

o 1€G—2fF +gE 1 sm(]) <b0€7tﬁ> s1nq) <ta7bB> _K(X<b0ht]3> +Kﬁ<t0bb[3>
T2 EG-F* 2 1 —cos?¢ 2sin® ¢

Dessa forma, a superficie S € minima se, e somente se,

Ka<b(x,tﬁ> — KB<ta,bB>, (2—1)
paratodos e l,t €J.

Teorema 2.4 Se as curvas geratrizes o. e p ndo sdo parametrizadas pelo comprimento de

arco, entdo a condigdo de minimalidade H = 0 é equivalente a

1B/(0)]|” (o' (s) x & (s), B (£)) = || o' (5)]|* (o' (5), B' (1) x B"(r)) (2-2)
paratodo s € 1,t € J.

Demonstracdo. De fato, como ¥(s,7) = ou(s) + B(z), temos ¥y = o/ (s) e ¥; =/ (¢). Dessa

forma, os coeficientes da primeira forma fundamental sao:

E = (o/(s),0(s)) = ||o(s)]|",
F o= (o/(s),B'(1)) = (o(s),B'(1)),
G = (BB =|p0|



2.1 Superficies Minimas de Translacao 36

forma fundamental sdo:

A curvatura média é nula se, e somente se, H = 0, isto é, 2fF —eG — gE =0, 0 que
implica

1B(1)]|” (o' (s) x o, B'(1)) = || o () || (et ) x B" (1)),

conforme queriamos demonstrar. 0

A curva da proposicao a seguir serd util posteriormente.

Proposicao 2.5 Considere a seguinte curva regular

ouu) = (u,O,—%log(cos(uc))), ue ( 2: ;C ) (2-3)

em que c é uma constante positiva, (esta curva é geratriz da superficie de Scherk S L ). Sua

curvatura, com parametro de arco s é dada por
2ce”

L+ e 4

Ko (s) =
Demonstragdo. Para verificar isso, note que

o (u) = (1,0,tan(uc)),
o’(u) = (0,0,csec?(uc)).

Observe que ||o'(u)||* # 1, pois 1/1+tan?(uc) # 1. Sendo assim, a curva c(u) ndo

estd parametrizada pelo comprimento de arco, dessa maneira vamos encontrar a funcao

comprimento de arco s

T o o1 _ log(tan(uc) +sec(uc))
S—/O ||Oc(u)||du—/0 \/l—f—tanz(uc)du—/o Cos(uc)du_ " .

Entdo a fun¢c@o comprimento de arco é dada por

e = tan(uc) + sec(uc).

Como a curva o ndo € parametrizada pelo comprimento de arco, sua curvatura é calculada















